
����� ����	
���� ����� ��
�� �����
��� 	
�������
����� ��������������

�������  !"�#
$%&' ())*

+,-./0123.
4 56789 :;<8=8> >?@ABC;DAE F9GHH? IJCGJ KLML NOPQQRSTQURV WTXYZ P[QYO\X]YV ^T_YO`aT]Xb M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M cLMd eTXYZ YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M gLMh eTXYZ OR]TV]bf ^T_YO`aT]X M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M iLMj eTXYZ kYZQSTXP lRUORSTQURf XRkYa M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M m
n o;89;:J HC8<D8B<A p;68<J9;>J 44dML qXPO`]Pr st]ZPWT]XPO`]Pr u^tkkP M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M LLdMd vTY^TWP kOYX]YQXR wT[YXP^TaP M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M LcdMh x[YQ]YaP]RT WTXYZP M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M Li
y z8=F9GHH?{ G|:D8};B<>J A CAD;~D?; H9;=B<J>C;DAE F9GHH n�hML NPXTuY^Rr G�W]Y�TQXa M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M d�hMd NPXTuY^Rr G�W]Y�TQXa� k^YUY]TS]bV QOtSPV M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M dihMh

λ�UYO`lP M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M hdhMj NYO`lY fP^PUXT^Ya k^YUY]TS]YV u^tkkb M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M hchMc �R^XtPO`]bT kYZu^tkkb M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M jhhMg
τ �YkT^PlRR R τ �U^RXT^RV M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M ji

� �A9<GJC�D?; H8=F9GHH? BA::;<9A@;B�8~ F9GHH? KyjML �P^PUXT^b QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M chjMd �YRQU aR^XtPO`]bf kYZu^tkk a
Sn
� WTXYZb ��� R ��� M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M cgjMh �YRQU aR^XtPO`]bf kYZu^tkk a

Sn
� WTXYZ ��� M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M cijMj �aYVQXaP aR^XtPO`]bf kYZu^tkk M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M g�

K ���;�<A>DJE 9;JCA7J�AE :;<8=J �ncML �PfY�ZT]RT ^P_[RT]Rr λ(p) � Y[�RT _PWTSP]Rr M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M gdcMd eTXYZ� YQ]YaP]]bV ]P abSRQOT]RR ^P]uYa M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M gdcMh eTXYZ� YQ]YaP]]bV ]P abSRQOT]RR QOTZYa M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M ghcMj �XPXRQXRSTQURV P]POR_ ^T_tO`XPXYa M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M gc
� �J�C�@;DA; ��
� z9A:;9? A <J6CA�? �4�ML �^RWT^b abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M �L�Md vP[ORlb fP^PUXT^Ya

Sn
k^R n ≤ 6

M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M �d�Mh �R^XtPO`]bT kYZu^tkkb
Sn
k^R n ≤ 6
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�PZPSP abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP UY]U^TX]YuY W]YuYSOT]P Q ^PlRY]PO`]bWR UY�ssRlRT]XPWR UPU kYZ�u^tkkb u^tkkb kYZQXP]YaYU UY^]TV W]YuYSOT]P ^PQQWPX^RaPOPQ`�Y^ZP]YW T�T a ��� aTUTM �^TZOY��T]]bV XYuZP WTXYZ �P[QYO\X]YV ^T_YO`aT]Xb� ^T	PO �Xt _PZPSt a k^R]lRkT R kY_aYOrO ZYUP_baPX`Yk^TZTOT]]bT XTY^TXRSTQURT ^T_tO`XPXb Y u^tkkPf �POtP W]YuYSOT]Ya� YZ]PUY [bO QYaT^	T]]Y ]Tk^R�uYZT] ZOr k^PUXRSTQUYuY RQkYO`_YaP]RrM �PXTW a XTST]RT ZYOuYuY a^TWT]R �XP k^Y[OTWP ]T k^RaOTUPOPa]RWP]Rr RQQOTZYaPXTOTVM�RXtPlRr R_WT]ROPQ` a ���f uYZPf �� aTUP� UYuZP kYraOT]RT R 	R^YUYT ^PQk^YQX^P]T]RT �OTUX^Y]�]bf abSRQORXTO`]bf WP	R] QZTOPOY aY_WY�]bW k^PUXRSTQUt\ ^TPOR_PlR\ POuY^RXWYa abSRQOT]Rru^tkkb �POtPM qXR POuY^RXWb RQkYO`_t\XQr UPU R kY YXZTO`]YQXR �]Pk^RWT^� ZOr R_tST]Rr kYZkYOTVZP]]YuY k^YQXYuY ^PQ	R^T]Rr kYOr ^PlRY]PO`]bf SRQTO� ZOr abSRQOT]Rr _PaRQRWYQXTV WT�Zt UY^�]rWR YZ]YuY ROR ]TQUYO`URf ]Tk^RaYZRWbf W]YuYSOT]Ya� ZOr kYQX^YT]Rr W]YuYSOT]Ya� Y[OPZP\�Rf_PZP]]YV u^tkkYV �POtP� SXY k^TZQXPaOrTX QY[YV XTY^TXRSTQURV R]XT^TQ a Qar_R Q Y[^PX]YV _PZPSTVXTY^RR �POtP�� XPU R a QYQXPaT Z^tuRf POuY^RXWYa �]Pk^RWT^� a QRQXTWPf UYWk`\XT^]YV POuT[^b ZOrtk^Y�T]Rr ab^P�T]RV Q ^PZRUPOPWR R POuT[^PRSTQURWR SRQOPWR ROR st]UlRrWR� P XPU�T ZOr ]PfY��ZT]Rr ^T	T]RV t^Pa]T]RV a ^PZRUPOPf� SXY RQXY^RSTQUR kYQOt�ROY YZ]YV R_ YQ]Ya]bf k^RSR] ZOrQY_ZP]Rr XTY^RR �POtP�M�YQUYO`Ut UOPQQRSTQURV WTXYZ P[QYO\X]YV ^T_YO`aT]Xb [bO QYaT^	T]]Y ]Tk^RuYZT] ZOr k^PU�XRSTQUYuY RQkYO`_YaP]Rr� ZP�T ]P UYWk`\XT^Pf� ^rZYW PaXY^Ya [bOR k^TZOY�T]b ]YabT POuY^RXWb]PfY�ZT]Rr u^tkkb �POtPM �T^abW R_ �XRf WTXYZYa [bO WTXYZ 
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������� k^TZ�OY�T]]bV a Lm�h uYZt a ^P[YXT �d��� k^PUXRSTQUR aQT kYQOTZt\�RT k^TZOY�T]]bT R ^TPOR_YaP]]bTPOuY^RXWb k^TZQXPaOr\X QY[YV OR[Y WYZRsRUPlRR WTXYZP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� OR[Y QYSTXP\XTuY Q Z^tuRWR WTXYZPWR � SP�T aQTuY Q WTXYZYW �������� ���
������� k^TZOY�T]]bW a ^P[YXT �dL�t�T a i��f uYZPfM � YXORSRT YX WTXYZP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� WTXYZ OR]TV]bf ^T_YO`aT]X ZPTXXYO`UY SPQXRS]t\ R]sY^WPlR\ Y[ RQUYWYV u^tkkT �POtP� YZ]PUY Y] [YOTT �ssTUXRaT]� R kYOtST]]Pra ^T_tO`XPXT TuY k^RWT]T]Rr R]sY^WPlRr kY_aYOrTX Qt�TQXaT]]Y tQUY^RX` kYQOTZt\�TT k^RWT]T]RTWTXYZP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X a XYV ROR R]YV TuY WYZRsRUPlRRMe]YuRT PaXY^b YXWTSP\X aY_WY�]YQX` k^RWT]T]Rr XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP �L�� �QWM� ]Pk^M�
�dL� ROR Y[_Y^ �Lm��M vTW ]T WT]TT Y[bS]Y Y[Qt�ZT]RT ]T abfYZRX _P ^PWUR tkYWR]P]Rr Y XYW� SXY XTY^T�WP kOYX]YQXR wT[YXP^TaP Y[bS]Y kY_aYOrTX [bQX^Y Yk^TZTORX`� SXY u^tkkP �POtP ZP]]YuY W]YuYSOT]PraOrTXQr QRWWTX^RSTQUYV ROR _]PUYkT^TWT]]YV� R SXY k^PUXRSTQUYT k^RWT]T]RT XTY^TWb kOYX]YQXRwT[YXP^TaP ZOr kYOtST]Rr ZPO`]TV	TV R]sY^WPlRR Y u^tkkT �POtP� U QY�POT]R\� U^PV]T ]T�ssTU�XRa]YM

�TO`\ ZP]]YV ^P[YXb raOrTXQr kYQX^YT]RT R Y[YQ]YaP]RT ]TUYXY^YuY �ssTUXRa]YuY WTXYZP abSRQ�OT]Rr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P Q ^PlRY]PO`]bWR UY�ssRlRT]XPWR� YQ]YaP]]YuY ]P XTY^TWT kOYX]YQXRwT[YXP^TaPM vPUYV WTXYZ TQXTQXaT]]bW Y[^P_YW ]YQRX aT^YrX]YQX]bV fP^PUXT^� a Qar_R Q �XRW [tZTXR_tST]Y� UPURW Y[^P_YW WY�]Y ZY[RX`Qr XYuY� SXY[b aT^YrX]YQX` Y	R[UR [bOP WT]`	T O\[YuY ]PkT�^TZ _PZP]]YuY SRQOPM �k^YSTW� a k^TZkYOY�T]RR RQXR]]YQXR Y[Y[�T]]YV uRkYXT_b �RWP]P ]P	 WTXYZtZPTXQr QZTOPX` a Yk^TZTOT]]YW QWbQOT XYS]bW �QWM cMj�MNY]TS]Y �T� XTY^TWP kOYX]YQXR wT[YXP^TaP WY�TX ZPX` R]sY^WPlR\ XYO`UY Y UYORSTQXaT kYZQXP�]YaYU UP�ZYuY R_ lRUORSTQURf XRkYa� afYZr�Rf a RQUYWt\ u^tkkt �POtP Γ
M eb [tZTW ]P_baPX` �XYX]P[Y^ ZP]]bf ���������
�  
!"��  
�� QYYXaTXQXat\�TV Γ

M �Y W]YuRf QOtSPrf aR^XtPO`]Pr kYZu^tk�kP YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTX QYYXaTXQXat\�t\ kYZu^tkkt Q XYS]YQX`\ ZY QYk^r�T]Rr� ZP�T TQOR �XY]T XPU� [YO`	YT UYORSTQXaY R]sY^WPlRR WY�TX [bX` R_aOTST]Y R_ _]P]Rr aR^XtPO`]YV kYZu^tkkbM�PWbW k^YQXbW k^RWT^YW QOt�RX kY^rZYU RQUYWYV u^tkkb �POtP� YZ]PUY Wb kYOtSRW fY^Y	RT ��
#$
�
!�%�� tQOYaRr ZOr XYuY� SXY[b YZ]P kYZu^tkkP QYZT^�POPQ` a Z^tuYV ROR SXY[b kYZu^tkkP [bOP^P_^T	RWYV� a XT^WR]Pf QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bf kYZu^tkkMN^YWT XYuY� Wb ]T fYXRW Yu^P]RSRaPX`Qr ^PQQWYX^T]RTW ]Tk^RaYZRWbf W]YuYSOT]Ya �SXY QYYXaTX�QXatTX ^PQQWYX^T]R\ XYO`UY XTf u^tkk �POtP� UYXY^bT raOr\XQr X^P]_RXRa]bWR kYZu^tkkPWR QRW�WTX^RSTQUYV u^tkkb

Sn
�� UPU �XY ZTOPOYQ` ZY QRf kY^� ]TQWYX^r ]P XY� SXY WTXYZ YX]YQRXTO`]bf ^T�_YO`aT]X sY^WPO`]Y uYZRXQr ZOr k^YR_aYO`]bf �QTkP^P[TO`]bf� W]YuYSOT]Ya QXTkT]R n � UPU �XY [bOYYXWTST]Y T�T a ^P[YXT �d��� TuY k^RWT]T]RT ZOr k^RaYZRWbf W]YuYSOT]Ya X^T[tTX k^TZaP^RXTO`]YuY_]P]Rr ^T	TXUR kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb

Sn
R� UPU QOTZQXaRT� abSRQOT]Rr [YO`	YuY UYOR�STQXaP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]XM � Qar_R Q �XRW Qt�TQXat\�RT ^TPOR_PlRR Yu^P]RSRaP\XQr QOtSPTW]Tk^RaYZRWYuY W]YuYSOT]P �XMTM X^P]_RXRa]bf u^tkk kYZQXP]YaYU�� kYQUYO`Ut UOPQQRsRUPlRr X^P]_R�XRa]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb

Sn
fY^Y	Y R_aTQX]P ZOr n ≤ 31

M

d



�YSTXQr kYZST^U]tX`� SXY _PZPSP ]PfY�ZT]Rr u^tkkb �POtP k^RaYZRWYuY W]YuYSOT]P F k^TZQXPa�OrTX QPWYQXYrXTO`]bV R]XT^TQ R aYaQT ]T QaYZRXQr� UPU WY�]Y [bOY [b k^TZkYOY�RX`� RQUO\SRXTO`]YU R_tST]R\ u^tkk �POtP ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV W]YuYSOT]P F M�PQWWYX^RW QOTZt\�RV k^RWT^M �^TZkYOY�RW� SXY F = F1F2
raOrTXQr k^YR_aTZT]RTW ^P_ORS]bf]Tk^RaYZRWbf W]YuYSOT]Ya F1

R F2
� R G1

�G2
�G � u^tkkb �POtP W]YSOT]Ya F1

�F2
R F QYYXaTXQXaT]]Y�PK1

RK2
� kYOr ^P_OY�T]RV W]YuYSOT]YaF1

R F2
]PZ kYOTW ^PlRY]PO`]bf SRQTOQ �̂ PQQWPX^RaPTWbTUPU kYZkYOr a Q̄

�M vYuZP� UPU ]TQOY�]Y aRZTX`� kY^rZYU G ^PaT] k^YR_aTZT]R\ kY^rZUYa G1
R G2

aXYW R XYO`UY XYW QOtSPT� UYuZP kYOr K1
R K2

OR]TV]Y ^P_ZTOT]b ]PZ Q �R XYuZP G ∼= G1 × G2
�M �Z^tuYV QXY^Y]b� kY^rZYU G ^PaT] kY^rZUt G1

a XYW R XYO`UY XYW QOtSPT� TQOR K2
QYZT^�RXQr a kYOT

K1
� R _]P]RT G UPU u^tkkb kYZQXP]YaYU UY^]TV kY_aYOrTX Yk^TZTORX` uYWYWY^sR_W u^tkkb �POtP G1a u^tkkt G2

� Yk^TZTOT]]bV Yu^P]RST]RTW ]P kYZkYOT K1
M N^YWT XYuY� YXQ\ZP aRZ]Y� SXY K1 = K2

aXYW R XYO`UY XYW QOtSPT� TQOR kY^rZUR u^tkk G� G1
R G2

^Pa]bM�^RaTZT]]bV ab	T k^RWT^ kYUP_baPTX� SXY ZP�T _]P]RT kY^rZUYa u^tkk �POtP k^RaYZRWbf W]YuY�SOT]Ya ZPTX W]YuY R]XT^TQ]YV R]sY^WPlRR Y kYOrf ^P_OY�T]Rr W]YuYSOT]YaM xXWTXRW� SXY ^P_aRaPT�WbV a ]PQXYr�TV ^P[YXT WTXYZ kY_aYOrTX Yk^TZTOrX` UPU WR]RWtW kY^rZYU u^tkkb �POtP W]YuYSOT]YaQXTkT]R ≤ 11 �ZP�T TQOR Y] YUP_baPTXQr ]T a QYQXYr]RR kYO]YQX`\ Yk^TZTORX` RQUYWt\ u^tkkt �POtP�R a XY �T a^TWr YST]` �ssTUXRaT]� R kYXYWt Y] k^RuYZT] ZOr k^PUXRSTQUYuY ^T	T]Rr _PZPS� kYZY[]bfYkRQP]]bW ab	TMNPU t�T tkYWR]POYQ` ^P]TT� WTXYZ YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X X^T[tTX ZOr QaYTuY RQkYO`_YaP]Rr_]P]Rr ^T	TXUR X^P]_RXRa]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb
Sn

� �XY a ZTVQXaRXTO`]YQXR kYQOt��ROY YZ]YV R_ YQ]Ya]bf k^RSR] ZOr W]YuYSRQOT]]bf RQQOTZYaP]RV UOPQQRsRUPlRR X^P]_RXRa]bfkYZu^tkk
Sn
MxUP_baPTXQr� SXY ZOr XYuY� SXY[b QZTOPX` �ssTUXRa]bW WTXYZ� YQ]YaP]]bV ]P XTY^TWT kOYX]YQXRwT[YXP^TaP� ]TY[fYZRWY _P^P]TT kYQX^YRX` QkRQYU aQTf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb

Sn
M � Qar_R Q �XRW Qt�TQXaT]]Pr SPQX` ^P[YXb kYQar�T]P R_OY�T]R\ R Y[YQ]YaP]R\ �ssTUXRa]bfWTXYZYa kT^TSRQOT]Rr aR^XtPO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkbM qXR WTXYZb [bOR ^TPOR_YaP]bPaXY^YW ]P UYWk`\XT^T� SXY a ^T_tO`XPXT kY_aYOROY kYQX^YRX` QkRQUR aQTf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Snk^R n ≤ 11 � ZOr STuY kY]PZY[ROYQ` cc SPQYa ^P[YXb UYWk`\XT^P ���������� �a kYOtST]]YW QkRQUTYUP_POYQ` LLi�� aR^XtPO`]bf kYZu^tkk� R_ ]Rf �dLh QYYXaTXQXat\X n = 11�� k^R �XYW ZOr abSRQOT]RrXP[ORl k^R n ≤ 10 kYX^T[YaPOYQ` aQTuY OR	` QTW` WR]tX ^P[YXbM �YQUYO`Ut �XR XP[ORlb X^T[tTXQrabSRQORX` OR	` YZ]P�Zb� ]PW k^TZQXPaOrTXQr� SXY Q kYWY�`\ k^TZOPuPTWbf WTXYZYa WY�]Y abSRQ�ORX` _P k^RTWOTWYT a^TWr �XR XP[ORlb ZOr n ≤ 12
� ZOr [ �YO`	Rf _]PST]RV n � kY aQTV aRZRWYQXR�kYX^T[tTXQr ZPO`]TV	TT ^P_aRXRT �XRf WTXYZYaM

	XPU� k^TZOPuPTWPr ^P[YXP QYZT^�RX�L� xkRQP]RT k^TZOPuPTWYuY WTXYZP �]P_aP]]YuY ]PWR %��
!
%  
!
��� �����
���� �� 
�� ab�SRQOT]Rr u^tkkb �POtP UPU aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb R ]TY[fYZRWbf kYZ^Y[�]YQXTV TuY ^TPOR_PlRR� R_ UYXY^bf ]PR[YOTT Qt�TQXaT]]bWR k^TZQXPaOr\XQr �ssTUXRa]bT WTXYZb]PfY�ZT]Rr QXTkT]TV ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV W]YuYSOT]P ]PZ k^YQXbW kYOTW� P XPU�T WTXYZbQXPXRQXRSTQUYV Y[^P[YXUR ^T_tO`XPXYaMd� eTXYZb �ssTUXRa]YuY kYQX^YT]Rr XP[ORl aR^XtPO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV kYZu^tkkbM
Or �XYuY ]P UYO`lT aR^XtPO`]bf fP^PUXT^Ya QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb a ZYkYO]T]RT U QXP]ZP^X]bWYkT^PlRrW Wb aaYZRW ]YabT �τ �YkT^PlRR� R aaYZRW τ �U^RXT^RV� Y[bS]Y kY_aYOr\�RV [bQX^Y YXQTUPX`�]TQt�TQXaT]]bT� aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb� XMTM ]P[Y^b ZP]]bf� UYXY^bT ]T QYYXaTXQXat\X ]RUPUYV
�]PQXYr�TV� kYZu^tkkTMh� eTXYZb kYOtST]Rr R]sY^WPlRR Y kYZu^tkkT kY QYYXaTXQXat\�TV aR^XtPO`]YV kYZu^tkkTM �SPQX]YQXR� Wb ^PQQWYX^RW ]TY[fYZRWbT tQOYaRr ZOr XYuY� SXY[b kYZu^tkkP [bOP ^P_^T	RWYV RORQYZT^�POPQ` a Z^tuYV kYZu^tkkTM �ZTQ` UO\STat\ ^YO` Q]YaP Ru^PTX τ �U^RXT^RVMj� N^PXURV Y[_Y^ Qt�TQXat\�Rf WTXYZYa abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP Q lTO`\ Rf kYQOTZt\�TuYQ^Pa]T]Rr Q k^TZOPuPTWbW WTXYZYW R Y[Qt�ZT]Rr lTOTQYY[^P_]YQXR Rf QYaWTQX]YuY k^RWT]T]RrMN^YWT XYuY� a k^ROY�T]RR k^RaTZT]b XP[ORlb aR^XtPO`]bf kYZu^tkk ZOr n ≤ 6 R k^RWT^b ab�SRQOT]Rr u^tkk �POtPM
� Qar_R Q ab	TR_OY�T]]bW ^P[YXP kYQX^YT]P QOTZt\�RW Y[^P_YWM� kT^aYV uOPaT k^RaYZRXQr U^PXURV Y[_Y^ Z^tuRf WTXYZYa a XYV WT^T� a UPUYV �XY ]TY[fYZRWYa ZPO`]TV	TW ZOr Q^Pa]T]Rr� P XPU�T R_OPuPTXQr Y[�Pr RZTr k^TZOPuPTWYuY WTXYZP� UYXY^bV Wb aZPO`]TV	TW ]P_baPTW %��
!
%  
!
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�Y aXY^YV uOPaT R_tSP\XQr u^P]Rlb k^RWT]RWYQXR WTXYZYa� YQ]YaP]]bf ]P XTY^TWT kOYX]YQXR wT�[YXP^TaP� QOTZtTX Y�RZPX`� SXY a ZTVQXaRXTO`]YQXR kYOT ^PlRY]PO`]bf SRQTO WY�]Y _PWT]RX` O\[bWkYOTW� UY]TS]Y kY^Y�ZT]]bW ]PZ QaYRW k^YQXbW kYZkYOTWM N^YWT XYuY� a �XYV uOPaT k^RaYZRXQr ]t��]Pr ]PW sY^WtOR^YaUP XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP R Y[�rQ]rTXQr� UPU Y]P abaYZRXQr R_ Y[bS]YVM� X^TX`TV uOPaT QRQXTWPXRSTQUR R_tSP\XQr UYO`lP fP^PUXT^Ya UY]TS]bf R k^YUY]TS]bf u^tkk RaaYZrXQr τ �YkT^PlRR� P XPU�T τ �U^RXT^RV� Ru^P\�RV UO\STat\ ^YO` aY aQTV ^P[YXTM N^YWT XYuY� a]PSPO`]YV SPQXR �XYV uOPab R_OPuP\XQr ]P r_bUT XTY^RR UPXTuY^RV ]t�]bT a ZPO`]TV	TW QaYVQXaPYkT^PXY^]bf W]Y�TQXa R k^TZQXPaOT]RV u^tkkM qXY kY_aYOrTX Qt�TQXaT]]Y tk^YQXRX` R_OY�T]RT kY�QOTZt\�TuY WPXT^RPOPM
�PXTW a STXaT^XYV uOPaT kYQX^YT]]Pr Y[�Pr XTY^Rr k^RWT]rTXQr U QRWWTX^RSTQURW u^tkkPW R ^P_�aRaP\XQr X^R WTXYZP� QYaYUtk]YT k^RWT]T]RT UYXY^bf kY_aYOrTX �ssTUXRa]Y QX^YRX` XP[ORlb aR^Xt�PO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkbM N^YWT XYuY� Y[Qt�ZP\XQr WTXYZb� kY_aYOr\�RT kYOtSPX`R]sY^WPlR\ Y kYZu^tkkPf� RQfYZr R_ QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bf kYZu^tkkM� krXYV uOPaT Y[Qt�ZP\XQr WYWT]Xb� Qt�TQXaT]]bT ZOr �ssTUXRa]YV ^TPOR_PlRR k^TZOPuPTWYuYWTXYZP abSRQOT]Rr u^tkkb �POtPM � kT^abf X^Tf ^P_ZTOPf �XYV uOPab Wb ^PQQWPX^RaPTW ZaP WTXY�ZP ]PfY�ZT]Rr QXTkT]TV ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV W]YuYSOT]P ]PZ UY]TS]bW kYOTWM 	]XT^TQ]bWk^TZQXPaOrTXQr XYX sPUX� SXY k^TZOPuPTWbT WTXYZb ]T X^T[t\X ]PfY�ZT]Rr QPWRf ]Tk^RaYZRWbfQYW]Y�RXTOTV R kYXYWt ^P[YXP\X [bQX^TT� STW Y[bS]bT POuY^RXWb ^P_OY�T]Rr W]YuYSOT]Ya ]P W]Y��RXTORM � kYQOTZ]TW ^P_ZTOT Y[Qt�ZPTXQr WTXYZ QXPXRQXRSTQUYuY P]POR_P ^T_tO`XPXYa� YQ]YaP]]bV]P Q^Pa]T]RR ]P	TV _PZPSR Q kYfY�TV QXPXRQXRSTQUYV _PZPSTV� R ZP\XQr k^PUXRSTQURT ^TUYWT]ZPlRRMN^YWT XYuY� k^R �XYW Y[Qt�ZPTXQr� UPURW Y[^P_YW WY�]Y QZTOPX` ]P	 WTXYZ XYS]bW a k^TZkYOY�T]RRRQXR]]YQXR Y[Y[�T]]YV uRkYXT_b �RWP]PM� _PUO\ST]RR k^YR_aYZRXQr Q^Pa]T]RT ]P	TuY WTXYZP Q Z^tuRWR WTXYZPWR R ZP\XQr ^TUYWT]ZPlRRY[ Rf aY_WY�]YW QYaWTQX]YW k^RWT]T]RRM�^ROY�T]RT QYZT^�RX k^RWT^b abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP� P XPU�T XP[ORlb aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
k^R n ≤ 6 � abSRQOT]]bT WTXYZPWR� R_OY�T]]bWR a YQ]Ya]YW XTUQXTM
�YabWR a ]PQXYr�TV ^P[YXT k^TZQXPaOr\XQr τ �U^RXT^RV R aQT YQ]YaP]]bT ]P ]TW U^RXT^RR R WT�XYZb� aUO\SPr WTXYZb kT^TSRQOT]Rr aR^XtPO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb� P XPU�T k^R�WT]T]RT k^TZOY�T]]YuY QXPXRQXRSTQUYuY P]POR_P U ZP]]YV _PZPSTM �PWR τ �YkT^PlRR� Yk^TZTOT]]bT]PWR ]P O\[YW λ�UYO`lT� XPU�T k^TZQXPaOr\XQr ]YabWRM N^YWT XYuY� PaXY^t ]T tZPOYQ` Y[]P^t�RX`a ORXT^PXt^T a ra]YW aRZT R_OY�T]]bT WTXYZb Yk^TZTOT]Rr QXTkT]TV ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTVW]YuYSOT]P ]PZ k^YQXbW kYOTW� ]T X^T[t\�RT ]PfY�ZT]Rr QPWYuY ^P_OY�T]Rr ]P W]Y�RXTOR� fYXrY]R� [T_tQOYa]Y� raOr\XQr aP^RPlRrWR ]P XTWt fY^Y	Y R_aTQX]YuY POuY^RXWP �T^OTU�WkP ^P_OY�T]Rr]P W]Y�RXTOR W]YuYSOT]Ya ]PZ UY]TS]bW kYOTWM
xQ]Ya]bT ^T_tO`XPXb� R_OPuPTWbT a �XYV ^P[YXT� Ykt[ORUYaP]b PaXY^YW a �c� R �g�M

j
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�^TZOPuPTWbV ZPOTT Y[_Y^ YXWTSPTX OR	` YQ]Ya]bT RZTR WTXYZYa [T_ Y[Qt�ZT]Rr Rf aY_WY�]bf WY�ZRsRUPlRV R YkXRWR_PlRV a XYV WT^T� a UPUYV �XY ]TY[fYZRWY ZOr kYQOTZt\�TuY Q^Pa]T]Rr Q ]P	RWWTXYZYWM YkYO]RXTO`]t\ R]sY^WPlR\ WY�]Y ]PVXR� ]Pk^RWT^� a Y[_Y^T �Lm�M

�PZPSP ]PfY�ZT]Rr u^tkkb �POtP G UY]U^TX]YuY t]RXP^]YuY W]YuYSOT]P F ∈ k[T ] QXTkT]R n QUY�ssRlRT]XPWR a kYOT k ^PQQWPX^RaPOPQ` �Y^ZP]YW T�T a ��� aTUTM � TuY WTXYZT� UPU R aY W]Y�uRf kYQOTZt\�Rf� W]YuYSOT] F Y[bS]Y k^TZkYOPuPOQr ]Tk^RaYZRWbW� �XY QOTZtTX RWTX` a aRZt k^RSXT]RR ZPO`]TV	TuY� fYXr [YO`	R]QXaY ^PQQWPX^RaPTWbf WTXYZYa a ZTVQXaRXTO`]YQXR uYZrXQr ZOrk^YR_aYO`]YuY QTkP^P[TO`]YuY F � ]T Y[r_PXTO`]Y ]Tk^RaYZRWYuYM
��� ������������ ����� ������� �� !�"��#$� �%

� ^P[YXPf�Y^ZP]P �Li� kYraROQr kT^abV WTXYZ abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP G UPU kYZu^tkkb QRWWTX�^RSTQUYV u^tkkb
Sn

� a XTST]RT YST]` ZYOuYuY a^TWT]R �ZY ���f uYZYa �� aTUP� �XYX WTXYZ YQXPaPOQrTZR]QXaT]]bW Y[�RW WTXYZYW abSRQOT]Rr u^tkkb �POtPMxQ]Ya]Pr RZTr �XYuY WTXYZP _PUO\SPTXQr a QaTZT]RR _PZPSR ]PfY�ZT]Rr kYZu^tkkbG ⊂ Sn
U _PZP�ST ^P_OY�T]Rr ]P W]Y�RXTOR ]TUYXY^YV �̂ T_YO`aT]Xb�R � W]YuYSOT]P QXTkT]R n! YX n+1 kT^TWT]]YVQ UY�ssRlRT]XPWR a k M &QOR Y[Y_]PSRX` ST^T_ α1

� α2
� M M M � αn

UY^]R W]YuYSOT]P F (T )� XY ^T_YO`aT]XtWY�]Y Yk^TZTORX` sY^WtOYV
�LMLM�ML� R(T,X1, . . . , Xn) =

∏

σ∈Sn

(
T −

n∑

i=1

ασi
Xi

)
.

NY]TS]Y �T� ]TX ]TY[fYZRWYQXR ZOr abSRQOT]Rr ^T_YO`aT]Xb R RQUPX` QPWR UY^]R αi
� kYQUYO`Utk^PaPr SPQX` �LMLM�ML� raOrTXQr QRWWTX^RSTQURW W]YuYSOT]YW YX UY^]TV αi

� Y]P ab^P�PTXQr ST^T_YQ]Ya]bT QRWWTX^RSTQURT st]UlRR YX UY^]TV� XMTM ST^T_ UY�ssRlRT]Xb W]YuYSOT]P F M '�T ]P �XYW�XPkT aRZ]Y� SXY ]P k^PUXRUT abSRQOT]RT ^T_YO`aT]Xb k^R n ≥ 5 ZYaYO`]Y X^tZYTWUYM�PXTW QOTZtTX ^P_OY�RX` R(T,X1, . . . , Xn) ]P ]Tk^RaYZRWbT W]Y�RXTOR ]PZ kYOTW k � TQOR R1
�YZR] R_ ]Rf� XY kYZu^tkkP G ⊂ Sn

Yk^TZTOrTXQr UPU W]Y�TQXaY XTf kYZQXP]YaYU kT^TWT]]bf Xi
� UY�XY^bT QYf^P]r\X W]YuYSOT] R1

M &QOR ]PW ZP]P UPUPr�XY ]tWT^PlRr UY^]TV αi
�]Pk^RWT^� _PZP]RTWUYWkOTUQ]bf k^R[OR�T]RV�� XY Wb WY�TW Yk^TZTORX` G UPU u^tkkt kYZQXP]YaYU UY^]TV� _P]tWT^Y�aP]]bf tUP_P]]bW Y[^P_YW� ZYQXPXYS]Y a_rX` a UPSTQXaT R1

]Tk^RaYZRWbV QYW]Y�RXTO` R � a UYXY^bVafYZRX T −
∑

1≤i≤n αiXi
M � k^YXRa]YW QOtSPT R1

ab[R^PTXQr k^YR_aYO`]Y� SXY QYYXaTXQXatTX k^YR_�aYO`]YV ]tWT^PlRR UY^]TV� XYuZP kYZu^tkkP G ⊂ Sn
Yk^TZTOT]P Q XYS]YQX`\ ZY QYk^r�T]RrMxXWTXRW� SXY XTW QPWbW a k^R]lRkT _PZPSP ]PfY�ZT]Rr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P Q UY�ssRlRT]�XPWR a kYOT k QaTZT]P U _PZPST ^P_OY�T]Rr ]P W]Y�RXTOR W]YuYSOT]P YX ]TQUYO`URf kT^TWT]]bf Q UY��ssRlRT]XPWR a k M �YQUYO`Ut �XP _PZPSP� a QaY\ YST^TZ`� QaYZRXQr U _PZPST ^P_OY�T]Rr W]YuYSOT]P YXYZ]YV kT^TWT]]YV �aWTQXY H(X1, X2, . . . , Xn) ZYQXPXYS]Y ^P_OY�RX` ]P W]Y�RXTOR H(T, T d, . . . , T dn

)�uZT d � ]PXt^PO`]YT SRQOY� [YO`	TT QXTkT]R H � �XYX k^RTW k^R]PZOT�RX N^Y]TUT^t�� Wb aRZRW� SXYa k^R]lRkT Wb tWTTW ]PfYZRX` u^tkkt �POtP W]YuYSOT]Ya a XYS]YQXR ]PZ XTWR kYOrWR� ]PZ UYXY^bWR]PW R_aTQXT] POuY^RXW ^P_OY�T]Rr ]P W]Y�RXTOR W]YuYSOT]Ya YX YZ]YV kT^TWT]]YVM� UOPQQRSTQUYW aP^RP]XT �XYuY POuY^RXWP k^TZOPuPOYQ` aYQkYO`_YaPX`Qr WTXYZYW N^Y]TUT^P ^P_�OY�T]Rr ]P W]Y�RXTOR W]YuYSOT]Ya YX ]TQUYO`URf kT^TWT]]bf Q ^PlRY]PO`]bWR UY�ssRlRT]XPWR�QWM R_OY�T]RT �XYuY WTXYZP� ^Pa]Y UPU R YkRQP]]YuY XYO`UY SXY POuY^RXW abSRQOT]Rr u^tkkb �P�OtP� a U]RuT �j��M NY]TS]Y �T� �XY ZTOPOY �XYX POuY^RXW QYaT^	T]]Y ]Tk^RuYZ]bW ZOr k^PUXRSTQUYuYRQkYO`_YaP]Rr� fYXr R ZPaPOY aY_WY�]YQX` ZYUP_baPX` Yk^TZTOT]]bT XTY^TXRSTQURT sPUXb Y u^tkkT�POtPMxZR] R_ kT^abf XPURf sPUXYa _PUO\SPTXQr a XYW� SXY u^tkkP �POtP ^TZtUlRR W]YuYSOT]P kY k^Y�QXYWt WYZtO\ p � ]T ZTOr�TWt ZRQU^RWR]P]X W]YuYSOT]P F � aUOPZbaPTXQr a u^tkkt kYZQXP]YaYU G�QWM �j�� ( gg�M 	]PST uYaY^r� TQOR ^TZtUlRr Fp
^PQUOPZbaPTXQr a k^YR_aTZT]RT ]Tk^RaYZRWbf W]YuY�SOT]Ya QXTkT]TV λ1

� λ2
� M M M � λr

� XY G QYZT^�RX kYZQXP]YaUt lRUORSTQUYuY XRkP λ = (λ1, λ2, . . . , λr)
�XMTMkYZQXP]YaUt Q tUP_P]]bWR ZOR]PWR lRUOYa�MqXY kY_aYOrTX QX^YRX` k^RWT^b W]YuYSOT]Ya� u^tkkP �POtP UYXY^bf raOrTXQr QRWWTX^RSTQUYV� XPU�a �j�� ( gg ^PQQWPX^RaPTXQr W]YuYSOT] F (T ) = T 5−T−1

M&uY ^TZtUlRr kY WYZtO\ h ]Tk^RaYZRWP� YXUtZPQOTZtTX ]Tk^RaYZRWYQX` W]YuYSOT]P F R Qt�TQXaYaP]RT lRUOP ZOR]b c a TuY u^tkkT �POtP� ^TZtUlRr�T F kY WYZtO\ d ^PQUOPZbaPTXQr a k^YR_aTZT]RT W]YuYSOT]Ya QXTkT]TV h R d� YXUtZP QOTZtTX ]PORSRT
c



kYZQXP]YaUR lRUORSTQUYuY XRkP 3+2
M �TQOY�]Y aRZTX`� SXY TZR]QXaT]]YV kYZu^tkkYV

S5
� QYZT^�P�TVkYZQXP]YaUR lRUORSTQURf XRkYa c R 3 + 2 � raOrTXQr aQr S5

� XTW QPWbW ZYUP_P]Y� SXY u^tkkP �POtP
T 5 − T − 1 raOrTXQr QRWWTX^RSTQUYVM� ZTVQXaRXTO`]YQXR a XYW QOtSPT� TQOR u^tkkP �POtP ]Tk^RaYZRWYuY W]YuYSOT]P F raOrTXQr QRW�WTX^RSTQUYV ROR _]PUYkT^TWT]]YV� Y[bS]Y ZYQXPXYS]Y ^PQQWYX^T]Rr ^TZtUlRV kY WYZtO\ ]TQUYO`URfkT^abf k^YQXbf SRQTO� SXY[b ]PVXR lRUORSTQURT XRkb kYZQXP]YaYU� UYXY^bT ]T WYutX aQX^TSPX`Qr]R a UPUYV kYZu^tkkT

Sn
� YXORS]YV YX

Sn
R YX

An

� kYQUYO`Ut ]TY[fYZRWbW R ZYQXPXYS]bW tQOYaR�TW ZOr XYuY� SXY[b G QYZT^�POPQ` a _]PUYkT^TWT]]YV u^tkkT An
� raOrTXQr ]PORSRT a YQ]Ya]YW kYOT

k UaPZ^PX]YuY UY^]r R_ ZRQU^RWR]P]XP disc(F ) W]YuYSOT]P F � �XY Y_]PSPTX� SXY Y[bS]Y Wb WY�TWZYaYO`]Y [bQX^Y Yk^TZTORX`� SXY u^tkkP �POtP ZP]]YuY W]YuYSOT]P raOrTXQr QRWWTX^RSTQUYV ROR_]PUYkT^TWT]]YVM�^TZbZt�TT tXaT^�ZT]RT WY�]Y QZTOPX` WPXTWPXRSTQUR QX^YuRW� TQOR aYQkYO`_YaPX`Qr XTY^TWYVkOYX]YQXR wT[YXP^TaP �QWM �L���� �XY ]P[O\ZT]RT ZTOPOYQ` W]YuRWR PaXY^PWR� UYXY^bT XPU�T YXWT�SPOR� SXY ZOr Z^tuRf u^tkk �POtP XTY^TWP wT[YXP^TaP QPWP kY QT[T� U QY�POT]R\� ]T ZPTX ]t�]YVR]sY^WPlRR _P k^RTWOTWYT a^TWr� ]P STW Y[Qt�ZT]RT aY_WY�]YuY k^RWT]T]Rr XTY^TWb kOYX]YQXRwT[YXP^TaP Y[bS]Y R _PUP]SRaPOYQ`M �YQUYO`Ut ZP]]Pr ^P[YXP UPU ^P_ R kYQar�T]P kYQX^YT]R\ �s�sTUXRa]YuY WTXYZP Yk^TZTOT]Rr u^tkkb �POtP ]P YQ]YaT XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP� Wb ]T [tZTWQTVSPQ Y[Qt�ZPX` kYZ^Y[]TT �Xt k^Y[OTWtM
��� ����� �� ������# %� !�"��#$� �
PO`]TV	TT ^P_aRXRT k^Y[OTWP abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP kYOtSROP YUYOY X^RZlPXR�QY^YUP OTX ]P_PZ�SXY [bOY Qar_P]Y Q kYraOT]RTW R ^PQk^YQX^P]T]RTW �OTUX^Y]]bf UYWk`\XT^YaMxZ]RW R_ kT^abf ]YaYaaTZT]RV [bOY RQkYO`_YaP]RT kYraRa	RfQr a XY a^TWr [YOTT �ssTUXRa]bfPOuY^RXWYa ^P_OY�T]Rr ]P W]Y�RXTOR W]YuYSOT]Ya Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR� YQ]YaP]]bf ]P ^P_OY��T]RR ^TZtUlRR W]YuYSOT]P kY k^YQXYWt WYZtO\ p Q kYWY�`\ POuY^RXWP �T^OTU�WkP Q kYQOTZt\�RW
p�PZRSTQURW kYZ�TWYW kYOtST]]YuY ^P_OY�T]Rr ZY ^P_OY�T]Rr kY WYZtO\ pN ZOr ZYQXPXYS]Y [YO`	Y�uYN R u^tkkR^YaUYV QYW]Y�RXTOTV a kYOtST]]YW XPURW Y[^P_YW ^P_OY�T]RRM xZ]PUY ZP�T �XR WTXYZb^P_OY�T]Rr W]YuYSOT]Ya ]P W]Y�RXTOR [bOR ]T a QYQXYr]RR Qk^PaRX`Qr Q ^T_YO`aT]XYV �LMLM�ML� �UYXY�^t\ Wb XTkT^` [tZTW ]P_baPX` ����
��
� ROR �#
����
��� ]T uYaY^r t�T Y XYW� SXY kY�k^T�]TWtYQXPaPOPQ` k^Y[OTWP abSRQOT]Rr QPWYV ^T_YO`aT]XbM� Qar_R Q �XRW a ^rZT ^P[YX �kT^aYV R_ UYXY^bf� kY aQTV aRZRWYQXR� [bOP ^P[YXP �d��� [bOR k^TZ�OY�T]b WTXYZb ]PfY�ZT]Rr u^tkkb �POtP� YQ]YaP]]bT ]P ]PfY�ZT]RR 
��
�������� ���
������M�aRZt aP�]YQXR �XYuY kY]rXRr k^RaTZTW YQ]Ya]bT Yk^TZTOT]Rr �UYXY^bT WY�]Y ]PVXR� ]Pk^RWT^�a ^P[YXT �d���M Or k^YQXYXb Wb [tZTW k^TZkYOPuPX`� SXY F (T ) � t]RXP^]bV W]YuYSOT] Q lTObWRUY�ssRlRT]XPWR� fYXr a ^P_ORS]bf WYZRsRUPlRrf �XYuY WTXYZP YX �XYuY Yu^P]RST]Rr SPQXY WY�]YR_[PaRX`QrM

	XPU� _PsRUQR^tTW QXTkT]` n W]YuYSOT]P F � R [tZTW k^TZkYOPuPX`� SXY F t]RXP^T]� ]Tk^RaYZRW R QlTObWR UY�ssRlRT]XPWR �kYQOTZ]TuY WY�]Y aQTuZP ZY[RX`Qr� _PWT]Ra F (T ) ]P F (dT ) ZOr kYZfYZr�T�uY lTOYuY d > 0�M x[Y_]PSRW ST^T_ α1
� α2
� M M M � αn

UY^]R W]YuYSOT]P F (T )
M � _PaRQRWYQXR YX aP^RP]XPWTXYZP αi

^PQQWPX^RaP\XQr OR[Y UPU sY^WPO`]bT UY^]R F (T ) a kYOT Q̄ � OR[Y UPU UYWkOTUQ]bT UY^]R�_PZP]]bT Q ZYQXPXYS]Y [YO`	YV XYS]YQX`\�� OR[Y UPU �OTWT]Xb ]TUYXY^YuY ]T^P_aTXaOT]]YuY ^PQ�	R^T]Rr kYOr p�PZRSTQURf SRQTO Qp
�XYuZP αi

_PZP\XQr QaYRWR p�PZRSTQURWR k^R[OR�T]RrWR�M �kYQOTZ]Rf Zatf QOtSPrf u^tkkP �POtP R�TXQr UPU u^tkkP kYZQXP]YaYU UY^]TV� tkY^rZYST]]bf tUP_P]�]bW Y[^P_YWM�tQX` A = Z[X1, . . . , Xn] � UYO`lY W]YuYSOT]Ya YX n kT^TWT]]bf Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR�K =
Q(X1, . . . , Xn) � kYOT SPQX]bf AM xk^TZTORW �OTaYT� ZTVQXaRT QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb Sn

]P A R ]P
K kY k^PaROt

(σ · F )(X1, . . . , Xn) = F (Xσ−1(1), . . . , Xσ−1(n)) ,

uZT σ � k^YR_aYO`]Pr kYZQXP]YaUP R_
Sn
� P F � k^YR_aYO`]bV W]YuYSOT] �QYYXaM ^PlRY]PO`]Pr st]U�lRr� R_ A ��YYXaM R_ K �MOr O\[YV kYZu^tkkb G ⊂ Sn

Y[Y_]PSRW� UPU Y[bS]Y� ST^T_ AG �QYYXaMKG� W]Y�TQXaY �OTWT]XYa
A �QYYXaMK �� QYf^P]rTWbf aQTWR kYZQXP]YaUPWR σ R_ GM �Y^Y	Y R_aTQX]Y� SXY AG � kYZUYO`lY a A�
KG � TuY kYOT SPQX]bf� R QXTkT]` [K : KG] ^Pa]P kY^rZUt |G| kYZu^tkkb GMxXWTXRW� SXY ZOr O\[YV kYZu^tkkb G ⊂ Sn

Qt�TQXatTX W]YuYSOT] P ∈ A� QXP[ROR_PXY^ UYXY^YuY^PaT] a XYS]YQXR G� ZYQXPXYS]Y a_rX`� ]Pk^RWT^� P =
∑

σ∈G σ · (X1X
2
2 · · ·Xn

n )
M

g



5H9;=;C;DA; 4�n�4 ����� F (T ) � ����	
��� �������� ������� n � ����� �����������	�� α1
�

α2
� � � � � αn � ��� ��
��� �����H ⊂ G ⊂ Sn � ����
���� ����
������� �
����

Sn
� � ����� P ∈ A ���������� ��	�����	��
 ����
��� � �������� 
	��� H � ����	 YX]YQRXTO`]Pr ^T_YO`aT]XP Q(G,H)(T ) ���� �������� ������� (G : H) � ����� 	����
	������� �����������	�� ��
��������� ��
����

Q(G,H)(T ) =
∏

σ∈G/H

(
T − (σ · P )(α1, . . . , αn)

)
.

������ ��� �����������	 
���������	 �	����� �� ����
	 ��������	 P � !�� ��� ������ �� ��
	"
#	��� �	 �	�����

�J:;@JDA; 4�n�4�4 �TQOY�]Y aRZTX`� SXY TQOR u^tkkP �POtP Γ W]YuYSOT]P F QYZT^�RXQr a G� XYUY�ssRlRT]Xb Q(G,H)
raOr\XQr lTObWR ^PlRY]PO`]bWR SRQOPWRM

�P�]YQX` YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X Y[tQOYaOT]P QOTZt\�TV ]TQOY�]YV XTY^TWYV �QWM� ]Pk^M� �d���c��
o;89;:J 4�n�n $ �����	���� ! �
�����%��� ��
������� � �	��	�� �
������#�� ��� Γ ����
"
#��� � G � �
������#�� �
�� ����� ��� P (α1, . . . , αn)  �� ��� �
���� ��
�� Q(G,H)(T ) � ����	
Γ ⊂ H � �� � ������ �� ����	�� ���� ����� P (α1, . . . , αn)  �� ��� ���� 
	����	�����
�^TZkYOY�RW� SXY Wb tWTTW ]PfYZRX` UY�ssRlRT]Xb YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X Q(G,H)

a QOtSPT
Γ ⊂ G� R k^TZkYOY�RW� SXY t ]PQ TQX` kYO]Pr R]sY^WPlRr Y ^T	TXUT kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYVu^tkkb

Sn
�TQOR� UPU �XY Y[bS]Y ZTOPTXQr� Yu^P]RSRX`Qr QOtSPTW ]Tk^RaYZRWYuY F � XY ZYQXPXYS]Y^PQQWPX^RaPX` X^P]_RXRa]bT kYZu^tkkb

Sn
�M

POTT aQT POuY^RXWb� YQ]YaP]]bT ]P ^PQQWYX^T]RR YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� kYQXtkP\X QOTZt\��RW Y[^P_YWM �T^TZ YST^TZ]bW 	PuYW POuY^RXWP t�T R_aTQX]P ]TUYXY^Pr kYZu^tkkP G ⊂ Sn
� _PaT�ZYWY QYZT^�P�Pr RQUYWt\ u^tkkt �POtP Γ �R_]PSPO`]Y WY�]Y a_rX` G = Sn

�M �tQX` {Hj}
� ]P[Y^WPUQRWPO`]bf kYZu^tkk a G� YXORS]bf YX QPWYV G �ZYQXPXYS]Y [^PX` kY YZ]YWt k^TZQXPaRXTO\ R_UOPQQPG�QYk^r�T]]bf kYZu^tkk� TQOR F ]Tk^RaYZRW� ^PQQWPX^RaP\XQr XYO`UY X^P]_RXRa]bTHj
�MOrUP�ZYV Hj

abSRQORW YX]YQRXTO`]t\ ^T_YO`aT]Xt Q(Hj ,G)
ZOr kYZfYZr�TuY W]YuYSOT]P P R k^YaT^RW]PORSRT t ]TT lTObf ^PlRY]PO`]bf UY^]TVM &QOR P (ασ1 , . . . , ασn

) raOrTXQr k^YQXbW lTObW ^PlRY]PO`�]bW UY^]TW Q(Hj ,G)
ZOr ]TUYXY^YV kYZQXP]YaUR σ ∈ G� XY Γ QYZT^�RXQr a σ−1Hjσ

� kT^T]tWT^YaPaUY^]R� WY�]Y QSRXPX`� SXY Γ ⊂ Hj
� R ]P �XYW 	Pu POuY^RXWP _PUP]SRaPTXQrM &QOR ]R YZ]P R_ ^T_YO`�aT]X Q(Hj ,G)

]T RWTTX ^PlRY]PO`]bf UY^]TV� XY u^tkkP Γ ZYO�]P QYakPZPX` Q G� R ]P �XYW abkYO]T]RTPOuY^RXWP _PUP]SRaPTXQrM �PUY]Tl� WY�TX XPU QOtSRX`Qr� SXY t YZ]YV R_ ^T_YO`aT]X Q(Hj ,G)
RWT\XQrU^PX]bT UY^]R� a �XYW QOtSPT Y[bS]Y k^TZOPuPTXQr QZTOPX` k^TY[^P_YaP]RT wR^]uPt_T]P R kYk^Y[YaPX`Q]YaPM

	_ k^RaTZT]]YuY ab	T YkRQP]Rr aRZ]Y� SXY WTXYZb� YQ]YaP]]bT ]P abSRQOT]RR YX]YQRXTO`]bf^T_YO`aT]X� X^T[t\X _]P]Rr ^T	TXUR kYZu^tkk a
Sn
M �Y �XYV k^RSR]T aQT Qt�TQXat\�RT ^TPOR_PlRR^PQQWPX^RaP\X XYO`UY X^P]_RXRa]bT kYZu^tkkb

Sn
�SXY QYYXaTXQXatTX QOtSP\ ]Tk^RaYZRWYuY W]YuY�SOT]P F �� UOPQQRsRUPlRr UYXY^bf R_aTQX]P akOYX` ZY n ≤ 31

M
�P_]bT aP^RP]Xb WTXYZP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X YXORSP\XQr a YQ]Ya]YW QkYQY[YW abSRQOT]RrUY�ssRlRT]XYa YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X R kYRQUP Rf ^PlRY]PO`]bf UY^]TV� P XPU�T ]P[Y^YW RQkYO`�_tTWbf YkXRWR_PlRV� UYXY^bT kY_aYOr\X tWT]`	RX` SRQOY ^PQQWPX^RaPTWbf ^T_YO`aT]X �]Pk^RWT^�TQOR ]P YZ]YW R_ k^TZbZt�Rf �XPkYa Wb t�T abrQ]ROR� SXY Γ 6⊂ Hj

� XY ]P YST^TZ]YW �XPkT WY�]Yt�T ]T k^YaT^rX` H ′k � QYZT^�P�RTQr a Hj
�M

	_]PSPO`]Y a �d�� [bO k^TZOY�T] WTXYZ abSRQOT]Rr YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� YQ]YaP]]bV ]PkYZQXP]YaUT a Yk^TZTOT]RT ^T_YO`aT]Xb SRQOT]]bf _]PST]RV UYWkOTUQ]bf UY^]TV αi
� abSRQOT]]bf QabQYUYV XYS]YQX`\� Q kYQOTZt\�RW YU^tuOT]RTW kYOtST]]bf UY�ssRlRT]XYa ^T_YO`aT]Xb ZY [OR�PV�	Rf lTObf SRQTOM qXYX �T k^RTW WY�]Y RQkYO`_YaPX` ZOr kYRQUP lTOYSRQOT]]bf UY^]TV ^T_YO`aT]X�]PZY YU^tuOrX` P (ασ1 , . . . , ασn

) ZY [OR�PV	Rf lTObf R kYZQXPaOrX` kYOtST]]bT _]PST]Rr a ^T_YO`�aT]XtMN QY�POT]R\� k^R XPUYW kYZfYZT [bQX^Y ]PUPkORaP\XQr Y	R[UR� R XYS]YQX` UYWkOTUQ]bf k^R[OR��T]RV U UY^]rW� ]TY[fYZRWPr ZOr kYOtST]Rr uP^P]XR^YaP]]bf ^T_tO`XPXYa� YUP_baPTXQr QOR	UYW ab�QYUYVM � Qar_R Q �XRW ^rZYW PaXY^Ya �QWM� ]Pk^RWT^� �dd�� �dh�� [bOR k^TZOY�T]b R R_tST]b p�PZRSTQURTaP^RP]Xb WTXYZP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]XM � �XYW QOtSPT UY^]R αi
R�tXQr a ]TUYXY^YW UY]TS]YW

�



]T^P_aTXaOT]]YW ^PQ	R^T]RR kYOr p�PZRSTQURf SRQTO Qp
� uZT p � k^YQXYT SRQOY� ]T ZTOr�TT ZRQU^R�WR]P]X W]YuYSOT]P F M �OPuYZP^r tO`X^PWTX^RSTQUYWt ]T^PaT]QXat X^TtuYO`]RUP Y	R[UR YU^tuOT]RrkYZZP\XQr XYS]YWt tSTXt� SXY kY_aYOrTX _P^P]TT YlT]RX` ]TY[fYZRWt\ XYS]YQX` R a ZPO`]TV	TW k^Y�R_aYZRX` aQT abSRQOT]Rr sPUXRSTQUR a Z/pNZ �XYS]TT� a ]TUYXY^YV UY]TS]YV QTkP^P[TO`]YV POuT[^T]PZ �XRW UYO`lYW�� QWM �dd�MN^YWT XYuY� Qt�TQXatTX POuT[^PRSTQURV kYZfYZ U abSRQOT]R\ YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� ZOr k^R�WT]T]Rr UYXY^YuY ZOr UP�ZYV kYZu^tkkb G QX^YRXQr ]TUYXY^Pr st]ZPWT]XPO`]Pr QRQXTWP R]aP^RP]�XYa �XMTM UY]TS]YT W]Y�TQXaY W]YuYSOT]Ya� kY^Y�ZP\�Rf AG UPU Z�POuT[^t ROR� a Z^tuRf aP^RP]XPf�kY^Y�ZP\�Rf KG/Q UPU ^PQ	R^T]RT kYOTV� R _PXTW UY�ssRlRT]Xb ^T_YO`aT]X ab^P�P\XQr ST^T_�XR R]aP^RP]XbM vYuZP ]P UP�ZYW 	PuT POuY^RXWP WY�]Y ]PVXR UY�ssRlRT]Xb ]t�]bf ^T_YO`aT]X�TQOR t�T R_aTQX]b _]PST]Rr R]aP^RP]XYa u^tkkb G ]P UY^]rf αi

� YZ]PUY a XYW QOtSPT� UYuZP Wb]PfYZRW kYZu^tkkt Hj ⊂ G� QYZT^�P�t\ RQUYWt\ u^tkkt �POtP� ]PW QOTZtTX kY_P[YXRX`Qr Y abSRQOT�]RR _]PST]RV Hj �R]aP^RP]XYa RQfYZr R_ t�T R_aTQX]bf _]PST]RV G�R]aP^RP]XYa� P XPU�T R_ _]PST]Rr
F (α1, . . . , αn)

M� ZTVQXaRXTO`]YQXR �XYX kYZfYZ X^T[tTX [YO`	TuY Y[�TWP abSRQOT]RV� STW p�PZRSTQURT WTXYZbMxZ]PUY Y] _PQOt�RaPTX tkYWR]P]Rr fYXr [b kYXYWt� SXY Y] ^P[YXPTX ]PZ k^YR_aYO`]bW kYOTW k � ]PZUYXY^bW t ]PQ TQX` POuY^RXW ]PfY�ZT]Rr UY^]TV W]YuYSOT]P YX YZ]YV kT^TWT]]YVM�P �XYW Wb _PaT^	RW Y[_Y^ WTXYZP YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� kYQUYO`Ut TuY QaYVQXaP ]PW ]t��]b XYO`UY ZOr Q^Pa]T]Rr TuY Q WTXYZYW� ^P_aRaPTWbW a ]PQXYr�TV ^P[YXTM PO`]TV	RT kYZ^Y[]YQXRWY�]Y ]PVXR� ]Pk^RWT^� a Y[_Y^T �Lm�M 'UP�TW OR	`� SXY ]P ]PQXYr�RV WYWT]X WTXYZ YX]YQRXTO`]bf^T_YO`aT]X raOrTXQr TZR]QXaT]]bW WTXYZYW� kY_aYOr\�RW uP^P]XR^YaP]]Y ]PfYZRX` u^tkkt �POtP]Tk^RaYZRWYuY W]YuYSOT]P QXTkT]R n ≤ 20 UPU u^tkkt kYZQXP]YaYU UY^]TV� R kYXYWt aQT RQkYO`_tTWbT]P k^PUXRUT POuY^RXWb abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP OR[Y raOr\XQr aP^RP]XPWR WTXYZP YX]YQRXTO`]bf^T_YO`aT]X �]Pk^RWT^� WTXYZ� RQkYO`_tTWbV a QRQXTWT ���� ����� OR[Y QYZT^�PX TuY UPU YZ]t R_ UYW�kY]T]X �Y[bS]Y aWTQXT Q WTXYZYW OR]TV]bf ^T_YO`aT]X� UPU a QRQXTWT ��	���M
��
 ����� �� �� %� !�"��#$� �

eTXYZ OR]TV]bf ^T_YO`aT]X [bO akT^abT k^TZOY�T] a ^P[YXT �dL�M x] _PUO\SPTXQr a ^PQQWYX^T]RR^P_OY�T]RV ]P W]Y�RXTOR OR]TV]bf ^T_YO`aT]X� Yk^TZTOT]]bf QOTZt\�RW Y[^P_YWM
5H9;=;C;DA; 4�y�4 ����� F (T ) � ����
�������� ����	
��� �������� ������� n � ����������"
�	� � ���� k � α1

� � � � � αn � ��� ��
��� ����� e1 ≥ e2 ≥ · · · er > 0 � ����� ����	� 1 ≤ r ≤ n � �����	����
�� L �������� ��������

L(X1, X2, . . . , Xn) = e1X1 + e2X2 + · · · + erXr ,

� ����� G := StabSn
(L) � �
���	 �����	������ ��!
	� %�! L � ��
����� OR]TV]t\ ^T_YO`aT]Xt

R(L,F ) �����%� ��
	���

R(L,F ) =
∏

σ∈Sn/G

(
T − (σ · L)(α1, . . . , αn)

)
.

��	�� ����
 � ������	 
���������	 � ��� �����������	 
���������	Q(G,Sn) ��� ������� ����
����	 ��!�� �� ��������� ��������	 L �
xXWTXRW� SXY OR]TV]Pr ^T_YO`aT]XP� aYY[�T uYaY^r� ]T raOrTXQr W]YuYSOT]YW kT^aYV QXTkT]R� UPU

�XY WY�]Y [bOY [b k^TZkYOY�RX` RQfYZr R_ ]P_aP]RrM�^TZkYOY�RW XTkT^`� SXY aQT UY^]RR(L,F ) ^P_ORS]b �R]PST� UPU R a k^TZbZt�TW ^P_ZTOT� QOTZtTXk^YR_aTQXR k^TY[^P_YaP]RT wR^]uPt_T]P�M
z9;=C8};DA; 4�y�n �
������#�� ��� ��� ��
�� R(L,F ) 
	������� ����	 �	��
 ���� �
��� ��"
#����	

Sn/G
������������ ������� �
���� �	��	 Γ ⊂ Sn

��������	 F ����	�	�� � �	��
� �����"
��� ���
������! ����#������ �������� 
���������� R(L,F ) � $ �	�������� ���������� Γ"�
��� �	
Sn/G


	��� ���������� ���
������! ����#������ R(L,F ) �
�tQX` XTkT^` X � n��OTWT]X]YT W]Y�TQXaY� ]P UYXY^YW TQXTQXaT]]bW Y[^P_YW ZTVQXatTX ]P	Pu^tkkP

Sn

� WY�]Y QSRXPX`� SXY X = {1, 2, . . . , n} � ROR� SXY OtS	T� SXY X TQX` W]Y�TQXaY UY^]TVW]YuYSOT]P F �X = {α1, α2, . . . , αn}
M

i



Or O\[YuY r ≥ 1 Y[Y_]PSRW ST^T_ (
X
r

) ROR ST^T_ τr(X) �kYQOTZ]TT Y[Y_]PST]RT aaYZRXQr ZPOTTa hMcMd� W]Y�TQXaY r��OTWT]X]bf kYZW]Y�TQXa W]Y�TQXaP X Q TQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW u^tkk
Sn
R

Γ ⊂ Sn
� P ST^T_ Xr ROR ST^T_ τ (1r)(X) ��XY Y[Y_]PST]RT aaYZRXQr a hMgMgMh� W]Y�TQXaY tkY^rZYST]]bf]P[Y^Ya R_ r ^P_ORS]bf �OTWT]XYa W]Y�TQXaP X Q TQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW Sn

R Γ
M�^TZbZt�TT k^TZOY�T]RT kY_aYOrTX abSRQORX` UYORSTQXaY R ZOR]b Γ�Y^[RX ]P W]Y�TQXaPf τr(X)R τ (1r)(X)� ZYQXPXYS]Y kYOY�RX` a Yk^TZTOT]RR OR]TV]YV ^T_YO`aT]Xb e1 = e2 = · · · = er = 1 ROR a_rX`aQT ei

kYkP^]Y ^P_ORS]bWRM� ^P[YXT �dL� YXWTSPTXQr� SXY ZOr ]Tk^RaYZRWbf W]YuYSOT]Ya F QXTkT]R n ≤ 7 _]P]RT �XYV R]�sY^WPlRR ZOr τ2(X)� τ3(X) R τ (12)(X)� aWTQXT QY _]P]RTW XYuY� raOrTXQr OR disc(F ) XYS]bW UaPZ�^PXYW� kY_aYOrTX ^P_ORSRX` �Q XYS]YQX`\ ZY QYk^r�T]Rr� aQT X^P]_RXRa]bT kYZu^tkkb Γ ⊂ Sn
� _PRQUO\ST]RTW X^Tf kP^ kYZu^tkk a

S6

� �XR QOtSPR a ^P[YXT �dL� k^TZOPuPTXQr ^P_ORSPX` kYQX^YT]RTWZYkYO]RXTO`]YV YX]YQRXTO`]YV ^T_YO`aT]XbM�bSRQOT]RT R ^P_OY�T]RT ]P W]Y�RXTOR OR]TV]bf ^T_YO`aT]X QYk^r�T]Y Q XTWR �T X^tZ]YQXrWR�SXY R abSRQOT]RT YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� ^PQQWYX^T]]bf a k^TZbZt�TW ^P_ZTOT� k^RWT]r\XQra YQ]Ya]YW XT �T UOPQQb WTXYZYaM �YQUYO`Ut ZOr [YO`	Rf _]PST]RV n R r OR]TV]bT ^T_YO`aT]XbraOr\XQr W]YuYSOT]PWR YST]` abQYURf QXTkT]TV� Y[bS]Y QXP^P\XQr Y[YVXRQ` UPU WY�]Y WT]`	RWR_]PST]RrWR r M�P k^PUXRUT WTXYZ OR]TV]bf ^T_YO`aT]X Y[bS]Y RQkYO`_tTXQr kT^TZ k^RWT]T]RTW WTXYZP YX]YQR�XTO`]bf ^T_YO`aT]X ZOr XYuY� SXY[b QY[^PX` k^TZaP^RXTO`]t\ R]sY^WPlR\ Y aY_WY�]bf a ZP]]YWQOtSPT u^tkkPf Γ R XTW QPWbW QRO`]Y tWT]`	RX` UYORSTQXaY YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� ]TY[fYZRWbfZOr abSRQOT]Rr u^tkkb �POtPM� ZPO`]TV	TW Wb kYUP�TW� SXY R]sY^WPlR\� kYOtST]]t\ kY XTY^TWT kOYX]YQXR wT[YXP^TaT WT�XYZYW� k^TZOPuPTWYW a ]PQXYr�TV ^P[YXT� WY�]Y RQkYO`_YaPX` ZOr Yk^TZTOT]Rr UYORSTQXaP Γ�Y^[RXW]Y�TQXa τr(X) R τ (1r)(X)� ^Pa]Y UPU R [YOTT Y[�Rf W]Y�TQXa τ (ν)(X) �QWM hMgMgMh�M N^YWT XYuY� ]P	WTXYZ kY_aYOrTX kYOtSPX` R Z^tut\ ZYkYO]RXTO`]t\ R]sY^WPlR\ Y kYZu^tkkT Γ R SPQXY Yk^TZTOrX`TT kYO]YQX`\ �YQY[T]]Y TQOR Y]P X^P]_RXRa]P�� XTW QPWbW ]P	 WTXYZ WY�TX k^PUXRSTQUR kYO]YQX`\_PWT]RX` k^RWT]T]RT WTXYZP OR]TV]YV ^T_YO`aT]XbM eb aT^]TWQr U �XYWt aYk^YQt a YZ]YW R_ _PUO\�SRXTO`]bf ^P_ZTOYa ^P[YXbM
��� ����� �������� ����������� ����$
	_OY�RW XTkT^` YQ]Ya]t\ RZT\ k^TZOPuPTWYuY a ]PQXYr�TV ^P[YXT WTXYZP Yk^TZTOT]Rr u^tkkb �P�OtP� UYXY^bV Wb [tZTW ZOr U^PXUYQXR ]P_baPX` %��
!
%  
!
��� �����
���� �� 
�M NPU R ZOrYQXPO`]bf POuY^RXWYa ]PfY�ZT]Rr u^tkkb �POtP� YQ]Ya]Pr RZTr U^PV]T k^YQXP� YZ]PUY ZOr kYQX^YT]Rr
�ssTUXRa]YV ^TPOR_PlRR X^T[tTXQr W]YuY ZYkYO]RXTO`]bf RQQOTZYaP]RVM�tQX` F ∈ Q[T ] � t]RXP^]bV QTkP^P[TO`]bV W]YuYSOT] �]T Y[r_PXTO`]Y ]Tk^RaYZRWbV� QXTkT�]R n M �Y_`WTW k^YR_aYO`]YT k^YQXYT SRQOY p M eY�TX QOtSRX`Qr� SXY p ZTORX YZR] R_ _]PWT]PXTOTVUY�ssRlRT]XYa F � ROR SXY p ZTORX ZRQU^RWR]P]X F � Wb [tZTW ]P_baPX` XPURT k^YQXbT SRQOP ����$

�������%�M �YQUYO`Ut W]Y�TQXaY RQUO\SRXTO`]bf k^YQXbf SRQTO UY]TS]Y� WY�]Y k^TZkYOPuPX`�SXY p ]T raOrTXQr RQUO\SRXTO`]bW �Y]Y ��"�����
� UPU Wb [tZTW uYaY^RX`�� kY U^PV]TV WT^T� TQOR WbY[OPZPTW QkYQY[YW k^YaT^UR RQUO\SRXTO`]YQXR k^YQXYuY SRQOP p M	XPU� k^TZkYOY�RW� SXY p ^TutOr^]YM vYuZP ^TZtUlRr Fp(T ) W]YuYSOT]P F (T ) kY WYZtO\ p raOrTXQrQTkP^P[TO`]bW W]YuYSOT]YW� R Wb WY�TW ^PQQWYX^TX` TuY ^P_OY�T]RT ]P ]Tk^RaYZRWbT QYW]Y�RXTOR�
Fp = G1 · G2 · · ·Gr

� uZT aQT Gi
^P_ORS]bM �PQQWYX^RW QXTkT]R λi

�XRf QYW]Y�RXTOTVM eY�]Y k^TZkY�OPuPX`� SXY λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0 � XPU SXY Wb kYOtSPTW ^P_[RT]RT ]P QOPuPTWbT λ(p) = λ = (λ1, λ2, ...)]PXt^PO`]YuY SRQOP n ����#����� ]PXt^PO`]YuY SRQOP n � �XY ]TaY_^PQXP\�Pr kYQOTZYaPXTO`]YQX`
λ = (λi)i≥1

lTObf ]TYX^RlPXTO`]bf SRQTO� XPUPr� SXY n =
∑

i≥1 λi

� QWM jMLMd�M�Y_`WTW XTkT^` N ^P_ORS]bf ^TutOr^]bf k^YQXbf SRQTO� abSRQORW ZOr UP�ZYuY R_ ]Rf ^P_[RT]RT
λ(p) R kYOY�RW mλ := 〈SRQOY k^YQXbf p � ZOr UYXY^bf λ(p) = λ〉

M wXY WY�]Y QUP_PX` Y ^PQk^TZTOT]RR
mλ
R Y SPQXYXPf mλ/N

k^R N → ∞�xXaTX ]P �XYX aYk^YQ ZYQXPaOrTXQr QOTZt\�TV ��
��%
�  �
��
�� ��#
������ �QWM dMdMj R dMh��
o;89;:J 4���4 ����� Γ ⊂ Sn � �
���	 �	��	 ��������	 F (T ) ��� �
��������� ���
	���� ���"

	��� ��
���� � �����	�� ��
�� Cλ

��#����� �����	����� σ ∈ Sn
������������ ���	 ����� �� ��#�"

���� ���� ������� λ � ����	 ��������� ��#����	 �
����! p� �� ����
�! λ(p) = λ� 
	��	 |Γ∩Cλ|/|Γ|
�

��� ��
�� |X | � �����	�	� ���������� �������� ��������� ��#����	 X �

m



�J:;@JDA; 4���n e]Y�TQXaP Cλ
raOr\XQr a XYS]YQXR UOPQQPWR QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa QRWWTX^RST�QUYV u^tkkb

Sn
M

�J:;@JDA; 4���y qXP XTY^TWP � ]T QYaQTW XTY^TWP kOYX]YQXR wT[YXP^TaP� ]Y OTuUY R_ ]TT abaYZRXQrMqXYX abaYZ [tZTX Y[Qt�ZPX`Qr a QOTZt\�TV uOPaTM
	XPU� Y[Y_]PSRW ZOr UP�ZYV kYZu^tkkb H ⊂ Sn

ST^T_ pH : partn → [0, 1] st]UlR\� Yk^TZTOT]]t\sY^WtOYV pH(λ) := |H ∩ Cλ|/|H | �_ZTQ` partn
� W]Y�TQXaY aQTf ^P_[RT]RV ]P QOPuPTWbT ]PXt^PO`]YuYSRQOP n�M eb [tZTW ]P_baPX` XPURT st]UlRR ����������%�  
!"��  �%� u^tkkb

Sn
M �Yk^r�T]]bWkYZu^tkkPW QYYXaTXQXatTX YZ]P R XP �T aR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP

Sn

� WY�TX QOtSRX`Qr� SXY aR^XtPO`]YVkYZu^tkkT QYYXaTXQXatTX [YOTT YZ]YuY UOPQQP QYk^r�T]]bf kYZu^tkkM �P	 POuY^RXW ]T [tZTX ^P_OR�SPX` XPURT kYZu^tkkb� XPU SXY Wb Yu^P]RSRWQr ]PfY�ZT]RTW aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb� Yk^TZTOT]]YVu^tkkYV �POtP W]YuYSOT]P F (T )� R Yk^TZTOT]RTW �kY U^PV]TV WT^T� ZOr ]T[YO`	Rf n� ZOr UP�ZYV aR^�XtPO`]YV kYZu^tkkb QYYXaTXQXat\�Rf �]PQXYr�Rf� kYZu^tkkM N^YWT XYuY� Wb kYUP�TW� SXY _]P]RTaR^XtPO`]YV kYZu^tkkb QPWY kY QT[T ZPTX W]YuY R]sY^WPlRR Y u^tkkT �POtPM� ^P_ZTOT cMj [tZTX Y[Qt�ZPX`Qr� UPU Yk^TZTORX` �Xt aR^XtPO`]t\ kYZu^tkkt Q O\[bW _PZP]]bW
�t^Ya]TW ZYQXYaT^]YQXR�� UPU Y[bS]Y� k^R taTORST]RR SRQOP ��UQkT^RWT]XYa� �XMTM k^YP]POR_R^YaP]�]bf k^YQXbf SRQTO p� aT^YrX]YQX` Y	R[UR �UQkY]T]lRPO`]Y t[baPTXM N^YWT XYuY� a XYW QOtSPT� TQORWb k^R]RWPTW Y[Y[�T]]t\ uRkYXT_t �RWP]P� YUP_baPTXQr aY_WY�]bW �

�
� Yk^TZTOT]RT R]XT^TQt�\�TV ]PQ aR^XtPO`]YV kYZu^tkkbMxUP_baPTXQr� SXY ZOr �ssTUXRa]YuY k^RWT]T]Rr �XYuY WTXYZP ]TY[fYZRWY k^TZaP^RXTO`]YT kYQX^Y�T]RT XP[ORlb aR^XtPO`]bf kYZu^tkk � a k^YXRa]YW QOtSPT WTXYZ YUP_baPTXQr k^PUXRSTQUR ]Tk^RWT�]RW t�T ZOr n ≥ 5

M �YO`	Pr SPQX` ZPO`]TV	Rf ^PQQWYX^T]RV [tZTX UPU ^P_ kYQar�T]P k^Y[OTWT
�ssTUXRa]YuY kYQX^YT]Rr QkRQUP aR^XtPO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb� _ZTQ` UO\STat\^YO` Qbu^P\X τ �YkT^PlRR R τ �U^RXT^RV a TuY ^P_ORS]bf WYZRsRUPlRrfMN^YWT XYuY� aY_]RUPTX k^Y[OTWP R_aOTST]Rr WPUQRWPO`]YuY UYORSTQXaP R]sY^WPlRR R_ aR^XtPO`�]bf kYZu^tkk� QYYXaTXQXat\�Rf ]PQXYr�RW kYZu^tkkPWM vPU� fYXTOYQ` [b Yk^TZTOrX`� UPURT kYZu^tk�kb QYZT^�PXQr a Z^tuRf� RQfYZr R_ QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk� ROR k^YaT^rX`� raOrTXQrOR ZP]]Pr kYZu^tkkP ^P_^T	RWYV� RQfYZr YkrX`�XPUR RQUO\SRXTO`]Y R_ R]sY^WPlRR Y QYYXaTXQXat�\�TV aR^XtPO`]YV kYZu^tkkTM eb a ZPO`]TV	TW taRZRW� SXY τ �U^RXT^RV ZPTX fY^Y	RT ��
#�
!�%��tQOYaRr ZOr ^P_^T	RWYQXR kYZu^tkk� ^Pa]Y UPU R ZOr k^YaT^UR XYuY� OT�RX OR YZ]P kYZu^tkkP aZ^tuYVMxXWTXRW T�T ^P_� SXY QPWP aY_WY�]YQX` k^RWT]T]Rr XTY^TWb wT[YXP^TaP U _PZPST Yk^TZTOT]Rru^tkkb �POtP Y[Qt�ZPTXQr W]YuRWR PaXY^PWR� YZ]PUY Y[bS]Y ^PQQWYX^T]RT Yu^P]RSRaPTXQr tkYWR�]P]RTW XPUYV aY_WY�]YQXR R QY�POT]RTW Y XYW� SXY ]P k^PUXRUT XPUYV WTXYZ U^PV]T ]T�ssTUXRaT]M�OPa]Pr lTO` ]PQXYr�TV ^P[YXb _PUO\SPTXQr a XYW� SXY[b Yk^YaT^u]tX` �XY tXaT^�ZT]RT R kYQX^YRX`YST]` �ssTUXRa]bV POuY^RXW Yk^TZTOT]Rr u^tkkb �POtP ]P YQ]YaT XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP�k^RSTW ZOr k^YR_aYO`]bf �]T Y[r_PXTO`]Y ]Tk^RaYZRWbf� QTkP^P[TO`]bf W]YuYSOT]Ya Q ^PlRY]PO`�]bWR UY�ssRlRT]XPWRM

L�



� �.,/.�1 	,�2,��3 �.�,�1/.�1
� �XYV uOPaT Wb R_tSRW Y[OPQX` k^RWT]RWYQXR WTXYZYa� YQ]YaP]]bf ]P XTY^TWT kOYX]YQXR wT[YXP^TaPMxUP_baPTXQr� SXY �XR WTXYZb TQXTQXaT]]bW Y[^P_YW kT^T]YQrXQr ]P kYOr� UY]TS]Y kY^Y�ZT]]bT ]PZk^YQXbW kYZkYOTWM Or ROO\QX^PlRR �XYuY Wb sY^WtOR^tTW Y[�t\ XTY^TWt kOYX]YQXR wT[YXP^TaPa uTYWTX^RSTQUYV sY^WTM xZ]PUY kYQUYO`Ut a ZPO`]TV	TW Wb Yu^P]RSRaPTWQr XYO`UY ^PQQWYX^T]RTWkYOr ^PlRY]PO`]bf SRQTO� P ZYUP_PXTO`QXaY Y[�TV XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP taTOY [b ]PQ ZPOTUYa QXY^Y]t YX _PraOT]]YV XTWb ^P[YXb� Wb OR	` ]PWTSPTW TuY a QT^RR _PWTSP]RV R kYUP_baPTW� UPUWY�]Y abaTQXR ]t�]bV ]PW aP^RP]X XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP R_ TT QXP]ZP^X]YuY aP^RP]XP ZOrSRQOYabf kYOTVM

	XPU� a �XYV uOPaT Wb QY[R^PTWQr Y[QtZRX` ^P_ORS]bT aP^RP]Xb XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaPM�PW [tZTX tZY[]Y k^R TT Y[Qt�ZT]RR RQkYO`_YaPX` uTYWTX^RSTQURV r_bU� �XY YQY[T]]Y kYOT_]Y k^R^PQQWYX^T]RR TT Y[Y[�T]RVM xZ]PUY kT^TZ �XRW ]PW kY]PZY[RXQr ]PkYW]RX` YQ]Yab XTY^RR �XPO`]YVst]ZPWT]XPO`]YV u^tkkb� UYXY^Pr YZ]Ya^TWT]]Y raOrTXQr POuT[^PRSTQURW aP^RP]XYW Yk^TZTOT]RrXYkYOYuRSTQUYV st]ZPWT]XPO`]YV u^tkkb uOPZUYuY POuT[^PRSTQUYuY W]YuYY[^P_Rr ]PZ C R Y[Y[�T]RTWkY]rXRr P[QYO\X]YV u^tkkb �POtP kYOrM
��� ����# �� �� ���� ���# �� �!����
�PkYW]RW Q]PSPOP Yk^TZTOT]RT R YQ]Ya]bT QaYVQXaP �XPO`]bf WY^sR_WYa QfTWM �QT �XR QaYVQXaPWY�]Y ]PVXR a �LL�� L�� uZT �XPO`]bT WY^sR_Wb R_tSP\XQr a WPUQRWPO`]YV Y[�]YQXR� ROR a �Ld�� �� uZTZP\XQr Yk^TZTOT]Rr ZOr QOtSPr OYUPO`]Y ]TXT^Yabf QfTWM �YQUYO`Ut ZOr ]P	Rf ^PQQWYX^T]RV �XYuYQOtSPr ZYQXPXYS]Y� k^RaTZTW Yk^TZTOT]Rr R_ �Ld�M
5H9;=;C;DA; n�4�4 ����� X � Y � ���	���� ����
��� �!��� f : X → Y � �
��� ���	���� �����"
���� ���	� x ∈ X � y = f(x) � ����
 �� ��� �
��� f ]T^P_aTXaOT] � ����� x� ���� ��#���� ��	���	����"
�� ����
	#��� ∆X/Y : X → X×Y X

�	 ������
� ���
��� ��
�������� ����� x  �� ��� ���
���
���#����� ���� ��� 
	���������� ���� ���� Ω1

X/Y,x
� ����� x ����	 ������������! �����
����	���

Ω1
X/Y

�
���	���� ����� �
�� ����� f  �� ��� ������ � ����� x� �� ����
 �� ��� f �XPOT] � ����� x �

5H9;=;C;DA; n�4�n ����� X � Y � ���	���� ����
��� �!��� f : X → Y � �
��� ���	���� ��"
������� ���	�	�
��� f �	���	��� ]T^P_aTXaOT]]bW� ���� ��	���	����� ����
	#���� ∆X/Y : X →
X ×Y X  �� ��� ���
��� ���#����� ���� ��� 
	���������� ���� ����� ������������! �����
��"
��	��� Ω1

X/Y
�
���	��������� �
�� ����� f  �� ��� ������� �� f �	���	��� �XPO`]bW �
�����


�	����� �������� �
��� �	���	��� �XPO`]bW ]PU^bXRTW�
�J:;@JDA; n�4�y �T^P_aTXaOT]]YQX` �QYYXaM� �XPO`]YQX`� WY^sR_WP f ^Pa]YQRO`]P TuY ]T^P_aTXaOT]�]YQXR �QYYXaM� �XPO`]YQXR� aY aQTf XYSUPf x ∈ X

M
�J:;@JDA; n�4�� � kT^aY]PSPO`]YW aP^RP]XT �Ld� RQkYO`_YaPOQr XT^WR] ���� ���� ��� �]T^P_aTXaOT]�]bV�� a YUY]SPXTO`]YW aP^RP]XT �Ld� R a �LL� k^TZOPuPTXQr aWTQXY �XYuY RQkYO`_YaPX` XT^WR] ������SRQXbV�M
5H9;=;C;DA; n�4�K ����� A� B � �����	 ��	� �����	� ����	������ � ��������� � ����
���
����� ϕ : A→ B �	���	��� ]T^P_aTXaOT]]bW ������� �XPO`]bW�� ���� �����������%�� �
��� �!�
aϕ : Spec(B) → Spec(A) ��
	�������� ������� ��	���� � $ ��� ����	� ����
 � �	�#�� ��� B  �� ��� 
��
	����������� ������� ��	������ A"	����
���
�J:;@JDA; n�4�� �TQOY�]Y ZYUP_PX`� SXY aQrURV ]T^P_aTXaOT]]bV �R XTW [YOTT �XPO`]bV� WY^sR_WUaP_RUY]TST] �QWM �Ld�� � h�� TQOR QfTWP Y P^XR]YaP �]Pk^RWT^� QkTUX^ kYOr�� XY aQrURV UaP_RUY]TS]bVWY^sR_W f : X → Y UY]TST] ��L��� gMjMj�� R kYXYWt aQrUPr �XPO`]Pr QfTWP ]PZ Y raOrTXQr �XPO`�]bW ]PU^bXRTWM xXQ\ZP QOTZtTX� a SPQX]YQXR� SXY aQrUPr �XPO`]Pr POuT[^P A ]PZ kYOTW k UY]TS]PM ��XYW QOtSPT Wb [tZTW uYaY^RX` XPU�T� SXY k�POuT[^P A QTkP^P[TO`]P� ZOr UY]TS]YWT^]bf UYWWtXP�XRa]bf POuT[^ ]PZ kYOTW �XY Yk^TZTOT]RT QYuOPQtTXQr Q UPURW tuYZ]Y Yk^TZTOT]RTW QTkP^P[TO`]YQXR�kYQUYO`Ut k�POuT[^P A �XPO`]P ⇔ k̄�POuT[^P A ⊗k k̄

�XPO`]P ⇔ k̄�POuT[^P A ⊗k k̄
R_YWY^s]P k^rWY�Wt k^YR_aTZT]R\ ]TQUYO`URf �U_TWkOr^Ya k̄ ⇔ A ' K1 × K2 × · · · × Ks

� uZT Ki
� kYOr� UY]TS]bT

LL



QTkP^P[TO`]bT ^PQ	R^T]Rr k M qXYX k^RWT^ kYUP_baPTX� SXY R_tST]RT aQTaY_WY�]bf �XPO`]bf ]PU^b�XRV Spec k kY Qt�TQXat ^Pa]YQRO`]Y R_tST]R\ aQTaY_WY�]bf QTkP^P[TO`]bf ^PQ	R^T]RV kYOr k � XMTMkYZu^tkk UY]TS]YuY R]ZTUQP P[QYO\X]YV u^tkkb �POtP kYOr k M
�OTZt\�TT k^TZOY�T]RT ZPTX [YO`	YV ]P[Y^ k^RWT^Ya �XPO`]bf ]PU^bXRVM

z9;=C8};DA; n�4�� ��� ���� � � �� ����� A � ������� f ∈ A[T ] � ����	
��� �������� ������� n �����	A"	����
	B := A[T ]/f ·A[T ] ��
	��������	 ����	 � ������ ����	� ����	 �������� F QTkP^P[TOT]����� fA[T ] + f ′A[T ] = A[T ] � $ ��� ����	� SpecB  �� ��� ��	���� �	�
���� SpecA� ������� �����
�	�
��� 
	��	 n � ����� ��%�� ���� s ∈ A[T ] � �%� ���� ��������� �� Bs

 �� ��� ��
	�����������
����� ��� � �	��� ����	� ���� � �� #�� ��	������ A"	����
�� ����	 � ������ ����	� ����	 fA[T ]s +
f ′A[T ]s = A[T ]s

�
qXPO`]bT WY^sR_Wb ZP]]YuY aRZP XRkRS]b a XYW QWbQOT� SXY OYUPO`]Y O\[YV ]T^P_aTXaOT]]bV�QYYXaM� �XPO`]bV� WY^sR_W ^PQUOPZbaPTXQr a UYWkY_RlR\ aOY�T]Rr �QYYXaM� YXU^bXYuY aOY�T]Rr� QkYQOTZt\�RW �XPO`]bW WY^sR_WYW aRZP� ^PQQWYX^T]]YuY aY aXY^YV SPQXR sY^WtOR^YaUR k^TZOY�T�]RrM�tQX` XTkT^` S � ]TktQXPr Qar_]Pr ]TXT^YaP QfTWP�Ω � POuT[^PRSTQUR _PWU]tXYT kYOT� s̄ ∈ S(Ω) =

Hom(Spec Ω, S) � uTYWTX^RSTQUPr XYSUP S � ]PkYW]RW� SXY _PZP]RT XPUYV XYSUR ^Pa]YQRO`]Y _PZP]R\�Y[bS]YV� XYSUR s R aOY�T]Rr kYOr abSTXYa κ(s) → Ω
Mx[Y_]PSRW ST^T_ C = CS

kYO]t\ kYZUPXTuY^R\ UPXTuY^RR S�QfTW Sch/S � Y[^P_YaP]]t\ �XPO`]b�WR ]PU^bXRrWR QfTWb S
M �\[YT kOYQUYT ]PU^bXRT X/S Yk^TZTOrTXQr ]TUYXY^bW ktSUYW OS�POuT[^�UYXY^bV [tZTX kOYQURW R UY]TS]Y k^TZQXPaRWbW R kYXYWt OYUPO`]Y QaY[YZ]bW ktSUYW

OS�WYZtOTVMqXY kY_aYOrTX ZOr O\[YuY �XPO`]YuY �R ZP�T kOYQUYuY� ]PU^bXRr X/S Yk^TZTORX` TuY QXTkT]` � �XY^P]u OYUPO`]Y QaY[YZ]YuY
OS�WYZtOr A

Mxk^TZTORW XTkT^` st]UXY^ F = Fs̄ : CS → Set
QOTZt\�RW Y[^P_YW� F (X) � �XY W]Y�TQXaY uTY�WTX^RSTQURf Ω�XYSTU X � OT�P�Rf ]PZ s̄� XMTM W]Y�TQXaY S�WY^sR_WYa x̄ : Spec Ω → X

M qXY W]Y�TQXaY]PfYZRXQr aY a_PRW]Y YZ]Y_]PS]YW QYYXaTXQXaRR Q QTST]RrWR WY^sR_WP X ×S Spec Ω → Spec Ω � XMTM QYW]Y�TQXaYW Ω�XYSTU QfTWb XΩ := X ×S Spec Ω
M &QOR X/S � �XPO`]YT ]PU^bXRT QXTkT]R n � XY XΩ

�
�XPO`]YT ]PU^bXRT Spec Ω QXTkT]R n � R kYXYWt XΩ

raOrTXQr QtWWYV n �U_TWkOr^Ya Spec Ω � P W]Y�T�QXaY F (X) QYQXYRX ^Ya]Y R_ n �OTWT]XYaM vPURW Y[^P_YW� a ZTVQXaRXTO`]YQXR st]UXY^ F k^R]RWPTXQaYR _]PST]Rr a UPXTuY^RR UY]TS]bf W]Y�TQXa
set
� R kYXYWt WY�]Y TuY ^PQQWPX^RaPX` UPU st]UXY^

F : C → set
MxUP_baPTXQr� SXY kP^P (C, F ) tZYaOTXaY^rTX ���
%���
���% ��
���% ��
��� ����� �QWM �Ld�� �j��

��L� C Y[OPZPTX sR]PO`]bW Y[�TUXYW R ^PQQOYT]]bWR k^YR_aTZT]RrWR �R]PST uYaY^r� a C Qt�TQXat\XUY]TS]bT k^YTUXRa]bT k^TZTOb�M
��d� � C Qt�TQXat\X UY]TS]bT k^rWbT QtWWb �a SPQX]YQXR� Qt�TQXatTX R]RlRPO`]bV Y[�TUX ∅C

�� PXPU�T sPUXY^Y[�TUXb YX]YQRXTO`]Y k^YR_aYO`]bf UY]TS]bf u^tkk PaXYWY^sR_WYaM
��h� �QrURV WY^sR_W u : X → Y ^PQUOPZbaPTXQr a UYWkY_RlR\ X

u′

// Y ′
u′′

// Y
� uZT u′ � QX^YuRV�kRWY^sR_W� P u′′ � WY]YWY^sR_W� raOr\�RVQr R_YWY^sR_WYW ]P k^rWYT QOPuPTWYT a Y M

��j� 	t]UXY^ F XYST] QOTaP� XMTM QYf^P]rTX sR]PO`]bV Y[�TUX R ^PQQOYT]]bT k^YR_aTZT]Rr �R]PSTuYaY^r� F kT^TQXP]YaYST] Q UY]TS]bWR k^YTUXRa]bWR k^TZTOPWR�M
��c� F kT^TQXP]YaYST] Q UY]TS]bWR k^rWbWR QtWWPWR� k^TY[^P_tTX QX^YuRT �kRWY^sR_Wb a �kR�WY^sR_Wb� R kT^TQXP]YaYST] Q YkT^PlRTV a_rXRr sPUXY^Y[�TUXP YX]YQRXTO`]Y UY]TS]YV u^tkkbPaXYWY^sR_WYaM
��g� Or aQrUYuY WY^sR_WP u : X → Y � XPUYuY� SXY F (u) � R_YWY^sR_W� u XPU�T raOrTXQr R_YWY^�sR_WYW �XMTM F �
�����������M

Or O\[YV k^YUY]TS]YV u^tkkb π UPXTuY^Rr bπ
UY]TS]bf ZRQU^TX]bf π�W]Y�TQXa aWTQXT Q _P[b�aP\�RW st]UXY^YW I : bπ → set

tZYaOTXaY^rTX tQOYaRrW PUQRYWPXRSTQUYV XTY^RR �POtP ��L�
��g�MxUP_baPTXQr� SXY aT^]Y R Y[^PX]YT ��Ld�� � j�� ZOr O\[YV PUQRYWPXRSTQUYV XTY^RR �POtP (C, F ) Qt��TQXatTX k^YUY]TS]Pr u^tkkP π R �UaRaPOT]X]YQX` UPXTuY^RV G : C → bπ
� XPUPr� SXY I ◦ G = F

M �^R
�XYW u^tkkP π Yk^TZTOT]P YZ]Y_]PS]Y Q XYS]YQX`\ ZY R_YWY^sR_WPM � UPSTQXaT π WY�]Y a_rX` u^tkkt

Ld



Aut(F ) PaXYWY^sR_WYa st]UXY^P F � ]PZTOT]]t\ XYkYOYuRTV k^YQXYV QfYZRWYQXR ]P aQTf F (X)
� R]PSTuYaY^r� ZOr UP�ZYuY X ∈ Ob C R ξ ∈ F (X) Wb Yk^TZTOrTW HX,ξ := {σ ∈ Aut(F ) : σX(ξ) = ξ} R [T^TWa UPSTQXaT YU^TQX]YQXTV TZR]Rlb W]Y�TQXaP� QYZT^�P�RT UY]TS]YT kT^TQTST]RT kYZu^tkk tUP_P]]YuYaRZPM N^YWT XYuY� ZP�T TQOR Wb ]T sRUQR^tTW st]UXY^�QOYV F � aQT ^Pa]Y O\[bT ZaP XPURf st]UXY^P�]TUP]Y]RSTQUR� R_YWY^s]b �ZOr ZYUP_PXTO`QXaP ZYQXPXYS]Y ^PQQWYX^TX` QOtSPV C = bπ

�� R kYXYWtu^tkkP π aQT ^Pa]Y Yk^TZTOT]P YZ]Y_]PS]Y Q XYS]YQX`\ ZY ]TTZR]QXaT]]YuY R_YWY^sR_WP� O\[bT ZaPXPURf R_YWY^sR_WP YXORSP\XQr ]P a]tX^T]]RV PaXYWY^sR_W u^tkkb π MvPURW Y[^P_YW� ZOr Qar_]YV �OYUPO`]Y ]TXT^YaYV� QfTWb S R uTYWTX^RSTQUYV XYSUR s̄ Yk^TZTOT]P]TUYXY^Pr k^YUY]TS]Pr u^tkkP π1(S; s̄)
� k^R �XYW ZOr UP�ZYuY �XPO`]YuY ]PU^bXRr X/S ]P UY]TS�]YW W]Y�TQXaT Fs̄(X) uTYWTX^RSTQURf XYSTU X � OT�P�Rf ]PZ s̄ � Yk^TZTOrTXQr ]Tk^T^ba]YT ZTVQXaRT

π1(S; s̄)� XPUYT� SXY QYkYQXPaOT]RT UP�ZYWt X W]Y�TQXaP F (X) Q �XRW ZTVQXaRTW raOrTXQr �UaRaP�OT]X]YQX`\ UPXTuY^RR CS
�XPO`]bf ]PU^bXRV QfTWb S R UPXTuY^RR UY]TS]bf ZRQU^TX]bf π1(S; s̄)�YkT^PXY^]bf W]Y�TQXaM

5H9;=;C;DA; n�4�� ��
�������	 �	�� ��
	�� �
�������	 �
���	 π1(S; s̄) �	���	��� ��XPO`]YV�st]ZPWT]XPO`]YV u^tkkYV �!�� S ������������ �����
������� ����� s̄ �
�P�]Y� SXY k^R �XYV �UaRaPOT]X]YQXR W]YuRT QaYVQXaPX WY�]Y ab^P_RX` a XT^WR]Pf π1�W]Y�TQXaP

F (X)� XPU� X Qar_]Y XYuZP R XYO`UY XYuZP� UYuZP F (X) Qar_]Y �XMTM QYQXYRX R_ ]T [YOTT STW YZ]YVY^[RXb��X ]TktQXY XYuZP R XYO`UY XYuZP� UYuZPF (X) ]TktQXY� ^P_OY�T]R\X ]P UYWkY]T]Xb Qar_]YQXRQYYXaTXQXatTX ^P_OY�T]RT F (X) ]P Y^[RXb� ^PQQOYT]]bW k^YR_aTZT]RrW QYYXaTXQXat\X ^PQQOYT]]bTk^YR_aTZT]Rr� R XMZM
�J:;@JDA; n�4�� �tQX` S = Spec k � QkTUX^ kYOr� Ω = k̄ � POuT[^PRSTQUYT _PWbUP]RT k � s̄ ∈ S(Ω)� uTYWTX^RSTQUPr XYSUP� Yk^TZTOT]]Pr aOY�T]RTW k → Ω

M vYuZP ZOr O\[YuY �XPO`]YuY ]PU^bXRr X/SQfTWP X RWTTX aRZ SpecA ZOr ]TUYXY^YV QTkP^P[TO`]YV k�POuT[^b A� R Fs̄(X) = HomS(Spec Ω, X) =
Homk����(A,Ω)

M �PWTXRW XTkT^`� SXY u^tkkP �POtP Gal(Ω/k) ZTVQXatTX QYuOPQYaP]]bW Y[^P_YW ]P aQTf
Fs̄(X)

M �TQOY�]Y aRZTX`� SXY st]UXY^ Fs̄
� TQOR ^PQQWYX^TX` TuY UPU st]UXY^ a UPXTuY^R\ UY]TS]bfZRQU^TX]bf Gal(Ω/k)�YkT^PXY^]bf W]Y�TQXa� raOrTXQr �UaRaPOT]X]YQX`\ UPXTuY^RV� R kYXYWt� aaRZtTZR]QXaT]]YQXR st]ZPWT]XPO`]YV u^tkkb� a ZP]]YW QOtSPT �XPO`]Pr st]ZPWT]XPO`]Pr u^tkkP QYakP�ZPTX Q P[QYO\X]YV u^tkkYV �POtPM

z9A:;9 n�4�4� � k^TZkYOY�T]Rrf k^TZbZt�TuY _PWTSP]Rr ktQX` A = k[T ]/f · k[T ] � uZT f � QTkP�^P[TO`]bV W]YuYSOT]M vYuZP Fs̄(SpecA) = Homk����(A,Ω) ∼= {α ∈ Ω : f(α) = 0} � kYQUYO`Ut _PZP]RTuYWYWY^sR_WP k�POuT[^ A → Ω �UaRaPOT]X]Y _PZP]R\ Y[^P_P α UOPQQP T a AM 	XPU� Fs̄(SpecA) TQX`W]Y�TQXaY UY^]TV f(T ) Q TQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW u^tkkb �POtPM
�J:;@JDA; n�4�44 &QOR s̄ R s̄′ � ZaT ^P_ORS]bT uTYWTX^RSTQURT XYSUR S � XY aaRZt QaYVQXaP TZR]�QXaT]]YQXR ZaT st]ZPWT]XPO`]bT u^tkkb π1(S; s̄) R π1(S; s̄′) R_YWY^s]b� YZ]PUY UP]Y]RSTQUYuY R_Y�WY^sR_WP WT�Zt ]RWR ]T Qt�TQXatTXM � Qar_R Q �XRW aaYZRXQr QOTZt\�TT Yk^TZTOT]RT� %�
����

 ���� R_ s̄ a s̄′ TQX` W]Y�TQXaY R_YWY^sR_WYa st]UXY^P Fs̄

]P Fs̄′

M �b[Y^ UPUYuY�OR[Y ktXR WT�Zt s̄R s̄′ kY_aYOrTX Yk^TZTORX` R_YWY^sR_W WT�Zt QYYXaTXQXat\�RWR st]ZPWT]XPO`]bWR u^tkkPWRM
Or O\[YuY ]Tk^T^ba]YuY uYWYWY^sR_WP k^YUY]TS]bf u^tkk ϕ : H → G WY�]Y Yk^TZTORX` st]U�XY^ ϕ∗ : bG → bH

Qt�T]Rr u^tkkb YkT^PXY^Ya aZYO` ϕM qXYX st]UXY^ XYST]� ]PY[Y^YX� ]TQOY�]YaRZTX` �QWM �Ld�� � g�� SXY O\[YV XYS]bV st]UXY^ R R_ bG
a

bH
R_YWY^sT] st]UXY^t XPUYuY aRZPM

&QOR� U^YWT XYuY� IH ◦R = IG
� uZT IH R IG � _P[baP\�RT st]UXY^b a UPXTuY^R\ UY]TS]bf W]Y�TQXa�XY R = ϕ∗ ZOr YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOT]]YuY ]Tk^T^ba]YuY uYWYWY^sR_WP ϕM xXQ\ZP OTuUY abaYZRXQrQOTZt\�TT k^TZOY�T]RT �QWM �Ld�� � ���

z9;=C8};DA; n�4�4n 	� ����� f : T → S � �
��� �� ���! ����	���� ����
���!� �!�� t̄ ∈ T (Ω)
� �����
�����	 ����	 T � s̄ := f(t̄) ∈ S(Ω) � �� ��
	� � S � �	����
� ������ ������
 f∗ : CS → CT

�
������	�� %�� ��	����� �	�
��� X/S ��� ��
	���� ��
	� X ×S T/T

� ����	 ��%������� ����"
�������� ���
�
����� ����
��� π1(f ; t̄) = ϕ : π1(T ; t̄) → π1(S; s̄)� �	���� ��� �
� �	���������
���#���������� ��#����	 Ft̄(f

∗X) � Fs̄(X) ������
 f∗ ����	�	�� � ������
� ��#��� �
���� ���"

	��
�� ϕ∗ ������ � �	�#� ���#������ � CS

�
bπ1(S;s̄)

� � ������	� 	�	������� � CT

� �
�� ����� �
�� ����� f : T → S  �� ��� ��	���� �	�
����� M � �����������%�� π1(S; s̄)"��#������H � ��	�����	��
 ������	 t̄ ∈M ��	����� ���M = Fs̄(T ) � ��� � �������� ��#�����

Lh



���! �����
������! ����� T � ��#	%�! �	� s̄�� �� π1(T ; t̄) �#�� ���#�������� � ���
���� ����
�����
H � π1(S; s̄)� �
� ��� ����
���ϕ �� �����	 �� ���#������ ��� � ����������� ���#���� �
����
H �

	_ kt]UXP [� ]TWTZOT]]Y abaYZRW
�C;=B<>A; n�4�4y �� ����� ��	������ �	�
��� p : X → S ������� n ��%������� ��	����� �	�
�"
��� f : T → S � �	���� ��� f∗(X) ���� ��	 n ������ 
�� T �
qXY QOTZQXaRT ]PW ]t�]Y ZOr ZYUP_PXTO`QXaP QOTZt\�TV XTY^TWb�

o;89;:J n�4�4� ����� S � �� ��	 ����	���� ����
��	� �!�	� s̄ � ������
	 �����
�����	 ����	�
G := π1(S; s̄) � ��	���	 ����	���	���	 �
���	� f : X → S � ��	����� �	�
���� ������� n�M :=
Fs̄(X) � �����������%�� G"���
	��
��� ��#����� � σ ∈ AutS(X) � �
���������� 	����
���
�	�
��� X/S � ����� A := f∗(OX) � �����

OS
"	����
� ��
���� %�� X � ���������

A � ���	����
���������

OS
"����� 
	��	 n � σ∗ � ��� 	����
���� �#�� 
	����
��� ��� !	
	���
����������

�������� χσ∗(T ) := det(T · 1 − σ∗) ∈ Γ(S,OS)[T ] � ���� Tr σ∗ ∈ Γ(S,OS) ������	�� ��
�� E ��������� Z
"����� � �	����M � ��
�� σ̃ ��� 	����
���� �������%�� �	

�	������ ������� �	� Fs̄(σ) � ����	 χσ∗(T ) = χeσ(T ) � Trσ∗ = Tr σ̃ = card{x ∈ M : F (σ)(x) = x} � $�	�������� ��� ������������ !	
	���
����������� ��������	 σ∗ ������

�8�J7J<;C�B<>8 �Q]Y� SXY ZYQXPXYS]Y ZYUP_PX` tXaT^�ZT]RT k^Y fP^PUXT^RQXRSTQURV W]YuYSOT]�XPU UPU QOTZ raOrTXQr YZ]RW R_ TuY UY�ssRlRT]XYaM �tQX` g : S′ → S � Qt�TQXat\�TT kY QOTZQXaR\dMLMLh �XPO`]YT ]PU^bXRT� XPUYT� SXY g∗(X) TQX` QtWWP n �U_TWkOr^Ya S′ M �YOY�RW X ′ := g∗(X) =
X ×S S

′ � σ′ := σ× 1S′

� XYuZP σ′∗ = σ∗ ⊗OS
1OS′

� R kYXYWt χσ′∗(T ) TQX` Y[^P_ χσ∗(T ) k^R uYWYWY^sR_WT
Γ(S,OS)[T ] → Γ(S′,OS′)[T ]

M qXYX uYWYWY^sR_W R]�TUXRaT]� kYQUYO`Ut g � QX^YuY kOYQURV WY^sR_WM�Y�XYWt ZYQXPXYS]Y ZYUP_PX` X^T[tTWYT ^PaT]QXaY ZOr σ′ M �YQUYO`Ut� U^YWT XYuY� WY�]Y QSRXPX`� SXY
X ′/S′ QYYXaTXQXatTX XY �T W]Y�TQXaY M � R k^R �XYW F (σ′) YXY�ZTQXaOrTXQr Q F (σ)� Wb aRZRW� SXY�_PWT]Ra S �X R σ ]P S′ �X ′ R σ′ � WY�]Y QSRXPX`� SXYX TQX` QtWWP n �U_TWkOr^Ya S M �^R �XYW a UP�ZYW�U_TWkOr^T S TQX` ^Ya]Y YZ]P uTYWTX^RSTQUPr XYSUP� OT�P�Pr ]PZ s̄ � QYkYQXPaRa UP�ZYWt �U_TWkOr^tQYYXaTXQXat\�t\ XYSUt� Wb kYOtSRW [RTUlR\ W]Y�TQXaP Qar_]bf UYWkY]T]X X ]P W]Y�TQXaY M M	XPU� X TQX` S × M =

∐
m∈M S � k^RSTW ZTVQXaRr σ ]P X R F (σ) ]P M k^R �XYW YXY�ZTQXaOT]RR

QYuOPQYaP]bM xXQ\ZP
A = O

(M)
S
� R σ∗ ZTVQXatTX ]P [P_RQ]bf �OTWT]XPf UPU F (σ)−1 M �Y�XYWt

A ∼=
OS ⊗Z E

∗ � P _]PSRX� χσ∗(T ) = χteσ(T ) = χeσ(T )� SXY R X^T[YaPOYQ` ZYUP_PX`M
N^YWT XYuY� XTkT^` Wb WY�TW Yk^TZTORX` ���%��� ��
#������

5H9;=;C;DA; n�4�4K ����� S � �� ��	 ����	���� ����
��	� �!�	� s ∈ S � ����	 � ������� ����
������� κ(s) = Fq

�Ω = κ(s) � s̄ � �����
�����	 ����	 S � ��
�������	 � ���%� κ(s) → Ω � �����	"
�� ��
�� is �
��� Specκ(s) → S �  ���� ��� s̄ �#�� 
	��	�
��	�� �	� Ω"�����
������ �����
Specκ(s) � qOTWT]X 	^Y[T]RtQP Frobs ∈ π1(S; s̄)� �����������%�� �����
������� ����� s̄ � ��� ��
	�
	����
���	 �
�������	 (ϕq : x 7→ xq) ∈ Gal(Ω/κ(s)) = π1(Spec κ(s); s̄) ������������ ���
�
������
����
���	 π1(is; s̄)

�
���� t̄ � �
��	 �����
�����	 ����	 S � γ � ���� �� s̄ � t̄� ���	�	����	%�� ������
�� ����
"

��� θ : π1(S; s̄) → π1(S; t̄)� �� �OTWT]X 	^Y[T]RtQP Frobs,γ ∈ π1(S; t̄) � ��� ��
	� Frobs
������������ θ �

�	������ ���� �	�	�� ������ s � ������� ���� ������� � �����
�����	 ����	 t̄� �#�� ��
�������
Frobs ∈ π1(S; t̄)� �
����� �
�����%�� ��
�������� � �
��������� ���
	���� �����
������� ����� s̄� �������� � s � �
���������� ���� γ � ���������� �	�� ��
	�� ������ ��
������ � ��������
�� ���
 #��� � ��������� �
� ����
� �
����� ���� γ ����
��� θ ���� ��� �	 ����
����� 	�"
���
���� �	�� ��
	��� � ���������������� � ��� ����	� ��
������ ������ UOPQQ QYk^r�T]]YQXR
�OTWT]XP 	^Y[T]RtQP�

�	������ ���� s′ ∈ S(Fqr ) � ������
	 Fqr
"��	��	 ����	 � �������� s� ����#� Frobs′ := Frobr

s ���� ���� ��
	� 	����
���	 �
�������	 ϕqr ∈ π1(Spec Fqr ; s̄) ������������ π1(s
′; s̄) : π1(Spec Fqr ; s̄) →

π1(S; s̄) � 	�	������� ���� �	� ��� ���� �
����	�� ��
�� ��
���� ��� ������ Frobs′,γ ∈ π1(S; t̄) �
��	�� ���
 #������� Frobs′ ∈ π1(S; t̄) �
�OTZt\�TT k^TZOY�T]RT ZPTX tZY[]YT YkRQP]RT ZTVQXaRr Frobs

]P k^YR_aYO`]YW UY]TS]YW π1�YkT^PXY^]YW W]Y�TQXaTM

Lj



z9;=C8};DA; n�4�4� ����� S � �� ��	 ����	���� ����
��	� �!�	� π1 � �� ����	���	���	 �
��"
�	 ������������� ������
�� �����
������� �������M � �������� π1

"���
	��
��� ��#������X/S ������������%�� ��	����� �	�
����� s ∈ S � ����	 � ������� ���� �������� Frobs ∈ π1 � ��
���"�������� ������ �
�������	� ��
��������� s � ����� x1, x2, . . . , xr � ��� 
	������� ����� ��� Xs
�

����	 �	��
 ���� ������ �����	����� �������� M � ��
��������� �������� Frobs
�	 M � ����	�	��

� �	��
� (
dimκ(s) κ(xi)

)
1≤i≤r

�

�8�J7J<;C�B<>8 �tQX` κ(s) = Fq
� kYOT abSTXYa XYSUR s � Ω � POuT[^PRSTQUYT _PWbUP]RT κ(s)�

s̄ � uTYWTX^RSTQUPr XYSUP s � Yk^TZTOT]]Pr aOY�T]RTW κ(s) → Ω � is : Specκ(s) → S � TQXTQXaT]]bVWY^sR_W� ϕq ∈ G := Gal(Ω/Fq) ∼= π1(Spec κ(s); s̄) � PaXYWY^sR_W 	^Y[T]RtQPM eY�]Y QSRXPX`� SXY
π1 = π1(S; s̄) R SXY Frobs = π1(is)(ϕq)

� uZT π1(is)
� uYWYWY^sR_W st]ZPWT]XPO`]bf u^tkk� R]ZtlR�^YaP]]bV is � O\[YV Z^tuYV ab[Y^ _PWT]rTX Frobs
]P QYk^r�T]]bV� P _]PSRX� R R]ZtlR^YaP]]t\ �XRW

�OTWT]XYa kYZQXP]YaUt ]PM ]P QYk^r�T]]t\� SXY ]T R_WT]rTX ]P[Y^ ZOR] lRUOYaM
�PQQWYX^RW �XPO`]YT ]PU^bXRT Xs = X ×S Spec κ(s) → Specκ(s)

� kY Yk^TZTOT]R\ π1(is)
�XY ]P�U^bXRT _PZPTXQr W]Y�TQXaYW M � ]P UYXY^YW G ZTVQXatTX kYQ^TZQXaYW Qt�T]Rr u^tkkb YkT^PXY^YaYX]YQRXTO`]Y π1(is)

M vPURW Y[^P_YW� �OTWT]X ϕq ∈ G ZTVQXatTX ]PM XPU �T� UPU R Frobs ∈ π1

� kY�XYWtWY�]Y� _PWT]Ra X � S R π1
]P Xs

� Specκ(s) R G� QSRXPX`� SXY S = Spec κ(s)
M

	XPU� ktQX` S = Spec Fq

� XYuZP X =
∐

1≤i≤r Spec κ(xi)
R kYXYWt G�YkT^PXY^]YT W]Y�TQXaY M TQX`QtWWP G�YkT^PXY^]bf W]Y�TQXa Mi

� QYYXaTXQXat\�Rf UP�ZYWt Specκ(xi)
M &QOR di := dimFq

κ(xi)
� XY

κ(xi) = Fqdi

� R kYZu^tkkP a G ∼= Ẑ� YQXPaOr\�Pr κ(xi)
]TkYZaR�]bW� TQX` diẐ

M �Y�XYWtMi
∼= Ẑ/diẐ ∼=

Z/diZ
� R Y[^P_t\�Pr ϕq

u^tkkb G lRUORSTQUR ZTVQXatTX ]PMi
M �YQUYO`UtM TQX` QtWWPMi

� YXQ\ZPWb ]TWTZOT]]Y kYOtSPTW� SXY ]P[Y^ ZOR] lRUOYa kYZQXP]YaUR �OTWT]XYaM � Yk^TZTOT]]YV ZTVQXaRTW
ϕq
� a XYS]YQXR TQX` (di)1≤i≤r

� SXY R X^T[YaPOYQ` ZYUP_PX`M
�PW kY]PZY[RXQr T�T QOTZt\�RV kYOT_]bV sPUX �QWM �Ld�� � iMd��

o;89;:J n�4�4� ����� S � �� ��	 ��
	���	 ����	���� ����
��	� �!�	� ξ � �� ��%	 ����	�K =
κ(ξ) � ���� 
	����	����! ������� �	 S � s̄ � �����
�����	 ����	� ��
�������	 ���#���� K →
K � ����	 ����
��� �
��� Gal(K/K) ∼= π1(SpecK; s̄) → π1(S; s̄)� ������
��	���� �
����
SpecK → S � �
���������
��� ���!��� ���� ���� ������!�$�

�]PSPOP QsY^WtOR^tTW ]TQUYO`UY aQkYWYuPXTO`]bf tXaT^�ZT]RVM
�;::J n�n�4 ����� G � �
�������	 �
���	� U ⊂ G � �
���������� �����#������ �����%��
����
#���� �����	�������
��� U ���
���"�	����� ����� �����
����� ���
��� � �	�������
���� U = XH �� ������
��� ���
����� ��
	������ ������� H � G � ��������� ��#����	X ⊂ G�

����� U  �� ��� ����������� ��#��! ��	���� G �� ������
�� ���
���� ��
	����� �������
H ⊂ G�

���� ��%������� ���
���� ��
	����� �������� H � G � �����#����� U ′ ⊂ G/H � �	���� ��� U �� ��� �
���
	�� U ′ ������������ �	���������� �
������ ϕ : G→ G/H �
���� ��� ������ ���������� �� �� �����" ��� �
	�����	
�	������ �
� �		
	 µ �	 G� ��
�
��	�"
��� ������� µ(G) = 1� ��������� 
	������� µ(U) = |U ′|/(G : H)

�8�J7J<;C�B<>8 	WkORUPlRR ����⇒�����⇒����⇒��� YSTaRZ]b� ZYUP�TW ���⇒����MOr O\[YuY YXU^bXY�uY ]Y^WPO`]YuY ZTORXTOr H aG Y[Y_]PSRW ST^T_ UH
Y[�TZR]T]RT aQTf QWT�]bf UOPQQYaG kYH � QYZT^��P�RfQr a U M vYuZP U =

⋃
H UH

� uZT Y[�TZR]T]RT [T^TXQr kY aQTW YXU^bXbW ]Y^WPO`]bW ZTORXTOrW
G� kYQUYO`Ut aWTQXT Q UP�ZYV XYSUYV x YXU^bXYT W]Y�TQXaY U QYZT^�RX ]TUYXY^t\ TT YU^TQX]YQX`aRZP xH M N^YWT XYuY� QTWTVQXaY {UH}H

sRO`X^tTXQr kY aY_^PQXP]R\� XPU UPU R_ H ′ ⊂ H QOTZtTX
UH′ ⊃ UH

M �aRZt UYWkPUX]YQXR U YXQ\ZP QOTZtTX� SXY U = UH
ZOr ]TUYXY^YuY H � XMTM Qt�TQXatTXYXU^bXYT kYU^bXRT aRZP U =

⋃
x∈X xH

M �b[^Pa R_ ]TuY UY]TS]YT kYZkYU^bXRT� kYOtSRW UY]TS]YTW]Y�TQXaY X � tZYaOTXaY^r\�TT ����M
Lc



xQXPOYQ` ZYUP_PX` kYQOTZ]TT tXaT^�ZT]RT OTWWbMOr �XYuY _PWTXRW� SXY WT^P µ(sH) O\[YuY QWT��]YuY UOPQQP sH = Hs QYakPZPTX Q µ(H)
� kYQUYO`Ut G raOrTXQr ZR_�\]UX]bW Y[�TZR]T]RTW (G : H)XPURf UOPQQYa� P U raOrTXQr ZR_�\]UX]bW Y[�TZR]T]RTW |U ′| UOPQQYa� kYOtSPTW X^T[tTWYT ^PaT]QXaYM

�C;=B<>A; n�n�4�4 �����G � �
�������	 �
���	� f : G→ X � ���
�
����� ����
	#����G �� ��"
#�����X � �	�������� ����
����� ����������� ����	 ��#����� f(G) ⊂ X �������� � f �
����	�� ��� 
� ����

G
ϕ

// G/H
f ′

// X
�� ������
��� ���
����� ��
	������ ������� H � G �

�8�J7J<;C�B<>8 e]Y�TQXaY f(G) UYWkPUX]Y R ZRQU^TX]Y R kYXYWt UY]TS]Y� ktQX` (xi)1≤i≤n
� aQTTuY ^P_ORS]bT �OTWT]XbM �YZW]Y�TQXaY f−1(xi) ⊂ G YZ]Ya^TWT]]Y YXU^bXY R _PWU]tXY a G� R kYXYWt�QYuOPQ]Y OTWWT� raOrTXQr Y[�TZR]T]RTW QWT�]bf UOPQQYa kY ]TUYXY^YWt YXU^bXYWt ]Y^WPO`]YWtZTORXTO\ Hi

M �Y_`WTW a UPSTQXaT H kT^TQTST]RT aQTf Hi

� XYuZP f kYQXYr]]P ]P QWT�]bf UOPQQPf kY
H R kYXYWt k^YktQUPTXQr ST^T_ ϕ : G→ G/H

M
5H9;=;C;DA; n�n�n ��
� ���� ����� Y � 	
���������	 �!�	 ����� �!�	 ��������� ���	 �	� Z

�

	��
����� d� [Y ]0 � ��#����� �� �	�����! ������ A ⊂ [Y ]0 � �
���������� �����#����� �����
��#����	� �� ���� �	������ ����� y ∈ [Y ]0

��
����� �� ]Y^Wt 
	������� N(y) := cardκ(y) ���
����� ζ�st]UlR\ ��#����	 A 
	������� ζA(s) :=
∏

y∈A(1 − N(y)−s)−1 � 
�	 ������ 
	���"
�
�� �!����� �	 ���	��	! ����
� ���	��� Re s > d � �� ��
������� ζ�st]UlRr QfTWb Y � ���
ζ "������ ��#����	 ���! �� �	�����! �������� ������
��� ε > 0 ��	 �#�� ���� �
����#��	 ��
�������� �
��
���� �	 Re s > d − ε � �� ��%�� ���	��! ������������ � ���� ���	���� �
���
����#��� �
������ ����	 �
� s = d ���
����� P]PORXRSTQUt\ kOYX]YQX` ��#����	 A �	� �
���� ����
��� log ζA(s)/ log ζY (s) �
�
s� ��
� %�� ���
!� � d� ���� ���� �
���� ��%��������

�	������ ��
����� ]PXt^PO`]t\ kOYX]YQX` ��#����	 A �	� �
���� �
� M → ∞ ����
��� 
���������	 ����� y ∈ A � ��
	�� �� �
����!�� %�� M � � ��%�� ���������� ����� y ∈ [Y ]0

�
�	��� ��
	��

�J:;@JDA; n�n�y 	_ Y[�Rf QaYVQXa ^rZYa R^RfOT abaYZRXQr� SXY TQOR Yk^TZTOT]P ]PXt^PO`]PrkOYX]YQX` W]Y�TQXaP A� XY Yk^TZTOT]P R P]PORXRSTQUPr� ]PY[Y^YX� TQOR st]UlRr f(s) = log ζA(s) −
ρ log ζY (s) k^YZYO�PTXQr ZY st]UlRR� WT^YWY^s]YV a Y[OPQXR Re s > d − ε R ^TutOr^]YV ]P k^rWYV
Re s = d ZOr ]TUYXY^bf ε > 0 R ρ ≥ 0 � XY Yk^TZTOT]P R ]PXt^PO`]Pr� R P]PORXRSTQUPr kOYX]YQX`�k^RSTW Y[T Y]R ^Pa]b ρ �XPt[T^YaP XTY^TWP �R]T^P
	UTP^b� QWM� ]Pk^M� �d��� TQOR k^R �XYW st]UlRr
f(s) uYOYWY^s]P a Y[OPQXR Re s > d − ε � XY ^P_]YQX` ρ R YX]Y	T]Rr� ^PQQWYX^T]]YuY k^R Yk^TZTOT�]RR ]PXt^PO`]YV kOYX]YQXR� TQX` O(M−ε)

M Or aQTf W]Y�TQXa� UYXY^bT Wb [tZTW ^PQQWPX^RaPX`� �XRtQOYaRr abkYO]T]b� R kYXYWt [T_^P_ORS]Y� uYaY^RX` OR Y ]PXt^PO`]YV ROR Y[ P]PORXRSTQUYV kOYX]Y�QXRM N^YWT XYuY� a SRQOYaYW QOtSPT �X UaP_RUY]TS]P ]PZ Spec Z
� WY�]Y a_rX` ε = 1/2 �a tQROT]]YWaP^RP]XT ]P	TuY tXaT^�ZT]Rr�� TQOR abkYO]T]P Y[Y[�T]]Pr uRkYXT_P �RWP]PM

o;89;:J n�n�� ����
�	 ��������� �����	
��	� ����� Y � �� ��	 ��
	���	 	
���������	 �!�"
	 ����� �!�	 ��������� ���	 �	� Z

�� ȳ0 � �� �����
�����	 ����	� π1 := π1(Y ; ȳ0) � �� ����	��"
�	���	 �
���	� C ⊂ π1 � ���
���"�	������ �����#����� π1

� ���������� ������������ ���
 #��� �
����	 ��������� �	�����! ����� y ∈ Y � �� ����
�! Froby ∈ C � 
	��	 µ(C)� ��� µ � �
	 �		
	 �	 π1

�
��
�
��	��	 ������� µ(π1) = 1� 	 Froby � �	���"���� �� �������� �
�������	� �����������%�!
y ��	���� �Froby ∈ C � ��

����	� ��������� ����	��� ��
������� ������ ������ Froby

��
������ �
�������� �� ���
 #��� � 	 C ��������� ������������ ���
 #��� � �
�8�J7J<;C�B<>8 � ZTVQXaRXTO`]YQXR �XP XTY^TWP ]PW [tZTX ]t�]P a YZ]YWT^]YW QOtSPT� XPU SXYaWTQXY ZYUP_PXTO`QXaP Wb kYUP�TW� UPU a �XYW QOtSPT XTY^TWP wT[YXP^TaP a ]P	TV sY^WtOR^YaUTQaYZRXQr U �Y[bS]YV� XTY^TWT wT[YXP^TaP �QWM� ]Pk^M� �d��M �OP] Y[�TuY ZYUP_PXTO`QXaP [tZTX _PXTW]PWTST] a QT^RR _PWTSP]RVM

	XPU� k^TZkYOY�RW� SXY Y YZ]YWT^]PM �Y OTWWT dMdML Qt�TQXatTX YXU^bXPr ]Y^WPO`]Pr kYZu^tk�kP H ⊂ π1
R kYZW]Y�TQXaY C′ ⊂ G := π1/H

� XPUYT� SXY C TQX` k^YY[^P_ C′ YX]YQRXTO`]Y k^YTUlRR
ϕ : π1 → G

M �tQX` X/S � �XPO`]YT �]PU^bXRT �POtP�� Yk^TZTOT]]YT ]Y^WPO`]YV kYZu^tkkYV H �XMTMQYYXaTXQXat\�TT π1�YkT^PXY^]YWt W]Y�TQXat π1/H
k^R �UaRaPOT]X]YQXR UPXTuY^RV� ^PQQWYX^T]]YV ak^TZbZt�TW kt]UXT�M �tQX` K R L � kYOr ^PlRY]PO`]bf st]UlRV ]P Y R X QYYXaTXQXaT]]Y� XYuZP K

Lg



� uOY[PO`]YT SRQOYaYT kYOT R L/K � ^PQ	R^T]RT �POtP Q u^tkkYV �POtP GM �PWU]tXbT XYSUR QfTWb
Y QYYXaTXQXat\X aQTW ]T]tOTabW k^YQXbW RZTPOPW UYO`lP lTObf kYOr K � U^YWT UY]TS]YuY Rf SRQOP��XR k^YQXbT RZTPOb ]T^P_aTXaOT]b YX]YQRXTO`]Y L/K � XPU UPU X/Y � �XPO`]YT ]PU^bXRTM Or O\�[YV _PWU]tXYV XYSUR y ∈ Y �OTWT]X ϕ(Froby) ∈ G � �XY a XYS]YQXR �Y[bS]bV� �OTWT]X 	^Y[T]RtQP�kYQUYO`Ut tQOYaRr Froby ∈ C R ϕ(Froby) ∈ C′ �UaRaPOT]X]b R C′ � kYZW]Y�TQXaY a G� tQXYVSRaYTYX]YQRXTO`]Y QYk^r�T]Rr� Y[bS]Pr XTY^TWP kOYX]YQXR wT[YXP^TaP tXaT^�ZPTX� SXY kOYX]YQX` XTf _P�WU]tXbf XYSTU y � ZOr UYXY^bf ϕ(Froby) ∈ C′ � ^Pa]P |C′|/|G| � SXY kY OTWWT dMdML a XYS]YQXR ^Pa]Y
µ(C)

M
�J:;@JDA; n�n���4 � Y[�TW QOtSPT XTY^TWP ZYUP_baPTXQr� UPU R a YZ]YWT^]YW QOtSPT� Q kYWY�`\
L�st]UlRVM �tQX` E � UY]TS]YWT^]YT aTUXY^]YT k^YQX^P]QXaY� ρ : π1 → AutC E

� ]Tk^T^ba]YT UYW�kOTUQ]YT k^TZQXPaOT]RT k^YUY]TS]YV u^tkkb π1
�]Tk^T^ba]YQX` _ZTQ` ^PQQWPX^RaPTXQr YX]YQRXTO`�]Y !������
� �
 
�
"�� ]P AutC E

� QYuOPQ]Y dMdMLML� XPUPr ]Tk^T^ba]YQX` ^Pa]YQRO`]P XYWt� SXY ρk^YktQUPTXQr ST^T_ ]TUYXY^t\ UY]TS]t\ sPUXY^u^tkkt π1
�� R ktQX` χ : π1 → C � QYYXaTXQXat\�RV]Tk^T^ba]bV fP^PUXT^ �XMTM χ(g) = Tr ρ(g)�M Or O\[YuY UYWkOTUQ]YuY s Q Re s > d = dimS Yk^TZTORW

L(s;χ) =
∏

y∈[Y ]0

det(1 −N(y)−sρ(Froby)) .

�Y�Z^tuYWt WY�]Y Yk^TZTORX` L(s;χ) QOTZt\�RW Y[^P_YW�
logL(s;χ) =

∑

y∈[Y ]0

∑

n≥1

1

n
χ(Frobn

y )N(y)−ns .

�YQOTZ]rr sY^WtOP kY_aYOrTX Yk^TZTORX` logL(s;ψ) ZOr O\[YV ]Tk^T^ba]YV ���������
� st]UlRR
ψ : π1 → C �]Tk^T^ba]YQX`� UPU Y[bS]Y� kY]RWPTXQr YX]YQRXTO`]Y ZRQU^TX]YV XYkYOYuRR ]P C � P lT]�X^PO`]YQX` Y_]PSPTX� SXY ψ(hgh−1) = ψ(g) ZOr O\[bf g, h ∈ π1

�M xXWTXRW QOTZt\�RT QaYVQXaP L�st]UlRV�
�� �^YR_aTZT]RT ZOr L(s;χ) R ^rZ ZOr logL(s;ψ) ^Pa]YWT^]Y QfYZrXQr ]P UYWkPUXPf� QYZT^�P�RfQra Re s > d

M
�� &QOR χ0 : π1 → {1} ⊂ C � uOPa]bV fP^PUXT^� XY L(s;χ0) = ζY (s)

M
�� &QOR Y ′ → Y � �XPO`]YT ]PU^bXRT� Yk^TZTOT]]YT ]TUYXY^YV YXU^bXYV kYZu^tkkYV H ⊂ π1

�XMTMQYYXaTXQXat\�TT π1�YkT^PXY^]YWt W]Y�TQXat π1/H
� R χ′ � ]Tk^T^ba]bV fP^PUXT^ u^tkkb H�UYXY^t\ WY�]Y YXY�ZTQXaRX` Q st]ZPWT]XPO`]YV u^tkkYV Y ′�� P χ = Indπ1

H (χ′) � fP^PUXT^�R]ZtlR^YaP]]bV χ′ ]P π1
� XY LY (s;χ) = LY ′(s;χ′)

M �]POYuRS]Y� TQOR ψ′ : H → C � ]Tk^T^ba�]Pr lT]X^PO`]Pr st]UlRr R ψ = Indπ1

H (ψ′)� XY logLY (s;ψ) = logLY ′(s;ψ′) �ZYUP_PXTO`QXaY �XRfsPUXYa ]TQOY�]Y� YQY[T]]Y TQOR aYQkYO`_YaPX`Qr ZYUP_PXTO`QXaYW dMLMLg�M
�� �R]TV]YQX`�L(s;χ1+χ2) = L(s;χ1)·L(s;χ2)

R logL(s; a1ψ1+a2ψ2) = a1 logL(s;ψ1)+a2 logL(s;ψ2)
M

�� &QOR C � YXU^bXY�_PWU]tXYT kYZW]Y�TQXaY a π1
� tQXYVSRaYT YX]YQRXTO`]Y QYk^r�T]Rr� XY TuYfP^PUXT^RQXRSTQUPr st]UlRr ϕA : π1 → {0, 1} ⊂ C raOrTXQr ]Tk^T^ba]YV lT]X^PO`]YV st]UlRTV�R logLY (s;ϕA) = log ζA(s)

M
�� Or O\[bf Zatf ]Tk^T^ba]bf lT]X^PO`]bf st]UlRV ψ1

R ψ2
Yk^TZTORW Rf QUPOr^]YT k^YR_aT�ZT]RT sY^WtOYV

(ψ1, ψ2) :=

∫

π1

ψ1(g)ψ2(g) dµ(g) .

�\[Pr ]Tk^T^ba]Pr lT]X^PO`]Pr st]UlRr raOrTXQr UYWkOTUQ]YV OR]TV]YV UYW[R]PlRTV UY]TS�]YuY SRQOP ]Tk^RaYZRWbf ]Tk^T^ba]bf fP^PUXT^Ya� UYXY^bT Y[^P_t\X Y^XY]Y^WR^YaP]]bV [P_RQa t]RXP^]YW k^YQX^P]QXaT ]Tk^T^ba]bf lT]X^PO`]bf st]UlRVM �T^]Y QOTZt\�TT tXaT^�ZT]RT��XTY^TWP �^Pt�^P��� aQrURV ]Tk^T^ba]bV fP^PUXT^ χ u^tkkb π1
raOrTXQr lTOYSRQOT]]YV OR�]TV]YV UYW[R]PlRTV fP^PUXT^Ya� R]ZtlR^YaP]]bf ]Tk^RaYZRWbWR fP^PUXT^PWR UY]TS]bf lRU�ORSTQURf kYZsPUXY^u^tkk u^tkkb π1

�XMTM lRUORSTQURf kYZu^tkk UY]TS]bf sPUXY^u^tkk u^tkkb
π1
�M &QOR� U^YWT XYuY� χ Y^XYuY]POT] uOPa]YWt fP^PUXT^t χ0

� WY�]Y Y[YVXRQ` fP^PUXT^PWR� R]�ZtlR^YaP]]bWR ]TuOPa]bWR fP^PUXT^PWR lRUORSTQURf kYZsPUXY^u^tkkM
L�



�� ζY (s) WY�TX [bX` k^YZYO�T]P ZY WT^YWY^s]YV st]UlRR a Y[OPQXR Re s > d− ε Q TZR]QXaT]]bWk^YQXbW kYO\QYW a s = d ]P k^rWYV Re s = d k^R ]TUYXY^YW ε > 0
M &QOR χ � ]Tk^T^ba]bVfP^PUXT^� Y^XYuY]PO`]bV U χ0

� XY LY (s;χ) R logLY (s;χ) k^YZYO�P\XQr ZY st]UlRV� uYOYWY^s�]bf k^R Re s > d − 1 �aP�]Pr RZTr ZYUP_PXTO`QXaP �XYuY sPUXP� QaTQXR U lRUORSTQUYWt QOtSP\Q kYWY�`\ XTY^TWb �^Pt�^P�M
�� &QOR ψ � ]Tk^T^ba]Pr lT]X^PO`]Pr st]UlRr R c := (ψ, χ0)

� XY logLY (s;ψ) − c · log ζY (s) WY�TX[bX` k^YZYO�T]P ZY st]UlRR� WT^YWY^s]YV a Y[OPQXR Re s > d − ε ZOr ]TUYXY^YuY ε > 0 R^TutOr^]YV ]P k^rWYV Re s = d
M

�� &QOR C ⊂ π1
� YXU^bXY�_PWU]tXYT W]Y�TQXaY� tQXYVSRaYT YX]YQRXTO`]Y QYk^r�T]Rr� XY log ζC(s)−

µ(C) · log ζY (s) k^YZYO�PTXQr ZY st]UlRR� WT^YWY^s]YV a Y[OPQXR Re s > d − ε ZOr ]TUYXY^YuY
ε > 0 R ^TutOr^]YV ]P k^rWYV Re s = d

M
�^RaTZT]]bV ab	T kOP] ZYUP_PXTO`QXaP kYUP_baPTX� UPURW Y[^P_YW YQt�TQXaOrTXQr ^TZtUlRr U lRU�ORSTQUYWt ]PU^bXR\ �POtPM � UOPQQRSTQUYW QOtSPT ]TY[fYZRWbT QaYVQXaPL�st]UlRV _PXTW abaYZrXQrQ kYWY�`\ ^PQQWYX^T]Rr fP^PUXT^Ya PZTOTVM
�J:;@JDA; n�n���n �YO]YQX`\ R_[PaRX`Qr YX tQOYaRr ]Y^WPO`]YQXR a sY^WtOR^YaUT XTY^TWb wT�[YXP^TaP ]TO`_r� UPU kYUP_baPTX QOTZt\�RV k^RWT^M �tQX` k � UY]TS]YT kYOT fP^PUXT^RQXRUR 6= 2 �
Y = Spec k[X,Y ]/(Y 2−X3−X2) � YQY[Pr Ut[RSTQUPr U^RaPr� kYOtST]]Pr QUOTRaP]RTW Zatf ^P_ORS]bf^PlRY]PO`]bf XYSTU PssR]]YV k^rWYV

V
1
k

M vYuZP� UPU ]TQOY�]Y aRZTX` �QWM �Ld��� st]ZPWT]XPO`]Pr
u^tkkP Y R_YWY^s]P Ẑ × Gal(k̄/k) ∼= Ẑ2 � YZ]PUY ZOr O\[YV _PWU]tXYV XYSUR y ∈ Y k^YTUlRr QYYXaTX�QXat\�TuY �OTWT]XP 	^Y[T]RtQP ]P kT^at\ UYWkY]T]Xt ^Pa]P TZR]RlT �XMTM ]tO\� TQOR _PkRQbaPX` ẐPZZRXRa]Y�M �Y_`WTW XTkT^` C = (dẐ)× Ẑ ZOr k^YR_aYO`]YuY d > 1

� kYOtSRW� SXY ZOr aQTf _PWU]tXbf
y RWTTX WTQXY Froby ∈ C ]TQWYX^r ]P XY� SXY µ(C) = 1/d

MeY�]Y kYQX^YRX` P]POYuRS]bW Y[^P_YW ]TW]YuY [YOTT QOY�]bV XTY^TXRUY�SRQOYaYV k^RWT^M Or�XYuY ]PZY a_rX` Y = Spec Z[2i]
� XYuZP Y � �XY QfTWP� kYOtST]]Pr QUOTVUYV _PWU]tXbf XYSTU (1 + i)R (1 − i) ]Y^WPO`]YV QfTWb Spec Z[i]

M �YQUYO`Ut Qt�TQXatTX OR	` UY]TS]YT SRQOY SRQOYabf kYOTV�]T^P_aTXaOT]]bf ]PZ Q(i)� st]ZPWT]XPO`]Pr u^tkkP Spec Z[i] TQX` ]TUYXY^Pr UY]TS]Pr u^tkkP H R
kYXYWt st]ZPWT]XPO`]Pr u^tkkP Y TQX` kYOtk^rWYT k^YR_aTZT]RT H ]P Ẑ

� ZPOTT k^RWT^ _PaT^	PTXQrXPU �T� UPU R ^P]`	TM ��^YaT^UR _ZTQ` ZYaYO`]Y QOY�]b� R kYXYWt Wb Rf YktQUPTWM M M �
z9;=C8};DA; n�n�K ����� Y � �� ��	 ��
	���	 	
���������	 �!�	 ����� �!�	 ���������
���	 �	� Z

�� ȳ0 � �� �����
�����	 ����	� π1 := π1(Y ; ȳ0) � �� ����	���	���	 �
���	� X/Y ���	����� �	�
���� ������� n�M � π1
"��#������ �����������%�� ���� �	�
���� θ : π1 → SM '

Sn � ���
�
����� ����
��� π1
� �
���� �����	����� ��#����	M � ��
��������� �������� π1�	 ��� ��#������ ����� λ � 
	������� �	��
	������ ����	 n � Cλ ⊂ SM � ��#����� �����	�����

������������ ���	 λ � �� ���� �	������ ����� y ∈ Y �����	�� ��
�� λ(y) 
	������� ����	 n���
	���	���� ������ � �	� κ(y) ����� ������� κ(xi)
����� ��� Xy

�
����	 ��������� ��#����	 ��! y ∈ [Y ]0

� �� ����
�! λ(y) = λ� 
	��	 |Cλ ∩ θ(π1)|/|θ(π1)|
�

�8�J7J<;C�B<>8 �YuOPQ]Y k^TZOY�T]R\ dMLMLg tQOYaRT λ(y) = λ ^Pa]YQRO`]Y tQOYaR\ θ(Froby) ∈
Cλ
� XMTM Froby ∈ θ−1(Cλ)

M xQXPOYQ` k^RWT]RX` UY W]Y�TQXat θ−1(Cλ) XTY^TWt dMdMj R _PWTXRX`� SXY
µ
(
θ−1(Cλ)

)
= |Cλ ∩ θ(π1)|/|θ(π1)|

M
��
 ���� �$� �� ������

�tQX` F (T ) � t]RXP^]bV QTkP^P[TO`]bV W]YuYSOT] QXTkT]R n Q ^PlRY]PO`]bWR UY�ssRlRT]XPWR�m �k^YR_aTZT]RT aQTf RQUO\SRXTO`]bf �YX]YQRXTO`]YF (T )� k^YQXbf SRQTO�A = Z[m−1] �B = A[T ]/(F (T ))�
S = SpecA ⊂ Spec Z� X = SpecB

� XYuZP S � YXU^bXPr kYZQfTWP Spec Z� kYOtST]]Pr ab[^PQbaP]RTWRQUO\SRXTO`]bf k^YQXbf SRQTO� R QYuOPQ]Y dMLM� X/S raOrTXQr �XPO`]bW ]PU^bXRTW QXTkT]R n Mx[Y_]PSRW ST^T_ s̄0 uTYWTX^RSTQUt\ Y[�t\ XYSUt S � Yk^TZTOT]]t\ aOY�T]RTW kYOr ^PlRY]PO`]bfst]UlRV Q QfTWb S a TuY POuT[^PRSTQUYT _PWbUP]RTQ
M vYuZP kY dMLML� st]ZPWT]XPO`]t\ u^tkkt π1 :=

π1(S; s̄0)
WY�]Y YXY�ZTQXaRX` Q ]TUYXY^YV sPUXY^u^tkkYV P[QYO\X]YV u^tkkb �POtP π1(Spec Q; s̄0) ∼=

G := Gal(Q/Q)
M �tQX`M � n��OTWT]X]YT π1�YkT^PXY^]YT W]Y�TQXaY� QYYXaTXQXat\�TT ]PU^bXR\X/S �R ktQX` θ : π1 → SM

� ]Tk^T^ba]bV uYWYWY^sR_W st]ZPWT]XPO`]YV u^tkkb a u^tkkt kYZQXP]YaYUW]Y�TQXaPM � R]ZtlR^YaP]]bV �XRW ZTVQXaRTWM
Li



eb _]PTW� SXY UPU G�YkT^PXY^]YT W]Y�TQXaY M WY�]Y YXY�ZTQXaRX` QY W]Y�TQXaYW UY^]TV W]Y�uYSOT]P F (T ) a Q �QWM dMLML��M �^R �XYW Y[^P_ u^tkkb G a SM
QYakPZPTX Q H := θ(π1)

� kYQUYO`UtuYWYWY^sR_W G → SM
^PQUOPZbaPTXQr a UYWkY_RlR\ θ R ���������
"
 �QYuOPQ]Y dMLML�� uYWYWY^�sR_WP G→ π1

MvTkT^` Wb WY�TW k^RWT]RX` k^TZOY�T]RT dMdMc� QYuOPQ]Y UYXY^YWt kOYX]YQX` W]Y�TQXaP _PWU]t�Xbf XYSTU s ∈ S � ZOr UYXY^bf λ(s) QYakPZPTX Q _PZP]]bW ^P_[RT]RTW λ SRQOP n � ^Pa]P |H ∩ Cλ|/|H |
MxQXPOYQ` _PWTXRX`� SXY _PWU]tXbT XYSUR s ∈ S � �XY UPU ^P_ XYSUR� Yk^TZTOT]]bT ^TutOr^]bWRk^YQXbWR SRQOPWR p ∈ Z� R SXY QYYXaTXQXat\�TT ^P_[RT]RT λ(s) � �XY a XYS]YQXR ]P[Y^ QXTkT]TV]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV ^TZtUlRR Fp(T ) W]YuYSOT]P F (T ) kY WYZtO\ p � kYQUYO`Ut QOYV Xs
∼=

X ⊗Z κ(s) ∼= SpecB ⊗A Fp
∼= Spec Fp[T ]/(Fp(T ))

MvPURW Y[^P_YW� Wb Y[YQ]YaPOR XTY^TWt LMjML� ]P UYXY^YV YQ]YaP] ]P	 WTXYZM�^RaTZTW kYOT_]t\ ZOr ZPO`]TV	TuY �ssTUXRa]t\ sY^Wt XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP ZOrSRQOYabf kYOTV�
o;89;:J n�y�4 �����K � �������� �����E/K ���������
	�
�
���� �	��	 ������� n�G = Gal(E/K)�
nE � ������� E/Q � dE � ����
���	�� E/Q � �� ����� x ≥ 2 � ����������� ������������ ��"
�
 #��� �����#����	 C ⊂ G �����	�� ��
�� πC(x) ���������� �
����! ���	��� K � ��
��� ��
�
����!�� %�� x� ������ �
�������	 ������������ ����
�! ���	�	�� � C � �����	�� �	�#� ��
��
Li(x) �����
	����� ���	
���

Li(x) =

∫ x

2

dt

log t
.

����	� ���� ����%���	 �������	 ��	�	 ��
�	� �� ��%������� �����	��	 c > 0� �� �	��� %	 ��
K � E � C � �	�	 � ��� �� ����� x ≥ 2 ��������� ��
	�������

∣∣∣∣πC(x) −
|C|

|G|
Li(x)

∣∣∣∣ ≤ c ·
|C|

|G|
x1/2(log dE + nE log x) .

����� ����� �#�� �� �� c = 2� 	 ���� ��
	������ x ����� ������
�� 	�������� �����	����� ��
�#�� �	#� �� �� c = 1/3 �

�8�J7J<;C�B<>8 qXP XTY^TWP [bOP akT^abT ZYUP_P]P a ]TQUYO`UY [YOTT QOP[YV sY^WT a �Lc� R _PXTWtXYS]T]P a �m� R a �Lg�� ]P	P sY^WtOR^YaUP QYakPZPTX Q sY^WtOR^YaUYV R_ �m�� dMj Q tSTXYW kYQOTZt\�Rf_PWTSP]RVM

Lm
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�� ������!��
G�� �����$

�Y Qt�TQXat aQT Yk^TZTOT]Rr R W]YuRT sPUXb� R_OY�T]]bT a �XYW kt]UXT� WY�]Y ]PVXR a �Lh�� ��M ebfYXRW� YZ]PUY� ra]Y k^RaTQXR aQT aY_]RUP\�RT UY]QX^tUlRR R XYS]bT sY^WtOR^YaUR tXaT^�ZT]RV� PXPU�T R_WT]T]Rr� ]TY[fYZRWbT ZOr QOtSPr k^YUY]TS]bf u^tkkM
5H9;=;C;DA; y�4�4 �QWM �Lh�� ��� ����� G � �
��������	 �
���	� 	� �����	�� ��
��

BG
�	����"


� G"��#���� � ���� �	���	�� �� XYkYQYW G�W]Y�TQXa ��� UOPQQRsRlR^t\�RW XYkYQYW u^tkkb
G � �
�� ����� �����	�� ��
��

bG
�	����
� �������! G"���
	��
��! ��#���� � �	���� ��� ��OT�WT]XP^]bW� XYkYQYW UY]TS]bf G�W]Y�TQXa��� ���! G"��#���� X � Y � �����	�	� ��#�����

G"�
����� �� X � Y ��
�� HomBG
(X,Y ) ��� �
���� HomG(X,Y ) � �����	�� eBG

���	����� ���"
��� �	����
��

BG
�

bG
� ��� ������������ ��#����� � ����������� ����#�� �������� G � �� 

��
����������� �#�� �� �� � �	������ ����� ������������� ��#����	 1 = {∅} � �����	����� ���"
��� ∅BG

= ∅G
�	����
��

BG
�

bG � ��� ������ ��#����� � ����������� ����#�� ��������
G � $ �	����
��

BG
��%������ �
���������� �	���� �
��������� � ����������� �
������ ����
��

��#�� ������ �� � �	����
�� ��#����	� 	�
��� � �	����
��
BG

 �� ��� ����
���� ���"����� ����
����� ����
����� ����	 � ������ ����	� ����	 �� ���������� �������� �
������������������� �	� ����
	#���� ��#�����
�TsY^WPO`]Y QWbQO k^TZbZt�TuY Yk^TZTOT]Rr WY�]Y kYrQ]RX` XPU� UOPQQRsRlR^t\�RV XYkYQu^tkkb G � �XY �XYkYOYuRSTQUYT k^YQX^P]QXaY�� QYQXYr�TT R_ YZ]YV XYSUR Q u^tkkYV PaXYWY^sR_WYa

G� P XYS]TT� UPXTuY^Rr ktSUYa W]Y�TQXa ]P XPUYW k^YQX^P]QXaTM � Qar_R Q �XRW ]PW [tZTX tZY[]PXT^WR]YOYuRr� aaYZRWPr a QOTZt\�TW Yk^TZTOT]RR�
5H9;=;C;DA; y�4�n vYSTS]bV XYkYQ

P � ��� �	����
� ��#����� ���� ��� ���� � �� #�� ��	�����"
��
�%�� ����� ��������� �
�����

5H9;=;C;DA; y�4�y ����� f : H → G � ����
��� �
���� �� ����� G"���
	��
���� ��#�"
���	 X ��
����� H "���
	��
��� ��#����� f∗(X) �����%� ��
	��� f∗(X) ����	�	�� � X �	�
��#������ 	 �������� H �	�	��� ��
���� h · x = f(h) · x � $ ��� ����	� � ���� ����
���� ���
f∗(X) �������� �� X Qt�T]RTW u^tkkb YkT^PXY^Ya aZYO` f � �	�� ��
	��� � ��
������� ������

f∗ : BG → BH

� ����
�� �#�� 
	��	�
��	�� �	�#� �	� ������
 ��
bG

�
bH

� 	� ���� �����	�	��
���� ������
 �	�#� ��
��

B
∗
f
� 	 �����������%�� ������
 ��

bG
�

bH
��
��

b
∗
f
� �����	�� ��
��

f∗
���

Bf∗ �������� f! ��� Bf !

� �
	��� ������� ������ ���
 #����� ������
 � f∗ = B
∗
f
� ����� �
��

����� ������ f(H) � G �������� �� ������
 f∗ ������� f!� ��
������ �������� ��#����	 � �������� �
����� ��
���� �� ������


bf∗ ������� bf !

�� ���
 #����� ��
	�	 ������� ����	� � b
∗
f
�

�	������ �
���	
Bf := (B∗f ,Bf∗, θ)

� ��� θ � ����
��� ���
 #��� θX,Y : HomH(B∗fX,Y ) ∼=
HomG(X,Bf∗Y )� ����� �	���	��� WY^sR_WYW XYkYQP

BH
a

BG
� Yk^TZTOT]]bW f � 	�	������� ��
�"

��� ��� �
��� ������	
��! �������
bf

� �� ����	�� ���� ������ f(H) � G ������� ��� 
������#�� �
�PkYW]RW� UPURW Y[^P_YW QX^YrXQr st]UXY^b f∗ R f! M

�;::J y�4�� �����G�H ���� �
���������� �
�����Q � (H,G)"��#������ ���� ��#������ �	 ����"

� �	�	�� ����� ��������H � �
	��� ��������G� �
��� ��� ������� ��
���	������� � �� ������
��� (hq)g = h(qg) �� ���! h ∈ H � g ∈ G � q ∈ Q � ����� X �G"��#������ Y �H "��#������ ����	
���� ���� �	���������� ����
��� θX,Y : HomH(Q×GX,Y ) → HomG(X,HomH(Q, Y ))� ���Q×GX
� ��#	��� �
����������	 Q � X � ���� �	���
��#����� ��#����	 Q × X ������������ ����
��� 
�����	��������� (qg, x) ∼ (q, gx)� ����� �������� H �	 Q ×G X ������
���� ���� �������� H �	
Q� 	 ����� �������� G �	 HomH(Q, Y ) ������
��	�� �
	�� �������� G �	 Q �

�
� ��� θX,Y
��
������ H "����
	#���� f : Q ×G X → Y � ����
	#���� θX,Y (f) : x 7→

(
q 7→

f([q, x])
) � ��� ��
�� [q, x] �����	��� ��	�� �	
� (q, x) ∈ Q×X � �#	�� �
���������� Q×G X �

�8�J7J<;C�B<>8 �� f̃x : q 7→ f([q, x]) raOrTXQr H�YXY[^P�T]RTW� ZTVQXaRXTO`]Y� f̃x(hq) = f
(
[hq, x]

)
=

f
(
h[q, x]

)
= hf

(
[q, x]

)
= hf̃x(q)� kYQUYO`Ut f � H�YXY[^P�T]RT�

d�



�� f̃ : x → f̃x
raOrTXQr G�YXY[^P�T]RTW� f̃gx(q) = f

(
[q, gx]

)
= f

(
[qg, x]

)
= f̃x(qg) = (gf̃x)(g)

M vPURW
Y[^P_YW� θX,Y (f) = f̃ ZTVQXaRXTO`]Y k^R]PZOT�RX HomG(X,HomH(Q, Y ))� P _]PSRX� θX,Y

UY^^TUX]YYk^TZTOT]YM�� �PY[Y^YX� ktQX` ZP]Y f̃ ∈ HomG(X,HomH(Q, Y ))
M xXWTXRW� SXY TQOR Qt�TQXatTX f � ZOr UYXY�^YuY f̃ = θX,Y (f)� XY Y[r_PXTO`]Y f(

[q, x]
)

= f̃x(q)� uZT f̃x := f̃(x) ∈ HomH(Q, Y )
M vPURW Y[^P_YW� fYk^TZTOT]Y YZ]Y_]PS]Y� YQXPOYQ` k^YaT^RX` UY^^TUX]YQX`M �^T�ZT aQTuY� f̃gx = f̃(gx) = gf̃x

R kYXYWt
f̃gx(q) = (gf̃x)(q) = f̃x(qg)� XMTM YXY[^P�T]RT (q, x) 7→ f̃x(q) QYuOPQYaP]Y Q YX]Y	T]RTW �UaRaPOT]X�]YQXR (qg, x) ∼ (q, gx)� R� QOTZYaPXTO`]Y� Yk^TZTOrTX ]t�]YT YXY[^P�T]RT f : Q ×G X → Y

�
f
[tZTX

H�YXY[^P�T]RTW aaRZt sY^WtO kt]UXP ��M
�C;=B<>A; y�4���4 ����� f : H → G � ����
��� �
���� ������
 ��#��� �
���� ���
	��
��
f∗ : BG → BH

���	�	�� �
	�� ���
 #���� f∗
� ����
�� �#�� ��
������� 
	������� f∗(Y ) :=

HomH(Gd, Y )� ��� Gd � ��� �
���	 G� 
	��	�
��	�	 �	� (H,G)"��#����� ������������ ������� 
h · g′ · g = f(h)g′g � �
�� ����� ������
 f∗ ���	�	�� ���� ���
 #���� f! � ��
�������� ��
����
f!(Y ) := Gs ×

H Y � ��� �	 ���� 
	� Gs � ��� G� 
	��	�
��	�	 �	� (G,H)"��#������

�8�J7J<;C�B<>8 Or ZYUP_PXTO`QXaP kT^aYuY sPUXP k^RWT]RW OTWWt hMLMj ZOr Q = Gd
R _PWTXRW�SXY H�W]Y�TQXaY Gd ×G X UP]Y]RSTQUR R_YWY^s]Y f∗(X) ZOr O\[YuY G�W]Y�TQXaP X M �XY^YV sPUXZYUP_baPTXQr T�T YZ]RW k^RWT]T]RTW OTWWb� uZT ]P �XYX ^P_ ]t�]Y kYWT]rX` ^YOrWR G R H � X R

Y R a_rX` a UPSTQXaT Q W]Y�TQXaY Gs
� ^PQQWPX^RaPTWYT UPU (G,H)�W]Y�TQXaY� XYuZP kYOtSRW� SXY

HomG(Gs ×
H Y,X) ∼= HomH(Y,HomG(Gs, X))� kYQOT STuY YQXPTXQr XYO`UY _PWTXRX`� SXY H�W]Y�TQXaY

HomG(Gs, X) UP]Y]RSTQUR R_YWY^s]Y f∗(X)
M

�J:;@JDA; y�4���n 	XPU� ZOr O\[YuY uYWYWY^sR_WP u^tkk f : H → G Wb Yk^TZTOROR kYQOTZYaP�XTO`]YQX` QYk^r�T]]bf st]UXY^Ya f!, f∗, f∗ M 	_ Y[�Rf QaYVQXa QYk^r�T]]bf st]UXY^Ya QOTZtTX� SXY
f!
QYf^P]rTX k^YR_aYO`]bT R]ZtUXRa]bT k^TZTOb R� a SPQX]YQXR� XYST] Qk^PaP �kYZ �XRW Wb kY]R�WPTW� SXY st]UXY^ QYf^P]rTX UY]TS]bT R]ZtUXRa]bT k^TZTOb�� f∗ QYf^P]rTX O\[bT k^YTUXRa]bT RR]ZtUXRa]bT k^TZTOb �R kYXYWt XYST]�� P st]UXY^ f∗ QYf^P]rTX k^YTUXRa]bT k^TZTOb �P _]PSRX� XY�ST] QOTaP�M N^YWT XYuY� TQOR f R]�TUXRaT]� XY f! kT^TaYZRX ^PQQOYT]]bT k^YR_aTZT]Rr a ^PQQOYT]]bTk^YR_aTZT]Rr� YZ]PUY ]T QYf^P]rTX sR]PO`]bV Y[�TUX� TQOR XYO`UY f ]T raOrTXQr R_YWY^sR_WYWM

�J:;@JDA; y�4���y &QOR g : H ′ → H � T�T YZR] uYWYWY^sR_W u^tkk� XY� YSTaRZ]Y� (fg)∗ = g∗f∗
�

aaRZt TZR]QXaT]]YQXR QYk^r�T]]bf st]UXY^Ya YXQ\ZP kYOtSPTW� SXY Qt�TQXat\X UP]Y]RSTQURT R_Y�WY^sR_Wb (fg)∗ ∼= f∗g∗
R (fg)! ∼= f!g!

M �k^YSTW� �XR R_YWY^sR_Wb OTuUY kYQX^YRX`� RQfYZr ]TkYQ^TZ�QXaT]]Y R_ hMLMjMLM
�J:;@JDA; y�4���� �tQX` f : H → G � k^YR_aYO`]bV uYWYWY^sR_W u^tkkM �Yk^r�T]]YQX` st]U�XY^Ya f! R f∗ kY_aYOrTX Yk^TZTORX` TQXTQXaT]]bT k^TY[^P_YaP]Rr ξ : f!f

∗ → 1BG

R η : 1BH
→ f∗f!

�UYXY^bT WY�]Y YkRQPX` ra]Y Q kYWY�`\ hMLMjML R hMLMjM � RWT]]Y� ξX : f!f
∗X = Gs ×H f∗X → XkT^TaYZRX [g, x] ∈ Gs ×H f∗X a gx ∈ X � P ηY : Y → f∗(Gs ×H Y ) kT^TaYZRX y ∈ Y a [eG, y]

� uZT
eG

� TZR]RlP u^tkkb G
M �]POYuRS]Y� QYk^r�T]]YQX` st]UXY^Ya f∗ R f∗ Yk^TZTOrTX TQXTQXaT]]bTk^TY[^P_YaP]Rr ξ′Y : f∗f∗Y → Y R η′X : X → f∗f

∗X � UYXY^bT Wb QTVSPQ ra]Y YkR	TWM � RWT]]Y�
ξ′Y : f∗HomH(Gd, Y ) → Y kT^TaYZRX ϕ ∈ HomH(Gd, Y ) a ϕ(eG)� P η′X : X → HomH(Gd, f

∗X) kT^TaY�ZRX x ∈ X a st]UlR\ ϕx : Gd → f∗X � Yk^TZTOT]]t\ ^PaT]QXaYW ϕx(g) = gx
M

z9;=C8};DA; y�4�K ����� f : H → G � ����
��� �
���� ξ � η � ξ′ � η′ � ������������ �
���
	��"
�	�� � ����	���� � �
�����%� �	��	����
�� �����%�� ������ 
	���������� ��� f ����������� ���� ηY

����
��� �� ����������� �� �"
���� Y ∈ ObBH � ����� ηHs

����
���� ���� ������
 f! ��
��� ���� ���������� �	 �
���	!�
��� ������
 f∗ ��
��� ���� ξ′Y ����
��� �� �
��������� �� �����Y � ����� ξ′Hs

����
����
�� �� ����� f ������
 f∗ ��
��� ξX �����	 ����
���� 	 η′X ����
����
�� �����%�� ������ 
	���������� ��� f �
��������� ���� ξX ����
��� �� ����� X ∈

ObBG � ��� �� ξX ��������� �� ����� X ∈ ObBG � ����� ξGs

����
���� ��� �� ������
 f∗������ ��
��� ���� ��������� �	 �
���	!� ��� η′X ��������� �� ����� X � ���� η′X ���"
�
��� �� ����� X �

dL



���� ������ �� ���������� �� f∗ ������
��� �����	��������� BG
� ������
�� ������ ����	��"

��
�� �
BH

�

�8�J7J<;C�B<>8 �� ���⇒���� YSTaRZ]Y� kYQUYO`Ut ηY (y) = ηY (y′) ⇔ y′ = hy ZOr ]TUYXY^YuY h ∈ Ker f
�

����⇒����� X^RaRPO`]Y� �����⇒���� TQOR h ∈ Ker f � XY ηHs
(h) = ηHs

(eH)� YXUtZP h = eH
M ����⇔���� � UPXT�uY^]bV sPUX� kYQUYO`Ut (ηY )∗ : HomH(Y ′, Y ) → HomH(Y ′, f∗f!Y ) ∼= HomG(f!Y

′, f!Y ) YXY�ZTQXaOrTXQrQ YXY[^P�T]RTW� R]ZtlR^YaP]]bW f! ]P WY^sR_WPf� P]POYuRS]Y ���⇔����M �YQUYO`Ut f! R f∗ raOr\XQraXY^bWR QYk^r�T]]bWR� R_ Y[�TV XTY^RR UPXTuY^RV ����⇔���M �PUY]Tl� ����⇒����� YSTaRZ]Y� P ZOrZYUP_PXTO`QXaP �����⇒��� aY_`WTW k^YR_aYO`]bV h ∈ Ker f R ab[T^TW ϕ ∈ HomH(Gd, Hs)
XPU� SXY[b

ϕ(eG) = eH

� XYuZP h = h · ϕ(eG) = ϕ(h · eG) = ϕ(f(h)eG) = ϕ(eG) = eH
M�� xXY[^P�T]RT ξX : Gs ×

H X → X � kT^TaYZr�TT [g, x] a gx� YSTaRZ]Y� �kRWY^s]Y� YQXPO`]bT ZaPtXaT^�ZT]Rr kt]UXP QOTZt\X YXQ\ZP kY Y[�TUPXTuY^]bW QYY[^P�T]RrWM�� ���⇒������ _PWTXRW� SXY f!f∗X = Gs ×
H f∗X = Gs ×

G X ∼= X
� �����⇒����⇒����� YSTaRZ]Y aaRZt ��������⇒���� ZOr O\[YuY g ∈ G ξGs

([eG, g]) = g = ξGs
([g, eG])� YXUtZP [eG, g] = [g, eG] � XMTM Qt�TQXatTX h ∈ H �ZOr UYXY^YuY g = eG ·h = f(h)

� ���⇔���� aaRZt ��M �PUY]Tl� �����⇔����⇔��� Q]YaP R_ Y[�Rf QYY[^P�T]RV�UPU R _PUO\ST]RT k^TZOY�T]RrM
z9A:;9 y�4�� �tQX` G � u^tkkP� 1 � TZR]RS]Pr u^tkkP� p : 1 → G R q : G → 1 � TZR]QXaT]]bTaY_WY�]bT uYWYWY^sR_Wb 1 a G R G a 1

M �YuOPQ]Y Yk^TZTOT]R\ hMLMh� p R q R]ZtlR^t\X WY^sR_�Wb XYkYQYa
Bp : P → BG

R
Bq : BG → P

� UYXY^bT Wb ZOr U^PX]YQXR Y[Y_]PSRW p R q M xkR	TWra]Y aY_]RUP\�RT k^R �XYW st]UXY^bM 	t]UXY^ q∗ QYkYQXPaOrTX UP�ZYWt W]Y�TQXat Y TuY QPWY�^PQQWPX^RaPTWYT UPU G�W]Y�TQXaY Q X^RaRPO`]bW ZTVQXaRTW GM 	t]UXY^ q∗ kT^TaYZRX G�W]Y�TQXaY
X aY W]Y�TQXaY TuY ]TkYZaR�]bf XYSTU XG � P st]UXY^ q! QYkYQXPaOrTX X W]Y�TQXaY TuY G�Y^[RX
X/G

M 	t]UXY^ p∗ QYkYQXPaOrTX O\[YWt G�W]Y�TQXat X QPWY �XY W]Y�TQXaY� OR	T]]YT ZTVQXaRr G�
p∗(Y ) ∼= HomG(G, Y ) ∼= Y G � uZT G ZTVQXatTX� kT^TQXPaOrr QYW]Y�RXTOR a Y G � P p!(Y ) ∼= G × Y QZTVQXaRTW G� Yk^TZTOT]]bW sY^WtOYV g · (g′, y) = (gg′, y)

M
z9A:;9 y�4�� �tQX` G � u^tkkP� H ⊂ G � kYZu^tkkP a G� i : H → G � uYWYWY^sR_W aOY�T]RrMxkR	TW� UPU tQX^YT]b st]UXY^b i!

R i∗ M �tQX` Y � H�W]Y�TQXaY� (sα)α∈G/H
� W]Y�TQXaY k^TZ�QXPaRXTOTV OTabf QWT�]bf UOPQQYa G kY H � G =

∐
α sαH

M vYuZP UPU W]Y�TQXaY i!Y = G ×H Y =∐
α(sαH ×H Y ) '

∐
α Y ' G/H × Y

M qXYX R_YWY^sR_W _PaRQRX YX ab[Y^P QRQXTWb k^TZQXPaRXTOTV
(sα)

M TVQXaRT G ]P G/H × Y _PZPTXQr XPU� TQOR α ∈ G/H R g ∈ G� XY gsα = sβh
ZOr YZ]Y_]PS]YYk^TZTOT]]bf β ∈ G/H R h ∈ H

M vYuZP g · (α, y) = (β, hy) ZOr O\[YuY y ∈ Y � UPU �XY ]TWTZOT]]YQOTZtTX R_ UY]QX^tUlRR R_YWY^sR_WP i!Y ' G/H × Y
M �]POYuRS]Y� i∗Y = HomH(G, Y ) '

∏
G/H Y �kYQUYO`Ut aQrUYT H�YXY[^P�T]RT f : H → Y YZ]Y_]PS]Y aYQQXP]PaORaPTXQr kY ]P[Y^t (

f(s−1
α )

)
α∈G/HQaYRf _]PST]RV ]P QRQXTWT k^TZQXPaRXTOTV k^Pabf QWT�]bf UOPQQYa G kY H � R ]PY[Y^YX� aQrURV ]P[Y^

a = (aα)α∈G/H ∈
∏

G/H Y kY_aYOrTX Yk^TZTORX` f kY sY^WtOT f(hs−1
α ) = haα

M �^R �XYW ZTVQXaRT G_PZPTXQr XPU� g · a = b = (bα)α∈G/H
� uZT bβ = haα

� TQOR� UPU R ^P]`	T� gsα = sβh
M� SPQX]YQXR� TQOR G = H ×K � XY i!Y ∼= Y ×K Q ZTVQXaRTW hk · (y, k′) = (hy, kk′)� R i∗Y ∼=

∏
K Y �uZT H ZTVQXatTX kYUYWkY]T]X]Y� P K kT^TQXPaOrTX QYW]Y�RXTORM

z9A:;9 y�4�� �tQX` XTkT^` H ⊂ G � ]Y^WPO`]Pr kYZu^tkkP R f : G → G/H � UP]Y]RSTQUPr k^Y�TUlRrM xkR	TW f∗
R f! a �XYW QOtSPTM Or O\[YuY G�W]Y�TQXaP X f!X = G/H ×G X ∼= X/H �W]Y�TQXaY H�Y^[RX X Q TQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW G/H R f∗X = HomG(G/H,X) ∼= XH � W]Y�TQXaY

H�]TkYZaR�]bf �OTWT]XYa W]Y�TQXaP X Q TQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW G/H M
�J:;@JDA; y�4�� 	_ k^TZbZt�Rf Zatf k^RWT^Ya QOTZtTX� SXY ZOr O\[YuY H�W]Y�TQXaP X R O\[Y�uY uYWYWY^sR_WP u^tkk f : H → G abkYO]T]Y ]T^PaT]QXaY UP^ZR]POYa card f∗X ≤ (cardX)(G:f(H)) M
�P_OY�Ra f a UYWkY_RlR\ Q\^�TUXRa]YuY R R]�TUXRa]YuY uYWYWY^sR_WYa u^tkk� Wb _PWTSPTW� SXYZYQXPXYS]Y ZYUP_PX` tXaT^�ZT]RT ZOr R]�TUXRa]YuY f � kYQUYO`Ut QYuOPQ]Y k^TZbZt�TWt k^RWT^t ZOrQ\^�TUXRa]YuY f abkYO]T]Y card f∗X ≤ cardX

M xZ]PUY kY hMLM� ZOr R]�TUXRa]YuY f W]Y�TQXaY f∗X^Pa]YWY�]Y k^rWYWt k^YR_aTZT]R\ ∏
G/H X � YXUtZP kYOtSPTW X^T[tTWYT ]T^PaT]QXaYM� SPQX]YQXR� TQOR R]ZTUQ f(H) a G UY]TST]� XY f∗ kT^TaYZRX UY]TS]bT W]Y�TQXaP a UY]TS]bTM

z9;=C8};DA; y�4�4� ����� f : H → G � ����
��� �
���� �	����
� ������
 f! : BH → BG
�

���
 #����� ����	 � ������
� f∗ ��#��� �
���� ���
	��
��� ����	�

dd



�� ������
 f! ����� ��
	�	� ��
������ ��
����������� ��� �������� � ��� � ��!
	� �� ���"
��	����� �������

�� ������
 f! ��
������ �������� ����� �� ����
���� �����	������ ������� � �������� � �� ����
����� �� �
����	�� %��� � ���� ��� ���! �������! ��������� ������� � �� ������
�� �����
������
 f! ������
��� ������ �#�� ��#����	� �
��� f!X/G � X/H �

�� ����� Y ∈ ObBH
� X := f!Y

� ηY : Y → f∗f!Y = f∗X � �
���� ������
��	���� ���
 #����"
��� ������
�� f! � f∗ � ����� y0 ∈ Y � �
���������� ������ Y � � x0 := ηY (y0) ∈ X � ���
��
	� � X ��	����� ��� �	� ��#����� X = f∗X

� � ����	 StabG(x0) = f
(
StabH(y0)

) � ��� ��
��
StabG(x0) = {g ∈ G : gx0 = x0}

�����	��� ��	�����	��
 ������	 x0
�

�� ���� K ⊂ H � �
��������	 ����
���	� �� f!(H/K) ∼= G/f(K)� ��� H/K 
	��	�
��	��� �	�
H "��#������ 	 G/f(K) � �	� G"��#������

�8�J7J<;C�B<>8 �� qXY tXaT^�ZT]RT sY^WPO`]Y QOTZtTX R_ XYuY� SXY f! Y[OPZPTX k^PabW QYk^r�T]�]bW R kYXYWt QYf^P]rTX k^YR_aYO`]bT R]ZtUXRa]bT k^TZTObM�� &QOR Y[�TUX f!X ktQX� XY W]Y�TQXaY HomG(f!X,∅G) ∼= HomH(X,∅H) ]TktQXY� XMTM Qt�TQXatTXWY^sR_W R_X a ktQXYV Y[�TUX� YXUtZP QOTZtTX� SXYX ktQXM&QOR p : G→ 1 � uYWYWY^sR_W a TZR]RS]t\u^tkkt� XY� UPU Wb _]PTW �QWM hMLMg�� p!(f!X) ∼= f!X/G
R (pf)!X ∼= X/H � YXUtZP kYOtSPTW UP]Y]RSTQURVR_YWY^sR_W WT�Zt W]Y�TQXaPWR Y^[RX f!X/G ∼= X/H
M � SPQX]YQXR� TQOR f!X QYQXYRX R_ ]T [YOTTYZ]YV Y^[RXb� XY R X XY�TM�� eY�]Y QSRXPX`� SXY st]UXY^ f! kYQX^YT] QYuOPQ]Y hMLMjML� kYQUYO`Ut O\[bT ZaP OTabf QYk^r�T]�]bf st]UXY^P U f∗ UP]Y]RSTQUR R_YWY^s]bM vYuZP X = f!Y = Gs ×

H Y � R kY hMLMjMj ηY : Y → f∗f!Y� �XY H�YXY[^P�T]RT� kT^TaYZr�TT y ∈ Y a [eG, y] ∈ X � uZT eG
� TZR]RlP u^tkkb G

M � SPQX]Y�QXR� x0 = [eG, y0]
� YXQ\ZP ZOr O\[YuY g ∈ G kYOtSPTW gx0 = x0 ⇔ [g, y0] = [eG, y0] ⇔ ∃h ∈ H :

(g, hy0) = (eG · h, y0) ⇔ ∃h ∈ H : (g, hy0) = (f(h), y0) ⇔ ∃h ∈ StabH(y0) : g = f(h)� YXUtZP
StabG(x0) = f

(
StabH(y0)

) M
�� �tQX` Y := H/K � y0 ∈ Y � Y[^P_ TZR]Rlb k^R YXY[^P�T]RR H → H/K

M vYuZP kY �� X := f!Y� Qar_]YT ]TktQXYT G�W]Y�TQXaY� XMTM G�W]Y�TQXaY� QYQXYr�TT ^Ya]Y R_ YZ]YV Y^[RXb� QOTZYaPXTO`]Y�
X ∼= G/ StabG(x0)

ZOr O\[YV XYSUR x0 ∈ X
M �_ra x0 = ηY (y0)

� Wb kYOtSRW� QYuOPQ]Y ��� SXY X ∼=
G/f(H)

M
�C;=B<>A; y�4�4��4 �� �����H "��#����	X ��������� ��
	������� �	
���	��� card f!X ≤

(
G :

f(H)
)
cardX � ��� (

G : f(H)
) ����	��� �	� cardG/f(H) � $ �	�������� ���� ������ f(H) � G ��������

�� f! ��
������ �������� ��#����	 � ��������� �
�� ����� ���� f ����������� �� ��� ��
	�������
�����	  �� ��� 
	��������

�8�J7J<;C�B<>8 �P_OPuPr X a QtWWt Y^[RX� Wb aRZRW� SXY WY�]Y k^TZkYOPuPX` X Qar_]bW� XMTM
X ' H/K ZOr ]TUYXY^YV kYZu^tkkb K ⊂ H

M �YuOPQ]Y kt]UXt �� k^TZOY�T]Rr f!X ' G/f(K)� YXUtZP
card f!X =

(
G : f(K)

)
=

(
G : f(H)

)(
f(H) : f(K)

)
≤

(
G : f(H)

)(
H : K

)
=

(
G : f(H)

)
cardX

M
&ZR]QXaT]]bW ]T^PaT]QXaYW a �XYV lTkYSUT [bOY (

f(H) : f(K)
)
≤ (H : K)� UYXY^YT k^Ta^P�PTXQr a^PaT]QXaY ZOr R]�TUXRa]YuY f M

z9;=C8};DA; y�4�44 ����� i : H → G ����#���� ����
����H � �
����G � �����	��Z := i!eBH
∼=

G/H ��	����� ��� ���� ����
��� ���	�	����	��� � ���%� ������	 z0 ∈ X � ����
��  �� ��� 
��
	�� ηeBH

: eBH
→ i∗i!eBH

� ��� ����� Y ∈ ObBH
�����	�� ��
�� πY

�	���������� �
��� Y� ���	����� ������ eBH

�
��
����� ������
� A : BH → BG/Z

� B : BG/Z → BH
�����%� ��
	��� ������
 A ��
�"

����� Y � i!πY : i!Y → Z � 	 B ��
������ p : X → Z � H "��#����� p−1(z0)
� ���� ��� ���� � �� #�� �


	��������� �
���������� i∗X ×i∗Z eBH

�

i∗X ×i∗Z eBH
//

��

eBH

ηeBH

��

i∗X
i∗p

// i∗Z �

����	 A � B  �� �� ��	����
	���� �����	�������� � �	����
���

dh



�8�J7J<;C�B<>8 �^T�ZT aQTuY� YXWTXRW� SXY UPU W]Y�TQXaP i∗X R i∗Z QYakPZP\X Q X R Z � P ηeBHWY�]Y YXY�ZTQXaRX` QY aOY�T]RTW {z0} → Z � R kYXYWt ^PQQWPX^RaPTWYT ^PQQOYT]]YT k^YR_aTZT]RTZTVQXaRXTO`]Y QYakPZPTX Q p−1(z0)
UPU W]Y�TQXaY� U^YWT XYuY� Y]Y raOrTXQr kYZY[�TUXYW i∗X � R kYXYWtZTVQXaRT H ]P p−1(z0)

R]ZtlR^YaP]Y ZTVQXaRTW G ]P X M vTkT^` k^TZOY�T]RT abXTUPTX R_ QOTZt\�TuYtXaT^�ZT]Rr k^R T = eBH

�
�C;=B<>A; y�4�44�4 ����� i : H → G � ���#���� ����
����H � �
���� G� T � ������

BH
��	����"


� ������
� A : BH/T → BG/i!T
� B : BG/i!T → BH/T

� ��
��������� �����%� ��
	��� ����"
��
 A ��
������ p : Y → T � i!p : i!Y → i!T

� 	B ��
������ q : X → i!T
� ��
	���� ��
	� i∗q : i∗X → i∗i!T������������ �	����������� �
���	 ηT : T → i∗i!T

� ����	 A � B  �� �� ��	����
	���� ����"
�	�������� � �	����
���

�8�J7J<;C�B<>8 �� xXWTXRW� SXY ZOr O\[YuY p : Y → T QOTZt\�RV UaPZ^PX ZTUP^XYa�
X

p
//

ηX

��

T

ηT

��

i∗i!X
i∗i!p

// i∗i!T
M

Or ZYUP_PXTO`QXaP �XYuY sPUXP YXY�ZTQXaRW QYuOPQ]Y hMLMjML R hMLMjMj i!X QGs×
HX � i!T QGs×

HT � ηXQ YXY[^P�T]RTW x 7→ [e, x] R ηT
Q t 7→ [e, t] � uZT e � TZR]RS]bV �OTWT]X u^tkkb G

� XYuZP i!p kT^TaYZRX
[e, x] a [e, p(x)]

M �T^XRUPO`]bT QX^TOUR �XYV ZRPu^PWWb R]�TUXRa]b �QWM hMLMc�� kY�XYWt ZYQXPXYS]Yk^YaT^RX`� SXY ZOr O\[bf [g, x] ∈ i∗i!X
R t ∈ T � ZOr UYXY^bf [g, p(x)] = [e, t] Qt�TQXatTX x′ ∈ X � XPUYV�SXY t = p(x′) R [g, x] = [e, x′]

M � UPSTQXaT XPUYuY x′ WY�]Y a_rX` gxMTVQXaRXTO`]Y� [g, p(x)] = [e, t]⇒∃h ∈
H : (g, hp(x)) = (eh, t)⇒g ∈ H R t = gp(x)� YXUtZP [g, x] = [e, gx] R t = gp(x) = p(gx)� kYQUYO`Ut p �WY^sR_W H�W]Y�TQXaM�� 	_ ZTUP^XYaYQXR �XYuY UaPZ^PXP ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY Qt�TQXatTX st]UXY^RPO`]bV R_YWY^�sR_W αp : p → BA(p)

M Or XYuY� SXY[b kYQX^YRX` WY^sR_W βq : AB(q) → q � ^PQQWYX^RW k^YTUlR\
ρ : Y := i∗X ×i∗i!T T → i∗X R Y[Y_]PSRW ST^T_ ρ′ : i!Y → X WY^sR_W� QYYXaTXQXat\�RV ρ kY QYk^r��T]]YQXRM �YOY�RW βq := ρ′

� ]PZY T�T k^YaT^RX`� SXY ρ′ � �XY uYWYWY^sR_W i!T �Y[�TUXYa� XMTM SXY
qρ′ = i!(σ)� uZT σ � k^YTUlRr ^PQQOYT]]YuY k^YR_aTZT]Rr ]P T �

Y
ρ

//

σ

��

i∗X

i∗q

��

T
ηT

// i∗i!T

i!Y
ρ′

//

i!σ

!!C
CC

CC
CC

C
X

q

~~}}
}}

}}
}}

i!T
M

Or ZYUP_PXTO`QXaP ^PaT]QXaP WY^sR_WYa qρ′ = i!σ
ZYQXPXYS]Y ZYUP_PX` ^PaT]QXaY Rf QYk^r�T]]bfWY^sR_WYa ηTσ = i∗(q)ρ : Y → i∗i!T

� abkYO]T]]YT aaRZt UYWWtXPXRa]YQXR ZTUP^XYaYuY UaPZ^PXP� R_Y[�^P�T]]YuY ab	TM�� eb fYXRW k^YaT^RX`� SXY βq
� R_YWY^sR_W� XMTM SXY ρ′ � R_YWY^sR_WM Or �XYuY _PWTXRW� SXY

Y TQX` W]Y�TQXaY kP^ (x, t)� XPURf� SXY q(x) = [e, t] a i∗i!T � R kYXYWt i!Y = Gs ×
H Y TQX` W]Y�TQXaYX^YTU (g, x, t)� XPURf� SXY q(x) = [e, t] � YXsPUXY^R_YaP]]YT kY YX]Y	T]R\ �UaRaPOT]X]YQXR (gh, x, t) ∼

(g, hx, ht)
� [tZTW Y[Y_]PSPX` UOPQQ XPUYV X^YVUR ST^T_ [g, x, t]

M vYuZP ρ′ : i!Y → X � �XY YXY[^P�T]RT
[g, x, t] 7→ gx

� Y[^PX]YT U ]TWt _PZPTXQr sY^WtOYV γ : x→ [g, g−1x, t] � TQOR q(x) = [g, t]
� ]TQOY�]Y aRZTX`�SXY �XY YXY[^P�T]RT UY^^TUX]Y Yk^TZTOT]Y R ZTVQXaRXTO`]Y Y[^PX]Y U ρ′ M

�� xQXPOYQ` k^YaT^RX`� SXY βA(p)A(αp) = 1 R B(βq)αB(q) = 1
� Wb YktQUPTW �Xt k^YaT^UtM xXWT�XRW� SXY ZYUP_PXTO`QXaY QYk^r�T]]YQXR B R A RQkYO`_YaPOY XYO`UY QYk^r�T]]YQX` i! R i∗ � QkTlRsRUPQRXtPlRR RQkYO`_YaPOPQ` XYO`UY k^R ZYUP_PXTO`QXaT XYuY� SXY α R β � R_YWY^sR_WbM

�C;=B<>A; y�4�44�n ����� i : H → G � ����������� ����
��� �
���� Z � ���G"������G/i(H) �
�� �	����
� 

BH
�����	�����	 �	����
��

BG/Z � ��	 �����	��������� �	����
�� ������ �� ���#"
�������� i∗ � ������
� X 7→ (X × Z → Z) � i! � (X → Z) 7→ X �

�� ������
 i! ��!
	� �� 
	��������� �
��������� �  �
	 �	
 �
������ 	 �	�#� ��
������ �"
���
���� � ����
�����

dj



�� �� ����� ������	X ∈ ObBG
������ i!i∗X �	��������� ����
���X×Z � �
� ���#����������

i!i
∗X � X × Z �
��� ξX : i!i

∗X → X ���#������ ��� � �
������� X × Z → Z �

�J:;@JDA; y�4�4n �^tkkP G YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTXQr QaYRW UOPQQRsRlR^t\�RW XYkYQYW BG
M TV�QXaRXTO`]Y� Y[�TUX Gs ∈ ObBG

WY�]Y YfP^PUXT^R_YaPX` UPU WPUQRWPO`]bV Qar_]bV ]TktQXYV Y[�TUX
BG
M�� ��
�� Y[�TUXP k^YR_aYO`]YV UPXTuY^RR Y_]PSPTX� SXY Y] ]T raOrTXQr R]RlRPO`]bW Y[�TUXYW�

����
�� Y_]PSPTX� SXY Y] ]T k^TZQXPaOrTXQr a aRZT QtWWb Zatf ]TktQXbf Y[�TUXYa� ]PUY]Tl� WPUQR�WPO`]YQX` a ZP]]YW QOtSPT kY]RWPTXQr XPU� ZOr O\[YuY ]TktQXYuY Qar_]YuYX Qt�TQXatTX �]TYZ]Y_]PS�]Y Yk^TZTOT]]bV� �kRWY^sR_W R_ Gs
a X M vTkT^` G aYQQXP]PaORaPTXQr UPU u^tkkP� k^YXRaYkYOY�]Pru^tkkT PaXYWY^sR_WYa �XYuY Y[�TUXP�G = AutBG

(Gs)��
M

x[Y_]PSRW ST^T_ Ab(BG) UPXTuY^R\ P[TOTabf u^tkk a UPXTuY^RR BG
M x[�TUXb �XYV UPXTuY^RR �

�XY STXaT^UR (A, µ, σ, ε)� QYQXYr�RT R_ Y[�TUXP A ∈ ObBG
R WY^sR_WYa QOY�T]Rr µ : A × A → A�a_rXRr k^YXRaYkYOY�]YuY �OTWT]XP σ : A → A R ]tOTaYuY WY^sR_WP ε : eBG

→ A� tZYaOTXaY^r\�RfY[bS]bW PUQRYWPW P[TOTaYV u^tkkbM�Q]Y� SXY _PZP]RT ]PG�W]Y�TQXaTA QX^tUXt^b P[TOTaYV u^tkkb^Pa]YQRO`]Y _PZP]R\ ]P P[TOTaYV u^tkkT A ZTVQXaRr u^tkkb G� QYuOPQYaP]]YuY QY QOY�T]RTW� XPURWY[^P_YW�Ab(BG) � �XY UPXTuY^RrG�P[TOTabf u^tkk� ROR� SXY YZ]Y R XY �T� OTabf Z[G]�WYZtOTVM�]POY�uRS]bW Y[^P_YW WY�]Y Yk^TZTORX` UYO`lP �PQQYlRPXRa]bT Q TZR]RlTV� a
BG

� Y[�TUXb �XYV UPXTuY^RR
� �XY G�UYO`lP� XMTM UYO`lP Q ZTVQXaRTW u^tkkb G� QYuOPQYaP]]bW QY QOY�T]RTW R tW]Y�T]RTW a UYO`�lTM &QOR K � XPUYT UYO`lY� WY�]Y Yk^TZTORX` UPXTuY^R\ �OTabf�K�WYZtOTV a UPXTuY^RR BG

� UYXY^Pra ZP]]YW QOtSPT [tZTX UPXTuY^RTV K�G�WYZtOTV� XMTM UPXTuY^RTV� Y[�TUXb UYXY^YV � �XY �Y[bS]bT�
K�WYZtOR M � ]PZTOT]]bT ZTVQXaRTW u^tkkb G� QYuOPQYaP]]bW Q tW]Y�T]RTW ]P QUPOr^b R_ M � XMTM
gλ ·gx = g(λ ·x) ZOr O\[bf g ∈ G� λ ∈ K R x ∈M

M qXR Yk^TZTOT]Rr WY�]Y sY^WPO`]Y ^PQk^YQX^P]RX`]P QOtSPV k^YR_aYO`]YV POuT[^PRSTQUYV QX^tUXt^b γ � Yk^TZTORa XTW QPWbW UPXTuY^R\ B
γ
G

� QWM �Lh��
���M
5687DJ@;DAE y�4�4y Or O\[YV u^tkkb G Y[Y_]PSRW ST^T_ Ab(BG) = Ab(G) UPXTuY^R\ P[TOTabfu^tkk a

BG
� XMTM UPXTuY^R\ G�P[TOTabf u^tkkM Or O\[YV u^tkkb G R G�UYO`lP K Y[Y_]PSRW ST^T_

K�Mod(BG) = K�Mod(G) UPXTuY^R\ �OTabf� K�WYZtOTV a BG
� XMTM UPXTuY^R\ �OTabf� K�G�WYZtOTVM

�J:;@JDA; y�4�4� �^TZkYOY�RW� SXY C R D � UPXTuY^RR� Y[OPZP\�RT UY]TS]bWR k^YTUXRa]bWRk^TZTOPWR �XMTM sR]PO`]bW �OTWT]XYW R ^PQQOYT]]bWR k^YR_aTZT]RrWR�� h : C → D � XYS]bV QOTaPst]UXY^� R ktQX`� ]Pk^RWT^� A = (A, µ, σ, ε) � P[TOTaP u^tkkP a C � XMTM A ∈ Ob C � µ : A × A → A�
σ : A → A R ε : eC → A� k^RSTW �XR WY^sR_Wb tZYaOTXaY^r\X Y[bS]bW tQOYaRrWM �^RWT]Ra U �XYWt]P[Y^t h � Wb kYOtSRW P[TOTat u^tkkt hA = (hA, hµ, hσ, hε)� TQOR Wb YXY�ZTQXaRW h(A×A) Q hA×hA R
heC

Q eD M vPURW Y[^P_YW� O\[YV XYS]bV QOTaP st]UXY^ h : C → D Yk^TZTOrTX st]UXY^ Ab(h) : Ab(C) →
Ab(D)� UYXY^bV Wb SPQXY [tZTW Y[Y_]PSPX` XYV �T [tUaYV h M qXY Yk^TZTOT]RT ^PQk^YQX^P]rTXQr ]Pk^YR_aYO`]bT POuT[^PRSTQURT QX^tUXt^bM �Pk^RWT^� ZOr O\[YuY UYO`lP K a C Yk^TZTOT] st]UXY^
K�Mod(C) → hK�Mod(D)

M� SPQX]YQXR� ZOr O\[YuY uYWYWY^sR_WP u^tkk f : H → G XYS]bT QOTaP st]UXY^b f∗ = B
∗
f
R

f∗ = Bf ∗
R]ZtlR^t\X st]UXY^b Ab(B∗f ) = B

∗,ab
f = f∗,ab : Ab(BG) → Ab(BH) R Ab(Bf ∗) = Bf

ab
∗ =

fab
∗ : Ab(BH) → Ab(BG)

M &QOR Wb Y[Y_]PSRW ST^T_ IG : Ab(BG) → BG
R IH _P[baP\�RT st]UXY^b�XY R_ Yk^TZTOT]Rr st]UXY^Ya f∗,ab R fab

∗
]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY IHf∗,ab = f∗IG

R IGfab
∗ = f∗IH

�SXY kY_aYOrTX SPQXY Y[Y_]PSPX` st]UXY^b f∗,ab R fab
∗
k^YQXY f∗ R f∗ M N^YWT XYuY� OTuUY aRZTX`� SXYR_YWY^sR_W QYk^r�T]Rr θX,Y : HomH(f∗X,Y ) ∼= HomG(X, f∗Y ) kT^TaYZRX uYWYWY^sR_Wb P[TOTabfu^tkk a uYWYWY^sR_Wb P[TOTabf u^tkk ��XY ]P QPWYW ZTOT Y[�RV sPUX� k^R ZYUP_PXTO`QXaT UYXY^YuY�kYWRWY QYk^r�T]]YQXR f∗ R f∗ � Qt�TQXaT]]Y RQkYO`_tTXQr XYS]YQX` QOTaP f∗�� R kYXYWt st]UXY^b

f∗,ab R fab
∗
kY�k^T�]TWt QYk^r�T]b� k^RSTW R_YWY^sR_W QYk^r�T]Rr �XRf st]UXY^Ya �XYX �T�� SXYR R_YWY^sR_W QYk^r�T]Rr f∗ R f∗ MNPU Y[bS]Y� YXQ\ZP QOTZtTX� SXY fab

∗ : Ab(BH) → Ab(BG) QYf^P]rTX k^YR_aYO`]bT k^YTUXRa]bTk^TZTOb R� a SPQX]YQXR� XYST] QOTaP� P f∗,ab : Ab(BG) → Ab(BH) QYf^P]rTX k^YR_aYO`]bT R]ZtUXRa]bTk^TZTOb R� a SPQX]YQXR� XYST] Qk^PaPM N^YWT XYuY� f∗,ab a ZP]]YW QOtSPT QYf^P]rTX k^YR_aYO`]bTk^YTUXRa]bT k^TZTOb �kYQUYO`Ut k^YTUXRa]bT k^TZTOb G�P[TOTabf u^tkk abSRQOr\XQr a UPXTuY^RRW]Y�TQXa� P f∗,ab TQX` st]UXY^ Qt�T]Rr u^tkkb YkT^PXY^Ya YX]YQRXTO`]Y f : H → G�M
	t]UXY^ f! �� raOrTXQr XYS]bW QOTaP R kYXYWt ]T WY�TX [bX` RQkYO`_YaP] ZOr kYQX^YT]Rr st]UXY�^P fab
!
� QYk^r�T]]YuY QOTaP U f∗,ab M vTW ]T WT]TT XPUYV st]UXY^ Qt�TQXatTX� Y] WY�TX [bX` Yk^TZTOT]sY^WtOYV fab

! B = Z[G]⊗H B � uZT u^tkkYaPr POuT[^P Z[G] ^PQQWPX^RaPTXQr UPU (G,H)�P[TOTaP u^tkkP�
dc



P _PkRQ` Z[G]⊗H B Y[Y_]PSPTX XT]_Y^]YT k^YR_aTZT]RT ]PZ Z[H ] � ROR� SXY YZ]Y R XY �T� sPUXY^WYZtO`WYZtOr Z[G] ⊗ B kY kYZWYZtO\� kY^Y�ZT]]YWt �OTWT]XPWR aRZP gh⊗ b − g ⊗ hb
M 	t]UXY^ fab

∗
XPU�TWY�]Y YkRQPX` P]POYuRS]bW Y[^P_YW� fab

∗ (B) = HomH(Gd, B) ∼= HomH(Z[G], B) = HomZ[H](Z[G], B)�uZT Z[G] ^PQQWPX^RaPTXQr UPU (H,G)�P[TOTaP u^tkkPM NY]TS]Y �T� st]UXY^ fab
!
kT^TQXP]YaYST] Q k^Y�R_aYO`]bWR R]ZtUXRa]bWR k^TZTOPWR R� a SPQX]YQXR� XYST] Qk^PaPM�tQX` K � UYO`lYM eb WY�TW ^PQQWPX^RaPX` TuY UPU G�UYO`lY Q X^RaRPO`]bW ZTVQXaRTW G ZOrO\[YV u^tkkb GMTVQXatr UPU a QOtSPT P[TOTabf u^tkk� WY�]Y Yk^TZTORX` P]POYuR st]UXY^Ya f∗,ab �

fab
∗
R fab

!
ZOr UPXTuY^RV K�WYZtOTV ]P BG

R
BH
M vTW ]T WT]TT ]RSTuY Qt�TQXaT]]Y ]YaYuY _ZTQ` ]TkYOtSPTXQr� kYQUYO`Ut aQT �XR st]UXY^b� aUO\SPr QYYXaTXQXat\�RV aP^RP]X f! � QYuOPQt\XQr Q ^P]TTkYQX^YT]]bWR st]UXY^PWR UPXTuY^RV P[TOTabf u^tkk �XMTM abkYO]T]b YSTaRZ]bT tQOYaRr UYWWtXP�XRa]YQXR� aUO\SP\�RT a QT[r _P[baP\�RT st]UXY^b R_ UPXTuY^RV K�WYZtOTV a UPXTuY^RR P[TOTabfu^tkk�M �Y�XYWt Wb Y[Y_]PSPTW �XR st]UXY^b XPU �T� UPU R QYYXaTXQXat\�RT st]UXY^b UPXTuY^RVP[TOTabf u^tkkM &QOR B � �XY K�H�WYZtO`� XY sY^WtOb ZOr f∗B R fab

! B � ZP]]bT ab	T� WY�]Y kT^T�kRQPX` a aRZT f∗B = HomH(Gd, B) ∼= HomH(K[G], B) = HomK[H](K[G], B) R fab
! B = K[G] ⊗KH B

M
�J:;@JDA; y�4�4K �P[baP\�RV st]UXY^ I : Ab(BG) → BG

Y[OPZPTX OTabW QYk^r�T]]bW L : BG →
Ab(BG) � �XY st]UXY^ kY^Y�ZT]Rr QaY[YZ]YV P[TOTaYV u^tkkb� kT^TaYZr�RV G�W]Y�TQXaY X a QaY�[YZ]t\ P[TOTat u^tkkt L(X) = Z(X) � ]P UYXY^YV G ZTVQXatTX� kT^TQXPaOrr k^rWbT QOPuPTWbT� XMTM
g · [x] = [g · x] � uZT g ∈ G� x ∈ X � P [x] ∈ Z(X) � QYYXaTXQXat\�Pr Y[^P_t\�PrM &QOR f : H → G � uYWY�WY^sR_W u^tkk� XY� abSRQORa QYk^r�T]]bV QOTaP st]UXY^ U IGfab

∗ = f∗IH
� kYOtSPTW UP]Y]RSTQURVR_YWY^sR_W f∗,abLG

∼= LHf
∗ M �]POYuRS]Y R_ IHf∗,ab = f∗IG

kYOtSPTW fab
! LH

∼= LGf!
M

&QOR K � G�UYO`lY� XY _P[baP\�RV st]UXY^ IK : K�Mod(BG) → BG
XPU�T Y[OPZPTX OTabW QY�k^r�T]]bW LK : BG → K�Mod(BG)

M qXYX st]UXY^ kT^TaYZRX G�W]Y�TQXaY X a LK(X) = K(X) QZTVQXaRTW G� Yk^TZTOT]]bW sY^WtOYV g ·∑x∈X λx[x] =
∑

x∈X(g ·λx)[gx]
M qXR st]UXY^b kT^TQXP]YaYS�]b Q f∗,ab R fab

!
� UPU R a QOtSPT P[TOTabf u^tkkM

�J:;@JDA; y�4�4� �^PUXRSTQUR aQT sPUXb� ZYUP_P]]bT ^P]TT ZOr st]UXY^Ya f∗ R f∗ � kT^T]YQrXQr[T_ R_WT]T]RV ]P st]UXY^b f∗,ab R fab
∗

M � st]UXY^YW fab
!
]PZY Y[^P�PX`Qr [YOTT PUUt^PX]YM �Pk^R�WT^� a QRXtPlRR k^RWT^P hMLMg st]UXY^ q∗,ab = q∗ kT^TaYZRX P[TOTat u^tkkt B a QYYXaTXQXat\�t\ 
�
����� G�P[TOTat u^tkkt� XMTM a u^tkkt B Q X^RaRPO`]bW ZTVQXaRTW G� st]UXY^ qab

∗ = q∗
QYkY�QXPaOrTX G�P[TOTaYV u^tkkT A TT W]Y�TQXaY ]TkYZaR�]bf �OTWT]XYa AG � P st]UXY^ qab

!
kT^TaYZRX Aa AG

� sPUXY^u^tkkt A kY kYZu^tkkT� kY^Y�ZT]]YV �OTWT]XPWR aRZP ga− a
M vPURW Y[^P_YW� k^PabT�QYYXaM OTabT� k^YR_aYZ]bT st]UXY^b st]UXY^P q∗ �QYYXaM qab

!
� ZP\X a XYS]YQXR UYuYWYOYuRR �QYYXaMuYWYOYuRR� u^tkkb G

M � Y[Y_]PST]Rrf XYuY �T k^RWT^P st]UXY^ p∗ kT^TaYZRX G�P[TOTat u^tkkt Aa TT QPWt� OR	T]]t\ ZTVQXaRr G� st]UXY^ p∗ kT^TaYZRX P[TOTat u^tkkt B a Hom(Gd, B) ∼=
∏

GB
�uZT G ZTVQXatTX� kT^TQXPaOrr QYW]Y�RXTOR� P pab

!
kT^TaYZRX B a Z(Gs) ⊗ B = B(Gs) � uZT G ZTVQXatTX�kT^TQXPaOrr k^rWbT QOPuPTWbTM� QRXtPlRR k^RWT^P hMLMi ZOr O\[YV G�P[TOTaYV u^tkkb A G/H�P[TOTaP u^tkkP f∗A QYakPZPTX Q

AH � P f!A � Q AH
M

�J:;@JDA; y�4�4��4 �tQX`� UPU R a k^RWT^T hMLM�� i : H → G � aOY�T]RT kYZu^tkkb H a u^tkkt
G� B � H�P[TOTaP u^tkkP� (sα)α∈G/H

� QRQXTWP k^TZQXPaRXTOTV OTabf QWT�]bf UOPQQYa G kY H MvYuZP� UPU R ^P]`	T� i∗B = HomH(Gd, B) YXY�ZTQXaOrTXQr Q P[TOTaYV u^tkkYV ∏
G/H B kYQ^TZQXaYWQYkYQXPaOT]Rr H�st]UlRR f : Gd → B ]P[Y^P (

f(s−1
α )

)
α∈G/H

M xkR	TW XTkT^` iab
! B
� �XY Z[G] ⊗H B ∼=

⊕
α sαZ[H ] ⊗H B ∼=

⊕
αB

∼= B(G/H) M 	]PST uYaY^r� iab
! B

R_YWY^s]Y �UPU P[TOTaP u^tkkP� k^rWYVQtWWT G/H �U_TWkOr^Ya B � k^R �XYW aQrURV �OTWT]X x = iab
! B = Z[G] ⊗H B YZ]Y_]PS]Y _PkRQbaPTXQra aRZT x =

∑
α sα ⊗ xα

� R �XYWt �OTWT]Xt QYkYQXPaOrTXQr ]P[Y^ (xα) ∈ B(G/H) M xkR	TW ZTVQXaRT G]P iab
! B

a XT^WR]Pf �XYuY QYkYQXPaOT]RrM �TQOY�]Y aRZTX`� SXY TQOR gx =
∑

α sα ⊗ yα
� XY yβ = hxα

�TQOR� UPU a k^RWT^T hMLM�� gsα = sβh
M xXWTXRW� SXY i∗B TQX` W]Y�TQXaY ]P[Y^Ya (xα) ∈

∏
G/H B QZTVQXaRTW u^tkkb G� Yk^TZTOT]]bW XYV �T sY^WtOYV� XTW QPWbW Wb Yk^TZTOROR WY]YWY^sR_W G�P[TOTabf u^tkk σ : iab

! B → i∗B
� UYXY^bV raOrTXQr R_YWY^sR_WYW� TQOR W]Y�TQXaY G/H UY]TS]YM �ZTVQXaRXTO`]YQXR �XYX WY^sR_W ]T _PaRQRX YX ab[Y^P QRQXTWb k^TZQXPaRXTOTV (sα)� kYQUYO`Ut Y]QYakPZPTX Q WY^sR_WYW Nf,B
R_ QOTZt\�TuY Yk^TZTOT]RrM

5H9;=;C;DA; y�4�4� ����� f : H → G � ����
��� �
��� � �������  �
�� �� ���� H "
	������� �
���� ��
����� ����
��� H "	������! �
��� N ′f,B : B → f∗f∗B = HomH(Gd, B) ��
"
���� N ′f,B(b) = ϕb

� ��� ϕb(g) =
∑

h∈f−1(g) hb
� �����	�� �	�#� ��
�� Nf,B : fab

! B → f∗B
�
���

dg



G"	������! �
���� �����������%�� �
���� N ′f,B
�� ���
 #�������� �	������ �����	�� ��
��

N ′f : 1BH
→ f∗f∗

� Nf : fab
! → f∗

�����������%�� ������������ �
���
	���	�� ������
���
�^YaT^UP UY^^TUX]YQXR �XYuY Yk^TZTOT]Rr QaYZRXQr U k^YaT^UT XYuY� SXY ϕb

(
f(h′)g

)
= h′ϕb(g)

R
ϕh′b(g) =

(
f(h′)ϕb

)
(g)

� Y[T �XR sY^WtOb k^YaT^r\XQr ]TkYQ^TZQXaT]]YM
z9;=C8};DA; y�4�4� ��!
	�� �����	���� �
�����%��� ��
������� � �� �
�� ����� �����	��
��
�� n ��
 ���  �
	 f � ����	�
�� ���� f ����������� ��Nf,B

���������� �� �����B � ����� �
�� ����� ������ f(H) �G ��������
�� ��� Nf,B � ����
�����

�� �� �����H "���� B � �� ����
��� ������� nf!B
���#��� �	 n ���������	� ����
���

Nf,B
����������� ���� ������ f(H) � G �������� 	 ������� nB

��������	� �� Nf,B
 �� ��� 

����
�����

�8�J7J<;C�B<>8 �� qXY tXaT^�ZT]RT ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ ^PQQt�ZT]RV _PWTSP]Rr hMLMLgMLZOr i =
f � TQOR XYO`UY Wb k^YaT^RW� SXY WY^sR_W σ : i!B → i∗B

� Yk^TZTOT]]bV a _PWTSP]RR� QYakPZPTX Q Nf,B
M

Or �XYuY ZYQXPXYS]Y k^YaT^RX` ^PaT]QXaY QYYXaTXQXat\�Rf kY QYk^r�T]R\ WY^sR_WYa N ′f,B
R σ′ =

i∗(σ)ηab
B : B → i∗i!B

� uZT ηab
B : B → f∗fab

! B � UP]Y]RSTQURV WY^sR_WM�^R YXY�ZTQXaOT]RR R_ _PWTSP]RrhMLMLgML WY^sR_W ηab
B
YXY�ZTQXaOrTXQr Q WY^sR_WYW� QYkYQXPaOr\�RW b ∈ B ]P[Y^ (bα)α∈G/H

� XPUYV�SXY bε = s−1
ε b R bα = 0 k^R α 6= ε � uZT ε � UOPQQ TZR]Rlb a G/H M �PXTW σ kT^TaYZRX �XYX ]P[Y^ ast]UlR\ ϕ′b : Gd → B � Yk^TZTOT]]t\ �XRW �T ]P[Y^YW� QYuOPQ]Y hMLM� kYOtSPTW� SXY ϕ′b(h) = hb k^R

h ∈ H R ϕ′b(g) = 0 k^R g 6∈ H � XMTM ϕ′b = ϕb
R kYXYWt σ′ = N ′f,B

M�� �PQQWYX^RW Q]PSPOP QOtSPV� UYuZP f : H → G � Q\^�TUXRa]bV uYWYWY^sR_W Q rZ^YW K M vY�uZP fab
! B YXY�ZTQXaOrTXQr Q BK

� P f∗B Q BK
� k^R �XYW� UPU ]TQOY�]Y aRZTX`� UP]Y]RSTQURV WY^sR_W

ηab
B : B → f∗fab

! B YXY�ZTQXaOrTXQr Q UP]Y]RSTQURW �kRWY^sR_WYW π : B → BK
� P η′B : f∗f∗B → B YXY��ZTQXaOrTXQr QY aOY�T]RTW λ : B → BK

� kY�XYWt N ′f,B
YXY�ZTQXaOrTXQr Q WY^sR_WYW N ′ : B → BK � kT�^TaYZr�RW b a∑

h∈K hb
M �aRZt ^PaT]QXaP f∗(Nf,B)ηab

B = N ′f,B
Wb kYOtSPTW� SXY N = Nf,B : BK → BK

� �XY YXY[^P�T]RT� kT^TaYZr�TT UOPQQ �OTWT]XP b ∈ B a �OTWT]X ∑
h∈K hb ∈ BK M vTkT^` ]TkYQ^TZ�QXaT]]Y aRZ]Y� SXY Nπλ = nBK

R πλN = nBK

� kY�XYWt� TQOR nBK

R]�TUXRaT]� XY R N R]�TUXRa]Y� TQOR�T nB
[RTUXRaT]� XY Nµ = 1BK

R µN = 1BK

k^R µ = πn−1
B λ� R kYXYWt N � R_YWY^sR_WM� Y[�TW QOtSPT ^P_OY�RW f : H → G a UYWkY_RlR\ Q\^�TUXRa]YuY uYWYWY^sR_WP p : H → IR aOY�T]Rr i : I → G� uZT I = f(H)

M xXY�ZTQXaRW fab
! B Q iab

! p
ab
! B

R f∗B Q i∗p∗B � XYuZP WY^sR_W
Nf,B : iab

! p
ab
! B → i∗p∗B

YXY�ZTQXaOrTXQr Q Ni,p∗Bi!(Np,B)
M �^YaT^UP �XYuY sPUXP k^RWT]T]RTW Q]PSPOPQYk^r�T]]YQXR pab

!
R p∗ � P _PXTW iab

!
R i∗ QaYZRXQr U k^YaT^UT XYuY� SXY N ′f,B = p∗(N ′i,p∗B)N ′p,B : B →

p∗i∗i∗p∗B
M qXY tQOYaRT k^YaT^rTXQr ]TkYQ^TZQXaT]]Y RQfYZr R_ Yk^TZTOT]Rr hMLML� R R_ ra]YV UY]�QX^tUlRR R_YWY^sR_WP i∗p∗B ∼= f∗B

M &QOR uYWYXTXRr tW]Y�T]Rr ]P n a P[TOTaYV u^tkkT f!B ∼= i!p!BR]�TUXRa]P� XY R uYWYXTXRr np!B
R]�TUXRa]P� kYQUYO`Ut i!p!B

R_YWY^s]P k^rWYV QtWWT (G : H) �U_TW�kOr^Ya p!B
M �Y ZYUP_P]]YWt ZOr Q\^�TUXRa]YuY QOtSPr Np,B

� P _]PSRX� R i!Np,B
R]�TUXRaT]� R U XYWt�T Ni,p∗B

R]�TUXRaT] kY kt]UXt ��M �Y�XYWt R Nf,B
R]�TUXRaT]M � XYW QOtSPT� TQOR nB

[RTUXRa]P� PR]ZTUQ f(H) a G UY]TST]�Np,B
raOrTXQr R_YWY^sR_WYW� P _]PSRX� Nf,B = Ni,p∗Bi!(Np,B) XY�TM

�C;=B<>A; y�4�4��4 �� �� ����� ������������ ����
���	 �
��� f : H → G� ��
	� ����
���
 �� ��� ����
����� ��������� ������	 � G� ������������ �
���
	���	��� Nf : fab

! → fab
∗

 �� ��� 
����
����� �	#��� �� ������
�� fab

!
� fab
∗

���	�	�� �����
����� � ����� � �
	�� ���
 #��"
�� ������
�� ������ ��
�� � ��!
	� �� �
���������� ����������� � �
��������� �
������

�� �� ����� ����
���	 �
��� f : H → G � �������  �
� ��
 ��	 n � ����� �����	 K �
� ����
� ��
	� ������ ����	 n ��
	��� ����
#����� �����	 �� ��
��� ���� ��
	������� 
	����
�"
��� �	����
�� K "������� ���� ���� 
	����
��� ������
� fab

!
� fab
∗

�	� ������
� �� K "Mod(BH)� K "Mod(BG) �

�J:;@JDA; y�4�4��n � SPQX]YQXR� a tQOYaRrf QOTZQXaRr st]UXY^ fab
∗
Y[OPZPTX k^PabW QYk^r�T]]bW

f ! = f !,ab � P st]UXY^ fab
!
Y[OPZPTX OTabW QYk^r�T]]bW f? = f?,ab M x[P st]UXY^P f !,ab R f?,ab R_YWY^s�]b st]UXY^t f∗,ab R kYXYWt QYf^P]r\X UPURT tuYZ]Y R]ZtUXRa]bT R k^YTUXRa]bT k^TZTObM

d�



5H9;=;C;DA; y�4�4� ����� G � �
���	� �� ���! ���! �������� X,Y ∈ BG
�����	�� ��
��

���
BG

(X,Y ) ��� �
���� ���(X,Y ) ��#����� ����
	#���� ϕ : X → Y � �������� G� �	�	���
��
���� (gϕ)(x) = g : ϕ(g−1x) � ������ ���(X,Y ) ���� ����Y[�TUX � �	����
��

BG
� ���� �������

�
����	�� %�� ������
 S 7→ HomG(S×X,Y )� ��	�� ����
 � ���� ���� �	���������� ����
���
�
�������
�� HomG(S ×X,Y ) ∼= HomG(S,

���(X,Y )) �
���� A � B � G"	������ �
���� �������� K "G"������ ��� K � G"�������� �� ��
�� ���ab

G (A,B)
����������K(A,B)

� � �����	�� ��������� � ���
G(A,B)� ��
	���	���� ����
���	� 	������!�
��� �������K "�������� ����
	#��� ��� �	�������� ������������ ��
����
��G"	������� �
����

�������G"	������� �
���� �� � ����	� ����	�������K � K "G"���� � ��	������ �� ���! ���! G"	������! �
��� A � B ������� �� �
	���� K "G"���� A � ������
K "G"���� B� �����	�� ��
�� A⊗B ������� A⊗K B

� ������� �����
��� �
����������� �	��������
��
����
�� G"	������� �
���� �������� K "G"���� � �� ����	�� ���� K ����	������ �� �
	����
g(a⊗ b) = ga⊗ gb �

�J:;@JDA; y�4�4��4 �tQX` f : H → G � uYWYWY^sR_W u^tkk�X �X ′ � G�Y[�TUXbM vYuZP� UPU ]TQOY��]Y aRZTX`� f∗ ���(X,X ′) ∼=
���(f∗X, f∗X ′)

M

�� ������!��

G�� �����$� �!��� �� %� ������

x[QtZRW XTkT^` R_WT]T]Rr� ]TY[fYZRWbT ZOr k^YUY]TS]YuY QOtSPrM
5H9;=;C;DA; y�n�4 �� ���� �
��������� �
���� G �����	�� ��
��

BG
�	����
� ZRQU^TX]bf

G"��#����� ���� G"��#���� X � �� ����
�! �������� G × X → X ���
�
����� ���� �	������ X����
����� ����������� ���� �	���	��
BG

UOPQQRsRlR^t\�RW XYkYQYW k^YUY]TS]YV u^tkkb G �
	�	������� ��
������� 
���� �����	�� �	����
� �������! ����
����! G"��#���� ��
��

bG
�

�����	�� ��
�� eBG

� ∅BG
= ∅G

���	����� � �����	����� ������� �	����
��
BG �� bG

� �
$ �	����
��

BG
��%������ �
���������� �
��������� � ����������� �
������ �
��� ��������

�
��������� � �
���������� ����������� �
����� ��#�� ������ �� � �	����
�� ��#����	�
�� ����� ]Tk^T^ba]YuY ����
���	 �
��������! �
��� f : H → G �����	�� ��
�� f∗ : BG →

BH
������
 ��#��� �
���� ���
	��
�� ����� f � �����	�� ������	 ��%�����%��� �
	��� ���
 "

#����� ������
 � f∗ ��
�� f∗ � 	 ����� ���
 #����� ����� �� ��%�������� � ��
�� f! � ������
 f∗��
���	������� � �
���������� �
��������� �
����	� �� ����� ����� ����	�� ������
 f∗ ��"
��� �����	 � ��
	�	� � ��!
	� �� �
���������� ����������� �
������ $ �� ����	�� ���� ��%�������
������
 f!

� �� ��!
	� �� �
���������� ����������� �
������ 	 f∗ � �
���������� �
���������
�
������

$ �	�����
� �� ���� �
��������� �
���� G � ���� 
	��	�
��	�� ������ ����
����� G"��#����	� ���� �� �����
��� �
�������� �� ����� ����� ��	�	��� ��� �	 G"��#����� X �	�	�	
�������� � ������	 �� ����
������ � ���� �	���	�� X XYkYOYuRSTQURW G�W]Y�TQXaYW�
	�	������� 
����
 ��
����� �	����
�� Ab(BG) = Ab(G) � K "Mod(BG) = K "Mod(G) � ������
�

f∗,ab = f∗ � fab
∗ = f∗

� 	 �	�#� ������
 fab
!
� ���
 #����� ����	 � f∗,ab � ���� �	��� ������
 ��%��������

�J:;@JDA; y�n�4�4 xXWTXRW� SXY O\[YT G�W]Y�TQXaYX _PkRQbaPTXQr a aRZTX =
⋃

U X
U � uZT U k^Y�[TuPTX W]Y�TQXaY aQTf YXU^bXbf ]Y^WPO`]bf ZTORXTOTV G� P XU � UPU Y[bS]Y� Y[Y_]PSPTX W]Y�TQXaY

U �]TkYZaR�]bf XYSTU a X �]PkYW]RW� SXY Wb ^PQQWPX^RaPTW XYO`UY ZRQU^TX]bT G�W]Y�TQXaP�M qXt�T sY^WtOt WY�]Y _PkRQPX` a aRZT X = lim
−→

UX
U � k^RSTW R]ZtUXRa]bV k^TZTO [T^TXQr kY sRO`X^t\��TWtQr W]Y�TQXat R]ZTUQYa� R aQT WY^sR_Wb kT^TfYZP XU → XV R]�TUXRa]bMxkR	TW XTkT^`� UPURW Y[^P_YW a UPXTuY^RR
BG

abSRQOr\XQr k^YTUXRa]bT k^TZTObM Or O\[Y�uY st]UXY^P F : I → BG
Wb Yk^TZTORW lim

←−
F QOTZt\�RW Y[^P_YW� lim

←−
IFι = lim

−→
U lim
←−
IF

U
ι

M ^tuYT
aY_WY�]YT YkRQP]RT �XYuY k^TZTOP XPUYaY� abSRQORW Q]PSPOP X ′ = lim

←−
IFι

a UPXTuY^RR XYkYOYuRST�QURf G�W]Y�TQXa� XMTM a UPXTuY^RR XYkYOYuRSTQURf k^YQX^P]QXa Q ]Tk^T^ba]bW ZTVQXaRTW G� R _PXTWaY_`WTW ]PR[YO`	TT ZRQU^TX]YT G�kYZW]Y�TQXaY X a X ′ � XMTM W]Y�TQXaY XYSTU R_ X ′ � QXP[ROR_PXY^UYXY^bf YXU^bX� ROR� SXY YZ]Y R XY �T� Y[�TZR]T]RT X =
⋃

U X
′U M vYuZP �XY G�W]Y�TQXaY X R [tZTXRQUYWbW k^YTUXRa]bW k^TZTOYW a UPXTuY^RR

BG
M

�J:;@JDA; y�n�4�n �tQX` f : H → G � ]Tk^T^ba]bV uYWYWY^sR_W k^YUY]TS]bf u^tkkM xkR	TW� UP�URW Y[^P_YW ZOr ZP]]YuY H�W]Y�TQXaP Y QX^YRXQr f∗(Y )
M xZ]P R_ aY_WY�]bf UY]QX^tUlRV XPUYaP�

di



f∗(Y ) = lim
−→

UfU∗

(
Y f−1(U)

) � uZT U k^Y[TuPTX W]Y�TQXaY aQTf YXU^bXbf ]Y^WPO`]bf ZTORXTOTV u^tkkb
G R fU : H/f−1(U) → G/U � uYWYWY^sR_W ZRQU^TX]bf u^tkk� R]ZtlR^YaP]]bV f � P fU∗

� st]U�XY^� Yk^TZTOT]]bV a hMLMh� QYuOPQ]Y hMLMjML� fU∗Y
f−1(U) = HomH

(
G/U, Y f−1(U)

) M xXQ\ZP aRZ]Y Z^tuYTaY_WY�]YT YkRQP]RT f∗(Y )� �XY W]Y�TQXaY aQTfH�YXY[^P�T]RVG→ Y � k^YktQUP\�RfQr ST^T_ ]TUYXY�^t\ u^tkkt aRZP G/U �R]PST uYaY^r� f∗(Y ) QYQXYRX R_ aQTf ����
%���
 �� �������� H�YXY[^P�T]RV
G→ Y �M
z9;=C8};DA; y�n�n ����� f : H → G � ���
�
����� ����
��� �
��������! �
���� �����%��
������ 
	����������

(i) f ���
���

(ii) ��%������� ������
 f! � ���
 #����� ����	 � f∗ �

(iii)
�� ����� ���
����� ��
	������ ������� V � H ��%������� G"��#����� f!(H/V )� �
��"��	�� %�� ������
 X → HomH(H/V, f∗X) ∼= (f∗X)V �

(iii′)
�� ����� ���
����� ��
	������ ������� V � H ������
 X → (f∗X)V ��
���	������� �
�����
�%��� �
��������� �
����	��

(iv) ������
 f∗ ��
���	������� � �
���������� �
��������� �
����	��

(iv′) ������
 f∗ ��
���	������� � �����
�%��� �
��������� �
����	��
���� ��� ������ ���������� �� f! �#�� ��
������� 
	������� f!Y = Gs ×H Y ��� 
�������� ���
�� ����� ��
������ ������
 fab

! : Ab(BH) → Ab(BG)� ���
 #����� ����	 � f∗,ab � �
��� fab
!

�#��
��
������� ��
���� fab

! B = Z[G] ⊗H B �

�8�J7J<;C�B<>8 (i)⇒(ii)� �YOY�RW� UPU a hMLMjML� f!Y := Gs ×
H Y

� kYQUYO`Ut ZOr O\[YuY �OTWT]XP
[g, y] ∈ f!Y

abkYO]T]Y ^PaT]QXaY StabG([g, y]) = g StabG([eG, y])g
−1 = gf

(
StabH(y)

)
g−1 �QWM hMLML�� R

f YXU^bX� QXP[ROR_PXY^ O\[YuY �OTWT]XP f!Y YXU^bX R kYXYWt f!Y raOrTXQr ZRQU^TX]bW G�WYZtOTWMvYX sPUX� SXY f! QYk^r�T] QOTaP U f∗ � QOTZtTX XTkT^` R_ hMLMjMLM	WkORUPlRR (ii)⇒(iii) R (ii)⇒(iv)⇒(iv′) YSTaRZ]b� U^YWT XYuY� (iii)⇒(iii′)� kYQUYO`Ut aQrURV k^TZ�QXPaRWbV st]UXY^ kT^TQXP]YaYST] Q k^YR_aYO`]bWR k^YTUXRa]bWR k^TZTOPWRM	WkORUPlRr (iii′)⇒(iv)QOTZtTX R_ XYuY sPUXP� SXY QTWTVQXaY st]UXY^Ya (FV : Y 7→ Y V )V
�
���������
� XMTM aQrURV WY^�sR_W� YZ]Ya^TWT]]Y kT^TaYZRWbV aQTWR �XRWR st]UXY^PWR a R_YWY^sR_W� raOrTXQr R_YWY^sR_WYW�

�XY tXaT^�ZT]RT ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ XYuY� SXY ZOr O\[YuY Y ∈ ObBH
abkYO]T]Y Y = lim

−→
V Y

V M
YUP�TW (iv′)⇒(i)

M �tQX` V � k^YR_aYO`]Pr YXU^bXPr kYZu^tkkP a H M x[Y_]PSRW ST^T_ U
W]Y�T�QXaY YXU^bXbf kYZu^tkk U ⊂ G� QYZT^�P�Rf f(V )� R ZOr UP�ZYuY U ∈ U

Y[Y_]PSRW XU := G/U
M

�PQQWYX^RW k^YTUXRa]bV k^TZTO X := lim
←−

UXU
a

BG

� kY k^TZkYOY�T]R\ f∗X YXY�ZTQXaOrTXQr Q
lim
←−

Uf
∗XU

M N^YWT XYuY� Y[Y_]PSRW ST^T_ X ′ k^YTUXRa]bV k^TZTO XU
a UPXTuY^RR W]Y�TQXa �ROR XY�kYOYuRSTQURf k^YQX^P]QXa�� QYuOPQ]Y hMdMLML�X �QYYXaM f∗X � YXY�ZTQXaOrTXQr Q kYZW]Y�TQXaYW XYSTU

x ∈ X ′ � QXP[ROR_PXY^ UYXY^bf a G �QYYXaM a H � YXU^bXM �PQQWYX^RW XYSUt ξ ∈ X ′ � raOr\�t\Qr Y[�^P_YW TZR]Rlb u^tkkb G k^R UP]Y]RSTQUYV k^YTUlRR G → X ′
M xXWTXRW� SXY StabH(ξ) ⊃ V R kYXYWt

ξ ∈ f∗X � R� kYQUYO`Ut Wb YXY�ZTQXaROR f∗X Q X � ξ ∈ X � XMTM StabG(ξ) =
⋂

U
U YXU^bX a GM xQXPOYQ`_PWTXRX`� SXY ⋂

U
U = f(V )� kYQUYO`Ut f(V ) � UYWkPUX]Pr kYZu^tkkP a GM�PW YQXPOYQ` ZYUP_PX`� SXY st]UXY^ fab

! B � Yk^TZTOT]]bV ^PaT]QXaYW fab
! B = Z[G]⊗H B � UY^^TUX]YYk^TZTOT] ZOr YXU^bXYuY f �XYX sPUX� SXY fab

!
QYk^r�T] QOTaP U f∗,ab � [tZTX QOTZYaPX` XYuZP R_ Y[�RfQYY[^P�T]RV�M Or �XYuY aY_`WTW k^YR_aYO`]bV �OTWT]X α =

∑
1≤i≤n gi ⊗ αi ∈ fab

! B R _PWTXRW� SXYQXP[ROR_PXY^ StabG(α) ⊃
⋂

1≤i≤n gif
(
StabH(αi)

)
g−1

i
YXU^bX a GM

�J:;@JDA; y�n�n�4 	_ Y[�Rf QaYVQXa k^YUY]TS]bf u^tkk �]Pk^RWT^� R_ Rf fP^PUXT^R_PlRR UPU UYW�kPUX]bf akYO]T ]TQar_]bf u^tkk� QOTZtTX� SXY tQOYaRT (i) k^TZOY�T]Rr hMdMd �UaRaPOT]X]Y O\[YWt R_QOTZt\�Rf tQOYaRV�
(i′)

x[^P_ f(H) YXU^bX a GM
(i′′) f(H) � kYZu^tkkP UY]TS]YuY R]ZTUQP a GM

dm



�J:;@JDA; y�n�y �^PUXRSTQUR aQT ^T_tO`XPXb� ZYUP_P]]bT a hML ZOr QOtSPr ZRQU^TX]bf u^tkk� kT�^T]YQrXQr [T_ R_WT]T]RV ]P k^YUY]TS]bV QOtSPV� TQOR ZYuYaY^RX`Qr ^PQQWPX^RaPX` tXaT^�ZT]Rr� UP�QP\�RTQr st]UXY^Ya f! � XYO`UY a XYW QOtSPT� TQOR uYWYWY^sR_W u^tkk f YXU^bX� ROR� SXY QYuOPQ]Y_PWTSP]R\ hMdMdML YZ]Y R XY �T� TQOR R]ZTUQ f(H) a G UY]TST]M vPU� hMLMg YQXPTXQr [T_ R_WT]T]RV� _PRQUO\ST]RTW tXaT^�ZT]Rr k^Y p!
� UYXY^YT RWTTX QWbQO XYO`UY a XYW QOtSPT� TQORG UY]TS]PM�]POYuRS�]Y� tXaT^�ZT]RT k^Y i! R_ k^RWT^P hMLM� RWTTX QWbQO XYO`UY a XYW QOtSPT� TQOR R]ZTUQ (G : H) UY]TST]M�^RWT^ hMLMi ]T ]t�ZPTXQr a R_WT]T]Rrf� UPU R aQT tXaT^�ZT]Rr k^Y Q\^�TUXRa]bT uYWYWY^sR_Wbu^tkk� kYQUYO`Ut aQT Q\^�TUXRa]bT uYWYWY^sR_Wb k^YUY]TS]bf u^tkk _PaTZYWY YXU^bXbM

&ZR]QXaT]]YT k^R]lRkRPO`]YT R_WT]T]RT� YQXPa	TTQr ]TYXWTST]]bW� UPQPTXQr Yk^TZTOT]Rr hMLMLm� aUYXY^YW ]t�]Y XTkT^` Yk^TZTOrX` ���
G(X,Y ) UPU ]PR[YO`	TT ZRQU^TX]YT G�W]Y�TQXaY� QYZT^�P�TT�Qr aY W]Y�TQXaT YXY[^P�T]RV ϕ : X → Y Q ZTVQXaRTW G� Yk^TZTOT]]bW sY^WtOYV (gϕ)(x) = g ·ϕ(g−1x)

M
	]PST uYaY^r� ���

G(X,Y ) TQX` W]Y�TQXaY YXY[^P�T]RV ϕ : X → Y � raOr\�RfQr U �YXY[^P�T]RrWRZOr UPUYV�]R[tZ` YXU^bXYV kYZu^tkkb U a G� XMTM ϕ(gx) = gϕ(x) ZOr O\[bf g ∈ U R x ∈ X
M

�J:;@JDA; y�n�� xXWTXRW� SXY ZOr O\[YV k^YUY]TS]YV �R XTW [YOTT UY]TS]YV� u^tkkb G UPXTuY^RR
bG
R

BG
kYO]YQX`\ Yk^TZTOr\X Z^tu Z^tuPM � RWT]]Y� UPXTuY^R\

bG
WY�]Y kYQX^YRX` UPU kYO�]t\ kYZUPXTuY^R\ a

BG
� Y[^P_YaP]]t\ �
�����
 �
��
��%� Y[�TUXPWR

BG
� XMTM XPURWR X ∈ ObBG

�ZOr UYXY^bf Qt�TQXatTX �kRWY^sR_W T → eBG

� XPUYV� SXY T �Y[�TUX X × T → T R_YWY^sT] QtW�WT Y[�TUXYa T → T
M �PY[Y^YX� WY�]Y aYQQXP]YaRX` UPXTuY^R\

BG
kY

bG
� ^PQQWYX^Ta UPXTuY^R\

Ind(bG) ����Y[�TUXYa UPXTuY^RR bG
� XMTM UPXTuY^R\� Y[�TUXPWR UYXY^YV raOr\XQr R]ZtUXRa]bT QR�QXTWb �����

−→
αXα = (I,Xα, ϕαβ)� uZT I � WPOYT sRO`X^t\�TTQr tkY^rZYST]]YT W]Y�TQXaY�Xα ∈ ObbG

�
ϕαβ : Xα → Xβ

k^R α ≤ β � WY^sR_Wb kT^TfYZP� WY^sR_Wb a Ind(bG) Yk^TZTOr\XQr ^PaT]QXaYW
HomInd(bG)(

�����
−→

α Xα,
�����
−→

γ Yγ) := lim
←−

γ lim
−→

α HombG
(Xα, Yγ)

M
� ZTVQXaRXTO`]YQXR ZP]]Pr ab	T fP^PUXT^R_PlRr

bG
UPU kYO]YV kYZUPXTuY^RR a

BG
aT^]P RZOr k^YR_aYO`]YV ZRQU^TX]YV u^tkkb G

� YZ]PUY ZOr k^YR_aYO`]YV ZRQU^TX]YV u^tkkb G UPXTuY^Rr
Ind(bG) �UaRaPOT]X]P aYaQT ]T UPXTuY^RR

BG
� P UPXTuY^RR

B bG
� uZT ST^T_ Ĝ Y[Y_]PST]Y k^YUY]TS]YTkYkYO]T]RT u^tkkb GMN^YWT XYuY� ]TQOY�]Y k^YaT^RX`� SXY O\[Pr R_ UPXTuY^RV

BG
ROR

bG
YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTX k^Y�UY]TS]t\ u^tkkt GM

5H9;=;C;DA; y�n�K ����� R � ������ �	�����	������� � ���������� G � �
�������	 �
���	� 	�
���� ����
���� ��� kY^rZYU u^tkkb G Y[^PXRW a R � ���� ��
 ��� ���� ����
����� �	���
�
����
�
���� G ��
	�� � R � 	� ���� ����
���� ��� 	�����	 �
���	 A YZ]Y_]PS]Y ZTORWP ]P kY^rZYU G�
��� ��� kY^rZYU G Y[^PXRW a A� ���� ��
 ��� �
���� G ��
	�� � ������ �����
����� 	�������
�
���� A �
xXWTXRW� SXY a XYW QOtSPT� TQOR u^tkkP G UY]TS]P� XT^WR]YOYuRr� aaTZT]]Pr a �XYW Yk^TZTOT]RR�QYuOPQtTXQr Q Y[bS]bW QOYaYtkYX^T[OT]RTWM

5H9;=;C;DA; y�n�� ����� G � �
�������	 �
���	� �����	�� ��
�� µG ������� νG

� �������	
�"
	���� ������� �
	�����	
�	����� �
� �		
	 �	 G� ��
�
��	��� ������� µG(G) = 1 �������
νG(G) = 1

� � �� ���� �����
������ 	������� �
���� A� � ����
�� ��
	�� ��
 ��� �
���� G� �
����� ]Tk^T^ba]YuY ����
	#��� f : G → A ��
����� R]XTu^PO ��� Q^TZ]TT _]PST]RT f �	 G �
�����	�� ��
�� ∫

G f dµ
� ∫

G f dµG
��� ∫

G f(g) dµG(g) ������ �
���� A� ��
��������� �����%�
��
	���

∫

G

f(g) dµ(g) =
1

(G : U)

∑

x∈G/U

f ′(x)

���U � ���
���� ��
	����� ��������� �� ����
��� ��%������� 
	���#����
G

ϕ
// G/U

f ′

// A
�


�� ��
�������� ��

������ ���� �� �	����� �� ����
	 U � �
� ��� ���� A � ��� ��#����� ��%�"
�������! ����� ��� ���	���� �������� ��%��������� �
���
	������ �� ��
��������� �	�� ��
	��
�����
	� ����	�	�� � ������ �����
	�� �����	 ������� f �� �
� �		
	 µG ���� νG

� �
���� M = g0H ������� M = Hg0

� � ����� ������� �
	���� ��#��� ��	�� �� �	������ ���"
�
���� H � f : M → A � ���
�
���	 ������ �� ��	���� � � 	������� �
���� A� � ����
�� ��
	"
�� ��
 ��� �
���� H � �� ��
����� �����
	� ∫

M f(g) dµ(g) �	� ��	����� ∫
H f(g0h) dµH(h) �������

h�



∫
H f(hg0) dµH(h)

� � 
�� ��
�������� ��

������ ���� �� �	����� �� ����
	 g0 � ����� �
�� ����� M  �"
� ��� �����
����� ���� � �
	�� ��#�� ��	��� �� H � �� ��	 �	
�	��	 �	����� ��
������� 
�	� ����	����� ������

���� M ������ ����#� ∫
M f(g) dµ(g) = 0 �

x[Y[�RW XTkT^` Yk^TZTOT]RT hMLML��
5H9;=;C;DA; y�n�� ����� f : H → G � ���
���� ���
�
����� ����
��� �
��������! �
����B
� G"	�����	 �
���	� ������	��� ����	 �	 ��
 ���  �
	 K = Ker f � ��
����� Ñ ′f,B : B → f∗f∗B ⊂

HomH(Gd, B) ��
���� Ñ ′f,B(b) = ϕb
� ��� ϕb(g) =

∫
f−1(g) hb dµ(h) � ��
����� Ñf,B : fab

! B → fab
∗ B

�	� �
���� �����������%�� �� ���
 #������� �
���� Ñ ′f,B
� �����	�� ��
�� Ñf : fab

! 99K fab
∗�	������ ��
��������� �	�� ��
	�� ������������ �
���
	���	��� ������
���

NY^^TUX]YQX` �XYuY Yk^TZTOT]Rr k^YaT^rTXQr XPU �T� UPU R UY^^TUX]YQX` hMLML�� _P RQUO\ST]RTWk^YaT^UR XYuY� SXY ϕb
ZTVQXaRXTO`]Y k^R]PZOT�RX f∗f∗B ⊂ HomH(Gd, B)� XMTM �hMdMLMd� SXY ZOr O\[Y�uY b YXY[^P�T]RT ϕb
k^YktQUPTXQr ST^T_ sPUXY^u^tkkt G/U ZOr ]TUYXY^YuY YXU^bXYuY ]Y^WPO`]YuYZTORXTOr U ⊂ G

� ZYQXPXYS]Y a_rX` U ⊂ f
(
StabH(b)

) M
xXWTXRW� SXY TQOR rZ^Y f UY]TS]Y R QYQXYRX R_ m �OTWT]XYa� XY mÑ ′f,B = N ′f,B

R mÑf,B = Nf,B
�XPU SXY a �XYW QOtSPT Wb Q]YaP kYOtSPTW kY]rXRT R_ Yk^TZTOT]Rr hMLML� Q XYS]YQX`\ ZY tW]Y�T]Rr]P m M �OTZt\�TT k^TZOY�T]RT raOrTXQr P]POYuYW k^TZOY�T]Rr hMLMLi�

z9;=C8};DA; y�n�� $ ������ ! ��
������� 
���� �
��� Ñf,B : fab
! B → fab

∗ B
 �� ��� ����
"

�����

�8�J7J<;C�B<>8 YUP_PXTO`QXaY QYaT^	T]]Y P]POYuRS]Y ZYUP_PXTO`QXat hMLMLi� Q XTW YXORSRTW� SXYa Q\^�TUXRa]YW QOtSPT Wb Q^P_t kYOtSPTW Ñπλ = 1BK
R πλÑ = 1BK

M
�C;=B<>A; y�n���4 �� �� ����� ���
����� ���#��� �
��������! �
��� f : H → G� ������������
�
���
	���	��� Nf : fab

! → fab
∗

 �� ��� ����
����� �	#��� �� ������
�� fab
!

� fab
∗

���	�	��
�����
����� � ����� � �
	�� ���
 #���� ������
�� ������ ��
�� � ��!
	� �� �
����������
����������� � �
��������� �
������

�� �� ����� ���
����� ����
���	 �
��������! �
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�J:;@JDA; y�n�� � ZTVQXaRXTO`]YQXR a �Lh�� �� Yk^TZTOrTXQr UOPQQRsRlR^t\�RV XYkYQ
BG

ZOr O\�[YV k^Y�u^tkkb G
� �XY Yk^TZTOT]RT raOrTXQr YZ]Ya^TWT]]bW Y[Y[�T]RTW Yk^TZTOT]Rr UOPQQRsRlR�^t\�TuY XYkYQP ZRQU^TX]YV u^tkkb R k^YUY]TS]YV u^tkkb� R kYXYWt WY�]Y [bOY [b Q QPWYuY ]PSPOPR_OPuPX` aQ\ XTY^R\ Q^P_t ZOr k^Y�u^tkkM �PW� YZ]PUY� XPUPr Y[�]YQX` ]T kY]PZY[RXQr� kY�XYWt WbYu^P]RSRWQr ]PkYWR]P]RTW Yk^TZTOT]RVM

	XPU� ktQX`
G = (Gα, ϕαβ)α,β∈I

� �QX^YuPr� k^Y�u^tkkP� XMTM k^YTUXRa]Pr QRQXTWP u^tkk (Gα)α∈I
�R]ZTUQR^YaP]]Pr �WPObW� sRO`X^t\�RWQr tkY^rZYST]]bW W]Y�TQXaYW I � a UYXY^YV aQT WY^sR_WbkT^TfYZP ϕαβ : Gβ → Gα

���������� ZOr O\[bf α ≤ β
M �tZTW ]P_baPX`

G�W]Y�TQXaYW ]P[Y^
A = (A,Aα, µα)α∈I

� uZT A � W]Y�TQXaY� Aα ⊂ A� ⋃α Aα = A� R µα : Gα × Aα → Aα
� ZTVQXaRT Gα]P Aα

� k^RSTW �XR ZTVQXaRr QYuOPQYaP]b QOTZt\�RW Y[^P_YW� ZOr O\[bf α ≤ β abkYO]T]Y Aα ⊂ Aβ
�R ϕαβ(gβ) · aα = gβ · aα

ZOr O\[bf gβ ∈ Gβ
R aα ∈ Aα

M N^YWT XYuY� Wb X^T[tTW� SXY[b ZOr O\[bf
α ≤ β

[bOY abkYO]T]Y ^PaT]QXaY AKer ϕαβ

β = Aα
M vTkT^` WY�]Y Yk^TZTORX` �������������� �
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G
UPU UPXTuY^R\ aQTaY_WY�]bf

G�W]Y�TQXa �WY^sR_Wb a �XYV UPXTuY^RR Yk^TZTOr\XQrTQXTQXaT]]bW Y[^P_YW�MOr O\[YuY WY^sR_WP k^Y�u^tkk f : H → G
WY�]Y Yk^TZTORX` st]UXY^ Qt�T�]Rr k^Y�u^tkkb YkT^PXY^Ya f

∗ � TuY �aQTuZP Qt�TQXat\�RV� k^PabV QYk^r�T]]bV
f∗
R �Qt�TQXat\�RVXYO`UY ZOr �YXU^bXYuY�

f
� OTabV QYk^r�T]]bV

f!
M �Q]Y� SXY a_ra a UPSTQXaT

G
k^YTUXRa]t\ QRQXTWtR_ YZ]YuY �OTWT]XP� Wb Q]YaP kYOtSRW Yk^TZTOT]Rr UOPQQRsRlR^t\�TuY XYkYQP ZRQU^TX]YV u^tkkb�P a_ra a UPSTQXaT

G
k^YTUXRa]t\ QRQXTWt� QYQXYr�t\ R_ UY]TS]bf u^tkk� Wb kYOtSRW Yk^TZTOT]RTUOPQQRsRlR^t\�TuY XYkYQP k^YUY]TS]YV u^tkkb� raOr\�TVQr k^YTUXRa]bW k^TZTOYW �XYV QRQXTWbM
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 λ����#���PkYW]RW ]t�]bT ]PW kYOY�T]Rr XTY^RR λ�UYOTl� kYZ^Y[]YT R_OY�T]RT �XYV XTY^RR WY�]Y ]PVXR�]Pk^RWT^� a �Lj�� �M�P k^YXr�T]RR aQTuY �XYuY kt]UXP ST^T_ K Y[Y_]PST]Y YQ]Ya]YT UYO`lY� UYXY^YT k^TZkYOPuPTXQrUYWWtXPXRa]bW Q TZR]RlTVM �QT ^PQQWPX^RaPTWbT UYO`lP R POuT[^b Wb XPU�T k^TZkYOPuPTW UYWWt�XPXRa]bWR Q TZR]RlTVM
5H9;=;C;DA; y�y�4 �� ����� �����	�������� �����	 A �����	�� ��
�� 1 + A[[t]]+ � Ĝ(A) ���
Ĝt(A) ��#����� ��
	����! ��������! 
 ��� �� A[[t]]� ��������� ���� ����
�! 
	��� �������� 
	�"
�	�
��	��� �	� 	�����	 �
���	 ������������ ���#��� � �����
	����� ��
��������� �����%�
��
	���Filt0 Ĝt(A) = Ĝt(A) � Filtn Ĝt(A) = 1+ tnA[[t]] �
� n ≥ 1 � $ �� ����	�� ���� �� �����	���� 
��
������ ����� t ����������� �
��	 ����	� ��� �����������%� ��
	�� ��
	#	��� � �	����
Ĝt(A) �
vPURW Y[^P_YW� Wb Yk^TZTOROR st]UXY^ Ĝ R_ UPXTuY^RR UYOTl a UPXTuY^R\ sRO`X^YaP]]bf P[TOT�abf u^tkk� UYXY^bV WY�]Y XPU�T ^PQQWPX^RaPX` UPU st]UXY^� Yk^TZTOT]]bV ]P UPXTuY^RR K�POuT[^MxXWTXRW� SXY O\[YT TQXTQXaT]]YT k^TY[^P_YaP]RT st]UXY^Ya η : Ĝ → Ĝ YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTXQr_]PST]RTW θ = ηK[X](1 +Xt) �QWM �Lj�� � LMg�M �^RaTZTW ]P[^YQYU ZYUP_PXTO`QXaP �XYuY sPUXP�
�� �^T�ZT aQTuY� _]P]RT θ kY_aYOrTX Yk^TZTORX` ηA(1 + at) ZOr O\[YV K�POuT[^b A R O\[YuY �OT�WT]XP a ∈ A

M TVQXaRXTO`]Y� TQOR f : K[X ] → A � uYWYWY^sR_W K�POuT[^� kT^TaYZr�RV X a a �XY ηA(1 + at) = ηA

(
Ĝt(f)(1 +Xt)

)
= Ĝt(f)

(
ηK[X](1 +Xt)

)
= Ĝt(f)(θ)

M
�� � SPQX]YQXR� WY�]Y a_rX` A = K[T1, . . . , Tn] � a = Ti

� Wb t�T _]PTW� SXY θ Yk^TZTOrTX ηA(1 + Tit)
�P kYXYWt R ηA

(
(1 + T1t) · · · (1 + Tnt)

)
= ηA(1 + T1t) · · · ηA(1 + Tnt)

aaRZt PZZRXRa]YQXR ηA
M

�� x[Y_]PSRW ST^T_ i aOY�T]RT A′ = K[X1, . . . , Xn] a A = K[T1, . . . , Tn] � kT^TaYZr�TT Xk
a k�bVQRWWTX^RSTQURV W]YuYSOT] YX kT^TWT]]bf Tj

M vYuZP Ĝt(i) kT^TaYZRX αn := 1 +X1t+X2t
2 + · · ·+

Xnt
n a (1 + T1t) · · · (1 + Tnt)

� R kYXYWt Ĝt(i)
(
ηA′(αn)

) QYakPZPTX Q ηA(1 + T1t) · · · ηA(1 + Tnt)
M �QTUY�ssRlRT]Xb �XYuY sY^WPO`]YuY QXTkT]]YuY ^rZP raOr\XQr QRWWTX^RSTQURWR st]UlRrWR YX

Tj
� R kYXYWt �XYX ^rZ YZ]Y_]PS]Y k^TZQXPaOrTXQr a aRZT Ĝt(i)(θn)

M �aRZt R]�TUXRa]YQXR Ĝt(i)YXQ\ZP kYOtSPTW ηA′(αn) = θn
M

�� �]P]RT θn := ηK[X1,...,Xn](1 +X1t + · · · +Xnt)
kY_aYOrTX Yk^TZTORX` ηA(1 + a1t+ · · · + ant

n) ZOrO\[YV K�POuT[^b A R O\[bf a1, . . . , an ∈ A� ]PZY� UPU a kt]UXT ��� ^PQQWYX^TX` uYWYWY^sR_W
K�POuT[^ f : K[X1, . . . , Xn] → A� kT^TaYZr�RV Xi

a ai
� R XYuZP ηA(1+ a1t+ · · ·+ ant

n) = Ĝ(f)(θn)
M

�� �YQUYO`Ut ηA
QYf^P]rTX sRO`X^PlR\� Wb aRZRW� SXY ZOr k^YR_aYO`]YuY ^rZP ξ = 1 + a1t+ · · ·+

ant
n + · · · sY^WPO`]bT ^rZb ηA(ξ) R ηA(1 + a1t+ · · ·+ ant

n) Q^Pa]RWb kY WYZtO\ tn+1
� kT^TfYZrU k^TZTOt kY n � Wb aRZRW� SXY _]PST]RT ηA(ξ) YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOT]YM

xXWTXRW� SXY aT^]Y R Y[^PX]YT �QWM �Lj�� � LMg�� O\[YV sY^WPO`]bV ^rZ θ ∈ Ĝt(K[T ]) _PZPTX TQXT�QXaT]]YT k^TY[^P_YaP]RT st]UXY^Ya θ � TQOR XYO`UY abkYO]T]Y QOTZt\�TT �tQOYaRT ]Tk^T^ba]YQXR��ZOr O\[YuY n ≥ 2 abkYO]T]Y πn(θn) ≡ θn−1 (mod tn)� uZT πn : K[X1, . . . , Xn] → K[X1, . . . , Xn−1]
�uYWYWY^sR_W K�POuT[^� kT^TaYZr�RV Xn

a � R QYf^P]r\�RV YQXPO`]bT Xi
� P θn−1

R θn
� �OTWT]Xb�Yk^TZTOT]]bT RQfYZr R_ θ a kM �� ab	TM x[bS]Y �XY tQOYaRT k^YaT^rTXQr QOTZt\�RW Y[^P_YW� aQT ^PQ�QWPX^RaPTWbT POuT[^b W]YuYSOT]Ya ]PZTOr\XQr u^PZtR^YaUYV� YX]YQRXTO`]Y UYXY^YV Ti
RWTTX QXTkT]`

1 � P Xi
� QXTkT]` i � _PXTW k^YaT^rTXQr� SXY� TQOR a UY�ssRlRT]X k^R tn a θ afYZrX XYO`UY YZ]YSOT]bQXTkT]R ≥ n � XY P]POYuRS]bW QaYVQXaYW Y[OPZP\X R aQT θn

� kY�XYWt Xn
]T afYZRX a UY�ssRlRT]Xbk^R ti � i < n � a θn

� SXY ]TWTZOT]]Y ZPTX �tQOYaRT ]Tk^T^ba]YQXR�M
�]POYuRS]bT tXaT^�ZT]Rr WY�]Y ZYUP_PX` k^Y TQXTQXaT]]bT k^TY[^P_YaP]Rr η : Ĝ × Ĝ → Ĝ� PZ�ZRXRa]bT R QYuOPQt\�RTQr Q sRO`X^PlRTV kY UP�ZYV R_ kT^TWT]]bf� O\[YT XPUYT η _PZPTXQr QaYRW_]PST]RTW θ := ηK[X,Y ](1 +Xt, 1 + Y t)

M �YOTT XYuY� a ZTVQXaRXTO`]YQXR XPURW �T Y[^P_YW ZYUP_baPTX�Qr� SXY O\[YT TQXTQXaT]]YT k^TY[^P_YaP]RT η : Ĝn → H � PZZRXRa]YT R QYuOPQYaP]]YT Q sRO`X^PlRTV kYUP�ZYWt P^utWT]Xt� _PZPTXQr QaYRW _]PST]RTW ]P ]P[Y^T (1+Y1t, . . . , 1+Ynt)
� TQOR k^TZkYOPuPX`� SXYH� �XY st]UXY^ R_ UPXTuY^RR K�POuT[^ a UPXTuY^R\  
���� sRO`X^YaP]]bf P[TOTabf u^tkk� kT^TQXP�]YaYS]bV Q YkT^PlRTV a_rXRr R]aP^RP]XYa YX]YQRXTO`]Y UY]TS]YV u^tkkb PaXYWY^sR_WYa �XMTM TQOR

hd



UY]TS]Pr u^tkkP G ZTVQXatTX ]P K�POuT[^T A� XY UP]Y]RSTQURV WY^sR_W H(AG) → H(A)G raOrTXQrPaXYWY^sR_WYW�M NY]TS]Y �T� st]UXY^ Ĝ Y[OPZPTX �XRW QaYVQXaYWM
5H9;=;C;DA; y�y�n �����	�� ��
�� ◦ ������������ �
���
	���	��� ������
�� Ĝ× Ĝ→ Ĝ� ��
���"
������ 
	������� (1 +Xt) ◦ (1 + Y t) = 1 +XY t � Ĝt(K[X,Y ]) �
�� ���� K "	����
� A ����
	#���� ◦A : Ĝt(A) × Ĝt(A) → Ĝt(A) 	�������� �� �	#��� �� ��
�"

����! � ����� ��
���� �� �	 Ĝt(A) ��
����
� �����	� $ �	�����
� � ���� �����	 �
�����	�	��
Ĝt(A) �	������� ���� ��
����
�� �����	�
xXWTXRW� SXY Ĝt(A) raOrTXQr UYWWtXPXRa]bW PQQYlRPXRa]bW UYO`lYW Q TZR]RlTV 1+ t � UPU ]TWTZ�OT]]Y QOTZtTX R_ QaYVQXa TZR]QXaT]]YQXR� ^PQQWYX^T]]bf ab	TM �Pk^RWT^� ZOr k^YaT^UR PQQYlRPXRa�]YQXR ]PZY _PWTXRX`� SXY Y[P aY_]RUP\�Rf X^Rst]UXY^P k^R]RWP\X YZ]Y R XY �T _]PST]RT 1+XY Zt]P ]P[Y^T (1 +Xt, 1 + Y t, 1 + Zt)

MxkT^PlR\ ◦ WY�]Y _PZPX` Q kYWY�`\ t]RaT^QPO`]bf W]YuYSOT]Ya�
(1 + a1t+ · · · + ant

n + · · · ) ◦ (1 + b1t+ · · · + bnt
n + · · · ) = 1 + P1t+ · · · + Pnt

n + · · ·

�ZTQ` Pn = Pn(a1, . . . , an; b1, . . . , bn) � �XY W]YuYSOT] Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR� R_Y[P^]bV aTQP
n kY UP�ZYWt R_ ]P[Y^Ya kT^TWT]]bf �ai

R bi k^RkRQbaPTXQr aTQ i� R QRWWTX^RS]bV YX]YQRXTO`]YZatf ]P[Y^Ya kT^TWT]]bfM e]YuYSOT] Pn
WY�]Y abSRQORX`� _PkRQPa UY�ssRlRT]X k^R tn a W]YuYSOT]T∏

1≤i,j≤n(1+αiβit)
ST^T_ YQ]Ya]bT QRWWTX^RSTQURT st]UlRR YX (αi)

R (βi)
� ]TQUYO`UY WT]TT X^tZYTWURV

QkYQY[ ]PfY�ZT]Rr Pn
XPUYa� ]PZY _PWTXRX`� SXY ZOr O\[bf f ∈ Ĝt(A) R ξ ∈ A aT^]Y f ◦ (1+ξt) = f(ξt)�UPU aQTuZP� ZOr k^YaT^UR ZYQXPXYS]Y a_rX` f = 1 +Xt � ξ = Y �� R kYXYWt Pn

TQX` UY�ssRlRT]X k^R tna W]YuYSOT]T f(β1t)f(β2t) · · · f(βnt)
� uZT f = 1 + a1t + · · · + ant

n � TQOR _PWT]RX` a �XYW UY�ssRlRT]XTYQ]Ya]bT QRWWTX^RSTQURT st]UlRR YX (βi)
]P bi M�Pk^RWT^� P1(a1; b1) = a1b1

R P2(a1, a2; b1, b2) = a2b
2
1 + a2

1b2 − 2a2b2
M

5H9;=;C;DA; y�y�y �^TZ�λ�UYO`lYW �	���	��� ����	������ ������ �� ��������� K � �	��������
���
	�� � λi : K → K �� ���! ����! i ≥ 0� �	���� ��� λ0(x) = 1� λ1(x) = x � λn(x + y) =∑

i+j=n λ
i(x)λj(y) �� ���! x, y ∈ K � n ≥ 0 �

���� K ′ � �%� ���� �
��"λ"������ � f : K → K ′ � ����
��� ������ �� � ���� ����
���� ���
f  �� ��� λ�uYWY^sR_WYW� ���� λi(f(x)) = f(λi(x)) �� ����� i ≥ 0 � x ∈ K �

Or O\[YuY x ∈ K Y[Y_]PSRW ST^T_ λt(x) = λK
t (x) sY^WPO`]bV QXTkT]]YV ^rZ λ0(x)+λ1(x)t+ · · ·+

λn(x)tn + · · · ∈ Ĝt(K)
M vPURW Y[^P_YW� _PZP]RT ]P UYO`lT K QX^tUXt^b k^TZ�λ�UYO`lP ^Pa]YQRO`]Y_PZP]R\ uYWYWY^sR_WP P[TOTabf u^tkk λt : K → Ĝt(K)� XPUYuY� SXY λt(x) ≡ 1 + xt (mod t2) ZOrO\[YuY x ∈ K

M �^R �XYW f : K → K ′ raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW a XYW R XYO`UY XYW QOtSPT� TQOR
Ĝt(f)λK

t = λK′

t f
M

Or O\[YVK�POuT[^b A �ROR ZOr O\[YuY UYO`lPA� aaTZTW ]P Ĝt(A) QX^tUXt^t k^TZ�λ�UYO`lP� XTWQPWbW Wb sPUXRSTQUR Yk^TZTORW QX^tUXt^t k^TZ�λ�UYO`lP ]P st]UXY^T Ĝt M Or _PZP]Rr QX^tUXt^bk^TZ�λ�UYO`lP ]P Ĝt(A) ]PZY _PZPX` λu,A : Ĝt(A) → Ĝu(Ĝt(A)) ZOr UP�ZYuY A� XMTM TQXTQXaT]]YT k^TY[�^P_YaP]RT st]UXY^Ya λu : Ĝt → Ĝu(Ĝt)
M NPU Y[bS]Y� ZYQXPXYS]Y Yk^TZTORX` λu,K[X](1+Xt)

� kYOY�RW
λu,K[X](1 +Xt) = {1 + t} + {1 + Xt}u

M �TQOY�]Y aRZTX`� SXY �tQOYaRT ]Tk^T^ba]YQXR� abkYO]T]Y RSXY
λi(1 + a1t+ · · · + ant

n + · · · ) = 1 +Qi,1t+Qi,2t
2 + · · · +Qi,jt

j + · · · ,

uZT Qi,j = Qi,j(a1, a2, . . . , aij)
� ]TUYXY^bV t]RaT^QPO`]bV W]YuYSOT] Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR� R_Y�[P^]bV aTQP ij M

5H9;=;C;DA; y�y�� �
��"λ"������ K �	���	��� λ�UYO`lYW� ���� ����
��� 	������! �
��� λt
�

��
��������� ��
��  �� ��� λ"����
���� �
��"λ"�����	 K � �
��"λ"������ Ĝ(K) �
	]PST uYaY^r� k^TZ�λ�UYO`lY raOrTXQr λ�UYO`lYW a XYW R XYO`UY XYW QOtSPT� TQOR λt(1) = 1 + t �

λt(xy) = λt(x)◦λt(y)
R λu(λt(x)) = Ĝu(λt)(λu(x)) ZOr O\[bf x, y ∈ K

M qXR �T tQOYaRr WY�]Y ab^P_RX`kY�OTWT]X]Y�
• λi(1) = 0 k^R i ≥ 2

�

hh



• λi(xy) = Pi

(
λ1(x), . . . , λn(x);λ1(y), . . . , λn(y)

) �

• λj
(
λi(x)

)
= Qi,j

(
λ1(x), . . . , λij(x)

) M
z9A:;9 y�y�K �^TZ�λ�UYO`lY Ĝt(A) raOrTXQr λ�UYO`lYW ZOr O\[YV K�POuT[^b A �R O\[YuY UYO`lP
A�M NPU Y[bS]Y� ZOr k^YaT^UR �XYuY sPUXP ZYQXPXYS]Y Q^Pa]RX` aY_]RUP\�RT TQXTQXaT]]bT k^TY[^P�_YaP]Rr st]UXY^Ya ]P �OTWT]XPf aRZP 1 +Xt � ZOr UYXY^bf aQT k^YaT^UR YUP_baP\XQr X^RaRPO`]bWRM
z9A:;9 y�y�� ^tuYV aP�]bV k^RWT^� ]P UYO`lT Z TQX` TZR]QXaT]]Pr QX^tUXt^P λ�UYO`lP� _PZP]�]Pr tQOYaRTW λt(n) = (1 + t)n ZOr O\[YuY n ∈ Z

M 	]PST uYaY^r� λi(n) =
(
n
i

) M Or O\[YuY λ�UYO`lP
K TZR]QXaT]]bV uYWYWY^sR_W UYOTl Z → K raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW� YXUtZP OTuUY abaYZrXQr^P_]YY[^P_]bT sY^WtOb a^YZT λk(x + n) =

∑
0≤i≤k λ

i(n)λk−i(x) =
∑

0≤i≤k

(
n
i

)
λk−i(x)

M
�J:;@JDA; y�y�� �YWRWY λ�YkT^PlRV� ]P λ�UYO`lPf Yk^TZTOr\XQr ^P_ORS]bT Z^tuRT YkT^PlRRM �P�k^RWT^� γ $
 ������ aaYZrXQr ^PaT]QXaYW γn(x) = λn(x + n − 1) ZOr O\[bf n ≥ 0 R x ∈ K

M &QORY[Y_]PSRX` γt(x) :=
∑

n≥0 γ
n(x)� XY� UPU ]TQOY�]Y aRZTX`� ^rZb γt(x)

R λt(x)
kYOtSP\XQr Z^tu R_Z^tuP _PWT]YV kT^TWT]]bf� γs(x) = λs/(1−s)(x)

R λt(x) = γt/(1+t)(x)
MeY�]Y XPU�T Yk^TZTORX` �QRWWTX^RSTQURT YkT^PlRR�sn(x) kYQ^TZQXaYW ^PaT]QXaP st(x)λ−t(x) = 1 �uZT� UPU Y[bS]Y� st(x) =

∑
n≥0 s

n(x)tn
� kY�OTWT]X]Y �XR YkT^PlRR _PZP\XQr QYYX]Y	T]RrWR s0(x) = 1 �∑

0≤i≤n(−1)isn−i(x)λi(x) = 0 k^R n ≥ 1
MN^YWT XYuY� ]P λ�UYO`lPf WY�]Y aaYZRX` W]YuRT Z^tuRT YkT^PlRRM vPU� a ^P_ZTOT hMg Wb Yk^TZTORW

τ $
 ������ τn �QWM hMgMd�M
�J:;@JDA; y�y�� &�T YZR] aP�]bV UOPQQ YkT^PlRV� UYXY^bT Yk^TZTOr\XQr ]P k^TZ�λ�UYO`lPf � �XY

 ������ �!�%� Ψk � Yk^TZTOT]]bT ZOr k ≥ 1 ^PaT]QXaYW
�hMhMiML� d

dt

(
λt(x)

)/
λt(x) =

∑

k≥1

(−1)k−1Ψk(x)tk−1

xQ]Ya]bT QaYVQXaP YkT^PlRV �ZPWQP WY�]Y ]PVXR a k^ROY�T]RR U �Lj�� �M �ZTQ` Wb ]PkYW]RW� SXYaQTuZPΨk(x+y) = Ψk(x)+Ψk(y)� UPU �XY ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ ^PaT]QXaP λt(xy) = λt(x)λt(y)
R Y[�RfQaYVQXa OYuP^RsWRSTQUYV k^YR_aYZ]YV� U^YWT XYuY� Ψ1(x) = x ZOr O\[YuY x ∈ K

M &QOR k^TZ�λ�UYO`lY
K raOrTXQr λ�UYO`lYW� XY
�hMhMiMd� Ψk(1) = 1; Ψk(xy) = Ψk(x)Ψk(y); Ψk ◦ Ψk′

= Ψkk′

.�PY[Y^YX� TQOR k^TZ�λ�UYO`lY K QaY[YZ]Y YX Z�U^tST]Rr R a ]TW abkYO]T]b �XR tQOYaRr� XY Y]Y aZTVQXaRXTO`]YQXR raOrTXQr λ�UYO`lYWM �P XPUYW UYO`lT λ�YkT^PlRR YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOr\XQr YkT^P�lRrWR �ZPWQP� TQOR Y]Y QYZT^�RX Q � XY O\[YT _PZP]RT YkT^PlRV �ZPWQP ]P K � tZYaOTXaY^r\�RfkT^TSRQOT]]bW ab	T tQOYaRrW� _PZPTX ]P K QX^tUXt^t λ�UYO`lPMxXWTXRW� SXY a λ�UYO`lT Z aQT YkT^PlRR �ZPWQP raOr\XQr XY�ZTQXaT]]bWR YXY[^P�T]RrWR� P a
λ�UYO`lT Ĝt(A) abkYO]T]b QYYX]Y	T]Rr Ψk(1 + at) = 1 + akt

M�Y_�T ]PW kY]PZY[rXQr ab^P�T]Rr� kY_aYOr\�RT Yk^TZTOrX` λ�YkT^PlRR R QRWWTX^RSTQURT YkT�^PlRR RQfYZr R_ YkT^PlRV �ZPWQPM Or �XYuY _PWTXRW� SXY R_ �hMhMiML� R QYYX]Y	T]Rr st(x)λ−t(x) = 1]TWTZOT]]Y QOTZtTX
�hMhMiMh� d

dt

(
st(x)

)/
st(x) =

∑

k≥1

Ψk(x)tk−1 .

YW]Y�RW XTkT^` �hMhMiML� ]P λt(x)
� �hMhMiML� ]P st(x)

R k^R^Pa]rTW a kYOtST]]bf sY^WPO`]bf QXTkT]�]bf ^rZPf UY�ssRlRT]Xb k^R tn−1 � n ≥ 1
M � ^T_tO`XPXT Wb kYOtSRW QYYX]Y	T]Rr

λn(x) =
1

n

n∑

k=1

(−1)k−1Ψk(x)λn−k(x)�hMhMiMj�

sn(x) =
1

n

n∑

k=1

Ψk(x)sn−k(x) .�hMhMiMc�
qXR QYYX]Y	T]Rr aWTQXT Q ^PaT]QXaPWR λ0(x) = s0(x) = 1 OTuUY kY_aYOr\X kYQOTZYaPXTO`]Y ]PfYZRX`
λ1(x), λ2(x), . . . ROR s1(x), s2(x), . . . �ZOr ]PfY�ZT]Rr n�uY SOT]P YZ]YV R_ �XRf Zatf kYQOTZYaPXTO`]YQXTVRQkYO`_t\XQr aQT k^TZbZt�RT� P XPU�T Ψ1(x), . . . ,Ψn(x)

M

hj




�� ���#�� ��!����!�$ �!��� �� �� �!���%
�PS]TW �XYX ^P_ZTO Q ]TQUYO`URf Y[�Rf Yk^TZTOT]RVM
5H9;=;C;DA; y���4 ��� ���� � �� �� �^tkkP �^YXT]ZRUP K(A) �	���� 	������� �	����
�� A � ���
�	���
�
���	 ��������� 	������� �
����� ��
�#������ ������	� A� �� ����
����� ��
�#������
������	� ���	 [ξ′]− [ξ] + [ξ′′] �� �������#��! �����! ��������	���������� 0 → ξ′ → ξ → ξ′′ → 0 ���
	� ������	 [ξ] � K(A) � ���� �	���	�� UOPQQYW ������	 ξ � ���� �����	�	�� ��� cl ξ ��� clA ξ

�
�
�� ����� ���� A′ � �%� ���	 �	�	 � 	�����	 �	����
� � h : A → A′ � ������ ������
� ��

��
�� K(h)� 	 �����	 � �
���� ��
�� h� � ���� �����	�	�� �������	��� ��
���������� ����
���	������! �
���� ��
���� %�� clA ξ
� clA′ h(ξ) �

5H9;=;C;DA; y���n ����� A � 	�����	 �	����
� � B � 	�����	 �
���	� ����
	#���� f : ObA → B�	���	��� PZZRXRa]bW� ���� �� ���� ������ � A ��������	��������� 0 → ξ′ → ξ → ξ′′ → 0��������� 
	������� f(ξ) = f(ξ′) + f(ξ′′) �

z9A:;9 y���y �� �Q]Y� SXY cl : ObA → K(A) raOrTXQr PZZRXRa]bW YXY[^P�T]RTW� k^RXYW t]RaT^�QPO`]bW a QOTZt\�TW QWbQOT� O\[YT PZZRXRa]YT YXY[^P�T]RT f : ObA → B k^TZQXPaOrTXQr a aR�ZT f ′◦cl ZOr ]TUYXY^YuY YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOT]]YuY uYWYWY^sR_WP P[TOTabf u^tkk f ′ : K(A) → B
M

�� 	t]UlRr� QYkYQXPaOr\�Pr UY]TS]YWT^]YWt aTUXY^]YWt k^YQX^P]QXat TuY ^P_WT^]YQX`� raOrTXQrPZZRXRa]YV� rQ]Y� SXY Y]P R]ZtlR^tTX R_YWY^sR_W WT�Zt u^tkkYV �^YXT]ZRUP UPXTuY^RR UY�]TS]YWT^]bf aTUXY^]bf k^YQX^P]QXa ]PZ ]TUYXY^bW sRUQR^YaP]]bW XTOYW D R u^tkkYV lTObfSRQTO Z
M

�� &QOR aQT Y[�TUXb UPXTuY^RRA RWT\X UY]TS]t\ ZOR]t� XY st]UlRr l : ObA → Z� QYkYQXPaOr\�PrO\[YWt Y[�TUXt TuY ZOR]t� raOrTXQr PZZRXRa]YVM � �XYW QOtSPT Wb WY�TW� aYQkYO`_YaPa	RQ`XTY^TWYV�Y^ZP]P���TO`ZT^P� YkRQPX` QX^tUXt^t K(A)� �XY TQX` QaY[YZ]Pr P[TOTaP u^tkkP� Y[^P�_t\�RT UYXY^YV� UOPQQb aQTaY_WY�]bf k^YQXbf Y[�TUXYa UPXTuY^RRA �TQXTQXaT]]Y� R_ UP�ZYuYUOPQQP R_YWY^s]bf k^YQXbf Y[�TUXYa Wb ab[R^PTW kY YZ]YWt k^TZQXPaRXTO\�M xXQ\ZP QOTZt�TX� SXY O\[Pr PZZRXRa]Pr st]UlRr ]P A YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTXQr ]P[Y^YW QaYRf _]PST]RV ]PUOPQQPf R_YWY^s]YQXR k^YQXbf Y[�TUXYa� R ]PY[Y^YX� aQrURV XPUYV ]P[Y^ _]PST]RV Yk^TZTOrTXPZZRXRa]t\ st]UlR\M
�� &QORA � �XY UPXTuY^Rr UY]TS]Y kY^Y�ZT]]bf k^YTUXRa]bf WYZtOTV ]PZ �UYWWtXPXRa]bW� UYO`�lYW R � QkTUX^ UYXY^YuY Qar_T] �XMTM a UYO`lT R ]TX ]TX^RaRPO`]bf RZTWkYXT]XYa�� XY st]UlRr�QYkYQXPaOr\�Pr k^YTUXRa]YWt WYZtO\ TuY �YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOT]]bV a ZP]]YW QOtSPT� ^P]u�PZZRXRa]PM
�^RWT]RW XTkT^` �XR Yk^TZTOT]Rr U R]XT^TQt\�TWt ]PQ QOtSP\M

5H9;=;C;DA; y���� ����� G � �
�������	 �
���	� A � ��	� ������� ����	������� G"������������	�� ��
�� K·(G,A) ��� K·(G)� ���� ��� ���� �	��� G"������ ����� � ����� �
���� �
����"
���	 �	����
�� OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�G�WYZtOTV� ���� A"G"������� ����
��  �� �� �������
��
�#������ �
��������� A"���� � � ������ ������ ����� �
�� ����� ������ A ����
����
�� �����	�� ��
�� K·(G,A) ��� K·(G) �
���� �
�������	 �	����
�� A�G�WYZtOTV UY]TS]YuY XRkP����� A"G"������� ����
��  �� �� ������� ��
�#������ A"���� �� �	���� K·(G,A) ��
����"

�� ����	������� �����	 � ��������� ��
������ ���#���� � ���%� �����
���� �
��������� �
clP · clQ = cl(P ⊗AQ) � 	�	��������K·(G,A) �	��� ��� ��
����
�� K·(G,A)"���� � ��
������ �	��"
�������� ����
���K·(G,A)"������ K·(G,A) → K·(G,A)� ��
���� %�� ��	�� � K·(G,A) ���	�����
���������� A"G"���� � ��	�� ����� #� ���� � K·(G,A) �

�
�� ����� �	 K·(G,A) ���� ��
����
	 �
��"λ"�����	 �hMhMh�� ������	��� ��
�������	 �������
λn(clP ) = cl(

∧n
A P )� ��� ��
�� ∧n

A P
�����	���	 n"	 ���
�  ������� A"���� P � �������� G�

��
�������� ��
���� g · (ax1 ∧ x2 ∧ . . . ∧ xn) = (ga)(gx1) ∧ gx2 ∧ . . . ∧ gxn
�

��
����� �	 �
��"λ"������ K·(G,A) ������� ξ 7→ ξ̌ � ������	��� �	�	�	�� ������� (clP )̌ =
cl P̌ � ��� P̌ =

���
A(P,A) � A"G"������ ������������ � ���	���� �
��������� A"G"���� P �

hc



�J:;@JDA; y�����4 xk^TZTOT]RT tW]Y�T]Rr a K·(G,A) R ZTVQXaRr K·(G,A) ]P K·(G,A) UY^^TUX]Y�kYQUYO`Ut ZOr O\[YuY OYUPO`]Y k^YTUXRa]YuY P st]UXY^M 7→ P ⊗A M
XYST] UPU R ]P UPXTuY^RR OY�UPO`]Y k^YTUXRa]bfA�G�WYZtOTV� XPU R ]P UPXTuY^RRA�G�WYZtOTV UY]TS]YuY XRkPM�QQYlRPXRa]YQX` RUYWWtXPXRa]YQX` Yk^TZTOT]]YuY XPURW Y[^P_YW tW]Y�T]Rr � �XY PQQYlRPXRa]YQX` R UYWWtXPXRa]YQX`XT]_Y^]YuY k^YR_aTZT]Rr� TZR]RlTV a K·(G,A) raOrTXQr clA

M
�J:;@JDA; y�����n �PWTXRW� SXY ]P K·(G,A) ZTVQXaRXTO`]Y TQX` QX^tUXt^P k^TZ�λ�UYO`lP� tZYaOT�XaY^r\�Pr tQOYaRrW Yk^TZTOT]RrMOr ZYUP_PXTO`QXaP YXWTXRW� SXY YXY[^P�T]RT λ′t � kT^TaYZr�TT OY�UPO`]Y k^YTUXRa]bVA�G�WYZtO` P a ^rZ 1+clP ·t+cl(∧2P )·t2+· · ·+cl(∧nP )·tn+· · · ∈ 1+K·(G,A)[[t]]+ =

Ĝt
(
K·(G,A)

) � PZZRXRa]Y� kYQUYO`Ut ZOr O\[YV XYS]YV kYQOTZYaPXTO`]YQXR OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�
G�WYZtOTV 0 → P ′ → P → P ′′ → 0 R ZOr O\[YuY n ≥ 0 ]P a]T	]TV QXTkT]R ∧nP Qt�TQXatTX UP]Y�]RSTQUPr sRO`X^PlRr ZOR]b n + 1 � sPUXY^b UYXY^YV R_YWY^s]b ∧kP ′ ⊗ ∧n−kP ′′ � uZT k k^R]RWPTX_]PST]Rr YX 0 ZY n �QWM �Lj�� � dMdML�M 	_ t]RaT^QPO`]YuY QaYVQXaP K·(G,A) XTkT^` QOTZtTX Qt�TQXaY�aP]RT uYWYWY^sR_WP P[TOTabf u^tkk λt : K·(G,A) → Ĝt

(
K·(G,A)

) � XPUYuY� SXY λ′t = λt ◦ cl
� QYuOPQ]Y_PWTSP]R\ kYQOT Yk^TZTOT]Rr hMhMh� _PZP]RT XPUYuY uYWYWY^sR_WP P[TOTabf u^tkk ^Pa]YQRO`]Y _PZP�]R\ ]P K·(G,A) QX^tUXt^b k^TZ�λ�UYO`lP Q ]t�]bWR ]PW QaYVQXaPWRM

�J:;@JDA; y�����y �aTZTW a K·(G,A) QRWWTX^RSTQURT YkT^PlRR sn Q kYWY�`\ hMhM�M vYuZP ZOr O\�[YuY OYUPO`]Y k^YTUXRa]YuY A�G�WYZtOr M R O\[YuY lTOYuY n ≥ 0 RWTTX WTQXY ^PaT]QXaY cl SnM =
sn(clM)

M Or ZYUP_PXTO`QXaP ]t�]Y _PWTXRX`� SXY cl SnM R sn(clM) tZYaOTXaY^r\X YZ]RW R XTW �T^TUt^^T]X]bW QYYX]Y	T]RrW� kYQUYO`Ut cl S0M = 1 R ∑
0≤k≤n(−1)kλk(clM) cl Sn−k M = 0 k^R n ≥ 1

M�YQOTZ]TT ^PaT]QXaY QOTZtTX R_ Qt�TQXaYaP]Rr XYS]YV kYQOTZYaPXTO`]YQXR A�G�WYZtOTV �QWM �h�� �mMh��

0 →

n∧
M →

n−1∧
M ⊗M → · · · →

k∧
M ⊗ Sn−k M →

k−1∧
M ⊗ Sn−k+1M → · · · → SnM → 0 .

�J:;@JDA; y������ � ZTVQXaRXTO`]YQXR k^TZ�λ�UYO`lYK·(G,A) aQTuZP raOrTXQr λ�UYO`lYW �QWM hMhMj��Y[�TT ZYUP_PXTO`QXaY �XYuY sPUXP ZYaYO`]Y QOY�]Y� YZ]PUY kY_�T Wb TuY OTuUY ZYUP�TW a ]t�]YW]PW SPQX]YW QOtSPTM
�J:;@JDA; y�����K NY]TS]Y �T� WY�]Y Y[YVXRQ` [T_ Yu^P]RST]RV ]P ]TXT^YaYQX` UYO`lP A R ]Pk^YUY]TS]YQX` u^tkkb G

� YZ]PUY QYYXaTXQXat\�RT UY]QX^tUlRR� UYXY^bT WY�]Y ]PVXR a �Lj�� �
���]TQUYO`UY [YOTT QOY�]b R Qt�TQXaT]]Y RQkYO`_t\X XTY^R\ X^RP]utOR^YaP]]bf UPXTuY^RVM N^YWT XY�uY� a �XYW QOtSPT λ�YkT^PlRR Yk^TZTOr\XQr uY^P_ZY QOY�]TTM
�J:;@JDA; y������ � XYW QOtSPT� TQOR ]TXT^YaY UYO`lY A ^TutOr^]Y R TuY ^P_WT^]YQX` UY]TS]P� UP�]Y]RSTQUYT YXY[^P�T]RT K·(G,A) → K·(G,A)

[RTUXRa]Y� R kYXYWt kY_aYOrTX Yk^TZTORX` ]P K·(G,A)QX^tUXt^t k^TZ�λ�UYO`lP R R]aYO\lR\M �^YaT^UP �XYuY sPUXP� UPU Y[bS]Y� YQ]YaP]P ]P XTY^TWT�^YXT]ZRUP Y ^T_YO`aT]XT� ]PZY k^YaT^RX`� SXY O\[YV A�G�WYZtO` UY]TS]YuY XRkP M Y[OPZPTX ^T�_YO`aT]XYV UY]TS]YV ZOR]b� QYQXPaOT]]YV R_ OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�G�WYZtOTV� R XYuZP Y[^PX]YTYXY[^P�T]RT K·(G,A) → K·(G,A) Yk^TZTOrTXQr XTW� SXY Y]Y kT^TaYZRX clM a ∑
n≥0(−1)n clPn

� uZT
(Pn)n≥0

� k^YR_aYO`]Pr UY]TS]Pr ^T_YO`aT]XP A�G�WYZtOr M � QYQXPaOT]]Pr R_ OYUPO`]Y k^YTUXRa�]bf A�G�WYZtOTVM Or ZYUP_PXTO`QXaP Qt�TQXaYaP]Rr XPUYV ^T_YO`aT]Xb ZYQXPXYS]Y ZYUP_PX`� SXYZOr O\[YuY A�G�WYZtOr UY]TS]YuY XRkPM Qt�TQXatTX OYUPO`]Y k^YTUXRa]bV A�G�WYZtO` P aWTQXT Q�kRWY^sR_WYW π : P → M
� YXQ\ZP OTuUY QX^YRXQr [TQUY]TS]Pr ^T_YO`aT]XP� UYXY^t\ WY�]Y Y[Y^aPX`ST^T_ UY]TS]YT SRQOY 	PuYa R_�_P UY]TS]YQXR UYuYWYOYuRSTQUYV ^P_WT^]YQXR UYO`lP A �kY XTY^TWT�RO`[T^XP��T^^P UYuYWYOYuRSTQUPr ^P_WT^]YQX` ^TutOr^]YuY ]TXT^YaP UYO`lP ^Pa]P TuY ^P_WT^]Y�QXR N^tOOr�M �YQX^YRW P QOTZt\�RW Y[^P_YWM �b[T^TW Q]PSPOP �kRWY^sR_W A�WYZtOTV π′ : L → M �uZT L � QaY[YZ]bV A�WYZtO` UY]TS]YuY ^P]uP� R ktQX` U ⊂ G � YXU^bXbV ]Y^WPO`]bV ZTORXTO`�YQXPaOr\�RV ]TkYZaR�]bWR aQT �OTWT]Xb M �XPUYV TQX`� XPU UPU ZYQXPXYS]Y a_rX` U � QYZT^�P�RV�Qr a kT^TQTST]RR QXP[ROR_PXY^Ya �OTWT]XYa UPUYV�OR[Y UY]TS]YV QRQXTWb Y[^P_t\�Rf A�WYZtOr M �MvTkT^` aY_`WTW P := A(G/U) ⊗A L � π : [gU ] ⊗ x 7→ gπ′(x)� R Yk^TZTORW ZTVQXaRT G ]P P sY^WtOYV

g · (a[hU ] ⊗ x) = (ga)[ghU ] ⊗ x
M

5H9;=;C;DA; y���K �� ����� f : H → G � ���
�
����� ����
��� �
��������! �
���� A �
G"������� �����	�� ��
�� f∗ ����
���� 	������! �
��� K·(G,A) → K·(H, f∗A) � K·(G,A) →
K·(H, f

∗A)� ������
��	���� ����� ������
� f∗,ab ��� 
���� � 
������ �

hg



�� ����� �
�� ����� ������ A ����
���� ����
��� f ���
�� � ��
 ��� ���  �
	 ��
	�� �
������ A ��� 
������ �� �����	�� ��
�� f∗ ����
��� 	������! �
��� K·(H, f

∗A) → K·(G,A)���
��������� XYS]bW �����	��� 
�������� ������
� fab
∗

�� �	����
�� f∗A"H "������ ��������� ���	
� �	����
�A"G"������ ��������� ���	����� ���� ������
 ��
������ ���	���� �
��������� �����
� ���	���� �
���������� �� �����	�� �	�#� ��
�� f∗ ������
��	���� ��� ������
� ����
���
K·(H, f∗A) → K·(G,A) �

�J:;@JDA; y���K�4 Or O\[YuY f∗A�H�WYZtOr M ]P f∗M TQX` TQXTQXaT]]Pr QX^tUXt^P f∗f∗A�G�WYZtOr� kYQUYO`Ut st]UXY^ f∗ XYST] QOTaP �QWM hMLMLj�� TQOR Wb ^PQQWPX^RaPTW f∗M UPU A�G�WYZtO`��XY Y_]PSPTX� SXY Wb ^PQQWPX^RaPTW A�G�WYZtO`� kYOtST]]bV R_ f∗f∗A�G�WYZtOr f∗M Qt�T]RTW QUP�Or^Ya YX]YQRXTO`]Y UP]Y]RSTQUYuY uYWYWY^sR_WP G�UYOTl η′A : A→ f∗f
∗A �QWM hMLMjMj�M

�J:;@JDA; y���K�n �TQOY�]Y k^YaT^RX`� SXY a ZTVQXaRXTO`]YQXR aQrURV ^P_� UYuZP abkYO]T]b tQOY�aRr hMjMc��� st]UXY^ fab
∗

��"!� kT^TaYZRX OYUPO`]Y k^YTUXRa]bT WYZtOR a OYUPO`]Y k^YTUXRa]bT� RkYXYWt aQTuZP WY�]Y Yk^TZTORX` f∗ : K·(H, f
∗A) → K·(G,A)

M Or k^YaT^UR �XYuY sPUXP ZYQXPXYS�]Y YXZTO`]Y ^P_Y[^PX` QOtSPV� UYuZP f � YXU^bXYT aOY�T]RT �YSTaRZ]bV� kYQUYO`Ut XYuZP A�WYZtO`
f∗M

]TUP]Y]RSTQUR R_YWY^sT] QtWWT (G : H) �U_TWkOr^Ya M � R QOtSPV� UYuZP f Q\^�TUXRaT] �a�XYW QOtSPT f∗M raOrTXQr k^rWbW QOPuPTWbW a M � ZOr ZYUP_PXTO`QXaP ZYQXPXYS]Y k^YaT^RX`� SXY
Ñ ′f,M : M → f∗f∗M

R_ hMdM� raOrTXQr OTabW Y[^PX]bW U ξ′M : f∗f∗M →M R_ hMLMjMj�M
�J:;@JDA; y���K�y �Y^P_ZY R]XT^TQ]TT Yk^TZTORX` uYWYWY^sR_W P[TOTabf u^tkk f∗ : K·(H, f

∗A) →
K·(G,A) a XYW QOtSPT� UYuZP st]UXY^ fab

∗
]T raOrTXQr XYS]bWM �Y aQTV aRZRWYQXR� �XY aY_WY�]Y�kY U^PV]TV WT^T� TQOR XT]_Y^]Y ZYW]Y�RX` aQT P[TOTab u^tkkb ]P Q � ]TQWYX^r ]P XY� SXY �Y[bS�]bV� QkYQY[ f∗(clM) =

∑
n≥0(−1)n cl(�nf∗M) ]T ^P[YXPTX R_�_P XYuY� SXY a �XYV QtWWT kYSXR aQTuZPYUP_baPTXQr [TQUY]TS]YT SRQOY ]T]tOTabf QOPuPTWbfM

�J:;@JDA; y���K�� � tQOYaRrf Yk^TZTOT]Rr hMjMc�� UYWkY_RlRR f∗f∗ : K·(G,A) → K·(G,A) R f∗f∗ :
K·(G,A) → K·(G,A) YXY�ZTQXaOr\XQr Q tW]Y�T]RTW ]P lTOYT SRQOY (

G : f(H)
) M Or ZYUP_PXTO`�QXaP �XYuY sPUXP ZYQXPXYS]Y ^PQQWYX^TX` YXZTO`]Y QOtSPV Q\^�TUXRa]YuY f �XYuZP η′M : M → f∗f

∗MraOrTXQr R_YWY^sR_WYW ZOr O\[YuY M kY hMLMc��� R kYXYWt f∗f∗(clM) = clM �� R QOtSPV� UYuZP fraOrTXQr YXU^bXbW aOY�T]RTW �XYuZP f∗f∗M ]TUP]Y]RSTQUR R_YWY^sT] QtWWT (G : H) �U_TWkOr^Ya
A�G�WYZtOr M �M eY�]Y XPU�T aWTQXY aQTuY �XYuY _PWTXRX`� SXY QYuOPQ]Y sY^WtOT k^YTUlRR �hMjMgML�
f∗(f

∗(ξ)) = f∗(f
∗(ξ) · 1) = ξ · f∗(1)� R kYXYWt ZYQXPXYS]Y k^YaT^RX`� SXY f∗(1) =

(
G : f(H)

) M� SPQX]YQXR� Wb aRZRW� SXY k^R abkYO]T]RR �XRf tQOYaRV ZOr Q\^�TUXRa]YuY f aT^]Y� SXY f∗R]�TUXRa]Y� P f∗ Q\^�TUXRa]Y� a SPQX]YQXR� K·(G,A) WY�]Y YXY�ZTQXaRX` Q kYZk^TZ�λ�UYO`lYW a
K·(H, f∗A)

M
�J:;@JDA; y���K�K �TQOY�]Y aRZTX`� SXY ZOr O\[YV sRO`X^t\�TVQr k^YTUXRa]YV QRQXTWb k^YUY�]TS]bf u^tkk (Gα, fαβ) Q Q\^�TUXRa]bWR WY^sR_WPWR kT^TfYZP R O\[YuY kYQXYr]]YuY UYO`lPA aT^]Y�SXY K·(lim

←−
Gα, A) = lim

−→
K·(Gα, A)� uZT a k^PaYV SPQXR a UPSTQXaT WY^sR_WYa kT^TfYZP RQkYO`_t\XQr

f∗αβ
� R P]POYuRS]YT ^PaT]QXaY aT^]Y R ZOr K·(lim

←−
Gα, A)

M Or ZYUP_PXTO`QXaP ]t�]Y aQTuY OR	` _P�WTXRX`� SXY UPXTuY^Rr OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�Gα�WYZtOTV �QYYXaM A�Gα�WYZtOTV UY]TS]YuY XRkP�YXY�ZTQXaOrTXQr Q kYO]YV kYZUPXTuY^RTV UPXTuY^RR OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�G�WYZtOTV �QYYXaMM M M ��QYQXPaOT]]YV R_ A�G�WYZtOTV� aQT �OTWT]Xb UYXY^bf R]aP^RP]X]b kYZ ZTVQXaRTW rZ^P UP]Y]RSTQUYuYuYWYWY^sR_WP fα : G = lim
←−

Gβ → Gα
� R SXY aQrURV Y[�TUX UPXTuY^RR OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�G�WYZtOTV R_YWY^sT] Y[^P_t ]TUYXY^YuY Y[�TUXP R_ UPXTuY^RR OYUPO`]Y k^YTUXRa]bf A�Gα�WYZtOTVZOr kYZfYZr�TuY αM� SPQX]YQXR� O\[t\ k^YUY]TS]t\ u^tkktG WY�]Y _PkRQPX` UPU k^YTUXRa]bV k^TZTO TT ZRQU^TX]bfsPUXY^u^tkk G/U � YXUtZP K·(G,A) = lim
−→

U K·(G/U,A) R P]POYuRS]Y ZOr K·(G,A)
M vPURW Y[^P_YW� ab�SRQOT]RT K· R K·

ZOr k^YUY]TS]YV u^tkkb G QaYZRXQr U QYYXaTXQXat\�RW abSRQOT]RrW ZOr UY]TS]bfu^tkkM
�J:;@JDA; y���K�� &QOR UYO`lYA P^XR]YaY� XY UPXTuY^Rr A�G�WYZtOTV UY]TS]YuY XRkP P^XR]YaP �XMTMZOR]P UP�ZYuY TT Y[�TUXP UY]TS]P�� R kYXYWt QYuOPQ]Y hMjMh�� K·(A,G) � QaY[YZ]Pr P[TOTaP u^tkkP�[P_RQYW UYXY^YV QOt�PX UOPQQb k^YQXbf A�G�WYZtOTVM � SPQX]YQXR� �XY _PWTSP]RT k^RWT]RWY� TQOR
A � kYOT� U^YWT XYuY� Y]Y XYuZP k^RWT]RWY R U K·(A,G) ∼= K·(A,G)

M
h�



�J:;@JDA; y���� �TQOY�]Y aRZTX`� SXY f∗ : K·(G,A) → K·(H, f
∗A) raOrTXQr uYWYWY^sR_WYW k^TZ�λ�UYOTl� QYf^P]r\�RW R]aYO\lR\� kYQUYO`Ut st]UXY^ f∗,ab QYf^P]rTX XT]_Y^]bT k^YR_aTZT]Rr� a]T	�]RT QXTkT]R R ZaYVQXaT]]bT WYZtORM N^YWT XYuY� f∗ : K·(G,A) → K·(H, f

∗A) raOrTXQr uYWYWY^sR_�WYW WYZtOTV� QYuOPQYaP]]bW Q uYWYWY^sR_WYW UYOTl f∗ : K·(G,A) → K·(H, f∗A)� �XY Y_]PSPTX� SXY
f∗(ξη) = f∗(ξ)f∗(η) ZOr O\[bf ξ ∈ K·(G,A) R η ∈ K·(G,A)

M �Pk^YXRa� f∗ : K·(H, f∗A) → K·(G,A)Y[OPZPTX �XRWR QaYVQXaPWR XYO`UY a RQUO\SRXTO`]bf QOtSPrfM �PWYT aP�]YT QaYVQXaY� UYXY^bW Y[�OPZPTX f∗ � �XY �
�%���  �
����� �QWM �Lj�� �� dMLLMLMd�� ZOr O\[bf ξ ∈ K·(G,A) R η ∈ K·(H, f
∗A)aT^]Y

�hMjMgML� f∗(f
∗(ξ)η) = ξ f∗(η) .

&QOR Yk^TZTOT]Y YXY[^P�T]RT f∗ : K·(H, f∗A) → K·(G,A)� XY �XP sY^WtOP aT^]P R ZOr η ∈ K·(H, f∗A)
M

5H9;=;C;DA; y���� �� ���� �
��������� �
���� G � ���� 	������� �
���� B �����	�� ��
��
Cen(G,B) ��#����� ���! lT]X^PO`]bf ������� ϕ : G→ B ����� �	��! ϕ� ���ϕ(gh) = ϕ(hg) �� ���!
g, h ∈ G

�� ���
�
����! ������������ ����
����� ��������� �	 B ����� ��� 
	���������� �
�����	"
%�!� ��
�� ����
���� �	���
�
���� G/U �� ������
��� U � �� �������� � ����� ��� Cen(G,B)
� 	�����	 �
���	� ���� B = C� �� � ���� 
	��	�
��	�� Cen(G,C) �	� ����	
��� �
���
	�����
������������ �
����	 ��	� 
���� �
��������� 

�hMjM�ML� (
ϕ1, ϕ2

)
:=

∫

G

ϕ1(g)ϕ2(g) dµ(g) .

����� �����
	� ����	��� ���� �	� ������� �����
	� �� �
� �		
	� ���� � ����� ��
������� 

����� �� �	�#� ��������� �
�� ����� ���
�
������ ����
���	 �
��������! �
��� f : H → G �����	�� Cen(f,B) :

Cen(G,B) → Cen(H,B) ��� �
���� f∗ ����
	#���� ϕ 7→ ϕ ◦ f � ����� ��� ��� ����
��� 	������!
�
���� ���� B = C � f �
��������� �� Cen(f,C) ��!
	� �� ��	� 
��� �
�����������

���� f � ���
���� ���
�
����� ����
��� �
��������! �
���� ��
 ���  �
	 ����
��� ��
	"
�� � 	������� �
���� B ��� 
������ �� �#�� ��
������� ����
	#���� Ind(f,B) : Cen(H,B) →
Cen(G,B)� ����
�� � �����	 ���� �	�#� �����	�	�� f∗ � �� ��
���

�hMjM�Md� (
Ind(f,B)(ϕ)

)
(g) =

(
G : f(H)

) ∫

G

dµG(σ)

∫

f−1(σgσ−1)

ϕ(h) dµ(h)

�����
	� � ���� ��
��� ����	��� � ����� ��
������� 
�����
���� �	� #�� �	� ��� ���� � 
�������"
�� �����	���� ��
�� ψ(σ) ��	����� ����
������ �����
	�	� ��� �	� �����#�� ������� ������ ψ(σ) ��"��� ��	 �	 ����! ��#��! ��	��	!G �� f(H)� � ����� (

G : f(H)
) ∫

G
ψ(σ) dµG(σ) =

∑
α∈G/f(H) ψ(σα)�

��� σα � �
���������� �
����	������ �����������%��� ������ ��#���� ��	��	 G �� f(H) � ������� ��
�������� Ind(f,B) �� �� �	������ �
����	��� ����� ��
 ��� G ��� ��
	�� � B � �
�� �����
����	 �������� ��� �� Q\^�TUXRa]YuY ψ ���� ���� 
	�������

(
Ind(f,B)(ϕ)

)
(g) =

∫

f−1(g)

ϕ(h) dµ(h) .

���� B � ������� � ���� �����	 
	��	�
��	�� Cen(G,B) �	� ������ ������������ ��������"
���� ���#��� �������� (ϕ1ϕ2)(g) = ϕ1(g)ϕ2(g)

� $ ��� ����	� Cen(f,B)  �� ��� ����
����
������ �
�� ����� ���� ������ B ����
#�� ���� 
	����	����! ������ ��
����� �	 Cen(G,B) ���"

	��� 	�	�	 Ψk �����%� ��
	���
�hMjM�Mh� (Ψkϕ)(g) = ϕ(gk) .

�����#�� ������� ��� ��� ��
�������� ��

����� ����� Ψkϕ  �� ��� ���
�
����� ����
	����� ����"
����� � ��� ��
��������� �	�� ��
	�� ���
	��� 	�	�	 Ψk 	�������� � ���������
 � ������ �hMhMiMd�� � ������ ����	��� 
�
��� �! �#�� ���������	�� �� �	�	�� �	 Cen(G,B) ��
����
� λ�UYO`lP ��� 
�
��� � �
� ��� ����
	#��� Cen(f,B) ��!
	� � ���
	��� 	�	�	 � �����  �� �� 
λ"����
���	��

�
�� ����� Cen(G,C)  �� ��� λ"������ � ��������� � ��	 ������� ���� ���������� ��"
�
 #����� ϕ̄(g) = ϕ(g) �

hi



5H9;=;C;DA; y���� ����� G � �
�������	 �
���	� A � kYQXYr]]YT G"������ ��	� �����	� ���"
�	������ � ���������� M � ���	���� �
��������� A"G"������ �� ����� g ∈ G �����	�� ��"

�� χM (g) ���� 	����
���	 gM

������� ��
�#������� �
���������� A"���� M � ����
	#����
χM : g 7→ χM (g) � ���� �	���	�� fP^PUXT^YW ���	���� �
���������� A"G"���� M � �����#��
������� ��� �� �����M !	
	���
 χM ∈ Cen(G,A)� � ��� ����
	#����M 7→ χM

	��������� �����	"�� ��
��������� � ����
	#���� K·(G,A) → Cen(G,A) ��
�� χG
��� �
���� ��
�� χ � �� �����

ξ ∈ K·(G,A) �����	�� χG(ξ) �	�#� ��
�� χξ
�

�J:;@JDA; y�����4 	_ Y[�Rf QaYVQXa QOTZYa Wb ]TWTZOT]]Y kYOtSPTW� SXY ZOr O\[bf OYUPO`]Yk^YTUXRa]bf A�G�WYZtOTV M R N R O\[YuY g ∈ G aT^]Y ^PaT]QXaY χM⊗N (g) = Tr gM⊗N = Tr(gM ⊗
gN ) = Tr gM · Tr gN = χM (g)χN (g)� XMTM χM⊗N = χMχN

M xXQ\ZP R R_ Yk^TZTOT]Rr tW]Y�T]Rr ]P
K·(G,A) ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY χG : K·(G,A) → Cen(G,A) raOrTXQr uYWYWY^sR_WYW UYOTlM eY�]Yk^YaT^RX`� SXY TQOR A QYZT^�RX kYOT ^PlRY]PO`]bf SRQTO� XY χG

raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW� WbkY_�T ZYUP�TW �XYX sPUX a QOtSPT A = C
M

�J:;@JDA; y�����n �TQOY�]Y aRZTX`� SXY ZOr O\[YuY ]Tk^T^ba]YuY uYWYWY^sR_WP k^YUY]TS]bfu^tkk f : G → H R O\[YuY UYO`lP A �UPU Y[bS]Y� ^PQQWPX^RaPTWYuY UPU kYQXYr]]YT G�UYO`lY� XMTMUYO`lY Q X^RaRPO`]bW ZTVQXaRTW G� QOTZt\�Pr ZRPu^PWWP UYWWtXPXRa]P�
K·(G,A)

χG
//

f∗

��

Cen(G,A)

Cen(f,A)

��

K·(H, f∗A)
χH

// Cen(H,A)
M

N^YWT XYuY� TQOR G = lim
←−

Gα
� uZT� UPU a _PWTSP]RR hMjMcMc� (Gα, fαβ) � k^YTUXRa]Pr QRQXTWP k^YUY�]TS]bf u^tkk Q Q\^�TUXRa]bWR WY^sR_WPWR kT^TfYZP� XY K·(G,A) ∼= lim

−→
K·(Gα, A) QYuOPQ]Y hMjMcMcR Cen(G,A) ∼= lim

−→
Cen(Gα, A) kY dMdMLML �]PZY T�T aYQkYO`_YaPX`Qr XTW sPUXYW� SXY aQrUPr YXU^bXPrkYZu^tkkP U ⊂ G QYZT^�RX rZ^Y fα : G→ Gα

ZOr ]TUYXY^YuY α�M �Y�XYWt� TQOR ZOr UP�ZYuY R]ZTUQP
α uYWYWY^sR_W χGα

R]�TUXRaT]� XY �XY �T aT^]Y R ZOr χG
M

5H9;=;C;DA; y���� �� ���� �
��������� �
����G �����	�� ��
��X(G,C) ��� ��
��X(G) ��
	�
K·(G,C) � Cen(G,C) ������������ ����
	#��� χG

� ��� C

	��	�
��	��� �	� ����� ���� G"������

����� � �
���	���� �������� G
� � 	� ���� �	���	�� X(G) UYO`lYW fP^PUXT^Ya k^YUY]TS]YV u^tk�kb G � 
������ X(G) � ���� �	���	�� aR^XtPO`]bWR fP^PUXT^PWR �
��������� �
���� G �

�J:;@JDA; y�����4 eb _]PTW� SXY UPXTuY^Rr UY]TS]YWT^]bf C�G�WYZtOTV kYOtk^YQXP �ZTVQXaRXTO`�]Y� aQrURV �kRWY^sR_W π : M → N UY]TS]YWT^]bf C�G�WYZtOTV ^PQ�TkOrTXQr� SXY[b taRZTX` �XY�aY_`WTW i′ ∈ ���(N,M)� ^PQ�TkOr\�RV π UPU C�OR]TV]YT YXY[^P�T]RT� R kYOY�RW i :=
∫

G
gi′ dµ(g)

�
�XY R [tZTX RQUYWbW ^PQ�TkOT]RTW π�� R kYXYWt K·(G,C)� QYakPZP\�TT a ZP]]YW QOtSPT Q K·(G,C)� �XY QaY[YZ]Pr P[TOTaP u^tkkP� kY^Y�ZT]]Pr UOPQQPWR clSι

aQTaY_WY�]bf �kYkP^]Y ]TR_YWY^s]bf�k^YQXbf C�G�WYZtOTVM x[Y_]PSRW ST^T_ χι ∈ Cen(G,C) fP^PUXT^� QYYXaTXQXat\�RV k^YQXYWt C�G�WYZtO\ Sι
M vYuZP kY Yk^TZTOT]R\ X(G) � �XY P[TOTaP u^tkkP� kY^Y�ZT]]Pr fP^PUXT^PWR χι

M &QOR GUY]TS]P� XY R_aTQX]Y �QWM �i��� SXY �� ���
!�%�� ��������� χι
Y[^P_t\X Y^XY]Y^WR^YaP]]bV [P_RQa Cen(G,C)

� a SPQX]YQXR� YXY[^P�T]RT χG
R]�TUXRa]Y� R kYXYWt WY�]Y YXY�ZTQXaRX` K·(G,C) Q TuYY[^P_YW X(G)

M�YUP�TW� SXY TQORG � k^YR_aYO`]Pr k^YUY]TS]Pr u^tkkP� XY χι
kY�k^T�]TWt Y[^P_t\X Y^XY]Y^WR�^YaP]]bV [P_RQ a X(G)

M �^T�ZT aQTuY� _PkR	TW G = lim
←−

UG/U
� uZT U k^Y[TuPTX W]Y�TQXaY aQTaY_WY��]bf YXU^bXbf ]Y^WPO`]bf ZTORXTOTV GM Or UP�ZYuY U u^tkkP G/U UY]TS]P� R kYXYWt χG/U

R]�TU�XRa]Y R χG/U ⊗ 1C

[RTUXRa]Y� kT^TVZTW XTkT^` U k^TZTOt� UPU a hMjMiMd� R kYOtSRW� SXY χG = lim
−→

UχG/UR]�TUXRa]Y� P χG ⊗ 1C

[RTUXRa]Y� XMTM Y[^P_ K·(G,C) kY^Y�ZPTX C�k^YQX^P]QXaY Cen(G,C)
M �PWTXRWXTkT^`� SXY K·(G/U,C) YXY�ZTQXaOrTXQr QY QaY[YZ]YV P[TOTaYV kYZu^tkkYV a K·(G,C) = ⊕ιZ clSι

� kY�^Y�ZT]]YV UOPQQPWR XTf k^YQXbf C�G�WYZtOTV Sι
� aQT �OTWT]Xb UYXY^bf YQXP\XQr ]TkYZaR�]bWR kYZZTVQXaRTW U � kYQUYO`Ut XPURT Sι

raOr\XQr XPU�T k^YQXbWR C�G/U �WYZtOrWR� R aQT k^YQXbT C�G/U �WYZtOR kYOtSP\XQr XPURW Y[^P_YWM �Y_`WTW ZaP k^YR_aYO`]bf ]TR_YWY^s]bf k^YQXbf C�G�WYZtOr
Sι
R Sκ

R ab[T^TW U XPURW Y[^P_YW� SXY[b Y]Y YQXPaOrOY ]TkYZaR�]bWR aQT �OTWT]Xb Sι
R Sκ

� XYuZP
hm



R_ Y^XYuY]PO`]YQXR χG/U (clSι)
R χG/U (clSκ) a Cen(G/U,C)� UYWWtXPXRa]YQXR ZRPu^PWWb R_ �hMjMiMd�R XYuY sPUXP� SXY Cen(f,C) QYf^P]rTX QUPOr^]YT k^YR_aTZT]RT ZOr Q\^�TUXRa]bf f M �]POYuRS]Y k^Y�aT^rTXQr� SXY QUPOr^]bV UaPZ^PX O\[YuY χι = χG(clSι)

^PaT] TZR]RlTM
z9;=C8};DA; y���4� ����� f : H → G � ���
���� ���
�
����� ����
��� �
��������! �
����
����	�
�� ����
	#��� Cen(f,C) : Cen(G,C) → Cen(H,C) � Ind(f,C) : Cen(H,C) → Cen(G,C) ���
 #���

������������ �
����	 ��	� 
���� �
��������� �	 Cen(G,C) � Cen(H,C) ���	��� ��	������
�
�������		� �

�� �� ���! ��������
��! C
"G"������ M � N ��������� 
	�������

(χM , χN ) = dimC HomG(N,M) = dimC(M ⊗ Ň)G .

�� �� ���! ξ, η ∈ K·(G,C) ��������� 
	������� (
χG(ξ), χG(η)

)
= εq∗(ξη̌)

� ��� q : G → 1 � ���"
�
��� G � �������� �
����� 	 ε : K·(1,C) → Z � �	���������� ����
���� ��
���������
������	������ ��������
��� �����
��� �
���
	����� ��� 
	��
����� ��� 
���
��� �

�� �� ���! ξ ∈ K·(G,C) � η ∈ K·(H,C) ��������� 
	������	

f∗
(
f∗(ξ)η

)
= ξf∗(η)

� (
χH(η), χH(f∗(ξ))

)
=

(
χG(f∗(η)), χG(ξ)

)
.

�8�J7J<;C�B<>8 �� �^YaT^rTXQr ]TkYQ^TZQXaT]]Y RQfYZr R_ Yk^TZTOT]RV Cen(f,C)� Ind(f,C) R Yk^T�ZTOT]Rr QUPOr^]YuY k^YR_aTZT]Rr ]P Cen(G,C) R Cen(H,C)
M �^R �XYW ]PZY aYQkYO`_YaPX`Qr QOTZt\��RWR ZatWr sPUXPWR� UYXY^bT ]TWTZOT]]Y QOTZt\X R_ Yk^TZTOT]Rr R]XTu^POP hMdMg� ∫

H ϕ(h) dµH(h) =(
G : f(H)

) ∫
G
dµG(g)

∫
f−1(g)

ϕ(h) dµ(h) R ∫
G×G

ϕ(g, g′) dµ(g, g′) =
∫

G×G
ϕ(g, gg′g−1) dµ(g, g′)

M
�� �P_OY�Ra M R N a QtWWb k^YQXbf C�G�WYZtOTV� Wb aRZRW� SXY ZYQXPXYS]Y ZYUP_PX` tXaT^��ZT]RT ZOr k^YQXbf M R N M &QOR M R N � R_YWY^s]bT k^YQXbT C�G�WYZtOR� XY kY OTWWT �t^P

dimC HomG(N,M) = 1 � YXUtZP Q^P_t QOTZtTX ]t�]YT ^PaT]QXaY� TQOR �T M R N ]TR_YWY^s]b� XY
HomG(N,M) = 0 � R XY�T aQT Q^P_t kYOtSPTXQr� ]t�]Y XYO`UY aYQkYO`_YaPX`Qr UP]Y]RSTQURWR R_YWY^�sR_WPWR HomG(N,M) =

���(N,M)G ∼= (M ⊗ Ň)G R Y^XYuY]PO`]YQX`\ fP^PUXT^Ya �QWM hMjMmML�M�� YQXPXYS]Y ZYUP_PX` ^PaT]QXaY ZOr ξ = clM � η = clN � kYQUYO`Ut �OTWT]Xb XPUYuY aRZP kY^Y��ZP\X K·(G,C)
M vTkT^` _PWTXRW� SXY a �XYW QOtSPT kY Yk^TZTOT]R\ εq∗(ξη̌) = dimC(M ⊗ Ň)G � SXY kYk^TZbZt�TWt kt]UXt QYakPZPTX Q (χM , χN )

M
�� �T^aYT ^PaT]QXaY � �XY a XYS]YQXR sY^WtOP k^YTUlRR �hMjMgML�� TQOR XTkT^` Q Y[TRW TuY SPQXrWk^RWT]RX` εq∗ R aYQkYO`_YaPX`Qr kt]UXYW ��� kYOtSRW aXY^YT ^PaT]QXaYM

�C;=B<>A; y���4��4 ����� f : H → G � ���
���� ���
�
����� ����
��� �
��������! �
����
����	 �����%	 ��	�
		 ����	����	�

K·(H,C)
χH

//

f∗

��

Cen(H,C)

Ind(f,C)

��

K·(G,C)
χG

// Cen(G,C) �

�8�J7J<;C�B<>8 xXY�ZTQXaRW Q kYWY�`\ ]R�]TV uY^R_Y]XPO`]YV QX^TOUR �XYV ZRPu^PWWbCen(G,C)Q K·(G,C) ⊗ C
� XYuZP QYuOPQ]Y kt]UXt �� k^TZOY�T]Rr �^WRXYaY QUPOr^]YT k^YR_aTZT]RT ]P Cen(G,C)YXY�ZTQXaOrTXQr Q �^WRXYabW k^YZYO�T]RTW QUPOr^]YuY k^YR_aTZT]Rr ]P K·(G,C)� _PZP]]YuY sY^�WtOYV (ξ, η) = εq∗(ξη̌)

M xXY�ZTQXaRW P]POYuRS]bW Y[^P_YW Cen(H,C) Q K·(G,C) ⊗ C
� XYuZP QYuOPQ]Y�hMjMiMd�Cen(f,C) YXY�ZTQXaOrTXQr Q f∗⊗1C

� k^R �XYW QYuOPQ]Y kt]UXPW �� R �� k^TZOY�T]Rr YXY[^P�T�]Rr Ind(f,C) R f∗⊗1C
Y[P raOr\XQr QYk^r�T]]bWR UCen(f,C) = f∗⊗1C

M xXQ\ZP R R_ ]Tab^Y�ZT]]YQXR^PQQWPX^RaPTWbf �^WRXYabf QUPOr^]bf k^YR_aTZT]RV ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY Ind(f,C) = f∗⊗1C
� XMTMUYWWtXPXRa]YQX` ZRPu^PWWb R_ sY^WtOR^YaUR QOTZQXaRrM

j�



5H9;=;C;DA; y���44 �����	�� ��
�� Ẑ �
�������� �
����� ��������� �� Z ���������� ������"
������ �
��������� ��������� ����� ���������� �	���� ���
���! ��
��������� ��� ����
��  �� �"
� �������#��� ����
���� ��������� ������	� � ����� ��� Ẑ = lim

←−
n≥1Z/nZ  �� ��� ����	�����

������������� ������ � ��������� �����	�� ��
�� Ĉ 	�������� �
���� Ẑ� �	�����	�� �����"
����	������	� ���� �	���	�� Ĉ k^YlRUORSTQUYV u^tkkYV� �����	�� �	�#� ��
�� Cn

����������
�
���� ��
 ��	 n�  ���� ��� ����	 Ĉ = lim

←−
n≥1Cn

� �����	�� ��
�� σ ������� �����	 Ẑ� 
	��	�"

��	�� �	� ������ �
��������� �
���� Ĉ � � ���� �	���	�� σ �XYkYOYuRSTQUYV� Y[^P_t\�TVk^YUY]TS]YV u^tkkb Ĉ � ��������� ��#����� �� �������� ������ � Ĉ � �
�� ����� �� ����� α ∈ Ẑ�����	�� ��
�� σα ������ α� 
	��	�
��	��� �	� ������ �
���� Ĉ � ����	 �� ��
������� σ0 = e�
σ1 = σ � σα+β = σασβ �� ���! α, β ∈ Z �

5H9;=;C;DA; y���4n �� ���� �
��������� �
���� G � ����� �� ������	 g �����	�� ��
��
fg : Ẑ → G ���
�
����� ����
��� �
��������! �
���� ���������� �
����#���� �� ���
�
��"
����� �� ����
���	 Z → G� ��
���� %��� n ∈ Z � gn ����� ����
��� ���
�
����� �	� �	� �� 
����� ���
����� ��
	������ ������� U ⊂ G ������	 d ��� ����� ����	� �
	���� d� ��
���� �� ��� ����
���� � ������� U

� � 	� ���� 
	��	�
��	�� fg
� �	� ����
��� �
��������!

�
��� Ĉ → G ��� ����� α ∈ Z ����#� gα := fg(α)�  ���� ��� ���� α � ����� ������ �� ��� ��
���"
����� ����	����� � ������ ��
�������� ������� � ��� ��������� �	�� ��
	�� ��� ��� ��������
�������� �
��������� �
���� � ���	�	��� � � Z ���	�	�� ���� ������� �������	� ���������

�J:;@JDA; y���4y �tQX` G � k^YR_aYO`]Pr k^YUY]TS]Pr u^tkkPM �PQQWYX^RW QOTZt\�t\ UYWWtXP�XRa]t\ ZRPu^PWWt�
K·(G,C)

(f∗

g )
//

χG

��

∏
g∈G K·(Ĉ,C)

Q
χ bC

��

Cen(G,C)
(Cen(fg,C))

//
∏

g∈G Cen(Ĉ,C)
M

�T^XRUPO`]bT QX^TOUR �XYV ZRPu^PWWb R]�TUXRa]b �QWM hMjMmML�M �R�]rr QX^TOUP XPU�T R]�TUXRa]P�kYQUYO`Ut ZOr O\[YV st]UlRR ϕ ∈ Cen(G,C) R O\[YuY �OTWT]XP g ∈ G abkYO]T]Y ^PaT]QXaY ϕ(g) =(
Cen(fg,C)(ϕ)

)
(σ)
M xXQ\ZP QOTZtTX R]�TUXRa]YQX` YQXPa	TVQr QX^TOURMxXWTXRW� U^YWT XYuY� SXY aT^XRUPO`]bT QX^TOUR raOr\XQr λ�uYWYWY^sR_WPWR �QWM hMjMj� hMjMc�� RhMjM��M �Y�XYWt� TQOR Wb ZYUP�TW� SXY χ bC

raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW� YXQ\ZP [tZTX QOTZYaPX`� SXY R
χG
raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW� kYQUYO`Ut ]PW t�T R_aTQX]Y� SXY Cen(G,C) raOrTXQr λ�UYO`lYW �hMjM���YXQ\ZP R R_ R]�TUXRa]YQXR χG

Wb kYOtSRW� SXY K·(G,C) raOrTXQr λ�UYO`lYWM
�]POYuRS]Y� uY^R_Y]XPO`]bT QX^TOUR QYf^P]r\X R]aYO\lRR ]P ^PQQWPX^RaPTWbf UYO`lPf�kY�XYWt�TQOR Wb ZYUP�TW� SXY χ bC

QYuOPQtTXQr Q R]aYO\lRrWR� XY YXQ\ZP sY^WPO`]bW Y[^P_YW Wb ]TWTZOT]]YkYOtSRW� SXY χG
XY�T Y[OPZPTX �XRW QaYVQXaYW� XMTM χξ̌ = χξ

ZOr O\[YuY ξ ∈ K·(G,C)
M

�Q]Y� SXY �XYX QkRQYU QaYVQXa� sY^WPO`]Y kT^T]YQRWbf Q χ bC
]P aQTaY_WY�]bT χG

� WY�]Y [bOY [bk^YZYO�RX`M M M
5H9;=;C;DA; y���4� �� ����� c ∈ Q/Z �����	�� ��
�� ζc ��
��� �� ������� exp(2πic) ∈ C �
�����	�� ��
�� Sc

�����
��� C
"Ĉ "������ ��
��������� ������� σα ·x = ζαcx �� ����� x ∈ Sc ������������%�� !	
	���
 �����	�� ��
�� χc

� �����	�� ��
�� ξc ������ clSc ∈ K·(Ĉ,C) �

�J:;@JDA; y���4��4 �PWTXRW� SXY ZOr O\[YuY α ∈ Ẑ R c ∈ Q/Z UY^^TUX]Y Yk^TZTOT]Y k^YR_aTZT�]RT αc ∈ Q/Z� UYXY^YT� ak^YSTW� WY�]Y Yk^TZTORX` ZOr O\[YuY c � raOr\�TuYQr �OTWT]XYW U^tST]Rrk^YR_aYO`]YV P[TOTaYV u^tkkb� RWT]]Y a XPUYW QWbQOT R kY]RWPTXQr k^YR_aTZT]RT αc a k^TZbZt�TWYk^TZTOT]RRM
�J:;@JDA; y���4��n �Q]Y� SXY χc(σ

α) = ζαc M eY�]Y abkRQPX` ^P_]YY[^P_]bT QaYVQXaP C�Ĉ�WYZtOTV
Sc
� Rf fP^PUXT^Ya χc

R QYYXaTXQXat\�Rf �OTWT]XYa ξc M �YX ]TUYXY^bT R_ ]Rf�
• Sc ⊗ Sd = Sc+d

�
χcχd = χc+d

�
ξcξd = ξc+d

�

jL



• S0
TQX` YZ]YWT^]bV C�Ĉ�WYZtO` Q X^RaRPO`]bW ZTVQXaRTW Ĉ

�
χ0 : Ĉ → C � �XY st]UlRr�XY�ZTQXaT]]Y ^Pa]Pr TZR]RlT� ξ0 TQX` TZR]RlP UYO`lP K·(Ĉ,C)

�

• Šc
∼= S−c

�
χc = χ−c

�
ξ̌c = ξ−c

�

• λt(χc) = 1 + χct
�

λt(ξc) = 1 + ξct
�

• Ψk(χc) = χkc

�
Ψk(ξc) = ξkc

M
z9;=C8};DA; y���4K �	��
 (Sc)c∈Q/Z

�
����	�� �� ����� ������ �	��
 �
����	������� ��	���� ���"
�
������ �
����! C

"Ĉ "������� �	��
 (ξc)c∈Q/Z
�
����	�� �� ����� �	��� Z

"	����
� K·(Ĉ,C)� 	
�	��
 (χc)c∈Q/Z � �
����
�
��	���� �	��� ����	
���� �
���
	����	 Cen(Ĉ,C) �

�
�� ����� ���� ���#�������� ���������� �
���� Cn
��
 ��	 n � �	���
�
����� Ĉ/Ĉn � ��

��#����� �
����! C
"Cn

"������ ���#������ ��� �� ���%� π∗n
� ��� πn : Ĉ → Cn � �	��������	 

�
����� � �� ��#����� (Cp/n)0≤p<n
�

�8�J7J<;C�B<>8 YUP�TW Q]PSPOP kYQOTZ]TT tXaT^�ZT]RT� ZOr STuY _PWTXRW� SXY aQT Cp/n
ZTVQXaR�XTO`]Y raOr\XQr C�Cn�WYZtOrWR� kYQUYO`Ut Ĉn X^RaRPO`]Y ZTVQXatTX ]P UP�ZYW R_ ]Rf� k^RSTW �XR

C�Cn�WYZtOR k^YQXb� kYQUYO`Ut Y]R YZ]YWT^]b� R kYkP^]Y ]TR_YWY^s]b� kYQUYO`Ut Rf fP^PUXT^b
χp/n

kYkP^]Y ^P_ORS]bM xQXPOYQ` _PWTXRX`� SXY Rf ^Ya]Y n 	XtU� R SXY QYuOPQ]Y hMjMmML Y[�TT UYOR�STQXaY kYkP^]Y ]TR_YWY^s]bf k^YQXbf C�Cn�WYZtOTV ^Pa]Y dimC Cen(Ĉ,C) = n
M

�PkR	TW Ĉ = lim
←−

n≥1Cn
R kT^TVZTW U k^TZTOt� UPU a hMjMiMd� kYOtSRW XYuZP kT^aYT tXaT^�ZT]RT

k^TZOY�T]RrM 	_ ]TuY QOTZt\X aQT YQXPO`]bT kY hMjMmMLM
5687DJ@;DAE y���4� x[Y_]PSRW ST^T_ Qab WPUQRWPO`]YT P[TOTaY ^PQ	R^T]RT Q � XMTM kYOT� kYOtST]�]YT R_ Q k^RQYTZR]T]RTW aQTaY_WY�]bf UY^]TV R_ TZR]Rlb (ζc)c∈Q/Z

M x[Y_]PSRW ST^T_ Zab UYO`lYlTObf a Qab
� rQ]Y� SXY Zab TQX` QaY[YZ]bV Z�WYZtO` Q [P_RQYW (ζc)c∈Q/Z

M N^YWT XYuY� ZOr O\[YuY
α ∈ Ẑ∗ Y[Y_]PSRW ST^T_ τα PaXYWY^sR_W kYOr Qab � kT^TaYZr�RV ζc a ζαc M x[Y_]PSRW ST^T_ τ Yk^T�ZTOT]]bV XPURW Y[^P_YW uYWYWY^sR_W P[TOTabf u^tkk Ẑ∗ → Gal(Qab/Q)

� ]PkYW]RW� SXY τ raOrTXQrR_YWY^sR_WYW �UPU �XY ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ ]Tk^RaYZRWYQXR W]YuYSOT]Ya ZTOT]Rr U^tuP�M
z9;=C8};DA; y���4� ����� G � �
�������	 �
���	�

�� �
��"λ"������ K·(G,C)  �� ��� λ"�������
��
χG : K·(G,C) → Cen(G,C)  �� ��� ���������� λ"����
����� ��!
	� %� ��������

����
	#���� χG
������
��� ����
��� �#�� K·(G,C) � ������ !	
	���
�� X(G) � 
��� ����
"���  �� ��� ����
���� λ"����� � ���������� � �	�������� �� ����� ξ ∈ K·(G,C) ���� ����
	������� χξ̌ = χξ
�

�� �� ����� ��
��	������ !	
	���
	 χ � ����� g ∈ G ��	����� χ(g) ��#�� � Zab � ��	�� ����
 �
X(G) ⊂ Cen(G,Zab) �

�� �� ����� ��
��	������ !	
	���
	 χ � ����� g ∈ G ��������� 
	������� χ(g−1) = χ(g)�
�
�� ����� �� ����� α ∈ Ẑ∗ ��������� 
	������� ταχ(g) = χ(gα)� ��� τα � 	����
��� ��� Qab �
��
��������� � 
������

�
� $�� ��	���� ��
��	������ !	
	���
	 χ ��%�������� � �� � ������ �� ����	�� ���� χ(g) =

χ(g−1) �
� ���! g ∈ G � $�� ��	���� χ �
��	���#	� Z � �� � ������ �� ����	�� ���� χ(gα) = χ(g)
�
� ���! g ∈ G � α ∈ Ẑ∗ �

�8�J7J<;C�B<>8 xXWTXRW Q]PSPOP� SXY �� ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ �� R ��� kYQUYO`Ut tQOYaRT χ(g) =
χ(g−1) �QYYXaMχ(gα) = χ(g)� YUP_baPTXQr kY �� ^Pa]YQRO`]bW tQOYaR\χ(g) = χ(g) �QYYXaM ταχ(g) = χ(g)ZOr aQTf α ∈ Ẑ∗

�� SXY kY QYY[^P�T]RrW XTY^RR �POtP ^Pa]YQRO`]Y aT�TQXaT]]YQXR �QYYXaM ^PlRY]PO`�]YQXR� χ(g)
M N^YWT XYuY� QYuOPQ]Y kt]UXt �� _]PST]RT χ(g) aQTuZP raOrTXQr lTObW POuT[^PRSTQURW� RkYXYWt χ(g) ∈ Q ⇔ χ(g) ∈ Z

M
Or XYuY� SXY[b ZYUP_PX` kt]UXb ��
��� aYQkYO`_tTWQr k^RTWYW R_ _PWTSP]Rr hMjMLh� SXY[b QaTQXRZYUP_PXTO`QXaY �XRf tXaT^�ZT]RV U QOtSP\ G = Ĉ

M �^R �XYW QYuOPQ]Y hMjMLh a kt]UXPf �� R �� ZY�QXPXYS]Y k^YaT^RX`� SXY χG
raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW� XMTM SXY λt ◦ χG = Ĝt(χG) ◦ λt : K·(G,C) →

Ĝt
(
Cen(G,C)

) MYQXPXYS]Y k^YaT^RX`� SXY �XR YXY[^P�T]Rr QYakPZP\X ]P �OTWT]XPf aRZP ξc � kYQUYO`�Ut XPURT �OTWT]Xb kY^Y�ZP\X P[TOTat u^tkkt K·(Ĉ,C)� P QYakPZT]RT �XRf YXY[^P�T]RV ]P �OTWT]XPf
jd



aRZP ξc ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ sY^WtO hMjMLjMdM �]POYuRS]Y� k^YaT^UP QaYVQXa �� R �� ]TWTZOT]]Y
QaYZRXQr U QOtSP\ G = Ĉ � χ = χc

� UYXY^bV XPU�T OTuUY ^P_[R^PTXQr Q kYWY�`\ sY^WtO R_ hMjMLjMdM
�C;=B<>A; y���4� ����� G � �
�������	 �
���	�M � ��������
��� C

"G"������ ����	 �� �"
���� n ≥ 1 � ����� g ∈ G ��������� 
	������	�

χ∧nM (g) =
1

n

n∑

k=1

(−1)k−1χM (gk)χ∧n−kM (g) ,�hMjMLiML�

χSn M (g) =
1

n

n∑

k=1

χM (gk)χSn−k M (g) .�hMjMLiMd�
�8�J7J<;C�B<>8 �YuOPQ]Y k^TZbZt�TWt k^TZOY�T]R\ χG

raOrTXQr λ�uYWYWY^sR_WYW� YQXPOYQ`aYQkYO`_YaPX`Qr sY^WtOPWR �hMhMiMj�� �hMhMiMc�� Yk^TZTOT]RTW �hMjM�Mh� YkT^PlRV �ZPWQP ]P Cen(G,C)�Yk^TZTOT]RTW hMjMj R _PWTSP]RTW hMjMjMhM

�� ��!����# %� ����!���%
5H9;=;C;DA; y�K�4 �����G � �
�������	 �
���	�A �G"�������X � ��������G"��#������ ���"
��	�� ��
�� LA,G(X) ��� ��
�� A(X) ��������� A"G"������ ��
�#������ X ��� 
������ � �����	����
�� [X ] ��	�� clA(X) ���	���� �
����������A"G"���� � K·(G,A) ��� 
����� � ���� A � ����� ����
������� �� �����	�� ��
�� χX ∈ Cen(G,A) !	
	���
 A"G"���� A(X) ��� 
����� �
�J:;@JDA; y�K�4�4 �]PST]RrWR fP^PUXT^P χX

aQTuZP raOr\XQr lTObT ]TYX^RlPXTO`]bT SRQOP a ZRP�kP_Y]T YX 0 ZY cardX ROR Y[^P_b �XRf lTObf SRQTO a k^YQXYW kYZUYO`lT UYO`lPAMOr ZYUP_PXTO`QXaPab[T^TW a A�WYZtOT L = A(X) QXP]ZP^X]bV [P_RQ (ex)x∈X
R _PWTXRW� SXY �OTWT]X g ∈ G ZTVQXatTX ]P�OTWT]XPf �XYuY [P_RQP kY k^PaROt gex = egx

�QWM hMLMLc�M �Y�XYWt χX(g)� XMTM QOTZ PaXYWY^sR_WP gL
�^PaT] UYORSTQXat �OTWT]XYa x ∈ X � YQXP\�RfQr ]TkYZaR�]bWR kYZ ZTVQXaRTW g �

χX(g) = card{x ∈ X : gx = x} .

xXQ\ZP kY hMjML��� QOTZtTX� SXY ZOr O\[YuY g ∈ G R α ∈ Ẑ∗ abkYO]T]Y ^PaT]QXaY χX(gα) = χX(g)
M

5H9;=;C;DA; y�K�n ����� G � �
�������	 �
���	�X �G"��#�������� ����� n ≥ 0 ��
�����
n�t\ QRWWTX^RSTQUt\ QXTkT]` G"��#����	 X �����%� ��
	��� snX := Xn/Sn

� ��� ����
�"
����	 �
���	

Sn
��������� �	 Xn ��
���	����	� ��������� 	 �������� G �	 snX ������
��	��

������ ������������ �������� G �	 Xn � ��
	� � snX ������	 (x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn � ����
�	�����	�� � ���� �
��������� x1x2 · · ·xn � �	�� ��
	��� snX ���� ���#����� ���������� �������
n �� ��
�����! X 	� �����	�� ��
�� τnX G"�����#����� � snX � ��
	���	���� ������	� ���	
x1x2 · · ·xn

� � ����
�! ��� ��������� xi

	�������

�O`XT^]PXRa]YT YkRQP]RT τnX XPUYaY� �XY W]Y�TQXaY n��OTWT]X]bf kYZW]Y�TQXa W]Y�TQXaP X QTQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW u^tkkb GM�OTZt\�TT k^TZOY�T]RT QtWWR^tTX YQ]Ya]bT QaYVQXaP QaY[YZ]bf A�G�WYZtOTV A(X) � P XPU�T �OT�WT]XYa [X ] ∈ K·(G,A) R fP^PUXT^Ya χX
M

z9;=C8};DA; y�K�y ����� G � �
�������	 �
���	� X � Y � �������� G"��#����	� n ≥ 0 � �����
������ ����	�
�� ��%������ �	���������� ����
���� A(X×Y ) ∼= A(X)⊗AA

(Y ) �A(XtY ) ∼= A(X)⊕A(Y ) � 	 �	�#�
SnA(X) ∼= A(snX) �

�� $
λ"������ K·(G,A) ��������� 
	������	 [X ×Y ] = [X ] · [Y ]� [X t Y ] = [X ] + [Y ]� [snX ] = sn[X ] �

���� G"������A ����� ��� � ����
#�� ���� 
	����	����! ����� Q ��	�
��
�A = C
�� �� ���������


	������	 χX×Y = χXχY
� χXtY = χX + χY

� χsnX = snχX
�

�� ���� f : H → G � ���
�
����� ����
��� �
��������! �
���� �� ��%������� �	����������
����
��� f∗A"H "������ (f∗A)(f

∗X) ∼= f∗(A(X))� � � K·(H, f∗A) ��������� 
	������� [f∗X ] =
f∗[X ] � ���� A ����� ���� �� χf∗X = Cen(f,A)(χX) �

�� ���� f : H → G � ���
���� ���
�
����� ����
��� �
��������! �
���� �� �� �����
���������H "��#����	Z ��%������� �	���������� ����
���A(f!Z) ∼= fab

!

(
(f∗A)(Z)

) ����� ��
 ���

jh



 �
	 f ��
	�� � A ��� 
������ �� A(f!Z) ∼= fab
!

(
(f∗A)(Z)

)
∼= f∗

(
(f∗A)(Z)

)� � � K·(G,A) ���������

	������� [f!Z] = f∗[Z] � ����� �
�� ����� A ����� ���� �� χf!Z = Ind(f,A)(χZ ) ��� 
����� �
�8�J7J<;C�B<>8 �t]UX �� ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ Yk^TZTOT]RV� kT^aPr SPQX` kt]UXP �� QOTZtTX R_kt]UXP �� R R_ Yk^TZTOT]Rr YkT^PlRV ]P K·(G,A) �QWM hMjMj R hMjMjMh�M �XY^Pr SPQX` kt]UXP �� QOTZtTXR_ kT^aYV R R_ XYuY sPUXP� SXY χG : K·(G,A) → Cen(G,A) raOrTXQr uYWYWY^sR_WYW λ�UYOTl� �XYX sPUXaT^T] aQTuZP� YZ]PUY Wb TuY ZYUP_POR XYO`UY a ]t�]YW ]PW QOtSPT A = C �QWM hMjML��� kY�XYWt WbWY�TW kYO`_YaPX`Qr tXaT^�ZT]RTW k^Y QRWWTX^RSTQURT QXTkT]R XYO`UY ZOr A = C

� ak^YSTW� QYuOPQ]YhMcMLML _]PST]RrWR fP^PUXT^Ya χX
R χsnX

raOr\XQr lTObT SRQOP� ]T _PaRQr�RT YX UYO`lP A� R kYXYWtR_ ^PaT]QXaP χsnX = snχX
ZOr A = C QOTZtTX �XY �T ^PaT]QXaY ZOr k^YR_aYO`]YuY kYQXYr]]YuY UYO`lP

A� QYZT^�P�TuY Q
M

POTT� kt]UX �� QOTZtTX R_ Qt�TQXaYaP]Rr UP]Y]RSTQUYuY R_YWY^sR_WP LH ◦ f∗ ∼= f∗,ab ◦ LG
�QWMhMLMLc� R R_ UYWWtXPXRa]YQXR ZRPu^PWWb hMjMiMdM�]POYuRS]Y� kt]UX �� QOTZtTX R_ Qt�TQXaYaP]Rr UP]Y�]RSTQUYuY R_YWY^sR_WP LG ◦ f! ∼= fab

! ◦LH
�QWM hMLMLc�� R_ Qt�TQXaYaP]Rr UP]Y]RSTQUYuY R_YWY^sR_WP

Nf : fab
! → fab

∗
a QOtSPT Y[^PXRWYQXR kY^rZUP rZ^P f �QWM hMdMiML� R R_ UYWWtXPXRa]YQXR ZRPu^PWWbhMjML�ML a QOtSPT A = C

� ZOr k^YR_aYO`]YuY kYQXYr]]YuY UYO`lP A ]PZY Q]YaP _PWTXRX`� SXY aQT _]PST�]Rr ^PQQWPX^RaPTWbf fP^PUXT^Ya raOr\XQr lTObWR SRQOPWR� P aQT _]PWT]PXTOR� aQX^TSP\�RTQr k^RabSRQOT]RR Ind(f,A)� OT�PX a A� kYQUYO`Ut Wb k^TZkYOPuPTW Y[^PXRWYQX` kY^rZUP rZ^P f a A� RkY�XYWt Y[�RV QOtSPV QOTZtTX R_ QOtSPr A = C
M

�J:;@JDA; y�K�y�4 �t]UX �� k^TZbZt�TuY k^TZOY�T]Rr kYUP_baPTX� SXY ]TX ]RUPURf 	P]QYa ab^P�_RX` [f∗Z] ST^T_ [Z] ROR χf∗Z
ST^T_ χZ

� T�T YZ]P YkT^PlRr� UYXY^t\ ]TO`_r ab^P_RX` XPURW Y[^P_YW
� �XY ���(X,Y )

M xZ]PUY� UPU Wb aQUY^T taRZRW� [τnX ] ab^P�PTXQr ST^T_ [X ] � UPU R χτnX
ST^T_ χX

�fYXr� UY]TS]Y �T� Y[bS]Y [τnX ] 6= λn[X ] � ]TQWYX^r ]P ^PaT]QXaY ^P_WT^]YQXTVM
�J:;@JDA; y�K�y�n �^TZbZt�TT k^TZOY�T]RT kYUP_baPTX� SXY Wb WY�TW k^YR_aYZRX` W]YuRT YkT^P�lRR Q UY]TS]bWR G�W]Y�TQXaPWR Q kYWY�`\ Rf fP^PUXT^Ya χX

M N QY�POT]R\� WYutX [bX` ]TR_YWY^s�]bT G�W]Y�TQXaP Q YZR]PUYabWR fP^PUXT^PWR� k^RWT^b �XYuY [tZtX k^RaTZT]b ZPOTTM N^YWT XYuY�aY_]RUP\X QOTZt\�RT aYk^YQb�
•
NPU kY χX

aYQQXP]YaRX` �fYXr [b SPQXRS]Y� X�
•
NPU kY aR^XtPO`]YWt fP^PUXT^t χ ∈ X(G) t_]PX`� RWTTX OR Y] aRZ χX

ZOr UPUYuY�]R[tZ` G�W]Y�TQXaP X�
�QUY^T Wb taRZRW� SXY ]P kT^abV aYk^YQ TQX` kYO]bV YXaTX a QOtSPT� UYuZP G � k^YlRUORSTQUPru^tkkP Ĉ �QWM hMjMLL�M � QOTZt\�TW kt]UXT Wb ZPZRW ZYaYO`]Y fY^Y	TT ��
#�
!�%
� tQOYaRT XYuY�SXY[b aR^XtPO`]bV fP^PUXT^ RWTO aRZ χX

M
�J:;@JDA; y�K�y�y NPUPr R]sY^WPlRr Y UY]TS]YW G�W]Y�TQXaT X _PaTZYWY Yk^TZTOrTXQr kY [X ] ∈
K·(G,A) ROR kY χX ∈ Cen(G,A) � �^T�ZT aQTuY� UYORSTQXaY �OTWT]XYa |X | W]Y�TQXaP X ^Pa]Y ^P]�ut OYUPO`]Y k^YTUXRa]YuY A�G�WYZtOr A(X)

� kY�XYWt |X | = rankA(X) = rank[X ] �_ZTQ` ST^T_ rankY[Y_]PST]P XPU�T PZZRXRa]Pr st]UlRr K·(G,A) → H0(SpecA,Z)
� TQOR SpecA Qar_T] R ]TktQX� XY �XPst]UlRr k^R]RWPTX QaYR _]PST]Rr a Z

�M &QOR UYO`lY A kYQXYr]]Y� XY χX(e) = rankA(X) · 1 = |X | · 1 �XMTM χX(e) TQX` Y[^P_ |X | a k^YQXYW kYZUYO`lT UYO`lP AM &QOR fP^PUXT^RQXRUP UYO`lP A ^Pa]P ]tO\�]Pk^RWT^� A = C
�� XY A QYZT^�RX UYO`lY lTObf SRQTO Z� R kYXYWt χX

YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTX |X |
MN^YWT XYuY� UYORSTQXaY UYWkY]T]X Qar_]YQXR �XMTMG�Y^[RX�G�W]Y�TQXaPX XPU�T YZ]Y_]PS]Y Yk^T�ZTOrTXQr kY χX

� TQOR A QYZT^�RX Q
MTVQXaRXTO`]Y� TQOR Y[Y_]PSRX` ST^T_ χ0 : G→ A "������ �����$

��� u^tkkb G� XMTM fP^PUXT^� XY�ZTQXaT]]Y ^Pa]bV TZR]RlT� XY (χX , χ0) = |X/G|
MOr ZYUP_PXTO`QXaP

�XYuY sPUXP ^PQQWYX^RW uYWYWY^sR_W q : G → 1 � Y[Y_]PSRW ST^T_ χ′0 uOPa]bV fP^PUXT^ TZR]RS]YVu^tkkb R _PWTXRW� SXY QYuOPQ]Y hMLMg X/G ∼= q!X
� R kY k^TZOY�T]R\ hMcMh�� χX/G = χq!X = q∗χX

�uZT q∗ = Ind(q,C)
M xXQ\ZP |X/G| = χX/G(e) = (χX/G, χ

′
0) = (q∗χX , χ

′
0) = (χX , q

∗χ′0) = (χX , χ0)
M �ZTQ`

q∗ = Cen(q,C)� R Wb aYQkYO`_YaPORQ` XTW� SXY q∗ R q∗ QYk^r�T]b �QWM hMjML����� P XPU�T XTW� SXY_]PST]Rr aQTf ^PQQWPX^RaPTWbf fP^PUXT^Ya OT�PX a Z� R kYXYWt WY�]Y QSRXPX`� SXY A = C
M

�J:;@JDA; y�K�y�� �^YR_aYO`]YT G�W]Y�TQXaY X WY�]Y ^P_OY�RX` a QtWWt Y^[RX�X =
∐

1≤i≤s Xi

�
ab[T^TW a UP�ZYW Xi

UPUt\�]R[tZ` XYSUt xi
R kYOY�RW Ui := StabG(xi)

M vYuZP G/Ui
∼= Xi

� R QYuOPQ]Y

jj



hMcMh�� abkYO]T]Y ^PaT]QXaY χX =
∑

1≤i≤s χXi
=

∑
1≤i≤s χG/Ui

M vPURW Y[^P_YW� ZOr kYQX^YT]Rr aQT�aY_WY�]bf fP^PUXT^Ya χX
ZYQXPXYS]Y _]PX` fP^PUXT^b χG/U

ZOr aQTaY_WY�]bf YXU^bXbf kYZu^tkk
U ⊂ G

M
5H9;=;C;DA; y�K�� ����� G � �
�������	 �
���	� U ⊂ G � ���
��	 ����
���	 � G � �	����
!	
	���
 χG/U ∈ X(G) ⊂ Cen(G,C) aR^XtPO`]YV kYZu^tkkYV G� Yk^TZTOT]]YV U � �����	 � ����
�����	�	�� χG/U

�	�#� ��
�� χU
�

z9;=C8};DA; y�K�K ����� G � �
�������	 �
���	� U ⊂ G � ���
��	 ����
���	 � G � ����	�
�� ���� U ′ ⊂ G ���
 #��	 � U � �� χG/U ′ = χG/U

�
��

χG/U (e) = (G : U)� ��� e � ������	 �
���� G �
�� (χG/U , χ0) = 1� ��� χ0 � ��	���� !	
	���
 �
���� G� ���� !	
	���
� ��#��������� 
	���� ���"

�����
�� ���� U = G� �� χG/U = χ0

�
�
� �� ����� ���
�������� !	
	���
	 χλ

�
���� G ��� 
������� ��	� 
��� �
���������� !	
	���"
�� (χG/U , χλ)  �� ��� ���� ����
��	������ ������ $�� ��	���� !	
	���
	χG/U
 �� �� 

����� ����
��	������� ����	�� �� �
����!�� %�� (G : U) � �� ����� g ∈ G � α ∈ Ẑ∗��������� 
	������� χG/U (gα) = χG/U (g) �
�� ���� �
���	 G ������	� �� χG/1 � ��� ������ � 
	��	 ��
 ��� �
���� G � ����� e � ��� �

���	����! ����	!�
�� ���� f : H → G � ���
���� ���
�
����� ����
��� �
��������! �
��� � V ⊂ H � ���
�"

�	 ����
���	� �� χG/f(V ) = f∗(χH/V )� ��� f∗ = Ind(f,C) ��� 
����� �
�� ���� i : U → G � ���
���� ���#����� χ′0 � ��	���� !	
	���
 �
���� U � �� χG/U = i∗χ

′
0
� �� 

����� g ∈ G ��	����� χG/U (g) �#�� ���� ��������� �� ��
���

χG/U (g) = (G : U)µG

(
{σ ∈ G : σgσ−1 ∈ U}

)

�� ���� �
���	 G ������	� �� �� ����� g ∈ G ���� ���� 
	�������

χG/U (g) = (G : U) ·
|Cµ ∩ U |

|Cµ|
,

��� ��
�� Cµ
�����	��� ��	�� ���
 #����! �������� �
���� G� ����
#	%�� g �

�8�J7J<;C�B<>8 �� &QOR U ′ = sUs−1 � XY YXY[^P�T]RT g 7→ sg R]ZtlR^tTX R_YWY^sR_W G�W]Y�TQXa
G/U R G/U ′ � R kYXYWt χG/U = χG/U ′

M�� �YuOPQ]Y hMcMhMh (G : U) = |G/U | = χG/U (e)
M

�� �Q]Y� SXY G/U QYQXYRX ^Ya]Y R_ YZ]YV Y^[RXb� XTkT^` aYQkYO`_tTWQr hMcMhMhM
�� &QOR G = U � XY χG/U

QYYXaTXQXatTX YZ]YWT^]YWt C�G�WYZtO\ Q X^RaRPO`]bW ZTVQXaRTW G� TuYfP^PUXT^ R TQX` χ0
M

�� �YuOPQ]Y hMjMmML� QUPOr^]YT k^YR_aTZT]RT (χG/U , χλ) ^Pa]Y UYORSTQXat k^YQXbf C�G�WYZtOTVQ fP^PUXT^YW χλ
a ^P_OY�T]RR kYOtk^YQXYuY C�G�WYZtOr a QtWWt k^YQXbfM �Y�XYWt �XY QUPOr^]YTk^YR_aTZT]RT raOrTXQr lTObW ]TYX^RlPXTO`]bWM xQXPO`]bT tXaT^�ZT]Rr� �XY SPQX]bT QOtSPR hMcMLMLM

�� �Q]Y� SXY G/1 = Gs

� TQOR g 6= e � XY YXY[^P�T]RT x 7→ gx W]Y�TQXaP G a QT[r ]T RWTTX ]TkYZaR��]bf XYSTU� YXUtZP QYuOPQ]Y hMcMLML χGs
(g) = 0

M
�� �YuOPQ]Y hMLML���� Qt�TQXatTX UP]Y]RSTQURV R_YWY^sR_W G�W]Y�TQXa f!(H/V ) ∼= G/f(V )

M xQXP�OYQ` k^RWT]RX` hMcMh��M
�� �^RWT]RW �� U V = H = U R f = i � P _PXTW aYQkYO`_tTWQr ��M Or ZYUP_PXTO`QXaP sY^WtObaYQkYO`_tTWQr Yk^TZTOT]RTW i∗ = Ind(i,C) R_ hMjM��
χG/U (g) = (i∗χ

′
0)(g) = (G : U)

∫

G

dµG(σ)

∫

i−1(σgσ−1)

χ′0(h) dµ(h) = (G : U)µG

(
{σ ∈ G : σgσ−1}

)
,

jc



kYQUYO`Ut a]tX^T]]RV R]XTu^PO ^PaT] ]tO\ ROR TZR]RlT a _PaRQRWYQXR YX XYuY� OT�RX OR �OTWT]X
σgσ−1 a U ROR ]TXM

�� x[Y_]PSRW ST^T_ p : G → Cµ ⊂ G YXY[^P�T]RT� kT^TaYZr�TT σ a σgσ−1 M �YuOPQ]Y kt]UXt ��
χG/U (g) = (G : U)µG

(
p−1(U)

) � SXY kY Yk^TZTOT]R\ ^Pa]Y (G : U) · |p−1(U)|/|G|
M �YQUYO`Ut k^YY[^P_UP�ZYuY �OTWT]XP Cµ

YX]YQRXTO`]Y p QYQXYRX ^Ya]Y R_ |G|/|Cµ|
�OTWT]XYa� Wb aRZRW� SXY |p−1(U)| =

|U ∩ Cµ| · |G|/|Cµ|
� YXUtZP χG/U (g) = (G : U) · |Cµ ∩ U |/|Cµ|

M
�J:;@JDA; y�K�� �tQX`G � UY]TS]Pr u^tkkP�G =

∐
µ∈M Cµ

� TT ^P_OY�T]RT ]P UOPQQb QYk^r�T]]bf
�OTWT]XYa� H � kYZu^tkkP GM �b	T Wb Yk^TZTOROR aR^XtPO`]t\ kYZu^tkkt� QYYXaTXQXat\�t\ H �UPU fP^PUXT^ χG/H

M xZ]PUY a ^P_ZTOT LMj [bOY ZP]Y Z^tuYT Yk^TZTOT]RT� XPW aR^XtPO`]YV kYZu^tkkYV]P_baPOYQ` XY� SXY Wb XTkT^` [tZTW ]P_baPX` �������� �� ��!������ ��XY st]UlRr pH : M → [0, 1]∩Q �Yk^TZTOT]]Pr ^PaT]QXaYW pH(µ) = |H ∩Cµ|/|H |
M �YUP�TW� SXY χG/H

R pH
YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOr\X Z^tuZ^tuP� SXY a UPUYV�XY WT^T Yk^PaZPTX kYraRa	TTQr k^YXRaY^TSRT a XT^WR]YOYuRRM �^T�ZT aQTuY� R

χG/H
� R pH

kY_aYOr\X Yk^TZTORX` kY^rZYU u^tkkb H � kYQUYO`Ut χG/H(e) = (G : H) �QWM hMcMc��� R
pH(µ0) = 1/|H | � uZT Cµ0

� UOPQQ TZR]RS]YuY �OTWT]XPM POTT� QYuOPQ]Y hMcMc��� ZOr O\[YuY g ∈ CµabkYO]T]Y ^PaT]QXaY χG/H(g) = (G : H) · |H ∩ Cµ|/|Cµ|
� SXY kY Yk^TZTOT]R\ ^Pa]Y pH(µ) · |G|/|Cµ|

M qXPsY^WtOP kY_aYOrTX OTuUY ]PVXR pH
kY χG/H

� R ]PY[Y^YXM
z9A:;9 y�K�� �tQX` G = Ĉ � k^YlRUORSTQUPr u^tkkP� XMTM �QWM hMjMLL� PZZRXRa]Pr u^tkkP Ẑ� _PkR�QbaPTWPr WtO`XRkORUPXRa]YM Or O\[YuY ]PXt^PO`]YuY n a Ĉ TQX` ^Ya]Y YZ]P YXU^bXPr kYZu^tkkPR]ZTUQP n � P RWT]]Y� Ĉn �XMTM nẐ a PZZRXRa]YV _PkRQR�M x[Y_]PSRW ST^T_ Tn

QYYXaTXQXat\�TT Qar_]YT
Ĉ�W]Y�TQXaYM �Q]Y� SXY Tn

� �XY n��OTWT]X]YT W]Y�TQXaY� ]P UYXY^YW XYkYOYuRSTQUPr Y[^P_t\�Pr
σ u^tkkb Ĉ ZTVQXatTX lRUORSTQUYV kT^TQXP]YaUYVM �\[YT UY]TS]YT Ĉ�W]Y�TQXaY X _PkRQbaPTXQr aaRZTX =

∐
1≤i≤s Tλi

� YZ]Y_]PS]Y Q XYS]YQX`\ ZY kT^TQXP]YaUR QOPuPTWbf� �XY ^P_OY�T]RT kY Qt�TQXatTQX` ^P_OY�T]RT ]P ]TkT^TQTUP\�RTQr lRUOb kYZQXP]YaUR� R]ZtlR^YaP]]YV ]P X ZTVQXaRTW XYkYOY�uRSTQUYV Y[^P_t\�TV σ M vPURW Y[^P_YW� _PZP]RT n��OTWT]X]YuY G�W]Y�TQXaP X ^Pa]YQRO`]Y _PZP]R\^P_[RT]Rr λ = (λi)i≥1
SRQOP n ]P QOPuPTWbT �]PkYW]RW� SXY ���#����� �� ��"��%�� λ lTOYuY ]TYX^R�lPXTO`]YuY SRQOP n � �XY ]TaY_^PQXP\�Pr kYQOTZYaPXTO`]YQX` lTObf ]TYX^RlPXTO`]bf SRQTO (λi)i≥1

�QtWWP UYXY^bf ^Pa]P n�M�TQOY�]Y YkRQPX` fP^PUXT^ χTd

� Y] ^PaT] d ]P �OTWT]XPf Ĉd R ^PaT] 0 ]P aQTf YQXPO`]bf �OTWT]XPf
Ĉ �kYQUYO`Ut aQT XPURT �OTWT]Xb ]T RWT\X ]TkYZaR�]bf XYSTU ]P Td

� QWM sY^WtOt hMcMLML�M � SPQX�]YQXR� ZOr O\[YuY lTOYuY n _]PST]RT χTd
(σn) ^Pa]Y d ROR 0 a _PaRQRWYQXR YX XYuY� ZTORXQr OR n ]P dROR ]TXM

&QOR X _PZPTXQr ^P_[RT]RTW λ = (λi)i≥1
� XMTMX ∼=

∐
i≥1 Tλi

�Wb QSRXPTW T0 = ∅ � XPU SXY a ZTVQXaR�XTO`]YQXR �XP QtWWP UY]TS]P�� XY R_ k^TZbZt�TuY kYOtSPTW� SXY χX(σn) =
∑

λi|n
λi
M

z9;=C8};DA; y�K�� ����� Ĉ � �
����������	 �
���	 �
������ � ����	 �� ��� �������� Ĉ "��#�����
X ������	��� � �������� �� ����
���	 ��
���� ��� ��	���� � !	
	���
	 χX

�	 ������	! ���	
σn � ��� n �
����	�� ��#����� ����! ����� ≥ 1 ������ ������ ����X ∼=

∐
d≥1 cdTd

� ��� Td � ��� �� ����
d"��������� Ĉ "��#����� �� �
��
	 
����� cd ≥ 0 � ����� ����	� ����� ��� 
	���� ���� 	 cdTd���	�	�� ��� cd ������ 
�� Td

� �� �� ����� ������ n ��������� 
	�������

χX(σn) =
∑

d|n

cd .

�� ����� n ≥ 1 ��������� 
	�������

cn =
∑

d|n

µ
(n
d

)
χX(σd) ,

��� ��
�� µ �����	���	 ������ 	�����	�
���� �	
	��� ��������� ��� X ������� �� ≤ n ��������� �� X ������	��� ��
���� ��� �	��
�

��	����� (
χX(σk)

)
1≤k≤n

�

�8�J7J<;C�B<>8 �T^aPr sY^WtOP kY Qt�TQXat [bOP ZYUP_P]P a hMcM�� aXY^Pr sY^WtOP ]TWTZOT]]YQOTZtTX R_ ]TT Q kYWY�`\ sY^WtOb Y[^P�T]Rr eT[RtQPM 	_ aXY^YV sY^WtOb ]TWTZOT]]Y QOTZtTX�
jg



SXY ]P[Y^ (ck)1≤k≤n
YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTXQr ]P[Y^YW (

χX(σk)
)
1≤k≤n

� TQOR _P^P]TT R_aTQX]Y� SXY XQYQXYRX R_ ]T [YOTT STW n �OTWT]XYa� XY _PaTZYWY ck = 0 k^R aQTf k > n � R kYXYWt QX^YT]RT XYZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTXQr ]P[Y^YW (
χX(σk)

)
1≤k≤n

M
�J:;@JDA; y�K�� �tQX` G � UY]TS]Pr u^tkkP� M � W]Y�TQXaY UOPQQYa QYk^r�T]]YQXR �OTWT]XYau^tkkb G� (Cµ)µ∈M

� QPWR �XR UOPQQb� dµ := |Cµ|
� UYORSTQXaY �OTWT]XYa a QYYXaTXQXat\�TW UOPQQT�

(χλ)λ∈Λ
� W]Y�TQXaY ]Tk^RaYZRWbf fP^PUXT^Ya u^tkkb G

M x[Y_]PSRW ST^T_ λ0 ∈ Λ R]ZTUQ� QYYX�aTXQXat\�RV uOPa]YWt fP^PUXT^t u^tkkb G �XMTM fP^PUXT^t� XY�ZTQXaT]]Y ^Pa]YWt TZR]RlT�� R ktQX`
µ0 ∈M � UOPQQ QYk^r�T]]YQXR TZR]RS]YuY �OTWT]XP e u^tkkb GM x[Y_]PSRW ST^T_ c = (cλµ) WPX^RltfP^PUXT^Ya u^tkkb G� XPURW Y[^P_YW� cλµ = χλ(µ)

M�tQX` H � k^YR_aYO`]Pr kYZu^tkkP a GM x[Y_]PSRW ST^T_ xλ
UY�ssRlRT]X� Q UYXY^bW χλ

afYZRXa ^P_OY�T]RT χG/H

� R_ QYYX]Y	T]RV Y^XYuY]PO`]YQXR fP^PUXT^Ya hMjMmML ]TWTZOT]]Y kYOtSPTW� SXY
xλ = (χG/H , χλ)

M �YOY�RW yµ := |H ∩ Cµ|
� y′µ = χG/H(Cµ)

� ktQX` XPU�T pH : M → [0, 1] ∩ Q � st]UlRr^PQk^TZTOT]Rr� QYYXaTXQXat\�Pr H � XMTM pH(µ) = |H ∩ Cµ|/|H |
M �bkR	TW R_aTQX]bT ]PW QYYX]Y	T]RrWT�Zt �XRWR ZP]]bWR �QWM hMcMc R hMjMmML��

LM
xλ ≥ 0

�
xλ ∈ Z

�
dM ∑

λ xλ · degχλ = χG/H(e) = degχG/H = (G : H)
�

hM
xλ0 = 1

�
jM

0 ≤ yµ ≤ dµ

�
yµ ∈ Z

�
cM
yµ0 = 1 = dµ0

�
gM ∑

µ yµ = |H |
�

�M
y′µ = χG/H(µ) = (G : H) ·

yµ

dµ
∈ Z

�
0 ≤ y′µ ≤ (G : H)

�

iM
y′µ = χG/H(µ) =

∑
λ xλχλ(µ) =

∑
λ xλcλµ

�
mM
y′µ = χG/H(µ) ZTORXQr ]P (G : H)/mcd((G : H), dµ)

�
L�M

yµ
ZTORXQr ]P dµ/mcd((G : H), dµ)

�

LLM
xλ = (χG/H , χλ) = 1

|G|

∑
µ dµχG/H(µ)χλ(µ) = 1

|H|

∑
µ cλµyµ

�

LdM
pH(µ) = yµ/|H | = y′µdµ/|G|

M
qXR QYYX]Y	T]Rr kYUP_baP\X� SXY χG/H

� pH
� (xλ)λ∈Λ

� (yµ)µ∈M
R (y′µ)µ∈M

YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOr\XZ^tu Z^tuP� TQOR XYO`UY R_aTQX]P XP[ORlP fP^PUXT^Ya (cλµ) R SRQOP (dλ)
M N^YWT XYuY� O\[YV R_ �XRf]P[Y^Ya YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTX kY^rZYU u^tkkb H R TT R]ZTUQ �QWM hMcMg�M

�J:;@JDA; y�K�4� �bkRQP]]bT ab	T QYYX]Y	T]Rr ZP\X QOTZt\�RV QkYQY[ kYQX^YT]Rr QkRQUP aQTfaR^XtPO`]bf kYZu^tkk ZP]]YV u^tkkb G� XP[ORlP fP^PUXT^Ya UYXY^YV R_aTQX]PM � RWT]]Y� ZOr �WP�OT]`URf� u^tkkH �XYS]TT� kY^rZUYa u^tkkbH � Wb WY�TW kT^T[R^PX` ]P[Y^b lTObf ]TYX^RlPXTO`]bfSRQTO (yµ)µ∈M
� tZYaOTXaY^r\�Rf tQOYaRrW j�
g� R L��� ]PfYZRX` kY UP�ZYWt XPUYWt ]P[Y^t QYYX�aTXQXat\�RV ]P[Y^ (xλ) kY sY^WtOT LL�� R k^YaT^rX` tQOYaRr L�
h�� ak^YSTW� ZYQXPXYS]Y k^YaT^rX`tQOYaRT L�� kYQUYO`Ut tQOYaRr d� R h� QOTZt\X R_ t�T k^YaT^T]]bfM &QOR �T u^tkkP H �[YO`	Pr��XY TT R]ZTUQ WPO� R WY�]Y kT^T[R^PX` ]P[Y^b (xλ)� tZYaOTXaY^r\�RT tQOYaRrW L�
h�� ]PfYZRX` ZOrUP�ZYuY XPUYuY ]P[Y^P (y′µ) kY sY^WtOT i�� R k^YaT^rX` tQOYaRr �� R m�� _PXTW WY�]Y [bOY [b ]PVXR

(yµ) R_ �� R k^YaT^RX` tQOYaRr j�
g� R L��� YZ]PUY a �XYW ]TX ]TY[fYZRWYQXR� kYQUYO`Ut �XR tQOYaRrYUP�tXQr abkYO]T]]bWR PaXYWPXRSTQURMqXYX QkYQY[� a SPQX]YQXR� kY_aYOrTX �]P UYWk`\XT^T� ]PVXR QkRQYU� QYZT^�P�RV aQT aR^XtPO`]bTkYZu^tkkb u^tkk
Sn
k^R n ≤ 7

� ZOr [ �YO`	Rf n �XYX WTXYZ YUP_baPTXQr ]TZYQXPXYS]Y �ssTUXRa]bW R]t�]Y k^RWT]rX` WTXYZb R_ ^P_ZTOP jMN^YWT XYuY� kYQX^YT]]bV XPURW Y[^P_YW QkRQYU WY�TX QYZT^�PX` �]TQt�TQXaT]]bT� aR^XtPO`]bTkYZu^tkkb� XMTM ]P[Y^b ZP]]bf� ]T QYYXaTXQXat\�RT ]R YZ]YV ]PQXYr�TV kYZu^tkkT u^tkkb G
M �Y�QUYO`Ut XPURT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb XYO`UY _PWTZOr\X ^P[YXt ]P	TuY WTXYZP Yk^TZTOT]Rr u^tkkb�POtP� ]PW ]t�]Y kYQXP^PX`Qr R_[PaRX`Qr YX ]RfM xZR] R_ U^RXT^RTa� kY_aYOr\�Rf �XY ZTOPX` �

τ $��������� � [tZTX ^PQQWYX^T] a QOTZt\�TW ^P_ZTOT �QWM hMgMg�M

j�




�� τ ����!���� �
τ ��!���!���tQX` G � k^YUY]TS]Pr u^tkkPM �PkYW]RW� SXY a hMcMd Wb Yk^TZTOROR ZOr O\[YuY G�W]Y�TQXaPX TuY

n�t\ QRWWTX^RSTQUt\ QXTkT]` snX � UYXY^t\ WY�]Y ]TsY^WPO`]Y YkRQPX` UPU W]Y�TQXaY �YZ]YSOT]YaQXTkT]R n YX UYWWtXR^t\�Rf kT^TWT]]bf X � Q kYUYWkY]T]X]bW ZTVQXaRTW GM eb XPU�T Yk^TZTOROR
G�kYZW]Y�TQXaY τnX ⊂ snX � QYQXYr�TT R_ YZ]YSOT]Ya x1 · · ·xn

� XPURf� SXY �OTWT]Xb x1, . . . , xn ∈ XkYkP^]Y ^P_ORS]bM �P	P [OR�PV	Pr lTO`� ZOr UY]TS]YuYG�W]Y�TQXaPX ]PtSRX`Qr ab^P�PX` χτnXST^T_ χX
�QWM hMcML R hMcMh���M

�;::J y���4 ����� G � �
�������	 �
���	� X � G"��#������
�� ����
�����	 ������� snX ���#������ ��� �� ��#����� ������� a : X → N0

� ��	 ��	��"
��� ����
�! 
	��	 n � �
� ��� ������� a ������	�� ��� ���������	∏

x∈X xa(x) � 
�� ���#�������"
��� ����	����� � �������� G� ����� �	� ������� ��
������� �������� G �	 ������ ! �� �
	����
(ga)(x) = a(g−1x) ��� 
������ �

�� �
� ��� ���#���������� τnX ⊂ snX ���#������ ��� �� ��#����� ������� a : X → {0, 1}���	 ��	����� ����
�! 
	��	 n �
�� �� ����� n ≥ 0 ��%������� �	���������� ����
��� G"��#����

snX ∼=

bn/2c∐

k=0

skX × τn−2kX .

�8�J7J<;C�B<>8 �t]UXb �� R �� ]TWTZOT]]Y QOTZt\X R_ Yk^TZTOT]Rr hMcMd� ]PZY XYO`UY _PWTXRX`�SXY YZ]YSOT]t x1 · · ·xn
QYkYQXPaOrTXQr st]UlRr a � _]PST]RT UYXY^YV a(x) ]P k^YR_aYO`]YW �OTWT]XT

x ∈ X ^Pa]Y UYORSTQXat xi
� ^Pa]bf xMOr ZYUP_PXTO`QXaP kt]UXP �� ^PQQWYX^RW YXY[^P�T]RT θ � UYXY^YT QYkYQXPaOrTX st]UlRR a ∈���(X,N0)

kP^t st]UlRV (b, c) ∈
���(X,N0) ×

���(X, {0, 1})� Yk^TZTOT]]bf QOTZt\�RW Y[^P_YW�
b(x) = ba(x)/2c � c(x) = a(x)−2b(x) ZOr aQTf x ∈ X � uZT ST^T_ btc Y[Y_]PST]P lTOPr SPQX` aT�TQXaT]]YuYSRQOP t M xXY[^P�T]RT θ R]�TUXRa]Y� kYQUYO`Ut a = 2b+ c

� TuY Y[^P_YW raOrTXQr UPU ^P_ ZR_�\]UX]YTY[�TZR]T]RT∐
0≤k≤n/2 s

kX × τn−2kX �_ZTQ` k � �XY QtWWP _]PST]RV st]UlRR b�M �PUY]Tl� rQ]Y� SXY θraOrTXQr G�YXY[^P�T]RTWM
5H9;=;C;DA; y���n ����� K � �
��"λ"������ ��� 
�
�
� � �	� ������� �� ����� x ∈ K ����#�
λt(x) := 1+xt+ · · ·+λn(x)tn + · · · ��� �	��	��� ����� 
�
�
�� � ����� st(x) = 1+xt+ · · ·+sn(x)tn + · · · =
λ−t(x)

−1 � 
 �� ���������	���� � 
�
���� ��
������� ����
������! ���
	��� sn � $���� �����

 � τt(x) � ���%� 
	������	

�hMgMdML� τt(x) = st(x)/st2(x) = λ−t2(x)/λ−t(x)

� ����� ���
	��� τn � n ≥ 0� �� ��
���

�hMgMdMd� τt(x) =
∑

n≥0

τn(x)tn .

�J:;@JDA; y���y 	_ Yk^TZTOT]Rr ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY st2(x)τt(x) = st(x)
� R_ Q^Pa]T]Rr UY�ssR�lRT]XYa k^R tn a �XYW ^PaT]QXaT Wb ]TWTZOT]]Y kYOtSPTW� SXY

�hMgMhML� sn(x) =

bn/2c∑

k=0

sk(x)τn−2k(x) .

xXQ\ZP Wb kYOtSPTW� SXY τ0(x) = 1 � τ1(x) = x� τ2(x) = s2(x) − x� τ3(x) = s3(x) − x2 � τ4(x) =
s4(x) − xs2(x) + x2 − s2(x)

M M M� Y[�TW QOtSPT τn(x) = Tn

(
x, s2(x), . . . , sn(x)

) � uZT Tn
� ]TUYXY^bTt]RaT^QPO`]bT W]YuYSOT]b Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWRM �]POYuRS]bW Y[^P_YW τn(x) ab^P�PTXQr RST^T_ x�λ2(x)�M M M �λn(x)

M �PY[Y^YX� τ �YkT^PlRR YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOr\X QRWWTX^RSTQURT R λ�YkT^PlRRMOr �XYuY ZYQXPXYS]Y _PWTXRX`� SXY R_ �hMgMdML� ]TWTZOT]]Y kYOtSPTXQr ^PaT]QXaY
�hMgMhMd� st(x) =

∏

k≥0

τt2k (x) = τt(x)τt2 (x)τt4 (x) · · · .

ji



	_ �XYuY ^PaT]QXaP QOTZtTX Qt�TQXaYaP]RT t]RaT^QPO`]bf W]YuYSOT]Ya Q lTObWR ��
�����������%�UY�ssRlRT]XPWR Sn
� ZOr UYXY^bf sn(x) = Sn

(
x, τ2(x), . . . , τn(x)

) MvPURW Y[^P_YW� ]P UYWWtXPXRa]YW UYO`lT K WY�]Y Yk^TZTORX` QX^tUXt^t k^TZ�λ�UYO`lP� _PZPa
τ �YkT^PlRRM Or XYuY� SXY[b [bOR abkYO]T]b tQOYaRr Yk^TZTOT]Rr k^TZ�λ�UYO`lP hMhMh� ]TY[fYZRWYR ZYQXPXYS]Y� SXY[b τ0(x) = 1 � τ1(x) = x R τn(x + y) =

∑
p+q=n τ

p(x)τq(y) k^R aQTf x, y ∈ K � n ≥
0
M �YQOTZ]TT ^PaT]QXaY ]TWTZOT]]Y QOTZtTX R_ ^PaT]QXaP τt(x + y) = τt(x)τt(y)

� ^Pa]YQRO`]YuY kYsY^WtOPW �hMgMdML� R �hMgMhMd� ^PaT]QXat λt(x+ y) = λt(x)λt(y)
M

&QOR� U^YWT XYuY� K raOrTXQr λ�UYO`lYW� XY R_ tQOYaRV kYQOT Yk^TZTOT]Rr hMhMj� P XPU�T R_ aY_�WY�]YQXR ab^P_RX` τn(x) ST^T_ (λk(x))1≤k≤n
Q kYWY�`\ t]RaT^QPO`]bf W]YuYSOT]Ya Q lTObWR UY�s�sRlRT]XPWR R aY_WY�]YQXR ab^P_RX` λn(x) ST^T_ τk(x) k^R 1 ≤ k ≤ n P]POYuRS]bW Y[^P_YW QOTZtTXQt�TQXaYaP]RT t]RaT^QPO`]bf W]YuYSOT]Ya Q′i,j = Q′i,j(X1, X2, . . . , Xij)

Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR�
Y[OPZP\�Rf XTW QaYVQXaYW� SXY τ j

(
τ i(x)

)
= Q′i,j

(
x, τ2(x), . . . , τ ij(x)

) ZOr O\[YuY x ∈ K R i, j ≥ 1
M�bkYO]T]RT �XRf tQOYaRV a ZTVQXaRXTO`]YQXR ]TY[fYZRWY R ZYQXPXYS]Y� SXY[b k^TZ�λ�UYO`lY [bOY

λ�UYO`lYWM
z9A:;9 y���� �PQQWYX^RW Z UPU λ�UYO`lY YX]YQRXTO`]Y TZR]QXaT]]Y aY_WY�]YV ]P ]TW QX^tUXt^b
λ�UYO`lP �QWM hMhMg�M vYuZP λt(n) = (1 + t)n ZOr O\[YuY lTOYuY n � YXUtZP kY �hMgMdML� kYOtSPTW τt(n) =
λ−t2(n)/λ−t(n) = (1 − t2)n/(1 − t)n = (1 + t)n = λt(n)� SXY Y_]PSPTX� SXY τk(n) = λk(n) =

(
n
k

) k^RaQTf k ≥ 0
M � Y[�TW QOtSPT QYakPZT]RT λ�YkT^PlRV R τ �YkT^PlRV U^PV]T ^TZUYM �Pk^RWT^� TQOR ak^YR_aYO`]YW λ�UYO`lT K abkYO]T]Y ^PaT]QXaY λt(ξ) = 1 + ξt ZOr ]TUYXY^YuY ξ ∈ K � XY τt(ξ) =

(1 − ξt2)/(1 − ξt) = 1 + ξt+ (ξ2 − 1)t2 + (ξ3 − ξ)t3 + · · · + (ξn − ξn−2)tn + · · · � XMTM τn(ξ) = ξn − ξn−2 ZOraQTf n ≥ 2
M

z9;=C8};DA; y���K ����� G � �
�������	 �
���	� X � �������� G"��#������ n ≥ 0 � �����
������ τnX � �������� G"��#������ ��
��������� � 
�����
�� ����� A � �
����������G"������� $���� �	 λ"������ K·(G,A) ��� 
����� τ "���
	��� ����	���

��
������� 
����� ����	 � ������ K·(G,A) ���� ���� 
	������� [τnX ] = τn[X ] ��� 
����� �
�� $���� �	 λ"������ !	
	���
�� X(G) ⊂ Cen(G,C) τ "���
	��� ����	��� ��
������� 
����� ����	

χτnX = τnχX
�

�8�J7J<;C�B<>8 �� Or ZYUP_PXTO`QXaP _PWTXRW� SXY R_ hMgML�� R hMcMh�� QOTZtTX� SXY ZOr O\[YuY
n ≥ 0 abkYO]T]Y ^PaT]QXaY sn[X ] =

∑
0≤k≤n/2 s

k[X ] · [τn−2kX ]
M �^Pa]RW �XY ^PaT]QXaY Q �hMgMhML�

ZOr x = [X ] R _PWTXRW� SXY [τ0X ] = 1 = τ0[X ]
� R_ �XRf QYYX]Y	T]RV R]ZtUlRTV kY n kYOtSPTW

[τnX ] = τn[X ] � kYQUYO`Ut s0[X ] = 1
M��YUP_PXTO`QXaY QYaT^	T]]Y P]POYuRS]Y� Q]PSPOP _PWTXRW� SXY snχX =

∑
0≤k≤n/2 s

kχX ·χτn−2kX
�

_PXTW Q^Pa]RW �XY ^PaT]QXaY Q �hMgMhML� ZOr x = χX

� YQXPOYQ` k^YaTQXR R]ZtUlR\ kY n ≥ 0
M

�J:;@JDA; y���K�4 	Y^WtOb �hMhMiMc�� �hMjM�Mh� R �hMgMhML� ZP\X aY_WY�]YQX` kYQOTZYaPXTO`]Y abSRQ�OrX` s0(x), τ0(x), s1(x), τ1(x), . . . , sn(x), τn(x), . . .
� k^R abSRQOT]RR YST^TZ]YuY SOT]P �XYV kYQOTZYaP�XTO`]YQXR RQkYO`_t\XQr t�T abSRQOT]]bT k^TZbZt�RTM

vTkT^` Wb a QYQXYr]RR QsY^WtOR^YaPX` τ �U^RXT^RVM
z9;=C8};DA; y���� ��τ "�
���
��	� ����� G � ������	 �
���	 � (χλ)λ∈Λ � ��#����� �� ���
�"
�����! !	
	���
����� ����� ����� �	��	 ����
	���	 ������ χ ∈ Cen(G,C) ���	 !	
	���
�
���	 χX

�� ������
��� ��������� G"��#����	 X ]TY[fYZRWY ���������� �����%�! ��������
�� ������������ xλ = (χ, χλ) 
	���#��� ������� χ �� �
����
�
��	���� �	���� (χλ)  �� "

�� ����� ����
��	������� ����	��
�� $�� ��	���� χ(g)  �� �� ����� ����
��	������� ����	��

� ������ �� � �� ��������� �� ���! τnχ �n ≥ 1

�� ��� τ "���
	��� �	 Cen(G,C) ��
������� �
���%� �hMgMd�� �hMhMiMc� � �hMjM�Mh��

�� ���� �����	���� d := degχ = χ(e)� �� τnχ = τd−nχ �� ���! 0 ≤ n ≤ d� � τnχ = 0 �
� n > d �

jm



�8�J7J<;C�B<>8 �PW ]PZY ZYUP_PX`� SXY TQOR χ = χX
ZOr ]TUYXY^YuY UY]TS]YuY G�W]Y�TQXaPX � XYabkYO]T]b tQOYaRr L�
j�M 'QOYaRT L� QOTZtTX R_ XYuY� SXY χX

TQX` fP^PUXT^ kYOtk^YQXYuY C�G�WYZtOr
C(X) � R kYXYWt xλ

^Pa]Y UYORSTQXat k^YQXbf C�G�WYZtOTV Q fP^PUXT^YW χλ
a ^P_OY�T]RR C(X) a QtWWtk^YQXbf C�G�WYZtOTVM 'QOYaRT d� QOTZtTX R_ hMcMLMLM �PUY]Tl� tQOYaRT h� QOTZtTX R_ t�T ZYUP_P]]YuYR R_ ^PaT]QXaP τnχX = χτnX

� tQXP]YaOT]]YuY a hMgMc���M 'QOYaRT j� kYOtSPTXQr R_ YkRQP]Rr τnX UPUW]Y�TQXaP n��OTWT]X]bf kYZW]Y�TQXa W]Y�TQXaP X �QWM hMcMd�� R R_ Qt�TQXaYaP]Rr UP]Y]RSTQUYuYR_YWY^sR_WP τnX ∼= τd−nX � Yk^TZTOT]]YuY QYkYQXPaOT]RTW O\[YWt n��OTWT]X]YWt kYZW]Y�TQXat TuYZYkYO]T]RrM
�J:;@JDA; y�����4 �PWTXRW� SXY R_ tQOYaRr L� QOTZtTX� SXY χ OT�RX a UYO`lT fP^PUXT^Ya X(G)

� kY�QUYO`Ut X(G) raOrTXQr λ�UYO`lYW� aQT QRWWTX^RSTQURT QXTkT]R snχ XPU�T OT�PX a X(X)� P _]PSRX� R
τnχ OT�PX a X(X)� kYQUYO`Ut Y]R ab^P�P\XQr ST^T_ QRWWTX^RSTQURT YkT^PlRR Q kYWY�`\ t]RaT^�QPO`]bf W]YuYSOT]Ya Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR Tn

�QWM hMgMh�M � SPQX]YQXR� aQT _]PST]Rr (τnχ)(g)raOr\XQr lTObWR POuT[^PRSTQURWR SRQOPWR �QWM hMjML����M N^YWT XYuY� R_ tQOYaRr d� QOTZtTX� SXY aQT_]PST]Rr χ ^PlRY]PO`]b� aYQkYO`_YaPa	RQ` �hMjM�Mh�� �hMhMiMc� R �hMgMhML�� Wb aRZRW� SXY aQT _]PST]Rr
Ψnχ � snχ R τnχ XPU�T ^PlRY]PO`]b� kYQUYO`Ut Y]R raOr\XQr U XYWt �T lTObWR POuT[^PRSTQURWR�WY�]Y _PUO\SRX`� SXY Y]R raOr\XQr lTObWR ^PlRY]PO`]bWR� XMTM k^R]PZOT�PX Z

M
	XPU� R_ tQOYaRV L� R d� QOTZtTX� SXY aQT UY�ssRlRT]Xb (τnχ, χλ) R aQT _]PST]Rr (τnχ)(g) k^R]PZ�OT�PX Z

� kY�XYWt k^R k^YaT^UT tQOYaRr h� ZYQXPXYS]Y k^YaT^rX` ]TYX^RlPXTO`]YQX` �XRf SRQTOM
�J:;@JDA; y�����n NY]TS]Y �T� ]P k^PUXRUT ]TaY_WY�]Y k^YaT^RX` tQOYaRr h� R j� ZOr aQTf n ≥ 0

�
PaXY^ Y[bS]Y Yu^P]RSRaPOQr ^PQQWYX^T]RTW ]P UYWk`\XT^T QOtSPTa 0 ≤ n ≤ 128

M
�J:;@JDA; y�����y NPU WY�]Y tOtS	RX` τ �U^RXT^RV� �PWTXRW� SXY kYkbXUP RQkYO`_YaPX` tQOYaRT�P]POYuRS]YT tQOYaR\ h�� ZOr QRWWTX^RSTQURf YkT^PlRV snχ ]RSTuY ]YaYuY ]T ZPQX� kYQUYO`Ut QRWWTX�^RSTQURT YkT^PlRR ab^P�P\XQr ST^T_ τ �YkT^PlRR Q kYWY�`\ t]RaT^QPO`]bf W]YuYSOT]Ya Sn

Q ����%�
��
�����������%� UY�ssRlRT]XPWR �QWM hMgMh�M &�T YZR] ktX` � kbXPX`Qr k^RWT]RX` τ �U^RXT^RVU τnχ

� WY�TX YUP_PX`Qr� SXY �XY XPU�T [TQQWbQOT]]Y� TQOR UY�ssRlRT]Xb W]YuYSOT]Ya Q′i,j R_ hMgMh]TYX^RlPXTO`]bMP�T TQOR �XY ]T XPU� XPUPr ^P_]YaRZ]YQX` τ �U^RXT^Rr UP�TXQr kOYfY k^RQkYQY[OT]�]YV U k^RWT]T]R\ ]P k^PUXRUT R_�_P YST]` [bQX^YuY ^YQXP UY�ssRlRT]XYa R _]PST]RV aY_]RUP\�RffP^PUXT^YaM
^tuYV kYZfYZ XPUYaM eY�]Y ^PQQWYX^TX` Y[Y[�T]RT τ �YkT^PlRV� Yk^TZTOT]]YT QOTZt\�RW Y[^P�_YW� ZOr O\[YuY G�W]Y�TQXaP X R O\[YuY ^P_[RT]Rr ν = (ν1, ν2, . . . , νl)

Wb Yk^TZTORW G�W]Y�TQXaY
τνX UPU G�kYZW]Y�TQXaY a sν1X × · · · × sνlX � Y[^P_YaP]]YT ]P[Y^PWR R_ l �YZ]YSOT]Ya�� XPURWR� SXY�OTWT]Xb� afYZr�RT aY aQT �XR YZ]YSOT]b� kYkP^]Y ^P_ORS]bM xUP_baPTXQr� SXY ]P k^YR_aYO`]YW λ�UYO`lT WY�]Y Yk^TZTORX` Y[Y[�T]]bT τ �YkT^PlRR τν � XPU� SXY[b χτνX = τνχX

M �YQOT �XYuY WY�]YY[Y[�RX` τ �U^RXT^RV� ^PQQWPX^RaPr a tQOYaRR h� aQTaY_WY�]bT τνχ
MxQ]Ya]YV ]TZYQXPXYU XPUYuY kYZfYZP � k^YR_aYO`]bT τν ZYaYO`]Y QOY�]Y abSRQOrX`� fYXr Y]R R_PZP\XQr t]RaT^QPO`]bWR W]YuYSOT]PWR Q lTObWR UY�ssRlRT]XPWR� U^YWT XYuY� Rf QOR	UYW W]YuYM

�aXY^ kbXPOQr RQkYO`_YaPX` YkT^PlRR τ (n,1) a UPSTQXaT ZYkYO]T]Rr U τ �U^RXT^R\M qXR YkT^PlRR OTuUYabSRQOr\XQr� kYQUYO`Ut τnX × X ∼= τ (n−1,1)X t τ (n,1)X � YXUtZP ∑
n≥0 τ

(n,1)(a)tn = aτt(a)/(1 + t)
MxZ]PUY XPURT QOtSPR� SXY[b ]TUYXY^bV fP^PUXT^ χ k^Y	TO Y[bS]bV τ �U^RXT^RV R ]T k^Y	TO kYQOT�XYuY ^PQ	R^T]]bV XPURW Y[^P_YW τ �U^RXT^RV� U^PV]T ^TZURM

� ZPO`]TV	TW ]PW� YZ]PUY� kY]PZY[RXQr ra]Pr sY^WtOP ZOr τ (1n) �
z9;=C8};DA; y���� �� �
����������� G"��#����	 X � ��� G � �
�������	 �
���	� � �����
����	 n ≥ 0 ��
����� G"��#����� τ (1n)(X) = τ (1n)X �	� G"�����#����� � Xn � ��
	���	����
���
 �������� �	��
	� (x1, x2, . . . , xn)� ��� ��������� ����
�! ���	
�� 
	�������

�
�� ����� �� ����� �����	 K � ����� x ∈ K ��
����� ������ τ (1n)(x) ��
����

τ (1n)(x) =

n−1∏

i=0

(x− i) .

����	�
���� ����� n ≥ 0 ��%������� �	���������� ����
���G"��#����X×τ (1n)X ∼= τ (1n+1)X

∐
n ·

τ (1n)X � ��� ��
�� n · τ (1n)X �����	���	 ��	 n ����� G"��#����	 τ (1n)X �

c�



�� $ ������ !	
	���
�� X(G) �� ���! n ≥ 0 ��������� 
	������� χτ (1n+1)X = (χX − n) · χτ (1n)X
�

�� $ ������ !	
	���
�� ��������� 
	������� χτ (1n)X = τ (1n)(χX) �

�8�J7J<;C�B<>8 'XaT^�ZT]RT �� ]TWTZOT]]Y kYOtSPTXQr R_ UYW[R]PXY^]bf QYY[^P�T]RV� a QPWYWZTOT� G�kYZW]Y�TQXaY X × τ (1n)X ⊂ Xn+1 QYQXYRX R_ ]P[Y^Ya (x0, x1, . . . , xn) �OTWT]XYa X � XPURf�SXY x1, . . . , xn
kYkP^]Y ^P_ORS]b� R kYXYWt �XY kYZW]Y�TQXaY ^P_[RaPTXQr a QtWWt G�kYZW]Y�TQXa

A
∐
B1

∐
. . .

∐
Bn
� a Bi

kYkPZP\X XT ]P[Y^b� t UYXY^bf x0 = xi
� P a A afYZrX ]P[Y^b� t UYXY^bf x0YXORST] YX aQTf Z^tuRf xi

M xQXPOYQ` _PWTXRX`� SXY A R_YWY^s]Y τ (1n+1)X � P UP�ZYT R_ Bi
R_YWY^s]Y

τ (1n)X
MxXQ\ZP R R_ hMcMh�� ]TWTZOT]]Y kYOtSPTW tXaT^�ZT]RT ��� tXaT^�ZT]RT �� kYOtSPTXQr R_ �� R]ZtU�lRTV kY n M

�Q]Y� SXY τ �U^RXT^RV WY�TX RQkYO`_YaPX`Qr ZOr k^YaT^UR �aR^XtPO`]bf kYZu^tkk�� kYOtST]]bfWTXYZYW _PWTSP]Rr hMcML�M �TVSPQ Wb ^PQQWYX^RW ]TQUYO`UY Z^tuRf TuY k^RWT]T]RVM
z9;=C8};DA; y���� ����� G � ������	 �
���	� X � Y � �������� G"��#����	� χX

� χY ������������%�� !	
	���
�� ����	�
�� ���� ��%������� G"����
��� i : X → Y � �� !	
	���
 χY − χX

���� ��� χZ
�� ������
���

��������� G"��#����	 Z �� � �	�������� ���������
 �� ������  τ "�
���
� 
�����
�� ���� ��%������� G"����
	#���� f : X → Y � �� �
	��� Γf = (1X , f) : X → X × Y  �� ��� G"����
����� !	
	���
 χX(χY − 1) ���� ��� χZ

�� ������
��� ��������� G"��#����	 Z� ����� ���������
 �� ������  τ "�
���
� �
�� ���� ��%������� G"����
��� f : X → Y � �� �� ����� ���
�������� !	
	���
	 χλ

�
����
G ��������� ��
	������� (χX , χλ) ≥ (χY , χλ) �

�� ���� ��%������� G"����
��� f : X → Y � ������� f 
	��	 ������
�� �	��
	����� �����
d ����� card f−1(y) = d �� ����� y ∈ Y

�� �� �� ����� k ≥ 1 ��%������� G"����
���
i : τkY → τkdX � !	
	���
 τkdχX − τkχY

���� ��� χZ
�� ������
��� ��������� G"��#����	 Z� ���������
 �� ������  τ "�
���
� � $ �	�������� !	
	���
 τdχX −χY

���� ��� χZ
� ������"

���
 �� ������  τ "�
���
� �

�8�J7J<;C�B<>8 �� �Y_`WTW Z := Y − i(X)
� XYuZP Y ∼= X t Z R kYXYWt χY = χX + χZ

M�� �Q]Y� SXY u^PsRU Γf
raOrTXQr G�WY]YWY^sR_WYW� k^RWT]RW XTkT^` kt]UX �� R _PWTXRW� SXY

χX×Y − χX = χX(χY − 1)
M

�� TVQXaRXTO`]Y� f R]ZtlR^tTX �kRWY^sR_W C�G�WYZtOTV L(f) : C(X) → C(Y )
� kYQUYO`Ut Y]R kYOt�k^YQXb� �XY Y_]PSPTX� SXY C(Y ) R_YWY^sT] k^rWYWt QOPuPTWYWt a C(X) � R kYXYWt k^YQXYV C�G�WYZtO`Q fP^PUXT^YW χλ

afYZRX a ^P_OY�T]RT C(X) ]T WT]`	TT SRQOY ^P_� STW a ^P_OY�T]RT C(Y ) M
�� �PkYW]RW� SXY τnX WY�]Y ^PQQWPX^RaPX` UPU W]Y�TQXaY aQTf n��OTWT]X]bf kYZW]Y�TQXa W]Y��TQXaP X Q TQXTQXaT]]bW ZTVQXaRTW GM eY]YWY^sR_W i : τkY → τkdX WY�]Y XTkT^` Yk^TZTORX` sY^�WtOYV i(A) := f−1(A) ZOr O\[YuY k��OTWT]X]YuY kYZW]Y�TQXaP A ⊂ Y

� rQ]Y� SXY i ZTVQXaRXTO`]YR]�TUXRa]Y R raOrTXQr G�YXY[^P�T]RTW� R kYXYWt WY�]Y k^RWT]RX` kt]UX ��M �XY^YT tXaT^�ZT]RTkt]UXP � SPQX]bV QOtSPV kT^aYuY k^R k = 1
M

�;::J y���� ����� G � �
�������	 �
���	� U � V � ���
���� ����
���� � G� X := G/U � Y :=
G/V � �� ����� ����� ����
���	 U ����
#	�	�� � �	���"���� �� ����
��� gV g−1 � ���
 #����! �
V � ����!���� � ����	������ ����� ��%������	� G"�
��� f : X → Y � ���� �	��� G"�
��� f��%�������� �� �� �� �	������  �� ��� ����
���� ������� d = |X |/|Y | = (G : U)/(G : V ) �����
card f−1(y) = d �� ����� y ∈ Y

� �
�8�J7J<;C�B<>8 �tQX` x0

� abZTOT]]Pr XYSUP X = G/U �XMTM Y[^P_ TZR]Rlb u^tkkb G�� y0 �abZTOT]]Pr XYSUP Y = G/V
M &QOR Qt�TQXatTX G�WY^sR_W f : X → Y � XY f(x0) = gy0

ZOr ]TUYXY^YuY
g ∈ G� YXUtZP U = StabG(x0) ⊂ StabG(f(x0)) = gV g−1 M �PY[Y^YX� TQOR U ⊂ gV g−1 � XY Yk^TZTORW
f UPU UYWkY_RlR\ YXY[^P�T]Rr X = G/U → G/gV g−1 R UP]Y]RSTQUYuY R_YWY^sR_WP G�W]Y�TQXa
G/gV g−1 → G/V � R]ZtlR^YaP]]YuY tW]Y�T]RTW Qk^PaP ]P g−1 M �PUY]Tl� _PWTXRW� SXY O\[YV G�WY^sR_W f : X → Y raOrTXQr �kRWY^sR_WYW� kYQUYO`Ut f(X) raOrTXQr ]TktQXbW G�kYZW]Y�TQXaYW

cL



Qar_]YuYG�W]Y�TQXaP Y R kYXYWt QYakPZPTX Q Y M N^YWT XYuY� ktQX` d := card f−1(y0)
� ]TQOY�]Y aRZTX`�SXY ZOr O\[YuY g ∈ G YXY[^P�T]RT x 7→ gx YQt�TQXaOrTX [RTUlR\ WT�Zt f−1(y0)
R f−1(gy0)

R kYXYWt
card f−1(y) = d ZOr O\[YuY y ∈ Y � kYQUYO`Ut O\[YV �OTWT]X y ∈ Y RWTTX aRZ gy0 M qXY Y_]PSPTX� SXY
f : X → Y raOrTXQr �kRWY^sR_WYW QXTkT]R dM �Q]Y� SXY cardX =

∑
y∈Y card f−1(y)� XMTM |X | = d|Y | �YXUtZP d = |X |/|Y | = (G : U)/(G : V )

M
z9;=C8};DA; y���4� ����� G � ������	 �
���	� (χλ)λ∈Λ � ��#����� �� ���
������! !	
	���"

��� U � V � ����
���� � G� χ = χG/U

� χ̃ = χG/V � �����������%�� ��
��	����� ����
���� ���

����� ��� ����� ����� U ����
#	�	�� � �	���"���� �� ����
��� gV g−1 � ���
 #����! � V � ]TY[fYZRWY
���������� �����%�! ��������

�� d := degχ/ deg χ̃  �� ��� ���� ������
�� χ(g) ≤ dχ̃(g) �� ���! g ∈ G�

� (χ, χλ) ≥ (χ̃, χλ) �� ���! λ ∈ Λ�
�� χ(χ̃− 1) ���������
 �� ������  τ "�
���
� �
�� τkdχ− τkχ̃ ���������
 �� ������  τ "�
���
� �
� ���! k ≥ 1 �

�8�J7J<;C�B<>8 �QT �XR tQOYaRr� _P RQUO\ST]RTW aXY^YuY� QOTZt\X R_ OTWWb hMgMm R R_ k^TZOY�T�]Rr hMgMiMOr ZYUP_PXTO`QXaP aXY^YuY kt]UXP k^TZkYOY�RW� SXY U ⊂ V �XPU WY�]Y QSRXPX`� kYQUYO`�Ut k^R _PWT]T kYZu^tkkb ]P QYk^r�T]]t\ QYYXaTXQXat\�Pr aR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP ]T R_WT]rTXQr��R aYQkYO`_tTWQr sY^WtOYV R_ hMcMc��� ZOr abSRQOT]Rr _]PST]RV fP^PUXT^Ya χ R χ̃ � kYQUYO`Ut U ⊂ V �
|U ∩ Cµ| ≤ |V ∩ Cµ|

ZOr O\[YuY UOPQQP QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa Cµ ⊂ G
M

cd



� �3/��1	�2�. ,-�/�� �3��.�/3�.��,� �/��
��� ��!����!% ������!������� �!���%
�TO`\ �XYuY kt]UXP raOrTXQr R_OY�T]RT YQ]Ya]bf QaYVQXa k^TZQXPaOT]RV QRWWTX^RSTQURf u^tkk

Sn
�QaYVQXa Rf fP^PUXT^Ya R R_OY�T]RT POuY^RXWP abSRQOT]Rr XP[ORlb fP^PUXT^Ya QRWWTX^RSTQUYV u^tk�kbM � YQ]Ya]YW Wb [tZTW QOTZYaPX` U]RuT �TVWQP �L�M �P k^YXr�T]RR �XYuY kt]UXP Wb sRUQR^tTWYQ]Ya]YT UYO`lY K = C � fYXr k^PUXRSTQUR ZOr aQTf UY]QX^tUlRV WY�]Y [bOY [b RQkYO`_YaPX` K = QROR ZP�T K = Z

M
5H9;=;C;DA; ��4�4 �� ����� ��#����	X �����	�� ��
��

SX
�
����� ����� %� �� ������� X�	 ��� � ���	�� %�! ����� ��� ����� ���� �
�� ��������� ����	� ������� ��#����	X �������#��"

�� ���� �	���	��
SX

u^tkkYV kYZQXP]YaYU ��� QRWWTX^RSTQUYV u^tkkYV ��#����	X ��� �����
Y ⊂ X � ���� ���#������ ��

SY
� ����
����� �

SX
� �� ����� ������ n ≥ 0 �����	�� ��
��

[1, n] ��#����� ����! ����� �� � �� n � �����	�� ��
��
Sn

�
���� �����	�����
S[1,n]

� 
������
�
���� �����	����� � ���� �	���	�� kYZQXP]YaUPWR�

Or O\[bf m,n ≥ 0 Wb [tZTW YXY�ZTQXaOrX` TQXTQXaT]]bW Y[^P_YW Sm × Sn
Q kYZu^tkkYV a

Sm+n
M

5H9;=;C;DA; ��4�n 	� ���� �	���	�� ^P_[RT]RTW ��� �����
	��	%� ��������	��������� λ =
(λk)k≥1

����! ����
��	������! ������ ��� ����� ����
��� �	���	 � ������
���� 
	��� ���� ����
��	 |λ| ���! λk


	��	 ������
�� ����� ����� n� � ���� ����
���� ��� λ  �� ��� ^P_[RT]RTW �]PQOPuPTWbT� SRQOP n ����� k ��	�����
�� ��������� ����
���λk > 0� � ���� �	�����	�� 
	�������
λ �	�#� � ���� (λ1, λ2, . . . , λk) ��� � ���� λ1+λ2+· · ·+λk � ��� �	��� ��� λ  �� ��� 
	������� ����	 n�� ���� �	�����	�� �	�#� � ����n = λ1+λ2+· · ·+λk

�	��#����� ���! 
	������� � �����	�� ��
��
part� ��#����� 
	������� ������ ����
��	�������� ����	 n � �����	�� ��
�� partn

� 	 ����������
�	��! 
	������� � ��
�� p(n) �

5H9;=;C;DA; ��4�y ����� X � ��#������ a1, a2, . . . , an ∈ X � n 
	������! �������� ��#����	
X �n ≥ 1

� � �����	�� ��
�� (a1 a2 . . . an) �����	����� σ ∈ X � ��
�������� �����%� ��
	���
σ(ai) = ai+1

�
� 1 ≤ i < n� σ(an) = a1
� σ(x) = x �� ���	����! x ∈ X � 	� ���� ����
���� ��� σ �� ��� lRUOYW ZOR]b n �

�J:;@JDA; ��4�� NPU R_aTQX]Y� O\[Pr kYZQXP]YaUP n��OTWT]X]YuY W]Y�TQXaP X YZ]Y_]PS]Y Q XYS]Y�QX`\ ZY kY^rZUP ^PQUOPZbaPTXQr a k^YR_aTZT]RT ]TkT^TQTUP\�RfQr lRUOYa� k^RSTW UP�ZbV R_ �OT�WT]XYaX afYZRX ^Ya]Y a YZR] R_ �XRf lRUOYa �ZYktQUP\XQr lRUOb TZR]RS]YV ZOR]b�M �P[Y^ ZOR] �XRflRUOYa� tkY^rZYST]]bV kY ]TaY_^PQXP]R\ R ZYkYO]T]]bV [TQUY]TS]bW UYORSTQXaYW ]tOTV� Y[^P_tTX]TUYXY^YT ^P_[RT]RT λ SRQOP n M qXY ^P_[RT]RT ]P_baPTXQr �����
���% �� 
% ZP]]YV kYZQXP]YaURM
Or O\[YuY λ ∈ partn

Y[Y_]PSRW ST^T_ Cλ
W]Y�TQXaY kYZQXP]YaYU R_

Sn
lRUORSTQUYuY XRkP λM �TQOY��]Y aRZTX`� SXY ^P_[RT]RT

Sn =
∐

λ∈partn
Cλ
k^TZQXPaOrTX QY[YV ^P_OY�T]RT

Sn
]P UOPQQb QYk^r�T]]bf

�OTWT]XYaM
5H9;=;C;DA; ��4�K �	���� ZRPu^PWWYV�]uP ��� �
���� ZRPu^PWWYV �������� �����#�����D ⊂
N × N� ���	�	%�� �����%�� �������	��

�� (x+ 1, y) ∈ D ⇒ (x, y) ∈ D �� ���! x, y ∈ N�
�� (x, y + 1) ∈ D ⇒ (x, y) ∈ D �� ���! x, y ∈ N �

�	
� (x, y) �� D � ���� �	���	�� UOTXUPWR ZRPu^PWWb D � ���� ����
���� ��� �����	 (x, y)�	!����� � ��
��� y � � ������� x� �%����� ��#����	 D � ���� �	���	�� UYORSTQXaYW UOTXYUZRPu^PWWb D � 	��#����� ���! ��	�
	 ���	 � �����	�� ��
�� diag� 	 ��#����� ��	�
	�
����� %�! �� n ������ � diagn

��� ���� ��	�
	����	 D ��
����� ZaYVQXaT]]t\ ZRPu^PWWt
D′ �����%� ��
	��� (x, y) ∈ D′ ⇔ (y, x) ∈ D �

5H9;=;C;DA; ��4�� �� ����� 
	������ λ = (λi)i≤1
��
����� ��	�
	����	D(λ) �����%���
	��� D(λ) = {(x, y) ∈ N × N : x ≤ λy}

� 	� ���� ����
���� ��� D(λ)  �� ��� ZRPu^PWWYV�Yk^TZTOT]]YV ^P_[RT]RTW λ � ����� ��� λ 7→ D(λ)  �� ��� �������� part �	 diag � partn
�	 diagn

�

ch



��
	��	 � ����
�� �	�	��� ��
���� λi := min{x ∈ N : (x, i) 6∈ D} − 1 � 	� ���� ����
���� ���

	������� λ′ ZaYVQXaT]]Y U λ� ���� ��	�
		 D(λ′) ����������	 � D(λ) �

�J:;@JDA; ��4�� x[bS]Y ZRPu^PWWb�]uP R_Y[^P�P\X a aRZT ZRPu^PWW R_ UOTXYU� ]Pk^PaOrr k^R
�XYW YQ` P[QlRQQ ak^PaY� P YQ` Y^ZR]PX ����M �YX� ]Pk^RWT^� R_Y[^P�T]RT ZRPu^PWWb� QYYXaTXQXat\�TV^P_[RT]R\ 7 = 3 + 3 + 1 �

5H9;=;C;DA; ��4�� �� ����� 
	������ λ = (λ1, . . . , λk) ����	 n �����	�� ��
��
Sλ

�
����
Sλ1×

· · · × Sλk

� ���#���������� ������ ��
	�� � ����
����� �
Sn

�

5H9;=;C;DA; ��4�� ����� λ �
	������� ����	 n�X �n"��������� ��#�������	����X�XP[ORlTV��]uP� sY^Wb λ ��� ������ t : D(λ) → X � ���� X = [1, n]� �� ���� �	���	�� t �
���� XP[OR�lTV ��]uP� sY^Wb λ � ��
����� ��������
SX

�	 ��#����� X "�	���� ��
� λ ������ ��
	���
(σt)(x, y) = σ

(
t(x, y)

) �� ���! σ ∈ SX
� (x, y) ∈ D(λ) � 	� ���� ����
���� ��� �����	����	 σ ∈ SXQYf^P]rTX QX^YUR XP[ORlb t� ���� pr2 ◦t
−1 ◦ σ = pr2 ◦t

−1 � ��� pr2 : N × N → N � �
����� �	 ���
�
���������� ����
���� Rt ⊂ SX

� ��
	���	��� �	��� σ � � ���� �	���	�� QX^YS]bW QXP[ROR_P�XY^YW XP[ORlb t � 	�	�������� � ���� ����
���� ��� σ ∈ SX
QYf^P]rTX QXYO[lb XP[ORlb t� ����

pr1 ◦t
−1 ◦ σ = pr1 ◦t

−1 � �����������%� ����
���� �
SX

� �����	�� ��
�� Ct
� ���� �	���	��QXYO[lYabW QXP[ROR_PXY^YW XP[ORlb t �	� ���� ����
���� ��� ���X "�	����� t � t′ ��
� λ QX^YS]Y�UaRaPOT]X]b� ���� t′ = σt �� ������
��� σ ∈ Rt

� ��	�� �	����� t ������������ ����� ����
��� 
�����	��������� � ���� �	���	�� X�XP[OYRZYW sY^Wb λ� ��
�������� t� � ���� �����	�	�� ���
{t} � ���� X = [1, n]� � ���� �����	�� �����	��� �� X �

�J:;@JDA; ��4���4 �Q]Y� SXY ZaT X�XP[ORlb t R t′ sY^Wb λ QX^YS]Y �UaRaPOT]X]b a XYW R XYO`�UY XYW QOtSPT� TQOR pr2 ◦t
−1 = pr2 ◦t

′−1 � XPU SXY QX^YS]Pr �UaRaPOT]X]YQX` ZTVQXaRXTO`]Y raOrTXQrYX]Y	T]RTW �UaRaPOT]X]YQXR� k^RSTW �XY YX]Y	T]RT �UaRaPOT]X]YQXR QYuOPQYaP]Y Q ZTVQXaRTW
Sn
M

z9;=C8};DA; ��4�4� ����� n ≥ 0� � �����
Sn =

∐
λ∈partn

Cλ � 
	���#���� ����
������� �
����
Sn

�	 ��	��� ���
 #����! �������� ��� ������ � �����	�� ��
�� dλ
���������� �����	����� ���"

��������� ���	 λ� ���� ���������� �������� �� ��#����� Cλ
� ��	����� dλ

�#�� ���� ��������� ��
��
���

�jMLML�ML� dλ =
n!∏n

k=1 ck!kck

��� ck := {i : λi = k} � ���������� ��	�	��!� 
	���! k � � 
	������� λ �

�8�J7J<;C�B<>8 �^T�ZT aQTuY� ^PQQWYX^RW ^P_[RT]Rr W]Y�TQXaP [1, n] ]P c1 YZ]Y�OTWT]X]bf kYZ�W]Y�TQXa� c2 Zatf�OTWT]X]bf kYZW]Y�TQXa R XM ZM vPURf ^P_[RT]RV n!/
∏

k k!
ck
� TQOR Wb ]T fYXRW ^P_�ORSPX` a XPUYW ^P_[RT]RR ^Pa]YWY�]bT kYZW]Y�TQXaP� �Xt aTORSR]t ]PZY T�T ^P_ZTORX` ]P ∏

k ck!
M

�PXTW ]PZY _PZPX` ]P UP�ZYW R_ W]Y�TQXa ^P_[RT]Rr lRUORSTQUt\ kYZQXP]YaUt� ]P k��OTWT]X]YW W]Y��TQXaT TQX` (k− 1)! ^P_ORS]bf lRUORSTQURf kYZQXP]YaYU� R kYXYWt kYOtST]]Pr aTORSR]P tW]Y�PTXQr]P ∏
k(k − 1)!ck

M � RXYuT kYOtSPTW UPU ^P_ ab^P�T]RT �jMLML�ML�M
5H9;=;C;DA; ��4�44 $���� �	 ��#����� ���! 
	������� part ��	 ���
 ������ � ����� λ � µ ���	

	������ � 	� ���� ����
���� ��� µ WP�Y^R^tTX λ� ���� �� ����� k ≥ 1 ��������� ��
	�������
∑k

i=1 λi ≤
∑k

i=1 µi � � ���� �	�����	�� ��� �������� � ���� λ � µ ��� µ � λ � ����� �
�� ����� λ 6= µ�� ���� ����
���� ��� µ QX^YuY WP�Y^R^tTX λ� � �	�����	�� ��� � ���� λ ≺ µ ��� µ � λ ���
����� �	 part OTUQRUYu^PsRSTQURV kY^rZYU �����%� ��
	��� λ < µ ����	��� � �λ �����"
���
	������� ���
� µ	�� ���� λ 6= µ � ��
�	 �������	 
	������ � ��������	��������� (µk −λk)k≥1����#������	� ������ ��
	�� ���� �� �����	���� λ ≤ µ� µ > λ � µ ≥ λ �

cj



�J:;@JDA; ��4�44�4 �Q]Y� SXY YX]Y	T]RT WP�Y^R^YaP]Rr ≺ raOrTXQr YX]Y	T]RTW SPQXRS]YuY kY�^rZUP ]P part� P OTUQRUYu^PsRSTQURV kY^rZYU < raOrTXQr OR]TV]bW kY^rZUYW ]P part
M N^YWT XYuY�R_ Yk^TZTOT]RV ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY λ ≺ µ aOTSTX _P QY[YV λ < µ �R λ � µ aOTSTX λ ≤ µ�M �PUY]TS]YW W]Y�TQXaT partn

XPU�T TQX` ZaP YX]Y	T]Rr kY^rZUP� R]ZtlR^YaP]]bT < R ≺
� a SPQX]YQXR�OTUQRUYu^PsRSTQURV kY^rZYU < kY_aYOrTX YZ]Y_]PS]Y ^PQkYOY�RX` �OTWT]Xb partn

kY aY_^PQXP]R\M� ZPO`]TV	TW� aQrURV ^P_� UYuZP ]PW ]PZY [tZTX OR]TV]Y tkY^rZYSRX` partn
�QUP�TW� SXY[b R_Y[�^P_RX` WPX^Rlb QY W]Y�TQXaYW R]ZTUQYa partn

�� Wb [tZTW RQkYO`_YaPX` RWT]]Y OTUQRUYu^PsRSTQURVkY^rZYUM �Pk^RWT^� �OTWT]Xb part5
tkY^rZYSRaP\XQr QOTZt\�RW Y[^P_YW� (1, 1, 1, 1, 1) < (2, 1, 1, 1) <

(2, 2, 1) < (3, 1, 1) < (3, 2) < (4, 1) < (5)
M

5H9;=;C;DA; ��4�4n �� ����� 
	������ λ ∈ partn
��
����� �����%� ��
	�� K "

Sn
"�����

Mλ
� ��� ��������� K "������ �	���� ����
���  �� �� �������#��� �	������ {t} ��
� λ� 	

Sn
��������� �	 ������	! ����� �	���	 ����	��� ������ �����	�� ��
�� ψλ ∈ X(Sn) !	
	���
 �����
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�J:;@JDA; ��4�4n�4 �Q]Y� SXY
Sn
X^P]_RXRa]Y ZTVQXatTX ]P W]Y�TQXaT aQTf XP[OYRZYa sY^Wb λ RSXY QXP[ROR_PXY^ O\[YuY XP[OYRZP QYk^r�T] Q kYZQXP]YaYS]YV kYZu^tkkYV

Sλ ⊂ Sn
�QWM jMLMi R jMLMm�MvPURW Y[^P_YW�Mλ

∼= K(Sn/Sλ) R ψλ = χSn/Sλ

�QWM hMcML�M vTW QPWbW Wb t�T kYQX^YROR ]TUYXY^bTaR^XtPO`]bT kYZu^tkkb a
Sn
M

'UP�TW� UPURW Y[^P_YW WY�]Y abSRQORX` _]PST]Rr fP^PUXT^P ψλ
]P UOPQQT QYk^r�T]]bf �OTWT]�XYa Cµ

ZOr O\[bf λ, µ ∈ partn
M �^T�ZT aQTuY� TQOR n = 0 � XY λ = µ = () �ktQXYT ^P_[RT]RT� UYXY^YTWY�]Y Y[Y_]PSRX` XPU�T (0) ROR (0, 0, . . .)�� R ψ(0)(C(0)) = 1

M Or [ �YO`	Rf n _]PST]Rr ψλ(Cµ) kYQOTZY�aPXTO`]Y abSRQOr\XQr Q kYWY�`\ QOTZt\�TuY k^TZOY�T]Rr�
z9;=C8};DA; ��4�4y ����� λ = (λ1, . . . , λk) � µ = (µ1, . . . , µl) � 
	������ ������ � ���� #� ����	
n > 0 � ����	

�jMLMLhML� ψλ(Cµ) =

l∑

i=1

ψλ1,...,λi−µ1,...,λk
(Cµ2,...,µl

) .

�	���� ψλ1,...,λi−µ1,...,λk

����	��� �����%� ��
	��� ���� λi − µ1 < 0� �� ��	�	���� �����������"
%�� �	���� ������� i� �����	��� � ��� �jMLMLhML�� � �
������ ����	� � ���
 �����	� �	��

(λ1, . . . , λi − µ1, . . . , λk) � ��
 ��� �����
	��	�� � ������ � ���������� ����� ������ � 
	��	�
�"
�	� ψλ′

�� ����������� �	�� ��
	�� 
	������ λ′ ∈ partn−µ1

�

�8�J7J<;C�B<>8 �b[T^TW UPUt\�]R[tZ` kYZQXP]YaUt σ lRUORSTQUYuY XRkP µ M vYuZP ψλ(Cµ) = ψλ(σ)TQX` SRQOY XP[OYRZYa sY^Wb λ� YQXP\�RfQr ]TkYZaR�]bWR kYZ ZTVQXaRTW σ �QWM hMcMLML�� XMTM UYORST�QXaY XP[OYRZYa {t} sY^Wb λ� Y[OPZP\�Rf XTW QaYVQXaYW� SXY O\[YV lRUO kYZQXP]YaUR σ QYZT^�RXQra YZ]YV QX^YUT {t} M 	]PST uYaY^r� ]PW ]PZY ^PQk^TZTORX` lRUOb kYZQXP]YaUR σ kY QX^YUPW XPU� SXY[ba i�YV QX^YUT YUP_POYQ` ^Ya]Y λi
SRQTOM �PQQWYX^RW kT^abV lRUO kYZQXP]YaUR σ �XMTM XYX QPWbV lRUO�UYXY^YWt QYYXaTXQXatTX QOPuPTWYT µ1

lRUORSTQUYuY XRkP µ kYZQXP]YaUR σ�M x] QXYRX a UPUYV�XY QX^YUT
{t} � ]Pk^RWT^� a i�YV� TQOR Wb TuY abUR]TW R_ i�YV QX^YUR� Wb kYOtSRW a XYS]YQXR ]P[Y^� UYORST�QXaY UYXY^bf _PZPTXQr i�bW QOPuPTWbW QtWWb �jMLMLhML�� k^YQtWWR^YaPa kY aQTW i YX 1 ZY l � kYOtSPTWsY^WtOt �jMLMLhML�M
�C;=B<>A; ��4�4� ���� ψλ(Cµ) 6= 0� ��µ � λ � µ ≤ λ ���	�� ����
 � 	�
��	 (

ψλ(Cµ)
)
λ,µ∈partn
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������� ���� 	�
��� �� 
	��� ����

�8�J7J<;C�B<>8 	]ZtUlRr kY n = |λ| = |µ| Q RQkYO`_YaP]RTW sY^WtOb �jMLMLhML�
5H9;=;C;DA; ��4�4K �� ���� �	����� t ��
� λ ∈ partn

�����	�� ��
�� κt
������ �
�������

	����
� Z[Sn]� ��
��������� 
	������� κt :=
∑

σ∈Ct
(sgnσ)σ � ��� Ct � ���������� ��	�����	��
 t

��� ������� 	 sgnσ = ±1 � ��	� �����	����� σ �
�Q]Y� SXY ZOr O\[YV kYZQXP]YaUR τ ∈ Sn κτt =

∑
σ∈Cτt

(sgnσ)σ =
∑

σ∈τCtτ−1(sgnσ)σ = τκtτ
−1 M
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	������ λ ∈ partn
��
����� WYZtO` �kTfXP Sλ ⊂ Mλ

�	� K "
Sn

"�������� � Mλ
� ��
�#������ �	� K "����� ������	� ���	 κt{t}

�� �������#��! �	���� t��
� λ ���� �������������K "
Sn

"������ ��������� τκt{t} = κτt{τt}
� � �����	�� ��
�� χλ

!	
	���

K "

Sn
"���� Sλ

�

�J:;@JDA; ��4�4� � ZTVQXaRXTO`]YQXR k^YaT^rTXQr �QWM �L��� SXY ZOr O\[YuY kYOr K ]tOTaYV fP�^PUXT^RQXRUR K�Sn�WYZtO` Sλ
k^YQX� SXY WYZtOR �kTfXP� QYYXaTXQXat\�RT ^P_ORS]bW λ� kYkP^]Y]TR_YWY^s]b R kYXYWt �XMUM Rf UYORSTQXaY ^Pa]Y UYORSTQXat UOPQQYa QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa u^tk�kb

Sn
� Y[^P_t\X kYO]YT QTWTVQXaY k^TZQXPaRXTOTV UOPQQYa k^YQXbf K�Sn�WYZtOTVM 	]PST uYaY^r�

(χλ)λ∈partn

� �XY a XYS]YQXR W]Y�TQXaY aQTf ]Tk^RaYZRWbf fP^PUXT^Ya u^tkkb
Sn
M N^YWT XYuY� a ^P_�OY�T]RRMλ

a QtWWt k^YQXbf WYZtOTV aQX^TSP\XQr XYO`UY Sµ
Q µ � λ �R� QOTZYaPXTO`]Y� µ ≥ λ�� k^R�STW Sλ

afYZRX ^Ya]Y YZR] ^P_M 	]PST uYaY^r� WPX^RlP M := (mλµ)λ,µ∈partn

� Yk^TZTOT]]Pr ^PaT]QXaYW
ψλ =

∑
µmλµχλ

� raOrTXQr aT^f]TV t]RX^TtuYO`]YV WPX^RlTV� QYQXYr�TV R_ lTObf ]TYX^RlPXTO`]bfSRQTOM xXQ\ZP ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY aQT _]PST]Rr χλ(Cµ) raOr\XQr lTObWR SRQOPWRM �YQUYO`Ut k^Y�R_aYO`]bV fP^PUXT^ χ raOrTXQr lTOYSRQOT]]YV UYW[R]PlRTV (χλ)� aQT TuY _]PST]Rr XPU�T raOr\XQrlTObWR SRQOPWRM
�J:;@JDA; ��4�4� �YUP�TW� UPURW Y[^P_YW WY�]Y� kYO`_trQ` R_OY�T]]bWR ab	T sPUXPWR� abSRQ�ORX` XP[ORlt fP^PUXT^Ya u^tkkb

Sn
M �^T�ZT aQTuY� Wb kT^TSRQOrTW a OTUQRUYu^PsRSTQUYW kY^rZUTaQT ^P_[RT]Rr λ ∈ partn

� R abSRQOrTW ZOr UP�ZYuY R_ ]Rf dλ = |Cλ|
kY sY^WtOT �jMLML�ML�M vTkT^` WbWY�TW abSRQORX` QUPOr^]YT k^YR_aTZT]RT (ϕ1, ϕ2)

Zatf k^YR_aYO`]bf fP^PUXT^Ya ϕ1
R ϕ2

kY sY^WtOT
(ϕ1, ϕ2) = 1

n!

∑
σ∈Sn

ϕ1(σ)ϕ2(σ) = 1
n!

∑
µ∈partn

dµϕ1(Cµ)ϕ2(Cµ) = 1
n!

∑
µ∈partn

dµϕ1(µ)ϕ2(µ) �kYQOTZ]TT^PaT]QXaY aT^]Y� kYQUYO`Ut aQT _]PST]Rr aQTf fP^PUXT^Ya
Sn
OT�PX a Z

� U^YWT XYuY� Wb Y[Y_]PSROR
ϕ1(Cµ) ST^T_ ϕ1(µ) R P]POYuRS]Y ZOr ϕ2

�M �bSRQORW fP^PUXT^b �XMTM XP[ORlt _]PST]RV fP^PUXT^Ya�
(ψλ)λ∈partn

kY sY^WtOT �jMLMLhML�� _PWTSP]RT jMLML� kYUP_baPTX� SXY Y^XY]Y^WR^YaP]]bV [P_RQ (χλ)t]RXP^]YuY k^YQX^P]QXaP Cen(Sn,C) kYOtSPTXQr R_ [P_RQP (ψλ) k^YlTQQYW Y^XYuY]POR_PlRR �^PWP

�WRZXP YX]YQRXTO`]Y kY^rZUP� k^YXRaYkYOY�]YuY OTUQRUYu^PsRSTQUYWtM 	]PST uYaY^r� Wb kT^T[R�^PTW λ ∈ partn

a kY^rZUT� Y[^PX]YW OTUQRUYu^PsRSTQUYWt� abSRQOrTW UY�ssRlRT]Xb mλµ := (ψλ, χµ)ZOr aQTf µ > λ R _PXTW kYOPuPTW χλ := ψλ −
∑

µ>λmλµχµ
M �YWRWY XP[ORlb fP^PUXT^Ya (χλ(µ))� WbXPURW Y[^P_YW abSRQOrTW aT^f]\\ t]RX^TtuYO`]t\ WPX^Rlt (mλµ)

M
	_OY�T]]bV ab	T WTXYZ �raOr\�RVQr ]TUYXY^bW tk^Y�T]RTW WTXYZP� R_OY�T]]YuY a U]RuT �L��fY^Y	 XTW� SXY Y] OTuUY ^TPOR_tTXQr ]P UYWk`\XT^TM

�J:;@JDA; ��4�4� �tQX` χ � k^YR_aYO`]bV aR^XtPO`]bV fP^PUXT^ u^tkkb
Sn
�XMTM �OTWT]X UYO`lPfP^PUXT^Ya X(Sn)�M eb WY�TW _PZPX` χ Q kYWY�`\ O\[YuY R_ X^Tf ]P[Y^Ya lTObf SRQTO (xλ)� (y′µ)�

(zν)� Yk^TZTOT]]bf sY^WtOPWR χ =
∑

λ xλχλ
� y′µ = χ(Cµ) = χ(µ)�χ =

∑
ν zνψν

M'UP�TW� UPURW Y[^P_YWkT^TfYZRX` YX YZ]YuY XPUYuY _PZP]Rr U O\[YWt Z^tuYWtM �^T�ZT aQTuY� XP[ORlP fP^PUXT^Ya (χλ(µ))kY_aYOrTX kT^TfYZRX` YX (xλ) U (y′µ) R ]PY[Y^YX kY sY^WtOPW y′µ =
∑

λ xλχλ(µ) R xλ = (χ, χλ) =
1
n!

∑
µ dµy

′
µχλ(µ)

M eb WY�TW XPU�T kT^TVXR YX (xλ) U (zν) R ]PY[Y^YX kY sY^WtOT xλ = zλ+
∑

ν<λmνλzνR YX (zν) U (y′µ) R ]PY[Y^YX kY sY^WtOT y′µ =
∑

ν≥µ zνψν(µ) �_ZTQ` Wb kYO`_tTWQr X^TtuYO`]YQX`\WPX^Rl (mλµ) R (ψλ(µ))
� QWM jMLML� R jMLMLj�M

��� ����� $�!����# %� ����!��� $
Sn

� �����% ��� � ���
�tQX` G = Sn

� QRWWTX^RSTQUPr u^tkkP� H ⊂ G � k^YR_aYO`]Pr TT kYZu^tkkP� χ = χG/H
� QYYX�aTXQXat\�Pr aR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP �QWM hMcMj�M �YuOPQ]Y hMcMm� aR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP χ kYO]YQX`\_PZPTXQr Q kYWY�`\ O\[YuY R_ ]P[Y^Ya lTObf SRQTO (xλ)λ∈Λ

� (yµ)µ∈M
� (y′µ)µ∈M

� ROR Q kYWY�`\ st]U�lRR pH : M → [0, 1] � uZT Λ � W]Y�TQXaY� R]ZTUQR^t\�TT ]Tk^RaYZRWbT UYWkOTUQ]bT fP^PUXT^b
Sn
� P

M � W]Y�TQXaY UOPQQYa QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa u^tkkb
Sn
M �YuOPQ]Y jMLMj R jMLML�� Wb WY�TW a_rX`

Λ = M = partn
� SXY Wb R QZTOPTWM N^YWT XYuY� t ]PQ kYraOrTXQr T�T YZR] QkYQY[ _PZP]Rr aR^XtPO`]YVkYZu^tkkb a

Sn
� P RWT]]Y� Q kYWY�`\ ]P[Y^P lTObf SRQTO (zν)ν∈partn

� XPURf� SXY χ =
∑

ν zνψν

� QWMjMLMLmM 	Y^WtOb hMcMm R jMLMLm kY_aYOr\X OTuUY kT^TfYZRX` YX YZ]YuY R_ �XRf YkRQP]RV aR^XtPO`]YVkYZu^tkkb U O\[YWt Z^tuYWtM�PkYW]RW� SXY ]P	TV lTO`\ raOrTXQr kYQX^YT]RT ZOr aQTf ]T[YO`	Rf n �QUP�TW� n ≤ 12� ]TUY�XY^bf W]Y�TQXa fP^PUXT^Ya u^tkkb
Sn
� UYXY^bT [b _PaTZYWY QYZT^�POR aQTaY_WY�]bT aR^XtPO`]bTkYZu^tkkb� XMTM fP^PUXT^b aRZP χSn/H
ZOr ]TUYXY^bf kYZu^tkk H ⊂ Sn

M �^R �XYW Wb fYXRW� SXY[b
�XR W]Y�TQXaP fP^PUXT^Ya QYZT^�POR UPU WY�]Y WT]`	T �]TQt�TQXaT]]bf �OTWT]XYa�� XMTM fP^PUXT^Ya�

cg



]T QYYXaTXQXat\�Rf ]RUPUYV kYZu^tkkTM eb aaTZTW QOTZt\�t\� ]TQUYO`UY ]TOYuRS]t\� XT^WR]YOY�uR\� �XR fP^PUXT^b Wb [tZTW XPU�T ]P_baPX` aR^XtPO`]bWR kYZu^tkkPWR� ]Y [tZTW uYaY^RX`� SXYY]R ������������ ROR SXY Y]R ]T QYYXaTXQXat\X ]R YZ]YV �]PQXYr�TV� kYZu^tkkT
Sn
MNPURT t ]PQ TQX` U^RXT^RR ZOr Yk^TZTOT]Rr ]TQt�TQXaT]]bf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk� �YWRWY QYYX�]Y	T]RV R_ hMcMm� t ]PQ TQX` τ �U^RXT^RV hMgMg R TuY ^P_ORS]bT WYZRsRUPlRR �QWM hMgMgMh�M N^YWT XYuY�WY�]Y k^RZtWPX` ]TQUYO`UY XTY^TXRUY�u^tkkYabf XTQXYa� YQ]YaP]]bf ]P XYW� SXY τ �U^RXT^RV ZPTX]TY[fYZRWYT tQOYaRT XYuY� SXY YZ]P kYZu^tkkP QYZT^�RXQr a Z^tuYV� a XT^WR]Pf QYYXaTXQXat\�RfaR^XtPO`]bf kYZu^tkk �QWM hMgML��M vPU� aQrUPr kYZu^tkkP kY^rZUP ji a

S6
ZYO�]P QYZT^�PX` ]TUt\kYZu^tkkt kY^rZUP Lg �P RWT]]Y� QaY\ QROYaQUt\ d�kYZu^tkkt�� kY�XYWt� TQOR Wb Y[]P^t�RaPTW aR^�XtPO`]t\ kYZu^tkkt kY^rZUP ji �]PkYW]RW� SXY kY^rZYU R R]ZTUQ aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb UY^^TUX]YYk^TZTOT]b� QWM hMcMg�� UYXY^Pr ]T WY�TX QYZT^�PX` ]RUPUt\ aR^XtPO`]t\ kYZu^tkkt kY^rZUP Lg �aQWbQOT U^RXT^Rr hMgML��� XY �XP aR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP kY^rZUP ji raOrTXQr ]TQt�TQXaT]]YVMxQ]Ya]YV RZTTV ]P	TuY kYQX^YT]Rr QkRQUP aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
raOrTXQr RQkYO`_YaP]RT t�TkYQX^YT]]bf QkRQUYa ZOr aQTf WT]`	Rf _]PST]RV n ZOr kYQX^YT]Rr QkRQUP ZOr ZP]]YuY _]PST]Rr n �QaYTuY ^YZP kYQX^YT]RT kY R]ZtUlRR �[P_P n = 0 X^RaRPO`]P�M� ZP]]YW ^P_ZTOT Wb ^PQQWYX^RW ZaP WTXYZP kYQX^YT]Rr aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
� UYXY^bT Wb]P_YaTW %��
!
% ��� R %��
!
% ���M �^t[Y uYaY^r� kT^abV R_ �XRf WTXYZYa _PUO\SPTXQr a XYW� SXY

Sn−1
YXY�ZTQXaOrTXQr Q kYZu^tkkYV a

Sn
� R kYXYWt aQrUPr kYZu^tkkPH ⊂ Sn−1

WY�TX ^PQQWPX^RaPX`�Qr R UPU kYZu^tkkP
Sn

� ]PZY XYO`UY _PkRQPX` �XY a XT^WR]Pf QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bf kYZu^tkkM�YuOPQ]Y hMcMc���� ZOr O\[YV kYZu^tkkb H ⊂ Sn−1
abkYO]T]Y ^PaT]QXaY χSn/H = Ind(i,C)(χSn−1/H)�uZT i : Sn−1 → Sn

� UP]Y]RSTQUYT aOY�T]RT� P Ind(i,C) : Cen(Sn−1,C) → Cen(Sn,C) � R]ZtlR^YaP]�]YT RW YXY[^P�T]RT lT]X^PO`]bf st]UlRVM vPURW Y[^P_YW� ZOr ^TPOR_PlRR WTXYZP ��� ]PW ]t�]Y]PtSRX`Qr abSRQOrX` fP^PUXT^ Ind(i,C)(χ) kY fP^PUXT^t χ � QOTZt\�TT k^TZOY�T]RT Y[�rQ]rTX� UPU�XY WY�]Y QZTOPX`�
z9;=C8};DA; ��n�4 ����� f ∈ Cen(Sn−1,C) � ����
	���	 ������ � i : Sn−1 → Sn � �	����������
���#����� f ′ := Ind(i,C)(f) ∈ Cen(Sn,C) � �����	�� ��
�� Z Sn

"��#����� {1, 2, . . . , n} � ���������"
�� ��������

Sn
� � ����� χZ � �����������%�� !	
	���
 ��� 
������ �	�� ��
	��� �� ����

�����	����� σ ∈ Sn
��	����� χZ(σ) ���� ����� �������#��! ����� �����	����� σ � 	 �� �����


	������ λ ∈ partn
��	����� χZ(Cλ) ���� ���������� ��������! ��	�	��! � 
	������� λ �����	 �� ����� 
	������ λ ∈ partn

��������� 
	�������

�jMdMLML� f ′(Cλ) =

{
0, ���� χZ(Cλ) = 0�
χZ(Cλ)f(Cλ′), ���� λ = λ′ ∨ (1) � χZ(Cλ) > 0 �

����� ��
�� λ′ ∨ (1) �����	���� 
	������� ����	 n� ���������� ���	������ ���������� ��	�	����
� 
	������ λ′ ����	 n − 1 � ������ ��� λ′ ������	��� ��
���� ��� �� 
	������	 λ = λ′ ∨ (1)� ���� ��%������	��� �	���� λ′ 
	��������� χZ(Cλ) > 0� ���� �	���� ��������! ��	�	��! � λ� �	����
	��� ��
��	� �
�������	 ��
�� ��

����	�

�8�J7J<;C�B<>8 �YOY�RW τk := (k n) ∈ Sn
ZOr aQTf k YX L ZY n M vYuZP τk Y[^P_t\X kYO]t\ QR�QXTWt k^TZQXPaRXTOTV

Sn/Sn−1
� R kYXYWt ZOr O\[YuY σ ∈ Cλ ⊂ Sn

abkYO]T]Y ^PaT]QXaY f ′(σ) =∑
τkστ−1

k
∈Sn−1

f(τkστ
−1
k )
M �PWTXRW� SXY τkστ−1

k
kYkPZPTX a

Sn−1
XYuZP R XYO`UY XYuZP� UYuZP �XP kYZ�QXP]YaUP YQXPaOrTX ]TkYZaR�]bW �OTWT]X n � XMTM XYuZP R XYO`UY XYuZP� UYuZP σ(k) = k

M �Y�XYWt� TQOR t
σ ]TX ]TkYZaR�]bf XYSTU� XMTM TQOR χZ(σ) = 0 � XY R f ′(σ) = 0

� XTW QPWbW ZYUP_P]P kT^aPr SPQX` sY^�WtOb �jMdMLML�M �^TZkYOY�RW XTkT^`� SXY χZ(σ) > 0 � XMTM SXY λ = λ′ ∨ (1) ZOr ]TUYXY^YuY λ′ ∈ partn−1

M
vYuZP UYORSTQXaY XTf k � ZOr UYXY^bf τkστ−1

k ∈ Sn−1
� ^Pa]Y SRQOt ]TkYZaR�]bf XYSTU σ � XMTM χZ(σ)

�
ZOr aQTf �XRf k kYZQXP]YaUP τkστ−1

k ∈ Sn−1
RWTTX lRUORSTQURV XRk λ′ � XPU SXY f(τkστ

−1
k ) = f(Cλ′)

�
XPURW Y[^P_YW� Wb kYOtSPTW QtWWt χZ(Cλ) QOPuPTWbf� ^Pa]bf f(Cλ′)� SXY R _PaT^	PTX k^YaT^Ut k^P�aRO`]YQXR sY^WtOb �jMdMLML�M
x[QtZRW XTkT^` WTXYZ ���M &uY QtX` _PUO\SPTXQr a XYW� SXY RQfYZr R_ kYZu^tkk H ⊂ Sn

R K ⊂ SmWY�]Y kYQX^YRX` kYZu^tkkt H ×K ⊂ Sn × Sm ⊂ Sn+m
�QWM _PWTSP]RT kYQOT jMLML�M �PW ]PZY XTkT^`R_OY�RX` �Xt UY]QX^tUlR\ a XT^WR]Pf QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bf kYZu^tkkMOr �XYuY Wb aaTZTWQOTZt\�t\ YkT^PlR\� ZOr O\[bf Zatf UY]TS]bf u^tkk G R G′ R O\[bf Zatf lT]X^PO`]bf st]UlRV

f ∈ Cen(G,C) R f ′ ∈ Cen(G′,C) Yk^TZTORW f ∗ f ′ sY^WtOYV (f ∗ f ′)(g, g′) = f(g)f ′(g′)
M 	_ Yk^TZTOT]RV]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY TQOR f R f ′ � fP^PUXT^b UYWkOTUQ]bf k^TZQXPaOT]RV u^tkk G R G′ � XY f ∗ f ′

c�



TQX` fP^PUXT^ Rf XT]_Y^]YuY k^YR_aTZT]Rr� ^PQQWPX^RaPTWYuY UPU k^TZQXPaOT]RT u^tkkbG×G′
M N^YWTXYuY� TQOR Z � G�W]Y�TQXaY�Z ′ � G′�W]Y�TQXaY� XY ]P Z×Z ′ TQX` TQXTQXaT]]Y Yk^TZTOT]]Pr QX^tUXt^P

G×G′�W]Y�TQXaP� R χZ×Z′ = χZ ∗χZ′

M � SPQX]YQXR� TQOR H ⊂ G R H ′ ⊂ G′ � k^YR_aYO`]bT kYZu^tkkb�XY (G×G′)/(H ×H ′) ∼= G/H ×G′/H ′ � R kYXYWt χ(G×G′)/(H×H′) = χG/H ∗ χG′/H′

M�^RWT]RXTO`]Y U ]P	TV QRXtPlRR aQT �XY Y_]PSPTX� SXY χSn+m/(H×K) = Ind(j,C)(χSn/H ∗ χSm/K)�uZT j : Sn×Sm → Sn+m
� UP]Y]RSTQUYT aOY�T]RTM xUP_baPTXQr� SXY �XYX fP^PUXT^ OTuUY abSRQOrTXQra XT^WR]Pf UY�ssRlRT]XYa (zν)� Yk^TZTOT]]bf a jMLMLm�

z9;=C8};DA; ��n�n ����� j : Sn × Sm → Sn+m � �	���������� ���#����� ����	�
�� �� ���! ���! 
	������� λ ∈ partn

� µ ∈ partm
��������� 
	������� Ind(j,C)(ψλ ∗ψµ) = ψλ∨µ

�
��� ψλ

� ψµ � !	
	���
�� ��
��������� � ������� 	 λ ∨ µ � 
	������� ����	 n + m� ����������
����������� 
	������� λ � µ� ��	�� ����
 � � 
	��	�
��	� ��������	���������� ��
	���	�"
�� �
������	��� � ��������	��������� ��������! �������� λ ��������	��������� ������"
��! �������� µ� �	�� ���
 �����	� ������� �������
��� ��������	��������� � ��
 ���
�����
	��	�� � ������ � ���������� ����� ������

�� ���� χ1 =
∑

λ∈partn
z
(1)
λ ψλ

� χ2 =
∑

µ∈partm
z
(2)
µ ψµ � ��	 !	
	���
	 �
���

Sn
�

Sm
������������"

��� �� Ind(j,C)(χ1 ∗ χ2) =
∑

ν∈partm+n
zνψν

� ��� zν =
∑

λ∨µ=ν z
(1)
λ z

(2)
µ

�

�8�J7J<;C�B<>8 �� eb _]PTW� SXY ψλ = χSn/Sλ

� uZT
Sλ = Sλ1 ×· · ·×Sλk

⊂ Sn
�QWM jMLMi R jMLMLdML�MN^YWT XYuY� Wb t�T abrQ]ROR� SXY Ind(j,C)(χSn/Sλ

∗ χSm/Sµ
) = χSn+m/(Sλ×Sµ)

� YQXPOYQ` _PWTXRX`�SXY kYZu^tkkP
Sλ×Sµ ⊂ Sn+m

QYakPZPTX Q kYZu^tkkYV
Sλ∨µ

Q XYS]YQX`\ ZY kT^T]tWT^PlRR �OTWT]XYaW]Y�TQXaP {1, 2, . . . , n+m} � XMTM Q XYS]YQX`\ ZY QYk^r�T]Rr a Sn+m

� kY�XYWt Rf fP^PUXT^b QYakPZP\XM�� xSTaRZ]YT QOTZQXaRT kt]UXP �� aaRZt [ROR]TV]YQXR YkT^PlRR (χ1, χ2) 7→ Ind(j,C)(χ1 ∗ χ2)
M

�J:;@JDA; ��n�y &QOR k^YaYZRX` abSRQOT]Rr ]T ZOr (y′µ) �̂ Pa]bf _]PST]RrW aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb
χSn/H

]P UOPQQPf QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa�� P ZOr ]P[Y^P yµ = |Cµ ∩ H | �QWM hMcMm�� XY abSRQOT]RrT�T tk^Y�P\XQr� ]TQOY�]Y aRZTX`� SXY TQOR H ⊂ Sn−1
_PZPTXQr ]P[Y^YW (y

(1)
µ′ )µ′∈partn−1

� XY H UPU
kYZu^tkkP

Sn
_PZPTXQr ]P[Y^YW (yµ)µ∈partn

� XPURW� SXY yµ′∨(1) = y
(1)
µ′

R yµ = 0 � TQOR χZ(µ) = 0 �XMTMTQOR µ ]T k^TZQXPaOrTXQr a aRZT µ′ ∨ (1)�M qXR sY^WtOb QYf^P]r\X QROt� TQOR ZP�T ]T k^TZkYOPuPX`�SXY ^PQQWPX^RaPTWbT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb QYYXaTXQXat\X UPURW�XY �]PQXYr�RW� kYZu^tkkPW� PYk^TZTOrX` (yµ) RQfYZr R_ (y′µ) kY sY^WtOPW hMcMmM
��
 ����� $�!����# %� ����!��� $

Sn

� ����� ���
� �XYW kt]UXT Wb ^PQQWPX^RaPTW QkYQY[ Yk^TZTOT]Rr aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
� UYXY^bV Wb ]P�_YaTW %��
!
% ���M �t�]YQX` �XYuY WTXYZP _PUO\SPTXQr k^RWT^]Y a QOTZt\�TW� ZOr k^YR_aYO`]YVkYZu^tkkb H ⊂ Sn

Wb WY�TW ^PQQWYX^TX` Qar_]YT
Sn�W]Y�TQXaY X := Sn/H

� Wb WY�TW XPU�T^PQQWYX^TX` X UPU
Sn−1�W]Y�TQXaY� UYXY^YT Wb Y[Y_]PSRW ST^T_ i∗X �uZT i : Sn−1 → Sn

� UP]Y�]RSTQUYT aOY�T]RT� QWM hMLMh�M vYuZP i∗X ^PQkPZTXQr a QtWWt ]T [YOTT STW n UYWkY]T]X Qar_]YQXR�XMTM Y^[RX�� UP�ZPr R_ UYXY^bf RWTTX aRZ
Sn−1/Hj

� XMTM i∗X ∼= Sn−1/H1 t . . . t Sn−1/Hs
M xXQ\ZP

Cen(i,C)(χSn/H) = Cen(i,C)(χX) = χi∗X =
∑

j χSn−1/Hj

�QWM hMcMh��� R ��M vTkT^` WY�]Y k^TZOY�RX`QOTZt\�RV kOP] ZTVQXaRV�
LM �T^T[^PX` aQTaY_WY�]bT kYZfYZr�RT ]P[Y^b aR^XtPO`]bf kYZu^tkk (χSn−1/Hj

)1≤j≤k
�Wb t�TkYQX^YROR aQT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb a

Sn−1
� XPU SXY ]PW �XY ]TQOY�]Y QZTOPX`� U^YWT XY�uY� TQXTQXaT]]bT Yu^P]RST]Rr ]P kY^rZUR R UYORSTQXaY Hj

XPUYab� SXY ]T k^RZTXQr kT^T[R^PX`QOR	UYW W]YuY aP^RP]XYa�M
dM Or UP�ZYuY XPUYuY ]P[Y^P Yk^TZTORX` Cen(i,C)(χ) UPU QtWWt aQTf χSn−1/Hj

� Yk^TZTORX` YXQ\ZP
yµ∨(1) = χ

(
µ ∨ (1)

)
=

(
Cen(i,C)(χ)

)
(µ) ZOr aQTf µ ∈ partn−1

�QWM hMjM�� Wb kYO`_tTWQr XTW� SXY
i−1(Cµ∨(1)) = Cµ

�M
hM �^YR_aTQXR kT^T[Y^ aY_WY�]bf _]PST]RV (yµ) ZOr XTf µ ∈ partn

� UYXY^bT ]T _PkRQbaP\XQr a aRZT
µ′ ∨ (1) �XPURf µ ]T YST]` W]YuY� P tQOYaRr L�
Ld� R_ hMcMm kY_aYOr\X QRO`]Y QYU^PXRX` kT^T[Y^�M

ci



jM �^YaT^RX` tQOYaRr L�
Ld� R_ hMcMm �a ZTVQXaRXTO`]YQXR lTOYSRQOT]]YQX` UY�ssRlRT]XYa (xλ)�ROR� SXY ^Pa]YQRO`]Y� (zν)� WY�]Y k^YaT^rX` kY fYZt kT^T[Y^P� k^YR_aYZRWYuY a k^TZbZt�TWkt]UXT� kYQUYO`Ut QYuOPQ]Y jMLMLm zν
_PaRQRX XYO`UY YX yµ

Q µ � ν
� �XY kY_aYOrTX YXQTUPX` kYfYZt _PaTZYWY ]TkYZfYZr�RT aTXaR kT^T[Y^P�M

cM �^YaT^RX`� tZYaOTXaY^rTX OR kYOtST]]Pr aR^XtPO`]Pr u^tkkP τ �U^RXT^R\ hMgMgM &QOR ZP� XY ZY�[PaRX` TT a QkRQYU aR^XtPO`]bf kYZu^tkk
Sn
M

Or _PaT^	T]Rr YkRQP]Rr WTXYZP ��� ]PW QOTZtTX R_tSRX`� UPURT WYutX [bX` kY^rZUR kYZu^tkk
Hj ⊂ Sn−1

� a _PaRQRWYQXR YX kY^rZUP H ⊂ Sn
M

z9;=C8};DA; ��y�4 ����� G � ������	 �
���	� G0 ⊂ G � ����
���	� i : G0 → G � �	����������
���#����� Z = G/G0 � G"���
	��
��� ��#������ n := |Z| = (G : G0)

� ����� H ⊂ G � �%� ��"
�	 ����
���	 G� X := G/H � i∗X � G0

"���
	��
��� ��#������ ���������� �� X ��#���� �
����
���
	��
�� ��� 
���
� � ����	�
�� ��%������� ����������	 ������ �#�� ��#����� �������� �� ������ ����� G0

"�
���� G0
"

��#����	 i∗X � ��#����� �������� �� ������ G"��#����	 i!i∗X ∼= X × Z ��� 
�������� �������� ���� i∗X = X ′1t . . .tX
′
k
 �� ��� 
	���#���� i∗X �	 ��������� �� ������� ��X×Z ∼=

i!i
∗X = i!X

′
1 t . . . t i!X

′
k
 �� ��� 
	���#���� X × Z �	 ��������� �� �������

�� ��%������� ����������	 ������ �#�� ��#����� H "�
��� Z � ��#����� G"�
��� ������������� �� ������� X × Z �
�� ����� Zj �H "�
���	Z � �����������%	 X ′j ������������ ��������� �������� 
	����
����!

� �����	! �� � �� � ����#� νj := |Zj |
� ����	 (G : G0)|X

′
j | = |i!X

′
j | = (G : H)|Zj |

� |X ′j | = (G :

H)νj/n� �
�� �����
∑k

j=1 νj = n �
�� $���
� � �	#�� X ′j

�
���������� ������ xj
� ����#� Hj := StabG0(xj)

� ����	 i∗(G/H) =
i∗X ∼= G0/H1 t . . . tG0/Hk

� (G0 : Hj) = |X ′j | = (G : H)νj/n
� |Hj | = |H |/νj

�

�
� $�������� ������
��� 1 ≤ νj ≤ n � ∑k

j=1 νj = n� ��� νj
��� � ��
 ��� �
���� H � ��� �� �	

n/ gcd
(
n, (G : H)

) �
�� �
���	 H �
	�������� ��������� �	 Z ����	 � ������ ����	� ����	 k = 1 � ν1 = n� � ��� ����	�

|H1| = |H |/n � (G : H) = (G0 : H1)
�

�� ����
���	 H ⊂ G ����
#��� � ������
�� ����
����� ���
 #����� � G0
� � �� � ������ ��

����	�� ���� H ���� �������#�� ����� �	 Z � ���� ���� νj = 1 �� ������
��� j �

�8�J7J<;C�B<>8 �� �t�TQXaYaP]RT UP]Y]RSTQUYuY R_YWY^sR_WP G�W]Y�TQXa i!i∗X ∼= X × Z tQXP�]YaOT]P a hMLMLLMd� U^YWT XYuY� QYuOPQ]Y hMLML������� st]UXY^ i! QYf^P]rTX QtWWb R kT^TaYZRX ]TktQXbTQar_]bT Y[�TUXb a ]TktQXbT Qar_]bT Y[�TUXb� YXQ\ZP ]TWTZOT]]Y kYOtSPTW tXaT^�ZT]RT kt]UXP ��M�� qXYX kt]UX ]TWTZOT]]Y kYOtSPTXQr R_ kt]UXP ��� TQOR kYWT]rX` ^YOrWR G0
Q H �P _]PSRX� R Z Q

X �M�� xXY[^P�T]RT i : G0 → G R]�TUXRa]Y� R kYXYWt QYuOPQ]Y hMLML�ML |i!X ′j| = (G : G0)|X
′
j |
� WT]rr^YOrWR G0

R H � UPU a ZYUP_PXTO`QXaT kt]UXP ��� kYOtSPTW |i!X
′
j | = (G : H)|Zj |

M �YQUYO`Ut (G : G0) = nR |Zj| = νj
� YXQ\ZP QOTZtTX |X ′j| = (G : H)νj/n

M N^YWT XYuY� n = |Z| =
∑

j |Zj| =
∑

j νj
M

�� �QT� U^YWT kYQOTZ]TuY ^PaT]QXaP� t�T ZYUP_P]Y a ��� kYQUYO`Ut |X ′j | = (G0 : Hj)
M xQXPOYQ`

_PWTXRX`� SXY |Hj | = |G0|/(G0 : Hj) = n|G0|/
(
(G : H)νj

)
= n|G0||H |/(|G|νj) = |H |/νj

� kYQUYO`Ut
n = (G : H)

M
�� eb t�T _]PTW� SXY νj = |Zj | ≥ 1 R SXY ∑

j νj = n
M N^YWT XYuY� QYuOPQ]Y ��� SRQOP (G : H)νj/n

R
|H |/νj

raOr\XQr lTObWR� YXQ\ZP QOTZt\X kYQOTZ]RT ZaP tXaT^�ZT]Rr kt]UXPM
�� TVQXaRXTO`]Y� X^P]_RXRa]YQX` ZTVQXaRr H ]P Z UPU ^P_ R Y_]PSPTX� SXY Z QYQXYRX ^Ya]Y R_YZ]YV Y^[RXb� XMTM SXY k = 1

� YQXPO`]bT tXaT^�ZT]Rr QOTZt\X XYuZP R_ �� R ��M
�� TVQXaRXTO`]Y� H YQXPaOrTX ]TkYZaR�]YV ]TUYXY^t\ XYSUt gG0 ∈ Z = G/G0

XYuZP R XYO`UYXYuZP� UYuZP H QYZT^�RXQr a QXP[ROR_PXY^T StabG(gG0) = gG0g
−1 M � Z^tuYV QXY^Y]b� kY]rX]Y� SXY

H�]TkYZaR�]bT XYSUR Z � �XY a XYS]YQXR YZ]Y�OTWT]X]bT H�Y^[RXb Zj
� QYYXaTXQXat\�RT νj = 1

M

cm



�PW YQXPTXQr XYO`UY k^RWT]RX` �XY k^TZOY�T]RT a QOtSPT G = Sn
� G0 = Sn−1

M xXWTXRW� SXY WbWY�TW Q�UY]YWRX` W]YuY tQRORV� ^PQQWPX^RaPr XYO`UY XT ^P_[RT]Rr ν = (νj)
SRQOP n = (Sn : Sn−1)

�a UYXY^bf aQT νj ≥ 2 � kYQUYO`Ut TQOR ]TUYXY^YT νj = 1 � XY kY kt]UXt �� XYO`UY SXY ZYUP_P]]YuYk^TZOY�T]RrH QYk^r�T]P Q ]TUYXY^YV kYZu^tkkYVSn−1
� P aQT XPURT kYZu^tkkb t�T ]PVZT]b WTXYZYW���� R_OY�T]]bW a k^TZbZt�TW ^P_ZTOTMN^YWT XYuY� Wb WY�TW Yk^TZTORX`� UPURT R_ kYQX^YT]]bf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
WYutX QYYX�aTXQXaYaPX` �ROR Y[r_PXTO`]Y QYYXaTXQXat\X� X^P]_RXRa]bW �XMTM X^P]_RXRa]Y ZTVQXat\�RW ]P Z =

{1, 2, . . . , n} ∼= Sn/Sn−1
� kYZu^tkkPWH ⊂ Sn

� �XY XT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb� UYXY^bT [bOR kYOtST]bWTXYZYW ��� ZOr ^P_[RT]Rr ν = (n) fYXr [b YZR] ^P_ �ROR [bOR kYOtST]b XYO`UY WTXYZYW ��� R XYO`UYZOr XPUYuY ^P_[RT]Rr�MxXWTXRW� SXY ]TUYXY^bT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb WYutX [bX` kYOtST]b WTXYZYW ��� ]TQUYO`UY ^P_ZOr ^P_]bf ^P_[RT]RV (νj)
R aR^XtPO`]bf kYZu^tkk χSn−1/Hj

M
wRXPXTO` WY�TX kYR]XT^TQYaPX`Qr� P _PSTW aYY[�T ]t�T] WTXYZ ���� eTXYZ ��� R XPU kY_aYOrTX kY�OtSRX` aQT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb

Sn
� P WTXYZ ��� kY Qt�TQXat RQkYO`_tTXQr XYO`UY ZOr YkXRWR_PlRRWTXYZP ���� SXY[b ]T kT^T[R^PX` ^P_[RT]Rr (νj)

� a UYXY^bf νj = 1 ZOr ]TUYXY^YuY j M �YOtSPTXQr� SXY [T_WTXYZP ��� WY�]Y [bOY [b QYaQTW Y[YVXRQ`M M MxXaTX _ZTQ` QOTZt\�RV� WTXYZ ��� ZPTX aY_WY�]YQX` kY�OtSRX` ZYkYO]RXTO`]t\ R]sY^WPlR\ Y kYOtSP\�RfQr aR^XtPO`]bf kYZu^tkkPfM vPU� TQOR ]TUYXY^PraR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP χ [bOP kYOtST]P WTXYZYW ��� R_ aR^XtPO`]bf kYZu^tkk χ′ R χ′′ R ]PW R_aTQX�]Y� SXY �XR aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb Qt�TQXaT]]b �XMTM QYYXaTXQXat\X UPURW�XY ^TPO`]bW kYZu^tkkPW
H ′ ⊂ Sn

R H ′′ ⊂ Sm
�� XY R χ raOrTXQr Qt�TQXaT]]YV� kYQUYO`Ut χ QYYXaTXQXatTX H ′ × H ′′ ⊂ Sn+m

MeTXYZ ��� XPU�T QX^YRX R_ Qt�TQXaT]]bf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk Qt�TQXaT]]bT� STuY ]TO`_r QUP_PX` YWTXYZT ���M
��� �$����$� $�!����# %� ����!���
Or tZY[QXaP ZPO`]TV	Rf QQbOYU QY[T^TW XTkT^` aYTZR]Y kYOtST]]bT ]PWR U^RXT^RR� kY_aYOr\�RTR_aOTUPX` R]sY^WPlR\ Y QaYVQXaPf kYZu^tkk H ⊂ G RQfYZr R_ _]P]Rr QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bfkYZu^tkk χG/H ∈ X(G)

M Or U^PXUYQXR Wb [tZTW Y[Y_]PSPX` χG/H
k^YQXY ST^T_ χH

M
�ZTQ` G � UY]TS]Pr u^tkkP� fYXr W]YuRT ^T_tO`XPXb a ZTVQXaRXTO`]YQXR [bOR ]PWR ZYUP_P]b ZOrQOtSPr� UYuZPH � YXU^bXPr kYZu^tkkP k^YUY]TS]YV u^tkkbGM N^YWT XYuY� ]TUYXY^bT U^RXT^RR [tZtX]PWR tXYS]T]b a QOtSPT G = Sn

M
	XPU�
LM �
��!
� R ��!�� u^tkkb H kYO]YQX`\ Yk^TZTOrTXQr QYYXaTXQXat\�TV aR^XtPO`]YV kYZu^tkkYV�XMTM fP^PUXT^YW χH

M TVQXaRXTO`]Y� QYuOPQ]Y hMcMc��� RWTTX WTQXY ^PaT]QXaY (G : H) = χH(e)�YXUtZP |H | = |G|/χH(e)
M qXY ZPTX ]PW aY_WY�]YQX` uYaY^RX` Y kY^rZUT R Y[ R]ZTUQT aR^XtPO`]YVkYZu^tkkb UPU Y aTORSR]Pf� sY^WPO`]Y Yk^TZTOT]]bf �XRWR ^PaT]QXaPWRM

dM NYORSTQXaY �OTWT]XYa u^tkkb H � k^R]PZOT�P�Rf UOPQQt QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa C ⊂ G �XMTMW]Y�TQXat kYZQXP]YaYU Cλ
sRUQR^YaP]]YuY lRUORSTQUYuY XRkP λ a QOtSPT G = Sn

�� XPU�T kYO�]YQX`\ Yk^TZTOrTXQr χG
�QWM hMcMc����

|H ∩ C| =
|C|

(G : H)
· χH(g) ZOr k^YR_aYO`]YuY g ∈ C

M
�PY[Y^YX� SRQOP |H ∩ C| kYO]YQX`\ Yk^TZTOr\X aR^XtPO`]t\ kYZu^tkkt χH

�QWM hMcMg�M
hM &QOR kYZu^tkkb H1

R H2

 ������� XY χH1 = χH2

�QWM hMcMc���M xXWTXRW� SXY �XY tQOYaRTraOrTXQr ]TY[fYZRWbW� ]Y ]T ZYQXPXYS]bW� t�T a u^tkkT G = S6
TQX` ]TQYk^r�T]]bT kYZu^tk�kb H1 =

{
e, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)

} R H2 =
{
e, (1 2)(3 4), (1 2)(5 6), (3 4)(5 6)

} Q QYakPZP\��RWR aR^XtPO`]bWR kYZu^tkkPWRM 	]XT^TQ]Y YXWTXRX`� SXY a ZP]]YW QOtSPT �XR ZaT u^tkkbY[T R_YWY^s]b STXaT^]YV u^tkkT NOTV]P V4
R WYutX [bX` ^TPOR_YaP]b UPU u^tkkb �POtP ZatfW]YuYSOT]Ya 	TQXYV QXTkT]R Q YZR]PUYabWR kYOrWR ^P_OY�T]Rr� H1

TQX` u^tkkP �POtP W]YuY�SOT]P F1(T ) = (T 4 + 1)(T + 1)(T − 1) = T 6 − T 4 + T 2 − 1 � P H2
� u^tkkP �POtP W]YuYSOT]P

F2(T ) = (T 2 + 1)(T 2 − 2)(T 2 + 2) = T 6 + T 4 − 4T 2 − 4
M

�t�TQXaYaP]RT kYZY[]bf k^RWT^Ya aOTSTX _P QY[YV Qt�TQXaYaP]RT ]TR_YWY^s]bf SRQOYabf kY�OTV Q YZR]PUYaYV ζ�st]UlRTV� ZYQXPXYS]Y ^PQQWYX^TX` kYOrKH1 RKH2 � uZTK � kYOT ^P_OY�T]RrUPUYuY�]R[tZ` W]YuYSOT]P 	TQXYV QXTkT]R ]PZ Q � Y[OPZP\�TuY u^tkkYV �POtP S6
M

g�



jM �
�%����
�� kYZu^tkkb H kYO]YQX`\ Yk^TZTOrTXQr ]P t^Ya]T aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb χH
�kYQUYO`Ut ]Y^WPO`]YQX` H ^Pa]YQRO`]P XYWt� SXY ZOr O\[YuY UOPQQP QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa Cu^tkkb G OR[Y |H ∩ C| = 0 � OR[Y |H ∩ C| = |C|� P QYuOPQ]Y kM d� ab	T �XR SRQOP _PZP\XQr χH

M
cM &QOR H R N � ZaT kYZu^tkkb a G� k^RSTW N ]Y^WPO`]P� XY H QYZT^�RXQr a N a XYW R XYO`UYXYW QOtSPT� TQOR |H ∩C| ≤ |N ∩C| ZOr O\[YuY UOPQQP QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa C ⊂ G

M qXY tQOYaRT^Pa]YQRO`]Y XPU�T XYWt� SXY χN (g) = 0 aOTSTX χH(g) = 0 ZOr O\[YuY g R_ GM � SPQX]YQXR� �XY_PWTSP]RT k^RWT]RWY a QOtSPT G = Sn
� N = An

� XMTM Wb WY�TW k^YaT^rX` STX]YQX` kYZu^tkkb
H ⊂ Sn

RQfYZr R_ χH
M

gM �]POYuRS]Y QUP_P]]YWt a k^TZbZt�TW kt]UXT Wb WY�TW k^YaT^RX`� QYZT^�RXQr OR ]Y^WPO`]PrkYZu^tkkP N a k^YR_aYO`]YV kYZu^tkkT H ⊂ G� kYQUYO`Ut �XY tQOYaRT ^Pa]YQRO`]Y XYWt� SXY
|N ∩ C| ≤ |H ∩ C| ZOr aQTf UOPQQYa QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa C ⊂ G

M �^PaZP� a R]XT^TQt\�TW ]PQQOtSPT G = Sn
�XY _PWTSP]RT ^TZUY WY�TX [bX` kYOT_]bWM

�M &QOR H1
R H2

� k^YR_aYO`]bT kYZu^tkkb G� XY τ �U^RXT^RV ZPTX ��
#�
!�%
� tQOYaRT ZOr XYuY�SXY[b H1
QYZT^�POPQ` a UPUYV�OR[Y kYZu^tkkT� QYk^r�T]]YV Q H2

� a XT^WR]Pf QYYXaTXQXat\�RfaR^XtPO`]bf kYZu^tkk �QWM hMgML��M
iM 	QfYZr R_ �XYuY� Wb WY�TW kYOtSRX` ]TY[fYZRWYT tQOYaRT ZOr �������%
��H � TQOR Wb Y[OPZP�TW kYO]bW QkRQUYW aR^XtPO`]bf kYZu^tkk u^tkkbG �aY_WY�]Y� QYZT^�P�RW OR	]RT �OTWT]Xb�MOr �XYuY ZYQXPXYS]Y _PWTXRX`� SXY O\[Pr ^P_^T	RWPr kYZu^tkkP OR[Y raOrTXQr TZR]RS]YV� OR�[Y QYZT^�RX ^P_^T	RWt\ kYZu^tkkt k^YQXYuY R]ZTUQPM �Y�XYWt Wb WY�TW tkY^rZYSRX` QkRQYUaR^XtPO`]bf kYZu^tkk kY t[baP]R\ R]ZTUQP R kYQOTZYaPXTO`]Y k^YaT^RX`� WY�TX OR YST^TZ]PraR^XtPO`]Pr kYZu^tkkP [bX` ^P_^T	RWYV� R_tSRa TT aY_WY�]bT kYZu^tkkb k^YQXYuY R]ZTUQP QkYWY�`\ U^RXT^Rr R_ ��M N^YWT XYuY� TQOR kY^rZYU aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb χH

raOrTXQr QXTkT�]`\ k^YQXYuY SRQOP� XY Wb _]PTW� SXY H raOrTXQr p�u^tkkYV R kYXYWt _PaTZYWY ^P_^T	RWPM
mM Or O\[YuY G�W]Y�TQXaP X Wb WY�TW ]PVXR UYORSTQXaY H�Y^[RX W]Y�TQXaP X � RQfYZr R_ χH

R
χX
M � QPWYW ZTOT� ^PQQt�ZPr UPU k^R ZYUP_PXTO`QXaT jMhML���� Wb aRZRW� SXY UYORSTQXaYH�Y^[RX

X ^Pa]Y UYORSTQXat G�Y^[RX X × (G/H)� UYXY^YT QYuOPQ]Y hMcMh��� R hMcMhMh ^Pa]Y (χXχH , χ0)
�SXY a QaY\ YST^TZ` ^Pa]Y (χX , χH)

M 	XPU� |X/H | = (χX , χH)
M

xXWTXRW� SXY Wb WY�TW Yk^TZTORX` XYO`UY UYORSTQXaY Y^[RX� ]Y ]T Rf ZOR]b� UPU �XY aRZ]Y R_k^RWT^P� k^RaTZT]]YuY a kM h�� TQOR a_rX` a UPSTQXaTX W]Y�TQXaY SRQTO YX L ZY g Q TQXTQXaT]]bWZTVQXaRTW G = S6
� XYuZP ]P[Y^ ZOR] H1�Y^[RXX TQX` 4+1+1 � P ]P[Y^ ZOR] H2�Y^[RX � 2+2+2

M
L�M � kYWY�`\ τ �YkT^PlRV Wb WY�TW ab^P_RX` χτrX

R χτ (1r)X ST^T_ χX
�QWM hMgMc R hMgM��M �YQUYO`�Ut τrX R τ (1r)X � �XY W]Y�TQXaP r��OTWT]X]bf kYZW]Y�TQXa R tkY^rZYST]]bf ]P[Y^Ya R_ r^P_ORS]bf �OTWT]XYa W]Y�TQXaPX QYYXaTXQXaT]]Y� Wb aRZRW� SXY RQfYZr R_ χH

R χX
Wb WY�TWabSRQORX` UYORSTQXaY H�Y^[RX ]P UP�ZYW R_ �XRf W]Y�TQXaM

LLM �QT QUP_P]]YT a k^TZbZt�Rf Zatf kt]UXPf k^RWT]RWY� a SPQX]YQXR� U QOtSP\� UYuZPG = Sn
R X� W]Y�TQXaY XP[OYRZYa sY^Wb ν ZOr ]TUYXY^YuY ^P_[RT]Rr ν SRQOP n �QWM jMLMm�M vYuZP χX

� �XYa XYS]YQXR ψν
R_ jMLMLd� R kYXYWt UYORSTQXaY H�Y^[RX ]P W]Y�TQXaT XP[OYRZYa sY^Wb ν ^Pa]Y

(χH , ψν)
M �PkYW]RW� SXY _]PST]Rr fP^PUXT^P ψν

� ^Pa]Y UPU R UY�ssRlRT]Xb TuY ^P_OY�T]Rr kY]Tk^RaYZRWbW fP^PUXT^PW {χλ}
� WYutX [bX` OTuUY abSRQOT]b �QWM jMLMLi�M

�QT ab	TQUP_P]]YT kY_aYOrTX ]PW _PUO\SRX`� SXY _]P]RT aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb ZPTX ]PW ZYaYO`�]Y W]YuY R]sY^WPlRR Y QaYVQXaPf QYYXaTXQXat\�TV kYZu^tkkb� R TuY QPWYuY kY QT[T ZYQXPXYS]Y ZOr^T	T]Rr W]YuRf _PZPSM

gL



� ���.��3�21
 /.1	3�1�3
 �.�,-1
� �XYV uOPaT Wb Y[QtZRW Qt�TQXaT]]bT WYWT]Xb ^TPOR_PlRR ]P	TuY WTXYZP abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP�]TY[fYZRWbT ZOr XYuY� SXY[b �XP ^TPOR_PlRr [bOP �ssTUXRa]YVM NPU t�T YXWTSPOYQ` aY aaTZT]RR�YZ]RW R_ XPURf WYWT]XYa raOrTXQr X^T[YaP]RT k^TZaP^RXTO`]YuY kYQX^YT]Rr QkRQUP aR^XtPO`]bf kYZ�u^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkbM qXYX aYk^YQ [bO kYZ^Y[]Y R_tST] a Zatf k^TZbZt�Rf uOPaPfM � �XYV�T uOPaT Wb ^PQQWYX^RW ZaT Z^tuRT k^Y[OTWb� P RWT]]Y� k^Y[OTWt �ssTUXRa]YuY ]PfY�ZT]Rr ^P_[R�T]Rr λ(p) � Y[^P_YaP]]YuY QXTkT]rWR ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV W]YuYSOT]P ]PZ UY]TS]bW kYOTW� Rk^Y[OTWt QXPXRQXRSTQUYV Y[^P[YXUR ^T_tO`XPXYaM
��� ������� �� !�"��� ��

λ
(p) � ����� "����� ��

	XPU� ZOr O\[YuY W]YuYSOT]P F ∈ Q(T ) QXTkT]R n R O\[YuY k^YQXYuY SRQOP p ∈ P Wb fYXRW ]PtSRX`Qr[bQX^Y Yk^TZTOrX`� raOrTXQr OR p RQUO\SRXTO`]bW ZOr F �XMTM ZTORXTOTW _]PWT]PXTOr UPUYuY�OR[Y R_UY�ssRlRT]XYa F ROR ZTORXTOTW ZRQU^RWR]P]XP F �� R a QOtSPT YX^RlPXTO`]YuY YXaTXP �XMTM ^TutOr^�]YQXR p� ]PfYZRX` ^P_[RT]RT λ = λ(p) ∈ partn
� Y[^P_YaP]]YT QXTkT]rWR ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV^TZtUlRR F kY WYZtO\ p

M�YQUYO`Ut Yk^TZTORX`� afYZRX ROR ]TX p a ^P_OY�T]RT _]PWT]PXTOTV UY�ssRlRT]XYa W]YuYSOT]P F �YST]` k^YQXY �kY Qt�TQXat �XP k^YaT^UP k^YRQfYZRX QPWP QY[YV k^R abSRQOT]RR ^TZtUlRR F kY WYZtO\
p�� Wb WY�TW k^TZkYOPuPX`� SXY p ]T ZTORX ]R YZR] R_ _]PWT]PXTOTV� XPU SXY Yk^TZTOT]P ^TZtUlRr
F̄ ∈ Fp[T ] W]YuYSOT]P F kY WYZtO\ p

� U^YWT XYuY� Wb QSRXPTW� SXY p ]T ZTORX QXP^	RV UY�ssRlRT]X
F � XPU SXY F̄ XPU�T raOrTXQr W]YuYSOT]YW QXTkT]R F M vPU�T WY�]Y QSRXPX`� SXY F̄ � t]RXP^]bVW]YuYSOT] QXTkT]R n � k^R ]TY[fYZRWYQXR ^P_ZTORa F̄ ]P QXP^	RV UY�ssRlRT]XMvPURW Y[^P_YW� ]PW YQXPOYQ` ^T	RX` QOTZt\�t\ _PZPSt� k^YaT^RX` QTkP^P[TO`]YQX` ZP]]YuY t]R�XP^]YuY W]YuYSOT]P F ∈ k[T ] QXTkT]R n � R a QOtSPT kYOY�RXTO`]YuY YXaTXP ]PVXR ^P_[RT]RT λ� Y[�^P_YaP]]YT QXTkT]rWR ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV F M �ZTQ` k = Fq

� k^YR_aYO`]YT UY]TS]YT kYOTfP^PUXT^RQXRUR p � q = pt M �PQ� UY]TS]Y �T� a kT^at\ YST^TZ` R]XT^TQtTX QOtSPV q = p � YZ]PUY aQT]P	R WTXYZb ^P[YXP\X ZOr k^YR_aYO`]YuY UY]TS]YuY kYOr UY�ssRlRT]XYa� SXY WY�TX k^RuYZRX`Qr�]Pk^RWT^� ZOr abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P Q UY�ssRlRT]XPWR a Fq(T )
M�T^TsY^WtOR^tTW kYQXPaOT]]t\ _PZPSt QOTZt\�RW Y[^P_YWM�PQQWYX^RW n�WT^]t\ k�POuT[^tA :=

k[T ]/(F )
� rQ]Y� SXY QTkP^P[TO`]YQX` F ^Pa]YQRO`]P QTkP^P[TO`]YQXR� ROR� SXY a ZP]]YW QOtSPT YZ]Y RXY �T� k^RaTZT]]YQXR AM N^YWT XYuY� TQOR A QTkP^P[TO`]P� XY Y]P k^TZQXPaOrTXQr a aRZT A ∼= Fqλ1 ×

· · · × Fqλs
� uZT λ1, . . . , λs

� �XY a XYS]YQXR QXTkT]R ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV W]YuYSOT]P F Meb ^PQQWYX^RW ZaP QkYQY[P k^YaT^UR QTkP^P[TO`]YQXR A R ]PfY�ZT]Rr ^P_[RT]Rr λ = (λ1, . . . , λs)
Mx[P Y]R YQ]YaP]b ]P ^PQQWYX^T]RR QXTkT]TV �]ZYWY^sR_WP 	^Y[T]RtQPFrobA k�POuT[^bA� Yk^TZTOT]�]YuY� UPU Y[bS]Y� sY^WtOYV FrobA : x 7→ xq � kY�XYWt Wb YkR	TW� UPURW Y[^P_YW abSRQORX` WPX^Rlt

�]ZYWY^sR_WP 	^Y[T]RtQPM �^T�ZT aQTuY� Y[Y_]PSRW ST^T_ θ Y[^P_ T a A = k[T ]/(F )
� XYuZP �OTWT]Xb

(θj)0≤j≤n−1
Y[^P_t\X k�[P_RQ A� YX]YQRXTO`]Y UYXY^YuY Wb [tZTW abSRQOrX` WPX^Rlt FrobA

M �PWT�XRW� SXY QOY�T]RT R abSRXP]RT �OTWT]XYa A� _PkRQP]]bf a �XYW [P_RQT� k^YR_aYZRXQr kYUYWkY]T]X]YR X^T[tTX O(n) YkT^PlRV QOY�T]Rr R abSRXP]Rr a UY]TS]YW kYOT k = Fq
M 'W]Y�T]RT �OTWT]XYa Ak^YR_aYZRXQr kYQ^TZQXaYW kT^TW]Y�T]Rr QYYXaTXQXat\�Rf W]YuYSOT]Ya R_ k[T ] QXTkT]R ≤ n− 1 Q kY�QOTZt\�RW a_rXRTW YQXPXUP YX ZTOT]Rr ]P F � aQT �XY X^T[tTX O(n2) YkT^PlRV QOY�T]Rr� abSRXP]RrR tW]Y�T]Rr a k M x[bS]bV �ZaYRS]bV� POuY^RXW aY_aTZT]Rr a QXTkT]` �YQ]YaP]]bV ]P ^PaT]QXaPf

a1 = a � a2k = (ak)2 R a2k+1 = a2k · a� kY_aYOrTX abSRQORX` θq _P O(log q) YkT^PlRV tW]Y�T]Rr a A� XMTM_P O(n2 log q) P^RsWTXRSTQURf YkT^PlRV a k M �PXTW WY�]Y� kYQOTZYaPXTO`]Y tW]Y�Pr ]P θq � ]PVXR aQT
θqj k^R 0 ≤ j ≤ n− 1

� aQT �XY kYX^T[tTX O(n) YkT^PlRV tW]Y�T]Rr a A� XMTM O(n3) YkT^PlRV a kYOT k MxQXPOYQ` _PWTXRX`� SXY j�bV QXYO[Tl WPX^Rlb Φ �]ZYWY^sR_WP 	^Y[T]RtQP FrobA
YX]YQRXTO`]Y ^PQ�QWPX^RaPTWYuY [P_RQP QYQXYRX UPU ^P_ R_ UYY^ZR]PX θqj YX]YQRXTO`]Y �XYuY [P_RQPM � RXYuT Wb ]P	ORWPX^Rlt Φ _P O(n3 + n2 log q) YkT^PlRV a kYOT k M�PQQWYX^RW XTkT^` kY YXZTO`]YQXR ]P	R ZaP WTXYZPM

��� ������ �� �$�  %�  � $%����� �� !� ��$

�^T�ZT aQTuY� _PWTXRW� SXY QTkP^P[TO`]YQX`� ROR� SXY YZ]Y R XY �T� k^RaTZT]]YQX` A ^Pa]YQRO`]PX^RaRPO`]YQXR rZ^P FrobA
� XMTM ]Tab^Y�ZT]]YQXR WPX^Rlb Φ � ROR� SXY ^Pa]YQRO`]Y� tQOYaR\ rankΦ =

n
M xQXPTXQr _PWTXRX`� SXY ^P]u WPX^Rlb abSRQOrTXQr WTXYZYW �PtQQP Q kYWY�`\ O(n3) YkT^PlRV a k �R_ ]Rf O(n) YkT^PlRV ZTOT]RrM

gd



�^TZkYOY�RW XTkT^`� SXY A QTkP^P[TO`]P R SXY A ∼= Fqλ1 × · · · × Fqλs

� Wb fYXRW Yk^TZTORX` λ =
(λ1, . . . , λs)

� ROR� SXY YZ]Y R XY �T� ]P[Y^ lTObf ]TYX^RlPXTO`]bf SRQTO ck = card{i : λi = k}
M�Q]Y� SXY

∑
k≥1 kck = n � XPU SXY ck = 0 k^R k > n

M �bSRQORW ZOr k^YR_aYO`]YuY m ≥ 1 ^P]u WPX^Rlb Φm − E �ZYkYO]T]RT UYXY^YuY ZY n Wb Y[Y_]PSRW ST^T_ am
M Or �XYuY Wb ^PQQWYX^RW [P_RQ A� QYQXPaOT]]bVR_ ]Y^WPO`]bf [P_RQYa Fqλi

]PZ Fq
� R _PWTXRW� SXY FrobA

kT^TQXPaOrTX �OTWT]Xb �XYuY [P_RQP UPU]TUYXY^Pr kYZQXP]YaUP σ lRUORSTQUYuY XRkP λM xXQ\ZP ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY am = n − rank(Φm −
E) = n− rank(Frobm

A −1A) QYakPZPTX Q UYORSTQXaYW lRUOYa a kYZQXP]YaUT σm � XMTM

am =

s∑

i=1

gcd(λi,m) =
∑

k≥1

ck gcd(k,m) .

�ZTQ` Wb aYQkYO`_YaPORQ` XTW sPUXYW� SXY lRUO ZOR]b k kYQOT aY_aTZT]Rr am�t\ QXTkT]` ^PQkPZPTXQr]P gcd(k,m) lRUOYa YZR]PUYaYV ZOR]bMOr O\[YuY m ≥ 1 kYOY�RW bm :=
∑

k≥1 ckm
M �PWTXRW� SXY a ZTVQXaRXTO`]YQXR �XP QtWWP UY]TS]P�kYQUYO`Ut ck = 0 k^R k > n � R bm = 0 k^R m > n kY XYV �T k^RSR]TM �b^P_RW XTkT^` (am) ST^T_ (bm)�

am =
∑

k≥1 ck gcd(k,m) =
∑

k≥1 ck
∑

d| gcd(k,m) ϕ(d) =
∑

k≥1

∑
d|k,d|m ϕ(d)ck =

∑
d|m ϕ(d)

∑
k′≥1 ck′d =∑

d|m ϕ(d)bd
� uZT ϕ(n) � st]UlRr qVOT^P� a �XYV lTkYSUT ^PaT]QXa Wb aYQkYO`_YaPORQ` XTW sPUXYW�SXY∑

d|n ϕ(d) = n ZOr O\[YuY n ≥ 1
M �PWTXRW XTkT^`� SXY ^PaT]QXaP am =

∑
d|m ϕ(d)bd

R bm =
∑

k≥1 ckmkY_aYOr\X YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTORX` (ck)1≤k≤n
kY (am)1≤m≤n

� kYQUYO`Ut ck = 0 k^R k > n � �XY Y_]PSPTX�SXY λ YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOrTXQr ]P[Y^YW (am)1≤m≤k
M eb WY�TW ra]Y ab^P_RX` (bm) ST^T_ (am) R (ck)ST^T_ (bm)� aYQkYO`_YaPa	RQ` sY^WtOPWR Y[^P�T]Rr eT[RtQP� kYOtSPTW bm = 1

ϕ(m)

∑
d|m µ(m/d)ad

R
cm =

∑
k≥1 µ(k)bkm

� uZT µ � st]UlRr eT[RtQPM qXR sY^WtOb ZTVQXaRXTO`]Y Yk^TZTOr\X aQT (bm)� aQT
(ck) R λ kY a1, a2, . . . , an

� kYQUYO`Ut Wb _]PTW� SXY _PaTZYWY bm = 0 R cm = 0 k^R m > n
M

	XPU� Wb aRZRW� SXY kT^abT n SOT]Ya kYQOTZYaPXTO`]YQXR am = n − rank(Φm − E) YZ]Y_]PS]YYk^TZTOr\X λ� SXY ZPTX ]PW aY_WY�]YQX` ]PVXR λ Q kYWY�`\ O(n4 + n2 log q) YkT^PlRV� kYQUYO`�Ut ZOr ]PfY�ZT]Rr Φ ]t�]Y O(n3 + n2 log q) YkT^PlRV� R _PXTW ZOr kYQOTZYaPXTO`]YuY abSRQOT]Rr
Φ2,Φ3, . . . ,Φn R ^P]uYa WPX^Rl Φm − E ]t�]Y UP�ZbV ^P_ T�T O(n3) YkT^PlRVM� ZTVQXaRXTO`]YQXR SPQXY WY�]Y Q�UY]YWRX` SPQX` �XRf YkT^PlRV� kYQUYO`Ut Y[bS]Y λ t�T Yk^T�ZTOrTXQr ]TQUYO`URWR kT^abWR SOT]PWR kYQOTZYaPXTO`]YQXR (am)

M qXY kY_aYOrTX _P^P]TT kYQX^YRX`
�ZT^Ta`r ^PQkY_]PaP]Rr� R RQkYO`_YaPX` Rf ZOr abSRQOT]Rr λM �YrQ]RW QUP_P]]YT k^RWT^YW ZOr
n = 5 �

λ a = (a1, a2, . . . )
k^TsRUQ ^PQkY_]PaP]Rr

(1, 1, 1, 1, 1) (5, 5, 5, 5, 5, . . . ) (5, . . . )
(2, 1, 1, 1) (4, 5, 4, 5, 4, . . . ) (4, . . . )
(2, 2, 1) (3, 5, 3, 5, 3, . . . ) (3, 5, . . . )
(3, 1, 1) (3, 3, 5, 3, 3, . . . ) (3, 3, . . . )
(3, 2) (2, 3, 4, 3, 2, . . . ) (2, ∗, 4, . . . )
(4, 1) (2, 3, 2, 5, 2, . . . ) (2, ∗, 2, . . . )
(5) (1, 1, 1, 1, 5, . . . ) (1, . . . )

'UP�TW OR	`� SXY k^R k^PUXRSTQUYV ^TPOR_PlRR ]P UYWk`\XT^T tZY[]Y f^P]RX` ZT^Ta`r kYRQUP aQX^tUXt^T ZP]]bf� UYXY^Pr ]P_baPTXQr ����M
��
 ������ �� �$�  %�  � $%����� �� �����$

� YXORSRT YX k^TZbZt�TuY WTXYZP� �XYX WTXYZ k^RWT]RW XYO`UY a XYW QOtSPT� TQOR fP^PUXT^RQXRUP pkYOr UY�ssRlRT]XYa [YO`	T QXTkT]R n W]YuYSOT]P F M qXY ZTOPTX TuY YQY[T]]Y kYZfYZr�RW ZOr ^P_�]YfP^PUXT^RQXRSTQUYuY QOtSPr �QUP�TW� ZOr abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P Q ^PlRY]PO`]bWRUY�ssRlRT]XPWR�� kYQUYO`Ut Wb WY�TW abUR]tX` UY]TS]YT SRQOY k^YQXbf SRQTO� R kYSXR kYO]YQX`\]Tk^RuYZ]bW a ^Pa]YfP^PUXT^RQXRSTQUYW QOtSPTM�tX` k^TZOPuPTWYuY WTXYZP _PUO\SPTXQr a Yk^TZTOT]RR λ kY QOTZPW QXTkT]TV �]ZYWY^sR_WP 	^Y�[T]RtQP� tm := Tr Frobm
A = TrΦm M xUP_baPTXQr� SXY a QOtSPT p > n ]P[Y^ (tm)1≤m≤n

YZ]Y_]PS]YYk^TZTOrTX λ R U XYWt �T kY_aYOrTX tQXP]YaRX`� raOrTXQr OR POuT[^P A QTkP^P[TO`]YVM�tQX`
n
� ]RO`^PZRUPO k�POuT[^b A� A��� := A/n � k^RaTZT]]Pr POuT[^P� PQQYlRR^YaP]]Pr Q AM�YQUYO`Ut p > n � n QYakPZPTX Q rZ^YW �]ZYWY^sR_WP 	^Y[T]RtQP� YXQ\ZP ]TWTZOT]]Y QOTZtTX� SXY

TrFrobm
A = TrFrobm

A��	
ZOr aQTf m ≥ 1

M �PQQWYX^RW ^P_OY�T]RT k^RaTZT]]YV POuT[^b A��� ∼= Fqλ1 ×
· · ·×Fqλs

ZOr ]TUYXY^YuY ^P_[RT]Rr λ SRQOP n′ = dimA��� ≤ n
M �PQQWYX^RW [P_RQA��� � QYQXPaOT]]bV R_

gh



]Y^WPO`]bf [P_RQYa Fqλi

]PZ k = Fq

� PaXYWY^sR_W 	^Y[T]RtQP FrobA��	
ZTVQXatTX ]P �XYW [P_RQT UPU]TUYXY^Pr kYZQXP]YaUP σ ∈ Sn′

lRUORSTQUYuY XRkP λ� YXQ\ZP kYOtSPTW� SXY tm = TrFrobm
A��	

QYakPZPTXQ Y[^P_YW a k^YQXYW kYZkYOT Fp ⊂ Fq
UYORSTQXaP ]TkYZaR�]bf XYSTU t′m kYZQXP]YaUR σm M �YQUYO`Ut

0 ≤ t′m ≤ n′ ≤ n < p � Wb WY�TW YZ]Y_]PS]Y aYQQXP]YaRX` t′m kY tm = t′m mod p
M�YOY�RW ck := card{i : λi = k}

� XYuZP ∑
k≥1 kck = |λ| = n′ ≤ n � XPU SXY ck = 0 k^R k > n

MN^YWT XYuY� t′m =
∑

i:λi|m
λi =

∑
d|m dcd

� YXUtZP kY sY^WtOT Y[^P�T]Rr eT[RtQP kYOtSPTW cm =
1
m

∑
d|m µ(m/d)t′d

M qXY kYUP_baPTX� SXY _]P]RT ]P[Y^P (t′m)1≤m≤n
� ROR� SXY ^Pa]YQRO`]Y� _]P]RT ]P[Y^P

(tm)1≤m≤n
kY_aYOrTX Yk^TZTORX` aQT ck �kYQUYO`Ut ck = 0 k^R k > m�� P _]PSRX� R λ� P XPU�T n′ =∑

k≥1 kck
M �^R �XYW QTkP^P[TO`]YQX` POuT[^b A XPU�T k^YaT^rTXQr XPURW QkYQY[YW� kYQUYO`Ut �XPQTkP^P[TO`]YQX` ^Pa]YQRO`]P ^PaT]QXat n′ = n

MqXY kYUP_baPTX� SXY ZP]]bV WTXYZ [YOTT �ssTUXRaT]� STW k^TZbZt�RV� kYQUYO`Ut Y] RQkYO`_tTXXYO`UY tW]Y�T]RT WPX^Rl n × n R abSRQOT]RT Rf QOTZYa� fYXr PQRWkXYXRSTQUR SRQOY RQkYO`_tTWbfYkT^PlRV TQX` O(n4 + n2 log q)� UPU R ZOr k^TZbZt�TuY WTXYZPMN^YWT XYuY� UPU R ZOr k^TZbZt�TuY WTXYZP� SPQXY QTkP^P[TO`]YQX` POuT[^b A R ^P_[RT]RT λ �UYXY�^YT ]PQ R]XT^TQtTX XYO`UY a QTkP^P[TO`]YW QOtSPT� Yk^TZTOr\XQr t�T kT^abWR ]TQUYO`URWR SOT]PWRkYQOTZYaPXTO`]YQXR QOTZYa (t′m)
M qXY kY_aYOrTX QX^YRX` ZT^Ta`r kYRQUP� a UYXY^bT aUO\SP\XQr aQT ^P_�[RT]Rr λ SRQOP n � P XPU�T aQT ^P_[RT]Rr µ = (µ1, . . . , µs)

SRQTO n′ < n � XPURT� SXY n = c1µ1 + · · ·+ csµsZOr ]TUYXY^YuY ]P[Y^P ]PXt^PO`]bf SRQTO (ck) �WY�]Y Y[YVXRQ` XYO`UY XPURWR µ � kYQUYO`Ut µ � �XY]P[Y^ QXTkT]TV ^P_ORS]bf ]Tk^RaYZRWbf QYW]Y�RXTOTV W]YuYSOT]P F (T )� R kYXYWt XPURT SRQOP ckZYO�]b Qt�TQXaYaPX` � WY�]Y a_rX` U^PX]YQXR QYYXaTXQXat\�Rf QYW]Y�RXTOTV�� k^R �XYW a ZT^TaTkYRQUP XPURT µ ]T ^P_ORSP\XQr� P XYO`UY kYWTSPTXQr� SXY Y]R QYYXaTXQXat\X ]TQTkP^P[TO`]YWt QOtSP\M�YX k^RWT^ XPUYuY ZT^TaP kYRQUP ZOr n = 5 �
t′ = (t′1, t

′
2, . . .) v λ

(0, 0, . . .)
�

(5)
(0, 2, . . .)

c
(3, 2)

(1, 1, 1, 1, . . .) −1
(1, 1, 1, 5, . . .)

g
(4, 1)

(1, 1, 4, . . .) −1
(1, 3, . . .) −1
(1, 5, . . .)

h
(2, 2, 1)

(2, 2, 2, . . .) −1
(2, 2, 5, . . .)

j
(3, 1, 1)

(2, 4, . . .) −1
(3, 3, . . .) −1
(3, 5, . . .)

d
(2, 1, 1, 1)

(4, . . .) −1
(5, . . .)

L
(1, 1, 1, 1, 1)

�ZTQ` v � �XY −1 ZOr ]TQTkP^P[TO`]YV POuT[^b A ROR ]YWT^ ^P_[RT]Rr λ k^R OTUQRUYu^PsRSTQUYWtkY^rZYST]RR aQTf ^P_[RT]RV SRQOP n � rQ]Y� SXY k^R ^P[YXT ]P UYWk`\XT^T tZY[]TT RWTX` ZTOY ]T Q λ�P Q v MxXWTXRW� SXY Qt�TQXatTX XPU�T WTXYZ� UYXY^bV RQkYO`_tTX Q]PSPOP WTXYZ �PtQQP ZOr k^YaT^UR QT�kP^P[TO`]YQXR� UPU �XY ZTOPOYQ` a WTXYZT� YQ]YaP]]YW ]P abSRQOT]RR ^P]uYa� P _PXTW abSRQOrTX QOTZbQXTkT]TV PaXYWY^sR_WP 	^Y[T]RtQP ZOr Yk^TZTOT]Rr ^P_[RT]Rr λ SRQOP n � k^R �XYW ]t�]Y abSRQOrX`WT]`	TT UYORSTQXaY QXTkT]TV PaXYWY^sR_WP 	^Y[T]RtQP� kYQUYO`Ut t�T R_aTQX]P QTkP^P[TO`]YQX` AM�YX aY_]RUP\�TT ZT^TaY ^PQkY_]PaP]Rr ZOr n = 5 �
t′ = (t′1, t

′
2, . . .) v λ

(0, 0, . . .)
�

(5)
(0, 2, . . .)

c
(3, 2)

(1, 1, . . .)
g

(4, 1)
(1, 5, . . .)

h
(2, 2, 1)

(2, . . .)
j

(3, 1, 1)
(3, . . .)

d
(2, 1, 1, 1)

(5, . . .)
L

(1, 1, 1, 1, 1)

gj



��� �������������� � ���" !�"��#����$
�PW YQXPOYQ` XTkT^` Y[QtZRX`� kYQOT UPUYuY UYORSTQXaP k^YP]POR_R^YaP]]bf k^YQXbf SRQTO Wb WY��TW Yk^TZTORX` RQUYWt\ u^tkkt �POtP �XYS]TT� QYYXaTXQXat\�t\ aR^XtPO`]t\ kYZu^tkkt

Sn
� Q _P�^P]TT tUP_P]]bW t^Ya]TW ZYQXYaT^]YQXRM Or �XYuY Wb ^PQQWYX^RW QOTZt\�t\ ZYaYO`]Y [OR_Ut\QXPXRQXRSTQUt\ _PZPStM �^TZkYOY�RW� SXY Wb fYXRW Yk^TZTORX` ]TUYXY^bV ]TR_aTQX]bV kP^PWTX^

η � k^R]PZOT�P�RV ]TUYXY^YWt _P^P]TT sRUQR^YaP]]YWt UY]TS]YWt W]Y�TQXat H �a ]P	TW QOtSPT H� W]Y�TQXaY aQTf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk
Sn
� P η QYYXaTXQXatTX RQUYWYV u^tkkT �POtP�M Or �XYuYWb k^YaYZRW QT^R\ �UQkT^RWT]XYa ξ1, ξ2, . . . , ξj , . . . �RQkbXP]RV ^TutOr^]bf k^YQXbf SRQTO�� ^T_tO`XPX

ξj
UP�ZYuY R_ UYXY^bf k^R]PZOT�RX ]TUYXY^YWt _P^P]TT R_aTQX]YWt UY]TS]YWt W]Y�TQXat Ξ �t ]PQ

Ξ = partn
� W]Y�TQXaY aQTf ^P_[RT]RV SRQOP n � P ξj � �XY ^P_[RT]RT λ(p) � QYYXaTXQXat\�TT YST^TZ]Y�Wt k^YQXYWt SRQOt p�M �^TZkYOY�RW� SXY ZOr UP�ZYuY h ∈ H ]PW R_aTQX]P st]UlRr ^PQk^TZTOT]RraT^YrX]YQXTV ph : Ξ → [0, 1] �XMTM XPUPr st]UlRr� SXY P (ξj = x|η = h) = ph(x)�� R SXY ^P_ORS]bW hQYYXaTXQXat\X ^P_ORS]bT ph

�R]PST ]PW ]RUPU ]T ^P_ORSRX` XPURT h 6= h′ � SXY ph = ph′

�M N^YWT XYuY�Wb QSRXPTW� SXY TQOR ph(x) = 0 � XY ξj ]T WY�TX k^R]RWPX` _]PST]RT x k^R η = h �a ]P	TW QOtSPT�XY tQOYaRT abkYO]T]Y� kYQUYO`Ut TQOR kYZu^tkkP �POtP G QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb Sn
]T QYZT^�RXkYZQXP]YaYU ]TUYXY^YuY lRUORSTQUYuY XRkP λ� XY ]R k^R UPUYW ^TutOr^]YW p ^PaT]QXaY λ(p) = λ ]TaY_�WY�]Y� XPU UPU Y]Y Y_]PSPOY [b� SXY QYYXaTXQXat\�RV �OTWT]X 	^Y[T]RtQP Frobp ∈ G ⊂ Sn
raOrTXQrkYZQXP]YaUYV lRUORSTQUYuY XRkP λ�M &�T YZ]Y k^TZkYOY�T]RT� UYXY^YT Wb ZTOPTW� _PUO\SPTXQr a XYW�SXY ^T_tO`XPXb ^P_ORS]bf �UQkT^RWT]XYa ]T_PaRQRWb �Wb T�T Y[QtZRW� SXY �XY Y_]PSPTX a ]P	TVQRXtPlRR�M

�PsRUQR^tTW ]TUYXY^YT WPOYT kYOY�RXTO`]YT ε �]Pk^RWT^� ε = 10−6� R _PZPZRWQr QOTZt\�RWaYk^YQYW� WY�TW OR Wb kY N t�T k^YZTOP]]bW �UQkT^RWT]XPW Yk^TZTORX` η Q aT^YrX]YQX`\ Y	R[UR�WT]`	TV ε � a QOtSPT kYOY�RXTO`]YuY YXaTXP Yk^TZTORX` η � P a QOtSPT YX^RlPXTO`]YuY YXaTXP ]PVXRk^RWT^]YT UYORSTQXaY �UQkT^RWT]XYa� UYXY^bT ]PZY T�T QZTOPX` ZOr Yk^TZTOT]Rr η M�tQX` N � UYORSTQXaY t�T k^YZTOP]]bf �UQkT^RWT]XYa� mx := card{1 ≤ j ≤ N : ξj = x} �UYORSTQXaY �UQkT^RWT]XYa� a UYXY^bf [bO kYOtST] ^T_tO`XPX x ∈ Ξ
M �YQXPaRW kYZW]Y�TQXaY H ′ ⊂ H �Y[^P_YaP]]YT XTWR h ∈ H � ZOr UYXY^bf ph(x) > 0 ZOr aQTf x ∈ Ξ� XPURf� SXY mx > 0

M �Q]Y� SXY_PaTZYWY η ∈ H ′ �]PkYW]RW� SXY Wb k^TZkYOPuPTW� SXY k^R η = h aTORSR]P ξj ]T WY�TX k^R]RWPX`_]PST]Rr x� ZOr UYXY^bf ph(x) = 0�M �PQQWYX^RW tQOYa]bT aT^YrX]YQXR Ph := P (A|η = h) kYOtST]RrZP]]YuY ]P[Y^P (mx) k^R tQOYaRR η = h
M �Q]Y� SXY Ph =

∏
x∈Ξ ph(x)mx R logPh =

∑
x∈Ξmx log ph(x)

M
&QOR (Qh)h∈H

� ]TUYXY^YT Pk^RY^]YT ^PQk^TZTOT]RT aT^YrX]YQXTV XYuY� SXY η = h �XMTMQh = P (η = h)
�

Wb k^TZkYOPuPTW� SXY aQT Qh > 0
� UY]TS]Y �T�∑

h∈H Qh = 1�� XY kY sY^WtOT �PVTQP

P (η = h0|A) =
P (A|η = h0)P (η = h0)∑
h∈H P (A|η = h)P (η = h)

=
Ph0Qh0∑
h∈H PhQh

.

eb fYXTOR [b kYOtSRX` tQOYaRT Qt�TQXaYaP]Rr XPUYuY h0 ∈ H � SXY P (η = h0|A) > 1−ε
� aWTQXY �XYuY Wb[tZTW R_tSPX` kYSXR ^Pa]YQRO`]YT tQOYaRT P (η = h|A)/P (η = h0|A) < ε k^R aQTf h 6= h0
�]P QPWYW ZTOTR_ �XYuY tQOYaRr QOTZtTX� SXY P (η = h0|A) > 1−ε · |H |

� Wb QSRXPTW� SXY ε YST]` WPOY� P aY W]Y�TQXaTHuY^P_ZY WT]`	T �OTWT]XYa� STW ε−1�M �Y sY^WtOT �PVTQP P (η = h|A)/P (η = h0|A) = PhQh/(Ph0Qh0)
�

OYuP^RsWR^tr� kYOtSPTW tQOYaRT
∑

x∈Ξ

mx log ph(x) −
∑

x∈Ξ

mx log ph0(x) < log ε+ logQh0 − logQh .

�YQUYO`Ut k^Y _]PST]Rr Qh
]PW ]RSTuY ]T R_aTQX]Y� TQXTQXaT]]Y a �XYW ab^P�T]RR _PWT]RX` logQh0 −

logQh
]P ]tO`M �YX ]TUYXY^YT Y[YQ]YaP]RT XPUYuY 	PuP� TQOR aQT Qh > δ > 0 �QUP�TW� δ = 10−3�� XY_PaTZYWY logQh − logQh0 < − log δ � R kYXYWt� TQOR OTaPr SPQX` ^PQQWYX^T]]YuY ]T^PaT]QXaP WT]`	T

log ε+ log δ � XY Y]P WT]`	T R log ε+ logQh0 − logQh

� kY�XYWt WY�]Y� _PWT]Ra k^R ]TY[fYZRWYQXR ε ]P
εδ � ^PQQWPX^RaPX` tQOYaRT

∑

x∈Ξ

mx log ph(x) −
∑

x∈Ξ

mx log ph0(x) < log ε .

�YOY�RW Vh :=
∑

xmx ·
(
− log ph(x)

) �M := − log ε
� XYuZP kYOtST]]YT tQOYaRT WY�]Y kT^TkRQPX` a aRZT

Vh0 < Vh −M
M

	XPU� k^TZOPuPTWbV WTXYZ ^T	T]Rr kYQXPaOT]]YV _PZPSR XPUYa� abSRQOrTW ZOr aQTf h ∈ H �P ]PQPWYW ZTOT XYO`UY ZOr h ∈ H ′� Vh :=
∑

xmx ·
(
− log ph(x)

) �M := − log ε �SXY�XY a^YZT d��� ab[R^PTW
gc



R]ZTUQb h0
R h1 6= h0

R_ H � XPURT� SXY Vh0 ≤ Vh1 ≤ Vh
ZOr aQTf h ∈ H � YXORS]bf YX h0

R h1
� Rk^YaT^rTW tQOYaRT Vh1 − Vh0 > M

M &QOR �XY tQOYaRT abkYO]T]Y� aY_a^P�PTW h0
a UPSTQXaT _]PST]Rr η �TQOR �T ]TX� k^YR_aYZRW T�T kY^rZUPN ·

(
M/(Vh1 −Vh0)−1

) �UQkT^RWT]XYa �OtS	T aQTuY tW]Y�RX` �XYSRQOY ]P UPUt\�]R[tZ` UY]QXP]Xt� [ �YO`	t\ TZR]Rlb� QUP�TW� 1.2 � R ZY[PaRX` ]T[YO`	YT SRQOY a^YZTkrXR� U^YWT XYuY� TQOR kYOtSPTXQr QOR	UYW W]YuY � QUP�TW� [YO`	T 2N � XY Wb ZTOPTW XYO`UY 2N�UQkT^RWT]XYa�M �PXTW Wb Q]YaP P]POR_R^tTW kYOtST]]bT ZP]]bT� k^R ]TY[fYZRWYQXR Q]YaP ZTOPTWZYkYO]RXTO`]bT �UQkT^RWT]Xb� R XPU ZY XTf kY^� kYUP Wb ]T QWY�TW Yk^TZTORX` η Q ]t�]YV QXTkT]`\taT^T]]YQXRMeb WY�TW YlT]RX` SRQOY �UQkT^RWT]XYa� ]TY[fYZRWYT ZOr Yk^TZTOT]Rr η a QOtSPT η = h0
� QOT�Zt\�RW Y[^P_YWM �PWT]RW mx

]P TuY WPXTWPXRSTQUYT Y�RZP]RT Nph0(x)
� XYuZP Vh = N

∑
x ph0(x) ·

(− log ph(x))� R tQOYaRT Vh0 < Vh −M k^R aQTf h 6= h0
YUP_baPTXQr ^Pa]YQRO`]bW tQOYaR\ N > N0 =(

minh 6=h0

∑
x ph0(x) · (− log ph(x)) −

∑
x ph0(x) · (− log ph0(x))

)−1 M
	]XT^TQ]Y� SXY YlT]UR SRQOP �UQkT^RWT]XYa �XMTM ^TutOr^]bf k^YQXbf SRQTO�� ]TY[fYZRWbf ZOrYk^TZTOT]Rr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P QXTkT]R n ≤ 10 Q aT^YrX]YQX`\ Y	R[UR ≤ 10−6 � abSRQOT]]bTkY tUP_P]]YV ab	T sY^WtOT Q kYWY�`\ t�T kYQX^YT]]YV XP[ORlb aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
� n ≤ 10 �YUP_baP\XQr ]P tZRaOT]RT ]T[YO`	RWR � kY^rZUP L��
d��� P ]PR[YO`	TT _]PST]RT ^Pa]Y 513.7
M qXYkYUP_baPTX� ]PQUYO`UY aP�]Y ZOr ^PQQWPX^RaPTWYuY WTXYZP k^TZaP^RXTO`]YT Yk^TZTOT]RT QkRQUP aQTfaY_WY�]bf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk� kYQUYO`Ut [T_ XPUYuY QkRQUP kYX^T[YaPOYQ` [b PQX^Y]YWRSTQUYTUYORSTQXaY �UQkT^RWT]XYa � kY^rZUP 50 · (106)2

M
Or k^RWT]T]Rr ^PQQWYX^T]]YuY WTXYZP P]POR_P ^T_tO`XPXYa U _PZPST Yk^TZTOT]Rr u^tkkb �POtPQOTZtTX QZTOPX` T�T ]TQUYO`UY ZYkYO]T]RVM �Y�kT^abf� UPU OtS	T aQTuY ab[R^PX` k^YQXbT SRQOP p ZOr�UQkT^RWT]XYa� �^TZOPuPTXQr ab[R^PX` Rf kYZ^rZ� ]PSR]Pr Q ]TUYXY^YV ]R�]TV u^P]Rlb� [YO`	TV n�SXY[b WY�]Y [bOY kYO`_YaPX`Qr WTXYZYW R_ ^P_ZTOP cMh�� XPUYT k^TZOY�T]RT� kYWRWY QaYTV k^YQXY�Xb� YQ]YaP]Y ]P R_aTQX]bf QaYVQXaPf P]PORXRSTQUYV kOYX]YQXR W]Y�TQXa k^YQXbf SRQTO R_ XTY^TWbkOYX]YQXR wT[YXP^TaP �QWM �Lc�� �m� R �Lg��MN^YWT XYuY� k^TZOPuPTXQr QOTZt\�Pr YkXRWR_PlRrM �QrURV ^P_� UYuZP Wb kYOtSPTW ^T_tO`XPX �UQ�kT^RWT]XP �XMTM ^P_[RT]RT λ�� ]RUYuZP ]T kYOtSPa	RVQr ^P]TT� Wb k^YQWPX^RaPTW QkRQYU aR^XtPO`]bfkYZu^tkk

Sn
� UYXY^bT WYutX YUP_PX`Qr RQUYWYV u^tkkYV �POtP� R abURZbaPTW R_ ]TuY aQT �OTWT]Xb hQ ph(λ) = 0 � kYQUYO`Ut XPURT aR^XtPO`]bT kYZu^tkkb _PaTZYWY ]T WYutX [bX` RQUYWYV u^tkkYV �POtPM&QOR a UPUYV�XY WYWT]X a �XYW QkRQUT YQXPTXQr ^Ya]Y YZR] �OTWT]X �RW WY�TX YUP_PX`Qr XYO`UY QRW�WTX^RSTQUPr u^tkkP

Sn
�� Wb TuY Q^P_t abZPTW a UPSTQXaT YXaTXPM N^YWT XYuY� _]PST]Rr ab^P�T]RV VhWb abSRQOrTW XYO`UY ZOr h R_ �XYuY QkRQUP� SXY kY_aYOrTX Q�UY]YWRX` W]YuY tQRORVM&�T YZR] WYWT]X� WY�TX XPU kYOtSRX`Qr� SXY aQT ^PQQWPX^RaPTWbT k^YQXbT SRQOP YUP_baP\XQrRQUO\SRXTO`]bWRM &QOR k^YR_aTZT]RT aQTf ^PQQWYX^T]]bf RQUO\SRXTO`]bf SRQTO [YO`	T ]TUYXY^YVYlT]UR QaT^ft WYZtOr ZRQU^RWR]P]XP W]YuYSOT]P F (T )� �XY Y_]PSPTX� SXY RQfYZ]bV W]YuYSOT] F ]T[bO QTkP^P[TO`]bW� ]P STW abSRQOT]RT u^tkkb �POtP WY�]Y k^TU^PXRX`M �WTQXY �XYuY PaXY^ QSRXPTX�SXY TQOR kT^abT QXY ^PQQWYX^T]]bf k^YQXbf SRQTO YUP_PORQ` RQUO\SRXTO`]bWR� XY F ]TQTkP^P[TOT]�a XYW QOtSPT� TQOR UY�ssRlRT]Xb F (T ) YX]YQRXTO`]Y ]T[YO`	RT� XPUYV kYZfYZ Yk^PaZP]� TQOR �T �XY]T XPU� ]TY[fYZRWt\ u^P]Rlt UYORSTQXaP RQUO\SRXTO`]bf k^YQXbf SRQTO QOTZtTX Yk^TZTOrX` RQfYZrR_ ^P_WT^P UY�ssRlRT]XYa W]YuYSOT]PMNPUYT WR]RWPO`]YT UYORSTQXaY k^YQXbf SRQTO QOTZtTX ^PQQWYX^TX`� 	]PST uYaY^r� UPUYaP R_]P�SPO`]Pr YlT]UP ]P SRQOY �UQkT^RWT]XYa N � �PQQt�ZT]Rr� P]POYuRS]bT k^RaTZT]]bW ab	T� kYUP�_baP\X� SXY RQUYWPr u^P]RlP _PaRQRX YX ^P_WT^P UY�ssRlRT]XYa W]YuYSOT]P k^RWT^]Y XPU �T� UPUu^P]RlP UYORSTQXaP RQUO\SRXTO`]bf k^YQXbf SRQTO� ^PQQWYX^T]]Pr XYO`UY SXY �k^R �XYW kYOT_]Y ^PQ�QWYX^TX` W]YuYSOT] F (T ) = T 2 − (p1p2 · · · pN + 1)� uZT p1, . . . , pN

� kT^abT N ^PQQWYX^T]]bf k^YQXbfSRQTO�M �Y�XYWt PaXY^ k^TZOPuPTX R_]PSPO`]Y RQkYO`_YaPX` N = 100 ZOr W]YuYSOT]Ya Q YX]YQRXTO`]Y]T[YO`	RWR UY�ssRlRT]XPWR� P UYORSTQXaY ZYkYO]RXTO`]bf �UQkT^RWT]XYa ^PQQSRXbaPX` kY WTXYZR�UT� R_OY�T]]YV ab	T �a ZTVQXaRXTO`]YQXR YlT]UP R_ dMhML kYUP_baPTX� SXY WR]RWPO`]YT ]TY[fYZRWYTSRQOY �UQkT^RWT]XYa ZYO�]Y [bX` k^YkY^lRY]PO`]Y OYuP^RsWt ZRQU^RWR]P]XP W]YuYSOT]P F (T )�M�YQOTZ]RV aYk^YQ� UYXY^bV ]PW QOTZtTX Y[QtZRX`� XPUYa� a UPUYV QXTkT]R QXPXRQXRSTQUPr WY�ZTO`� k^RaTZT]]Pr ab	T� QYYXaTXQXatTX QRXtPlRR� aY_]RUP\�TV k^R ]P	TW WTXYZT abSRQOT]Rr u^tk�kb �POtP� �YOTT XY]URV QXPXRQXRSTQURV P]POR_ kYUP_baPTX� SXY aWTQXY ]T_PaRQRWYQXR ξj ZYQXPXYS�]Y X^T[YaPX`� SXY[b ZRQkT^QRr mx
YlT]RaPOPQ` OR]TV]YV st]UlRTV YX N � XMTM� u^t[Y uYaY^r� SXY�[b mx = Nph0(x) + O(N1/2)

M �^R �XYW XTY^TWP kOYX]YQXR wT[YXP^TaP ]P QPWYW ZTOT tXaT^�ZPTX�SXY TQOR ζ�st]UlRr �RWP]P ]T RWTTX ]tOTV a kYOYQT Re z ≥ 1 − ε � XY WY�]Y ]PkRQPX` YlT]Ut aRZP
mx = Nph0(x) +O(N1−ε)

� TQOR uRkYXT_P �RWP]P aT^]P� XY WY�]Y [^PX` ε QUYO` tuYZ]Y [OR_URW U 1/2

gg



�QWM YlT]Ut R_ �Lc�� kYOtST]]t\ a k^TZkYOY�T]RR aT^]YQXR Y[Y�T]]YV uRkYXT_b �RWP]P� QWM XPU�T
�m�� uZT �XP YlT]UP tOtS	T]P� R �Lg�� uZT ZP]b ra]bT YlT]UR aY_]RUP\�TV UY]QXP]Xb� QWM XPU�T dMhML�uZT Wb k^RaTOR ^T_tO`XR^t\�t\ sY^WtOR^YaUt XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP�M qXY k^PUXRSTQURkYO]YQX`\ Y[YQ]YabaPTX k^YR_aTZT]]t\ ab	T _PWT]t RQfYZ]YV _PZPSR ]P QXPXRQXRSTQUt\ _PZPStMvPURW Y[^P_YW� k^YR_aTZT]]bT YlT]UR UYORSTQXaP ^TutOr^]bf SRQTO� ]TY[fYZRWbf ZOr Yk^TZTOT�]Rr u^tkkb �POtP� ]P QPWYW ZTOT aT^]b� XYO`UY TQOR uRkYXT_P �RWP]P aT^]PM qXY ]T Y_]PSPTX� SXY]P	 WTXYZ abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP YQ]YaP] ]P uRkYXT_T �RWP]P� Y] [tZTX ^P[YXPX` R [T_ uRkYXT_b
�RWP]P� XYO`UY uY^P_ZY ZYO`	TM �k^YSTW� k^PUXRUP kYUP_baPTX� SXY ZOr Yk^TZTOT]Rr u^tkkb �POtPW]YuYSOT]P QXTkT]R ≤ 11 Y[bS]Y ZTVQXaRXTO`]Y ZYQXPXYS]Y ^PQQWYX^T]Rr ZatfQYX
X^TfQYX k^YQXbfSRQTO� SXY WY�TX ^PQQWPX^RaPX`Qr UPU T�T YZ]Y kYZXaT^�ZT]RT �ak^YSTW� ZYaYO`]Y UYQaT]]YT� RQXR]�]YQXR uRkYXT_b �RWP]PMN^YWT XYuY� YXWTXRW� SXY �ssTUXRa]Pr aT^QRr XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP dMhML ZPTX aY_WY��]YQX` kYQOT Yk^TZTOT]]YuY SRQOP ��UQkT^RWT]XYa� �

�
 abrQ]RX` aR^XtPO`]t\ kYZu^tkkt� QYYXaTX�QXat\�t\ u^tkkT �POtP� a UPUYV�XY WYWT]X aQT Z^tuRT k^TZkYOY�T]Rr Y aY_WY�]YV aR^XtPO`]YV kYZ�u^tkkT ]PS]tX k^YXRaY^TSRX` YlT]UT dMhML� R k^R ^TPOR_PlRR ]P	TuY WTXYZP WY�]Y RQkYO`_YaPX` �XYtQOYaRT ZOr k^YaT^UR ]TY[fYZRWYQXR ZYkYO]RXTO`]bf �UQkT^RWT]XYaM vTW ]T WT]TT k^RaTZT]]bV ab	Tk^R[OR_RXTO`]bV QXPXRQXRSTQURV P]POR_ k^TZQXPaOrTXQr kYOT_]bW UPU WR]RWtW kY ZatW k^RSR]PW�L� eb kYOtSPTW YlT]UR ]P ]TY[fYZRWYT SRQOY �UQkT^RWT]XYa �kY U^PV]TV WT^T� TQOR t W]YuYSOT]P
F (T ) YX]YQRXTO`]Y ]T[YO`	RT UY�ssRlRT]Xb�� P _]PSRX� R ]P a^TWr ^P[YXb ]P	TuY POuY^RXWPMd� qXYX tk^Y�T]]bV QXPXRQXRSTQURV P]POR_ ]T _PaRQRX YX ZRQU^RWR]P]XP W]YuYSOT]P F (T )� SXYkY_aYOrTX RQkYO`_YaPX` TuY ]P k^PUXRUT� kY U^PV]TV WT^T ZOr W]YuYSOT]Ya Q ]T[YO`	RWR UY�ssRlR�T]XPWR� TQOR Wb uYXYab ZYktQXRX` ]TUYXY^t\ �aT^YrX]YQX` Y	R[UR�M

g�



� �1�	��.23.
�YZaTZTW Y[�RV RXYuM

•
�P YQ]YaT XTY^TWb kOYX]YQXR wT[YXP^TaP aY_WY�]Y kYQX^YT]RT �ssTUXRa]YuY WTXYZP abSRQOT�]Rr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P Q ^PlRY]PO`]bWR UY�ssRlRT]XPWR UPU kYZu^tkkb �XYS]TT� QYYX�aTXQXat\�TV �aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb�� QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb

Sn
M

•
� ]PQXYr�TV ^P[YXT k^TZOY�T] R kYZ^Y[]Y R_tST] YZR] R_ XPURf WTXYZYaM �bOR k^YR_aTZT]bXPU�T RQQOTZYaP]Rr� ]TY[fYZRWbT ZOr TuY �ssTUXRa]YV ^TPOR_PlRR ]P UYWk`\XT^TM

•
�^TZOY�T]]bV WTXYZ WY�TX [bX` �ssTUXRa]bW� XYO`UY TQOR Wb ^PQkYOPuPTW _P^P]TT abSRQOT]�]YV XP[ORlTV �aR^XtPO`]bf kYZu^tkk�

Sn
� QYZT^�P�TV ]T QOR	UYW W]YuY �]TQt�TQXaT]]bf��XMTM ]T QYYXaTXQXat\�Rf ]RUPUYV ^TPO`]YV kYZu^tkkT� aR^XtPO`]bf kYZu^tkkM � Qar_R Q �XRW]PWR [bO k^TZOY�T]� R_tST] R ^TPOR_YaP] k^R n ≤ 11 WTXYZ kT^TSRQOT]Rr aQTf aR^XtPO`]bfkYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkbM

•
qXYX WTXYZ kT^TSRQOT]Rr aR^XtPO`]bf kYZu^tkk Qt�TQXaT]]Y RQkYO`_tTX aaTZT]]bT R R_tST]]bTa ^P[YXT τ �YkT^PlRR ]P UYO`lPf fP^PUXT^Ya UY]TS]bf u^tkk� P XPU�T YQ]YaP]]bV ]P ]Rf τ �U^RXT^RVM

•
�YWRWY �XYuY� τ �YkT^PlRR R τ �U^RXT^RV kY_aYOr\X kYOtSPX` R]sY^WPlR\ Y kYZu^tkkPf QRWWTX�^RSTQUYV u^tkkb� RQfYZr R_ QYYXaTXQXat\�Rf aR^XtPO`]bf kYZu^tkkM �Pk^RWT^� Wb ^PQkYOPuPTWfY^Y	RWR ]TY[fYZRWbWR tQOYaRrWR ZOr XYuY� SXY[b kYZu^tkkP [bOP ^P_^T	RWYV ROR SXY[b Y]PQYZT^�POPQ` a Z^tuYV kYZu^tkkTM

•
	_ aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb WY�]Y R_aOTS` W]YuY R]sY^WPlRR Y QYYXaTXQXat\�TV kYZu^tkkT QRW�WTX^RSTQUYV u^tkkb� ZP�T TQOR QYYXaTXQXat\�t\ kYZu^tkkt ]TO`_r YZ]Y_]PS]Y aYQQXP]YaRX`M�Pk^RWT^� kY^rZYU� R]ZTUQ� STX]YQX` R X^P]_RXRa]YQX` kYZu^tkkb� P XPU�T lRUORSTQURT XRkbafYZr�Rf a ]TT kYZQXP]YaYU aQTuZP Yk^TZTOr\XQr aR^XtPO`]YV kYZu^tkkYVM N^YWT XYuY� X^P]�_RXRa]bT kYZu^tkkb

Sn
k^R n ≤ 7 YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOr\XQr QYYXaTXQXat\�RWR aR^XtPO`]bWRkYZu^tkkPWRM

•
�^TZOY�T]]bV WTXYZ� a YXORSRT YX [YO`	R]QXaP Z^tuRf k^RWT]rTWbf ]P k^PUXRUT WTXYZYa� ^P�[YXPTX ZOr k^YR_aYO`]bf QTkP^P[TO`]bf W]YuYSOT]Ya� ]T Y[r_PXTO`]Y ]Tk^RaYZRWbfM qXY kY_aY�OrTX RQkYO`_YaPX` TuY ZOr k^YaT^UR QYakPZT]Rr� aUO\ST]Rr ROR OR]TV]YV ^P_ZTOT]]YQXR kYOTV^P_OY�T]Rr ]TQUYO`URf W]YuYSOT]YaM

•
�^TZOY�T]]bV WTXYZ kY_aYOrTX abSRQOrX` UYORSTQXaY �]Y ]T ZOR]b� Y^[RX YX]YQRXTO`]Y ZTV�QXaRr u^tkkb �POtP W]YuYSOT]P F (T ) ]P ^P_ORS]bf Sn�W]Y�TQXaPf� ]Pk^RWT^� ]P tkY^rZYST]�]bf ROR ]TtkY^rZYST]]bf ]P[Y^Pf� QYQXPaOT]]bf R_ r ^P_ORS]bf UY^]TV W]YuYSOT]P F (T )

M �Y�QUYO`Ut �XY k^TZQXPaOrTX QY[YV [ �YO`	t\ SPQX` R]sY^WPlRR� Y[bS]Y R_aOTUPTWYV R_ WTXYZPOR]TV]bf ^T_YO`aT]X� P ]P	 WTXYZ k^TZYQXPaOrTX R W]YuY Z^tuYV R]sY^WPlRR Y u^tkkT �POtP�k^TZQXPaOrTXQr lTOTQYY[^P_]bW TuY RQkYO`_YaP]RT aWTQXY WTXYZP OR]TV]bf ^T_YO`aT]X UPU R ZOrkYOtST]Rr SPQXRS]YV R]sY^WPlRR Y u^tkkT �POtP� XPU R kT^TZ k^RWT]T]RTW POuY^RXWYa kYO]YuYYk^TZTOT]Rr u^tkkb �POtP� YQ]YaP]]bf ]P WTXYZT YX]YQRXTO`]bf ^T_YO`aT]X� ZOr QYU^P�T]Rr]TY[fYZRWYuY Y[�TWP abSRQOT]RVM

gi
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� �/3�./� 3 �1�	3��
��� �!���!% $%����� �� �!���% �����
�^RaTZTW ]TQUYO`UY k^RWT^Ya abSRQOT]Rr u^tkkb �POtPM�QT k^RaYZRWbT ]PWR ^T_tO`XPXb abSRQOT]RV kYOtST]b Q kYWY�`\ k^Yu^PWWb� ^TPOR_t\�TV ]P	WTXYZM �Y R_[T�P]RT kYaXY^T]RV aaTZTW QOTZt\�RT Y[Y_]PST]Rr� u^tkkt �POtP W]YuYSOT]P Fj(T ) Y[Y�_]PSRW ST^T_ Gj

� P TuY kYOT ^P_OY�T]Rr ]PZ Q � ST^T_ Kj
M N^YWT XYuY� ZOr UP�ZYuY k^RWT^P abSRQ�OT]RV Wb [tZTW k^RaYZRX` a QUY[UPf _PX^PST]]YT a^TWr ^P[YXb UYWk`\XT^P a WROORQTUt]ZPf �WQ��UYORSTQXaY ^PQQWYX^T]]bf k^YQXbf s R WPUQRWPO`]YT ^PQQWYX^T]]YT k^YQXYT SRQOY pm

� P XPU�T ]Y�WT^ QYYXaTXQXat\�TV aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb a QkRQUT aR^XtPO`]bf kYZu^tkk �ZOr n ≤ 6 �XR QkRQURk^RaTZT]b a UY]lT k^ROY�T]Rr�M�TUYXY^bT R_ ]P	Rf k^RWT^Ya YQ]YaP]b ]P W]YuYSOT]Pf� k^RaTZT]]bf a ^P[YXPf �dL�� �dg� R �d��M
�T^abT ]TQUYO`UY k^RWT^Ya k^R_aP]b ROO\QX^R^YaPX`� UPUYuY ^YZP R]sY^WPlR\ Wb WY�TW kY�OtSPX`� Y[OPZPr POuY^RXWYW abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP k^RaYZRWbf W]YuYSOT]Ya �QWM �aTZT]RT�M �SPQX]YQXR� aQT kYOtST]]bT tXaT^�ZT]Rr Y kYOrf ^P_OY�T]Rr RQkYO`_t\X XYO`UY kY^rZUR u^tkk �P�OtP� UYXY^bT aQTuZP Yk^TZTOr\XQr ]P	RW POuY^RXWYWML� �PQQWYX^RW W]YuYSOT]b F1(T ) = T 5 − T − 1 � F2(T ) = T 5 − 5T 4 + 8T 3 − 13T 2 + 12T − 4 R

F3(T ) = F1(T )F2(T ) = T 10 − 5T 9 + 8T 8 − 13T 7 + 11T 6 − 3T 4 + 5T 3 + T 2 − 8T + 4
MvYuZP G1 = S5

�� WQ� s = 2
�
pm = 11

�
|G1| = 120

� aR^XM kYZu^M #39� R G2 = S5
�P]POYuRS]Y�M �^R

�XYW G3
� kYZu^tkkP a

S10
kY^rZUP Ld� �d� WQ� s = 122

�
pm = 701

�
|G3| = 120

�
#3989�M	_ �XYuY Wb WY�TW _PUO\SRX`� SXY G1

∼= G3
∼= G2

� SXY G3
∼= S5

R SXY aQT X^R kYOr ^P_OY�T]Rr
K1
�K2

R K3
QYakPZP\XM

d� �PQQWYX^RW F1(T ) = T 5 − T − 1 � F2(T ) = T 5 − T − 2 R F3(T ) = F1(T )F2(T ) = T 10 − 2T 6 − 3T 5 +
T 2 + 3T + 2

MvYuZP G1 = S5
�QWM ab	T��G2 = S5

�� WQ� s = 3
�
pm = 13

�
|G2| = 120

�
#39�� P G3

� u^tkkP kY^rZUP
14400 = 1202 �d� WQ� s = 62

�
pm = 313

�
|G3| = 14400

�
#4570�M�YQUYO`Ut |G3| = |G1| · |G2|

� R_ �XYuY QOTZtTX� SXY G3
∼= G1 ×G2 = S5 × S5 ⊂ S10

R SXY kYOr K1
R

K2
OR]TV]Y ^P_ZTOT]b ]PZ Q

M
h� �tQX` F1(T ) = T 5 − T − 1 � F2(T ) = T 6 + 10T 5 + 55T 4 + 140T 3 + 175T 2 − 3019T + 25 R F3(T ) =

F1(T )F2(T ) = T 11+10T 10+55T 9+140T 8+174T 7−3030T 6−40T 5−195T 4−315T 3+2844T 2+2994T−25
MvYuZP� UPU R a k^TZbZt�Rf k^RWT^Pf� G1 = S5

�
G2

� ]TSTX]Pr �]T QYZT^�P�PrQr a
A6
� X^P]_R�XRa]Pr kYZu^tkkP a

S6
kY^rZUP Ld� �h WQ� s = 62

�
pm = 313

�
|G2| = 120

�
#96� R G3

� XPU�T u^tkkPkY^rZUP Ld� �hd WQ� s = 153
�
pm = 929

�
|G3| = 120

�
#9957�MxXQ\ZP Wb� UPU R a k^RWT^T L�� WY�TW QZTOPX` abaYZ Y XYW� SXY kYOr ^P_OY�T]Rr K1

R K2
QYa�kPZP\X� SXY kYZu^tkkP G2 ⊂ S6

R_YWY^s]P
S5
R SXY W]YuYSOT] F2(T ) ]Tk^RaYZRW �kYQUYO`Ut G2X^P]_RXRa]P�MN^YWT XYuY� ZOr n ≤ 7 X^P]_RXRa]bT kYZu^tkkb QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb Sn

YZ]Y_]PS]Y Yk^TZTOr�\XQr QYYXaTXQXat\�RWR aR^XtPO`]bWR kYZu^tkkPWR� R kYXYWt Wb WY�TW XYS]Y Yk^TZTORX` G2 ⊂ S6
MxUP_baPTXQr� SXY G2

∼= PGL2(F5)
��XP u^tkkP TQXTQXaT]]bW Y[^P_YW ZTVQXatTX ]P k^YTUXRa]YV k^rWYV]PZ F5

� a UYXY^YV UPU ^P_ 	TQX` F5�^PlRY]PO`]bf XYSTU� XTW QPWbW Yk^TZTOT]Y aOY�T]RT PGL2(F5) ⊂
S6
�M
j� �tQX` F1(T ) = T 6 + 6T 4 + 2T 3 + 9T 2 + 6T − 4 � F2(T ) = T 2 − T − 1 R F3(T ) = F1(T )F2(T ) =

T 8 − T 7 + 5T 6 − 4T 5 + T 4 − 5T 3 − 19T 2 − 2T + 4
MvYuZP G1

� STX]Pr X^P]_RXRa]Pr kYZu^tkkP
S6
kY^rZUP hg �h WQ� s = 60

�
pm = 307

�
|G1| = 36

�
#89��

G2 = S2
�� WQ� s = 1

�
pm = 3

�
#4� R G3

� ]TSTX]Pr kYZu^tkkP
S8
kY^rZUP hg �m WQ� s = 101

�
pm = 571

�
|G3| = 36

�
#457�M�YQUYO`Ut |G1| = |G3|

� Wb WY�TW _PUO\SRX`� SXYG1
∼= G3

R SXYK1 = K3 = K1K2
� XMTM SXYK2 ⊂ K1

M
	]PST uYaY^r� kYOT K1

QYZT^�RX �_YOYXYT QTST]RT� � UY^T]` W]YuYSOT]P T 2 − T − 1
M

c� �tQX` F1(T ) = T 11 − T − 1
M vYuZP G1 = S11

�� WQ� s = 3
�
pm = 19

�
|G1| = 11!

�
#11800�MqXYX k^RWT^ ZTWY]QX^R^tTX XYX sPUX� SXY ZOr Yk^TZTOT]Rr XYuY� SXY u^tkkP �POtP ZP]]YuY W]YuY�SOT]P raOrTXQr QRWWTX^RSTQUYV� Y[bS]Y ZYQXPXYS]Y ^PQQWYX^T]Rr X^Tf
STXb^Tf k^YQXbf SRQTOM qXYX

�ssTUX XYS]Y XPU �T k^YraOrTXQr R ZOr W]YuYSOT]Ya Q �[YO`	RWR� UY�ssRlRT]XPWR� Wb ]T [tZTWk^RaYZRX` _ZTQ` QYYXaTXQXat\�RT k^RWT^bM

�L



g� �tQX` F1(T ) = T 10 +T 9+ · · ·+T 2+T +1 � W]YuYSOT] ZTOT]Rr U^tuPM vYuZP G1
� u^tkkP kY^rZUPL�� QYZT^�P�Pr lRUO ZOR]b L�� R kYXYWt R_YWY^s]Pr lRUORSTQUYV u^tkkT C10 = Z/10Z �Ld WQ� s = 121

�
pm = 691

�
|G1| = 10

�
#1604�M�� �tQX` F1(T ) = T 11 + 105T 10 + 4575T 9 + 106575T 8 + 1421850T 7 + 10754250T 6 + 43200750T 5 +

108840750T 4 + 645079125T 3 + 4357168125T 2 − 279006525T − 66430125
MvYuZP G1

� STX]Pr X^P]_RXRa]Pr kYZu^tkkP a
S11

kY^rZUP �md� �hc WQ� s = 152
�
pm = 919

�
|G1| =

7920
�
#11731�Me]YuYSOT] F1(5T )/511 kYOtST] a �d�� kYZQXP]YaUYVX = 1 a ]TUYXY^bV W]YuYSOT] ]PZ Q(X)� u^tkkP�POtP UYXY^YuY TQX` u^tkkP ePX`T M11

M �YQUYO`Ut kY^rZYU M11
^PaT] UPU ^P_ �md�� Wb aRZRW� SXY

G1
XPU�T ZYO�]P [bX` u^tkkYV ePX`TM11

M vTW QPWbW Wb k^YaT^ROR tXaT^�ZT]RT R_ �d�� Y XYW� SXYu^tkkP �POtP G1
W]YuYSOT]P F1(T ) ^Pa]PM11

MqXYX k^RWT^ kYUP_baPTX� UPURW Y[^P_YW WY�]Y RQkYO`_YaPX` ]P	 WTXYZ a _PZPSPf Y[^PX]YV XTY^RR�POtPM
�^RaTZT]]bT ab	T k^RWT^b ZTWY]QX^R^t\X� SXY ]P k^PUXRUT ZOr abSRQOT]Rr ]P	RW WTXYZYWu^tkkb �POtP �XYS]TT� QYYXaTXQXat\�TV aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb� W]YuYSOT]P QXTkT]R ≤ 11 Y[bS]YX^T[tTXQr ^PQQWYX^TX` WT]TT ZatfQYX k^YQXbf WYZtOTV� ZOr STuY ZYQXPXYS]Y j� WQ abSRQOT]RVM

��� ������% ��!����!�$
Sn

�!�
n ≤ 6

Or UP�ZYuY _]PST]Rr n YX L ZY g Wb k^RaYZRW ZaT XP[ORlb� abSRQOT]]bT Q kYWY�`\ WTXYZP� YkRQP]�]YuY a jMLMLiM �T^aPr R_ ]Rf � �XY XP[ORlP fP^PUXT^Ya
Sn
M &T QX^YUR QYYXaTXQXat\X k^YQXbW fP^PUXT�^PW χλ

� P QXYO[lb � UOPQQPW QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa Cµ
� uZT λ R µ � ^P_[RT]Rr SRQOP n M NPU Y[bS]Y�Wb ^PQkYOPuPTW aQT ^P_[RT]Rr SRQOP n a OTUQRUYu^PsRSTQUYW kY^rZUTM �YWRWY _]PST]RV χλ(Cµ)� ZOrUP�ZYuY UOPQQP QYk^r�T]]bf �OTWT]XYa tUP_P]Y UYORSTQXaY �OTWT]XYa a ]TW � dµ = cardCµ

M �XY�^Pr XP[ORlP QYQXYRX R_ UY�ssRlRT]XYa mλµ = (ψλ, χµ) �QWM jMLMLi�M Or n = 5 R 6 Wb RQkYO`_tTWQYU^P�T]]bT Y[Y_]PST]Rr ZOr _PkRQR ^P_[RT]RV� QYYXaTXQXat\�Rf QXYO[lPW XP[ORlbM

LM dµ
L

χλ(Cµ) (1)
(1)

L mλµ (1)
(1)

L

dM dµ
L L

χλ(Cµ) (1, 1) (2)
(1, 1)

L
−1

(2)
L L

mλµ (1, 1) (2)
(1, 1)

L L
(2)

� L

hM
dµ

L h d
χλ(Cµ) (1, 1, 1) (2, 1) (3)
(1, 1, 1)

L
−1

L
(2, 1)

d �
−1

(3)
L L L

mλµ (1, 1, 1) (2, 1) (3)
(1, 1, 1)

L d L
(2, 1)

� L L
(3)

� � L

jM
dµ

L g h i g
χλ(Cµ) (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)

(1, 1, 1, 1)
L

−1
L L

−1
(2, 1, 1)

h
−1 −1

� L
(2, 2)

d � d
−1

�
(3, 1)

h L
−1

�
−1

(4)
L L L L L

mλµ (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)
(1, 1, 1, 1)

L h d h L
(2, 1, 1)

� L L d L
(2, 2)

� � L L L
(3, 1)

� � � L L
(4)

� � � � L

�d



cM

dµ
L L� Lc d� d� h� dj

χλ(Cµ) (15) (2, 13) (22, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5)
(1, 1, 1, 1, 1)

L
−1

L L
−1 −1

L
(2, 1, 1, 1)

j
−2

� L L �
−1

(2, 2, 1)
c

−1
L

−1 −1
L �

(3, 1, 1)
g �

−2
� � � L

(3, 2)
c L L

−1
L

−1
�

(4, 1)
j d � L

−1
�

−1
(5)

L L L L L L L
mλµ (15) (2, 13) (23, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5)

(1, 1, 1, 1, 1)
L j c g c j L

(2, 1, 1, 1)
� L d h h h L

(2, 2, 1)
� � L L d d L

(3, 1, 1)
� � � L L d L

(3, 2)
� � � � L L L

(4, 1)
� � � � � L L

(5)
� � � � � � L

gM
dµ

L Lc jc Lc j� Ld� j� m� m� Ljj Ld�
χλ(Cµ) (16) (2, 14) (22, 12) (23) (3, 13) (3, 2, 1) (32) (4, 12) (4, 2) (5, 1) (6)

(1, 1, 1, 1, 1, 1)
L

−1
L

−1
L

−1
L

−1
L L

−1
(2, 1, 1, 1, 1)

c
−3

L L d �
−1 −1 −1

� L
(2, 2, 1, 1)

m
−3

L
−3

� � � L L
−1

�
(2, 2, 2)

c
−1

L h
−1 −1

d L
−1

� �
(3, 1, 1, 1)

L�
−2 −2

d L L L � � �
−1

(3, 2, 1)
Lg � � �

−2
�

−2
� � L �

(3, 3)
c L L

−3 −1
L d

−1 −1
� �

(4, 1, 1)
L� d

−2 −2
L

−1
L � � � L

(4, 2)
m h L h � � �

−1
L

−1
�

(5, 1)
c h L

−1
d �

−1
L

−1
�

−1
(6)

L L L L L L L L L L L
mλµ (16) (2, 14) (22, 12) (23) (3, 13) (3, 2, 1) (32) (4, 12) (4, 2) (5, 1) (6)

(1, 1, 1, 1, 1, 1)
L c m c L� Lg c L� m c L

(2, 1, 1, 1, 1)
� L h d j i h g g j L

(2, 2, 1, 1)
� � L L L j d h j h L

(2, 2, 2)
� � � L � d L L h d L

(3, 1, 1, 1)
� � � � L d L h h h L

(3, 2, 1)
� � � � � L L L d d L

(3, 3)
� � � � � � L � L L L

(4, 1, 1)
� � � � � � � L L d L

(4, 2)
� � � � � � � � L L L

(5, 1)
� � � � � � � � � L L

(6)
� � � � � � � � � � L

��
 ��!����# %� ����!���%
Sn

�!�
n ≤ 6eb k^RaYZRW QkRQYU aQTf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
k^R n ≤ 6 � abSRQOT]]bV Q kYWY�`\ WTXYZYa ������� R ��� R_ ^P_ZTOYa jMd R jMhM qXR QkRQUR WYutX QYZT^�PX` OR	]RT �OTWT]Xb� XMTM ]TQt�TQXaT]]bTaR^XtPO`]bT kYZu^tkkb� PaXY^ ]PWT^T]]Y YQXPaRO ]TUYXY^bT _PaTZYWY ]TQt�TQXaT]]bT aR^XtPO`]bTkYZu^tkkb a^YZT aR^XtPO`]YV kYZu^tkkb ��g� SXY[b k^YZTWY]QX^R^YaPX` Qt�TQXaYaP]RT XPURf aR^�XtPO`]bf kYZu^tkkM vTWR �T WTXYZPWR abSRQOrTXQr QkRQYU aQTf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk

Sn
k^R n ≤ 11

MqXYX QkRQYU ]T k^RaYZRXQr _ZTQ` XYO`UY kY k^RSR]T QaYTuY [YO`	YuY ^P_WT^P � a ]TuY afYZRX LLi��aR^XtPO`]bf kYZu^tkk� vTW ]T WT]TT� kYQX^YT]]bV PaXY^YW QkRQYU WY�]Y ]PVXR a �OTUX^Y]]YW aR�ZT a QTXR 	]XT^]TX kY QOTZt\�TV QQbOUT� ���� ������ ���	
� ��������
���M vPW �T WY�]Y ]PVXR Rk^Yu^PWWt ZOr abSRQOT]Rr u^tkkb �POtP� YQ]YaP]]t\ ]P ]P	TW WTXYZTM
�h



�^RaTZTW Y[�RT kP^PWTX^b kYOtST]]bf XP[ORl aR^XtPO`]bf kYZu^tkk ZOr n ≤ 11
M � QOTZt\�TVXP[ORlT Vn

Y_]PSPTX Y[�TT UYORSTQXaY ]PVZT]]bf aR^XtPO`]bf kYZu^tkk QRWWTX^RSTQUYV u^tkkb
Sn�]PkYW]RW� SXY Q^TZR ]Rf WYutX [bX` ]TQt�TQXaT]]bT�� P TVn

Y_]PSPTX UYORSTQXaY X^P]_RXRa]bf aR^�XtPO`]bf kYZu^tkkM N^YWT XYuY� ZOr Q^Pa]T]Rr k^RaYZRXQr Tn
� UYORSTQXaY UOPQQYa QYk^r�T]]YQXRX^P]_RXRa]bf kYZu^tkk

Sn

� �XR ZP]]bT a_rXb R_ ^P[YXb �dc�M �YQOTZ]RV QXYO[Tl Y_]PSPTX a^TWr� _PUYXY^YT [bOR abSRQOT]b XP[ORlb ZOr ZP]]YuY n ]P UYWk`\XT^T ����������M
n Vn TVn Tn

a^TWrL L L L � Qd d L L � Qh j d d � Qj LL c c � Qc d� g c � Qg �m Lg Lg d Q� L�d LL � c Qi hi� gi c� d� Qm �gc jm hj L WR]L� hdjd mj jc � WR]LL �dLh Li i cc S
�R^XtPO`]bT kYZu^tkkb tkY^rZYST]b kY aY_^PQXP]R\ n � P ZOr YZR]PUYabf n � kY aY_^PQXP]R\kY^rZUPM �R^XtPO`]bT kYZu^tkkb
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