
áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 27 (2015), �2ìåçëïå þ�åîéå äìñ ðòïæåóóéïîáìáâåììíáî ðòï�é÷ â�åòìéîçá:�ïþîùå ïãåîëé òá÷îïíåòîïê ÷ùðõëìïó�éðòïó�òáîó�÷ Lp
© ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷

§1. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ 1936 Ç. ëÌÁÒËÓÏÎ ××ÅÌ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (X; ‖ · ‖) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ×Ù�ÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÅÓÌÉ x; y ∈ X, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 É ‖x− y‖ > "; ÔÏ ∥

∥

x+y2 ∥

∥ 6 1− Æ.÷ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÅÂÅÇÁLp ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ×Ù�ÕËÌÙ �ÒÉ p ∈ (1;+∞). üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ëÌÁÒËÓÏÎÏÍ.úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ×ÓÅ ÎÏÒÍÙ | ÎÏÒÍÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÉÎÏÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 (îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÌÁÒËÓÏÎÁ, 1936). ðÕÓÔØ '; ∈ Lp. åÓÌÉ p ∈[2;+∞); ÔÏ 2p−1(‖'‖p + ‖ ‖p) > ‖'+  ‖p + ‖' −  ‖p:åÓÌÉ p ∈ (1; 2℄; ÔÏ2(‖'‖p + ‖ ‖p)q=p > ‖'+  ‖q + ‖'−  ‖q;ÇÄÅ q = p=(p− 1) | ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ó p �ÏËÁÚÁÔÅÌØ.ðÅÒ×ÙÊ Á×ÔÏÒ | ÒÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÅÊ ÉÍ. ð. ì. þÅÂÙÛÅ×Á óðÂçõ,ÇÒÁÎÔ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ 11.G34.31.0026; ïáï ,,çÁÚ�ÒÏÍ îÅÆÔØ\; ÇÒÁÎÔÏÍ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁòæ ÄÌÑ ÍÏÌÏÄÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ MK-6133.2013.1; ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 13-01-12422 ÏÆÉ m2,14-01-00373 A; ÇÒÁÎÔÏÍ óðÂçõ (ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÏÅËÔ 6.38.223.2014).÷ÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÒ | ÒÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ×Ï ×ÒÅÍÑ �ÏÓÅÝÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ,,çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÈ\, Á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÉÎÓÔÉÔÕÔÕ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÚÁ ÇÏÓÔÅ�ÒÉÉÍÓÔ×Ï.�ÒÅÔÉÊ Á×ÔÏÒ | ÒÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÅÊ ÉÍ. ð. ì. þÅÂÙÛÅ×Á óðÂçõ,ÇÒÁÎÔ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ 11.G34.31.0026; ïáï ,,çÁÚ�ÒÏÍ îÅÆÔØ\; ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 11-01-00526. 218



âåììíáî ðòï�é÷ â�åòìéîçá 219ðÏÚÖÅ ×ÏÚÎÉË ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÞÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-ÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Æ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ " × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ.æÕÎË�ÉÑ Æ(") ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÌÁÒËÓÏÎÁ ÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓÔÏÌØËÏ �ÒÉ p > 2, Á �ÒÉ p < 2 | ÎÅÔ. �ÏÞÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Æ(") ×�ÅÒ×ÙÅÎÁÛÅÌ â�ÅÒÌÉÎÇ, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÊ ÏÂ ÜÔÏÍ ÕÓÔÎÙÊ ÄÏËÌÁÄ × õ��ÓÁÌÅ × 1945 Ç. åÇÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÏ �ÏÚÖÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ É Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ èÁÎÎÅÒÏÍ (ÓÍ. [5℄).�ÅÏÒÅÍÁ 2 (â�ÅÒÌÉÎÇ, 1945; èÁÎÎÅÒ, 1956, îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á èÁÎÎÅÒÁ). ðÕÓÔØ'; ∈ Lp. åÓÌÉ p ∈ [2;+∞); ÔÏ
(

‖'‖+ ‖ ‖)p + ∣

∣‖'‖ − ‖ ‖∣∣p > ‖'+  ‖p + ‖'−  ‖p:åÓÌÉ p ∈ [1; 2℄; ÔÏ
(

‖'‖+ ‖ ‖)p + ∣

∣‖'‖ − ‖ ‖∣∣p 6 ‖'+  ‖p + ‖'−  ‖p:÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÜÔÉÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, ÌÅÇËÏ (ÓÍ. [5℄) �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎ-ËÕ ÎÁ Æ("), ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. 1) (ëÌÁÒËÓÏÎ, 1936). åÓÌÉ p ∈ [2;+∞); ÔÏ ÎÁÉÌÕÞÛÁÑ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ Æ(") �ÒÉ " 6 2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÆ(") = 1− (1− ("=2)p)1=p:2) (â�ÅÒÌÉÎÇ, 1945; èÁÎÎÅÒ, 1956). åÓÌÉ p ∈ [1; 2℄; ÔÏ ÎÁÉÌÕÞÛÁÑ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ Æ(") �ÒÉ " 6 2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ(1− Æ + "=2)p + |1− Æ − "=2|p = 2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï â�ÅÒÌÉÎÇÁ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ É ÏÔÌÉ-ÞÁÅÔÓÑ ËÒÁÔËÏÓÔØÀ É ÉÚÑÝÅÓÔ×ÏÍ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ, ÎÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÚÁËÌÀÞÁ-ÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÇÁÄÁÔØ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁ-ÂÏÔÙ | �ÏËÁÚÁÔØ, ËÁË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ-×ÅÔ ÂÅÚ ,,ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ\, Á ÓÌÅÄÕÑ �ÒÏÓÔÙÍ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ.éÄÅÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÎÁ ÓÔÙ-ËÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ âÕÒ-ËÈÏÌØÄÅÒÕ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ×ÙÞÉÓÌÉÌ ÎÏÒÍÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ÏÌØÂÅÒÇ, îÁÚÁÒÏ× É �ÒÅÊÌØ �ÒÉ×ÎÅÓÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ(ÕÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÅÊ âÅÌÌÍÁÎÁ) × ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ (ÉÓÔÏÒÉÀÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÓÍ. [7℄). òÁÂÏÔÁ ÷ÁÓÀÎÉÎÁ [9℄ �Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ× ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ç�ÅÌØÄÅÒÁ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× íÁËÅÎÈÁÕ�ÔÁ �ÏÌÏÖÉÌÁ ÎÁ-ÞÁÌÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ âÅÌÌÍÁÎÁ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÚÁÄÁÞÁÍÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÒÁÂÏÔÙ [8℄ ÍÅÔÏÄ ÓÔÁÌ �ÏÌÕÞÁÔØ ÔÅ-ÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ (�ÏËÁ ÞÔÏ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å BMO), × ÒÁÂÏÔÅ [10℄ ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ âÅÌÌÍÁÎÁ,



220 ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [6℄). óÔÁÌÏ ÑÓ-ÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ | ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ, ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉâÅÌÌÍÁÎÁ (ÅÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ, ËÒÕÞÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ É �ÒÏÞ.).
§2. íÅÔÏÄ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ2.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ. �ÁË ËÁË ×ÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp ËÏ-ÎÅÞÎÏ-�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÅ (ÓÍ. [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄), ÍÏÄÕÌÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp([0; 1℄) �ÒÉ p ∈ (1;+∞). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÕÔØ ÂÏ-ÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÎÏÒÍÙ ‖' +  ‖ �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ‖'‖; ‖ ‖; ‖'− ‖, ÇÄÅ '; ∈ Lp. äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉx = (x1; x2; x3) ∈ R

3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏT (x) = {('; ) ∈ Lp × Lp : ‖'‖p = x1; ‖ ‖p = x2; ‖'−  ‖p = x3}:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ âÅÌÌÍÁÎÁ B3 ÆÏÒÍÕÌÏÊB3(x) = sup{‖' +  ‖p : ('; ) ∈ T (x)}:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T (x) �ÁÒ ÆÕÎË�ÉÊ ('; ), �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÂÅÒÅÔÓÑÓÕ�ÒÅÍÕÍ, ÎÅ�ÕÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x1; x2; x3 > 0 É ÔÒÏÊËÁÞÉÓÅÌ (x 1p1 ; x 1p2 ; x 1p3 ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B3 | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ
3 = {(x1; x2; x3) ∈ R
3 : x1; x2; x3 > 0; (x 1p1 ; x 1p2 ; x 1p3 )ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ}:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ Æ(") ×ÙÒÁÖÁ-ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ B3 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:2p(1− Æ("))p = supt∈["p;2p℄B3(1; 1; t): (1)éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÆÕÎË�ÉÉ B3:B3(kx) = kB3(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 0 É x ∈ 
3.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B3 ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
3 ÌÅÇËÏ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ '; ∈ Lp É x = (‖'‖p; ‖ ‖p; ‖' −  ‖p) ∈�
3, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ '; ; ' −  ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:1) x 1p1 = x 1p2 + x 1p3 , × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B3(x) = (x 1p1 + x 1p2 )p;2) x 1p2 = x 1p1 + x 1p3 , × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B3(x) = (x 1p1 + x 1p2 )p;



âåììíáî ðòï�é÷ â�åòìéîçá 2213) x 1p3 = x 1p1 + x 1p2 , × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B3(x) = ∣

∣x 1p1 − x 1p2 ∣

∣

p.2.2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÆÕÎË�ÉÉ âÅÌÌÍÁÎÁ B3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. æÕÎË�ÉÑ B3 ×ÏÇÎÕÔÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ 
3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x(1); x(2) ∈
3 É ÌÀÂÏÇÏ � ∈ (0; 1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏB3(�x(1) + (1− �)x(2)) > �B3(x(1)) + (1− �)B3(x(2)):äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ÄÌÑ i = 1; 2 ÎÁÊÄÅÍ �ÁÒÕ ÆÕÎË�ÉÊ ('i;  i) ∈ T (x(i))ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ‖'i+ i‖p > B3(x(i))−�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ ' ÆÕÎË�ÉÊ'1 É '2 Ó ×ÅÓÁÍÉ � É 1− � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÀ'(t) = {'1( t� ); t ∈ [0; �℄;'2( t−�1−� ); t ∈ (�; 1℄:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÀ  ÆÕÎË�ÉÊ  1 É  2 Ó ×ÅÓÁÍÉ � É 1−�ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ('; ) ∈ T (�x(1) + (1− �)x(2)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,B3(�x(1) + (1− �)x(2)) > ‖'+  ‖p= �‖'1 +  1‖p + (1− �)‖'2 +  2‖p > �B3(x(1)) + (1− �)B3(x(2))− �:÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ � �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ B3.
�ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ B3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ × ËÌÁÓÓÅ ×ÏÇÎÕ-ÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ 
3 Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ G : 
3 → R | ×ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É G(x) > B3(x)ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ �
3; ÔÏ G(x) > B3(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ 
3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ 
3 É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÁÒÕÆÕÎË�ÉÊ ('; ) ∈ T (x). �ÏÇÄÁ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ êÅÎÓÅÎÁG(x) = G(

∫ 10 |'(t)|pdt;∫ 10 | (t)|pdt;∫ 10 |'(t)−  (t)|pdt)
>

∫ 10 G (|'(t)|p; | (t)|p; |'(t)−  (t)|p) dt
>

∫ 10 B3 (|'(t)|p; | (t)|p; |'(t)−  (t)|p) dt= ∫ 10 |'(t) +  (t)|pdt:



222 ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÓÕ�ÒÅÍÕÍÕ �Ï ×ÓÅÍ �ÁÒÁÍ ('; ) ∈ T (x), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏG(x) > B3(x). ��ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B3 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÒÅÄÉ ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÎÁ 
3 ÆÕÎË�ÉÊÓ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.2.3. ðÏÎÉÖÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ B3 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�ÏÎÉÚÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ C | ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ × R
3 Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÕÌÅ. ðÕÓÔØL | �ÌÏÓËÏÓÔØ × R

3 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ x ∈ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔk > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ kx ∈ L∩C. ðÕÓÔØ G : C → R | ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ G ÎÁ C ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ×ÏÇÎÕÔÏÓÔÉ G ÎÁ C ∩ L.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G ×ÏÇÎÕÔÁ ÎÁ C, ÔÏ ÏÎÁ ×ÏÇÎÕÔÁ É ÎÁC ∩ L. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ x1; x2 ∈ C, � ∈ (0; 1) É x = �x1 + (1 − �)x2. îÁÊÄÅÍ ÞÉÓÌÁk; k1; k2 > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ kx; k1x1; k2x2 ∈ L. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ kx = � kk1 k1x1 +(1− �) kk2 k2x2. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØÀ G ÎÁ L ∩ C:G(xk) > � kk1G(k1x1) + (1− �) kk2G(k2x2):ïÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÆÕÎË�ÉÉ G ×ÌÅÞÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏG(x) > �G(x1) + (1− �)G(x2):
�÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÎÕÓÁ C × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚØÍÅÍ 
3, × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉL ×ÙÂÅÒÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ {x ∈ R

3 : x1 + x2 + x3 = 1}. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÅÍ 1 ÓÕÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ B3 ÎÁ 
3 ∩ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÇÎÕÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ É,ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÉ ×ÏÇÎÕÔÙÈ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍÎÁ �(
3 ∩ L).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ �ÏÉÓË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×Ï-ÇÎÕÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
 = {(x1; x2) ∈ R
2 : (x1; x2; 1− x1 − x2) ∈ 
3} (2)| �ÒÏÅË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
3 ∩ L É ÆÕÎË�ÉÀB(x1; x2) = B3(x1; x2; 1− x1 − x2) (3)ÎÁ ÎÅÍ. æÕÎË�ÉÑ B ×ÏÇÎÕÔÁ ÎÁ 
 É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ × ËÌÁÓÓÅ ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÓÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Ô.Å. ÅÓÌÉ G : 
 → R ×ÏÇÎÕÔÁ ÉG(x) > B(x) ÎÁ �
, ÔÏ G(x) > B(x) ÎÁ ×ÓÅÍ 
.



âåììíáî ðòï�é÷ â�åòìéîçá 223÷Ù�ÉÛÅÍ Ñ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B ÎÁ �
. çÒÁÎÉ�Á �
 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÔÒÅÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒÅÍ ÓÌÕÞÁÑÍ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ �
 = [1℄ ∪ [2℄ ∪ [3℄, ÇÄÅ[1℄(s) = ( 1sp + (1− s)p + 1 ; spsp + (1− s)p + 1) ; s ∈ [0; 1℄; (4)[2℄(s) = ( (1− s)psp + (1− s)p + 1 ; 1sp + (1− s)p + 1) ; s ∈ [0; 1℄; (5)[3℄(s) = ( spsp + (1− s)p + 1 ; (1− s)psp + (1− s)p + 1) ; s ∈ [0; 1℄: (6)úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B ÎÁ �
 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ:B([1℄(s)) = (1 + s)psp + (1− s)p + 1;B([2℄(s)) = (2− s)psp + (1− s)p + 1;B([3℄(s)) = |1− 2s|psp + (1− s)p + 1 : (7)
§3. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÏÇÎÕÔÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ. ðÕÓÔØ ! ⊂ R

d | ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÙÊ ËÏÍ�ÁËÔÓ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ (ÓÔÒÏÇÁÑ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�ÁÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÏ×). ðÕÓÔØ f : �! → R | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ. óÉÍ×ÏÌÏÍ �!;f ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÏÇÎÕÔÙÈÆÕÎË�ÉÊ G ÎÁ ! ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ G(x) > f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ �!. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑx ∈ ! �ÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÉÎÆÉÍÕÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
B!;f (x) = inf{G(x) : G ∈ �!;f}:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ B!;f ∈ �!;f , �ÏÜÔÏÍÕ B!;f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÏÇÎÕÔÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ !, ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÅÊ f ÎÁ �!. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ B!;f = f ÎÁ �!,ÔÁË ËÁË × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ B!;f ÎÁ�!, ÓÏÈÒÁÎÉ× ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ.÷ÏÇÎÕÔÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÅÅ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ, Á �ÏÔÏ-ÞÅÞÎÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÏÄÇÒÁÆÉËÁ �Ï ×ËÌÀ-ÞÅÎÉÀ. üÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ù×ÏÄ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØSg(f) = {(x; y) ∈ �! × R : y 6 f(x)};Sg(B!;f ) = {(x; y) ∈ ! × R : y 6 B!;f (x)}



224 ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷| �ÏÄÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ f É B!;f ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ Sg(B!;f ) =onv(Sg(f)); ÇÄÅ onv | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÁÆÉË Sg(B!;f ) ×ÏÇÎÕÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ
B!;f ÅÓÔØ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, B!;f > f ÎÁ �!, �ÏÜÔÏÍÕ Sg(B!;f ) ⊃onv(Sg(f)).æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ! | ËÏÍ�ÁËÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï onv(Sg(f))ÚÁÍËÎÕÔÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ G ÎÁ ! ÔÁË, ÞÔÏ ÅÅ �ÏÄÇÒÁÆÉË Sg(G) ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó onv(Sg(f)). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, G ∈ �!;f , �ÏÜÔÏÍÕ G > B!;f ÎÁ !. îÏÔÏÇÄÁ Sg(B!;f ) ⊂ Sg(G) = onv(Sg(f)). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x0 ∈ ! ÎÁÊÄÅÔÓÑ k 6 d + 1 É ÔÏÞËÉx1; : : : ; xk ∈ �! ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x0 ∈ onv(x1; : : : ; xk); Á ÆÕÎË�ÉÑ B!;f ÌÉÎÅÊÎÁÎÁ onv(x1; : : : ; xk).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ x0 ∈ �! ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. ÷ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x0 ∈ int(!). ðÕÓÔØ P0 = (x0;B!;f (x0)). ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3P0 ∈ Sg(B!;f ) = onv(Sg(f)), �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ Ï ×Ù�ÕË-ÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÔÏÞËÁ P0 ÌÅÖÉÔ × ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ d+2 ÔÏÞÅËÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sg(f). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ P0 ∈ �Sg(B!;f ), �ÏÜÔÏÍÕ P0 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅ-ÖÁÔØ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ d + 2 ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sg(f),ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ k 6 d+1 É ÔÏÞËÉ Pi = (xi; yi) ∈ Sg(f); i = 1; : : : ; k,ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ P0 ∈ onv(P1; : : : ; Pk). íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÓÒÅÄÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k′ < k ÔÏÞËÁ P0 ÎÅ ÌÅÖÉÔ ××Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÎÉËÁËÉÈ k′ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sg(f). �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �k ∈ (0; 1) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∑�i = 1 É P0 = ∑ki=1 �iPi. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ B!;f ×ÏÇÎÕÔÁ ÎÁ onv(x1; : : : ; xk), B!;f (xi) > f(xi) > yi, ÎÏ
B!;f( ∑ki=1 �ixi) = ∑ki=1 �iyi. ÷ ÓÉÌÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ �i ÏÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B!;f (xi) = f(xi) = yi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; k, É ÆÕÎË�ÉÑ B!;fÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ onv(x1; : : : ; xk). �

§4. ëÒÕÞÅÎÉÅ É ÆÏÌÉÁ�ÉÑ÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ 
 × R
2, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2). ðÕÓÔØF : �
 → R ÅÓÔØ ÓÕÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉB, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), ÎÁ �
. æÏÒ-ÍÕÌÁ (7) ×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4), (5), (6) ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ F Ñ×ÎÏ. ðÒÅÖÄÅ×ÓÅÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �
. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ B = B
;F .ðÒÑÍÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÉ p ∈ (1;+∞) ËÕÓÏÞÎÁÑ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ (4), (5), (6) ÇÒÁÎÉ�Ù �
 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ C1-ÇÌÁÄËÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÆÕÎË�ÉÑ F , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ �
, ÔÁËÖÅ C1-ÇÌÁÄËÁÑ × ÜÔÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ.åÓÌÉ p = 2, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ�
, �ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ B ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ p 6= 2 ÓÉÔÕÁ�ÉÑ
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 �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÍÉ É ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÈÏÒÄÁÍÉ),ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ �
, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ B ÌÉÎÅÊÎÁ.îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÜÔÏ �ÏËÒÙÔÉÅ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ É ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÎÁÍ �ÏÍÏÖÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÌÀÞÅ×ÁÑ ÌÅÍÍÁ (ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅÓ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [11℄).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ! ⊂ R
2 | ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ a1; a2 ∈ �! É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ! × ÔÏÞËÁÈ a1 É a2 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×ÔÏÞËÅ b. ðÕÓÔØ I ⊂ R | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Á  : I → �! |�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ ÞÁÓÔÉ �!; ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÄÕÇÕ ÍÅÖÄÕ a1 É a2; ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ a1ba2. ðÕÓÔØ t1; t2 ∈ I ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ (ti) = ai; i = 1; 2.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ  ÏÂÈÏÄÉÔ �! × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉÉ t2 > t1.ðÕÓÔØ G | ×ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ !; ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀ-ÝÅÍ a1 É a2. ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ (;G()) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C1 ÎÁ I. �ÏÇÄÁÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) ËÒÉ×ÁÑ (;G()) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C3 ÎÁ I; ÅÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ (t1; t2);2) ËÒÉ×ÁÑ (;G()) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C3 ÎÁ I; ÅÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ ÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ (t1; t2);3) ÎÁÊÄÅÔÓÑ t0 ∈ (t1; t2) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ (;G()) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔËÌÁÓÓÕ C3 ÎÁ I \ {t0}; ÅÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ ÎÁ (t1; t0) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, Á ÎÁ(t0; t2) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ×ÅÒÎÅÍ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÓÄÅÌÁÅÍ �ÅÒÅ�ÁÒÁ-ÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÀ, ÅÓÌÉ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ′1(t) > 0�ÒÉ t ∈ [t1; t2℄, ÇÄÅ  = (1; 2). ðÒÉ ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØÀ ÆÕËÎË�ÉÉ G ÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å !.íÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ L : R

2 → R ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ G 6 L ÎÁ !É G = L ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a1; a2℄. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏL ≡ 0 (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎË�ÉÀ G−L ×ÍÅÓÔÏ G,ÓÏÈÒÁÎÉ× ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ).÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(t) = G((t)); v(t) = ′2(t)′1(t) ; u(t) = f ′(t)′1(t) . ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ v ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÓÉÌÕ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ !. ðÒÑÍÙÅ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË ËÒÕÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ ((t); f(t)) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ (ÉÌÉ ×ÏÇÎÕÔÏÓÔØ) ËÒÉ×ÏÊ (v(t); u(t)):u′′v′ − v′′u′ = 1(′1)3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

′1 ′2 f ′′′1 ′′2 f ′′′′′1 ′′′2 f ′′′∣∣∣∣∣∣ : (8)



226 ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷æÕÎË�ÉÑ f , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ I, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f 6 0 É ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍ f(t1) = f(t2) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ t1 É t2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ f . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ′(t1) = f ′(t2) = 0 É f ′′(t1) 6 0,f ′′(t2) 6 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏu(t1) = u(t2) = 0; u′(t1) 6 0; u′(t2) 6 0: (9)ðÅÒÅÊÄÅÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÒÁÚÂÏÒÕ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅËÒÉ×ÁÑ (; f) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C3 ÎÁ I É ÅÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÎÁ(t1; t2). �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8) ËÒÉ×ÁÑ (v(t); u(t)) ÓÔÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÁ �ÒÉt ∈ (t1; t2). îÏ ÜÔÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (9). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÇÎÕÔÏÊ, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÕÓÌÏ×ÉÀ (9).÷ ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÒÉ×ÁÑ (v(t); u(t)) ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÇÎÕÔÁ �ÒÉ t ∈ (t1; t0),u(t1) = 0 > u′(t1), �ÏÜÔÏÍÕ u(t0) < 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÔÒÏÇÁÑ ×Ù-�ÕËÌÏÓÔØ (v(t); u(t)) �ÒÉ t ∈ (t0; t2) É ÕÓÌÏ×ÉÑ u(t2) = 0 > u′(t2) ×ÌÅËÕÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï u(t0) > 0, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �íÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1 Ë ×ÏÇÎÕÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ B ÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ×Ù-�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ËÁË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÙ ÈÏÒÄÙ. îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÒÕÞÅÎÉÑ �i(s) ËÒÉ×ÙÈ([i℄(s);B([i℄(s))):� [1℄(s) = −
2(p− 2)(p− 1)2p3((1− s)s(1 + s))p−3(sp + (1− s)p + 1)4 ; s ∈ (0; 1);� [2℄(s) = 2(p− 2)(p− 1)2p3((1 − s)s(2− s))p−3(sp + (1− s)p + 1)4 ; s ∈ (0; 1);� [3℄(s) = − sign(1− 2s)2(p− 2)(p− 1)2p3((1− s)s|1− 2s|)p−3(sp + (1− s)p + 1)4 ;s ∈ (0; 12)

∪
(12 ; 1):üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÍ Ó ÌÅÇËÏÓÔØÀ �ÏÎÑÔØ, ÇÄÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ ÇÒÁ-ÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ F ÎÁ �
 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á ÇÄÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ. ðÒÉ p > 2×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á � [1℄(s) < 0, � [2℄(s) > 0 �ÒÉ s ∈ (0; 1), � [3℄(s) < 0�ÒÉ s ∈ (0; 12) É � [3℄(s) > 0 �ÒÉ s ∈ (12 ; 1). ðÒÉ p < 2 ×ÓÅ ÚÎÁËÉ × ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ. îÁ ÒÉÓ. 1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ
, ÚÎÁËÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÒÉ×ÙÈ É ÔÏÞËÉ ÉÈ ÓÍÅÎÙ.ðÒÏÓÔÙÍ, ÎÏ ×ÁÖÎÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÌÅÍÍÅ 1 ÓÌÕÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÅ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ I | ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ �
; ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑB ÌÉÎÅÊÎÁ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÕÇ �
,
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òÉÓ. 1. ïÂÌÁÓÔØ 
 É ÚÎÁËÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ.ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ ÈÏÒÄÏÊ I; ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË I1 Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ ÎÅÊ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ0 < |I1| < �; É ÆÕÎË�ÉÑ B ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ I1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÕÇ,ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÈ ÈÏÒÄÏÊ I. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÈÏÒÄÕ I1 Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÕÇÅ ÔÁË, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ B ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ ÎÅÊ, É ÈÏÒÄÁ I1 ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÕÀ ÄÕÇÕ �ÒÉÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ (ÔÁËÏ×ÁÑ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 É ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ B). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ x0 ∈ int(
), ÏÔÄÅÌÅÎÎÕÀÈÏÒÄÏÊ I1 ÏÔ I. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÓ ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ �
, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ x0, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ B ÌÉÎÅÊ-ÎÁ. ÷ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÊ ÈÏÒÄÏÊ I1 ÄÕÇÉ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÈÏÒÄÕ I1 �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÔÏÞËÁÍ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÈÏÒÄÕ I2, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ B ÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏI1∩I2∩int(
) 6= ∅. îÏ ÔÏÇÄÁ ×ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑB ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁonv(I1∪ I2), ÞÔÏ Ï�ÑÔØ ÖÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÈÏÒÄÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ B ÌÉÎÅÊÎÁ,ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÕÀ ÄÕÇÕ, ÎÅÖÅÌÉ I1. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �÷ÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÍÍÏÊ 1 ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ×ÌÅÞÅÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ I | ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ �
; ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË-�ÉÑ B ÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÏ Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ I ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÓÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ F Ó + ÎÁ −; ÓÞÉÔÁÑ × �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.�ÁË ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ p 6= 2, ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÓÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ ËÒÕÞÅÎÉÑÓ + ÎÁ −, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ �
, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ



228 ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷ÆÕÎË�ÉÑB ÂÙÌÁ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á 
 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÈÏÒÄÁ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ �
, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ B ÌÉÎÅÊÎÁ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÜÔÉ ÈÏÒÄÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÔÏÞËÁÍ, ÔÁË ËÁË ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ B ÂÙÌÁ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÒÁÚÕ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏ-ÌÏÞËÅ ÜÔÉÈ ÈÏÒÄ. úÁÍÏÝÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ÜÔÉÍÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �Ï×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÈÏÒÄÁÍÉ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÆÏÌÉÁ�ÉÅÊ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 É ÇÒÁÎÉÞÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ F ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÁÌÏÂÙÔØ, ÆÕÎË�ÉÑ B É ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ÔÏÖÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ 
 ÔÁËÕÀ,ÞÔÏ x1 = x2, É ÎÁÊÄÅÍ ÈÏÒÄÕ, ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÎÁ �Å-ÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÈÏÒÄÏÊ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÓÁÍÁÓÅÂÅ. �Ï ÅÓÔØ ÜÔÁ ÈÏÒÄÁ ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÌÉÂÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-ÌÑÒÎÁ ÅÊ. �ÁË ËÁË Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÔ ÈÏÒÄÙ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÏÞËÁ ÓÍÅÎÙÚÎÁËÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ Ó + ÎÁ −, ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ p > 2 ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, Á �ÒÉ p < 2 ÏÎÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÆÏÌÉÁ�ÉÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏÎÁ ÒÉÓ. 2.

òÉÓ. 2. æÏÌÉÁ�ÉÑ.
§5. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÏÔ×ÅÔ�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B ÎÁ �ÒÑÍÏÊ x1 = x2.÷ ÓÌÕÞÁÅ p > 2 ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÏÜÔÏÍÕ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (7), ÎÁÈÏÄÉÍB(x1; x1) = (2+2p)x1−1. ÷ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ



âåììíáî ðòï�é÷ â�åòìéîçá 229Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ B3, ÎÁÈÏÄÉÍB3(1; 1; t) = (t+2)B3( 1t+ 2 ; 1t+ 2 ; tt+ 2) = (t+2)B( 1t+ 2 ; 1t+ 2) = 2p− t;ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) É ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 3.÷ ÓÌÕÞÁÅ p < 2 ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B ÎÁ ÏÔ-ÒÅÚËÅ �ÒÑÍÏÊ x1 = x2. �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ B ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ ÈÏÒÄÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (�; �), É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÎÁ ÎÅÊ, ÔÏ ÏÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÎÅÊ É ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ 2� ∈ [12 ; 1℄, ÔÏ ËÏÎ�Ù ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÙÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÙÈ [1℄ É [2℄, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅs ∈ [0; 1℄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ [1℄1 (s) + [1℄2 (s) = 2� , ÉB(�; �) = F ([1℄(s)) = F ([2℄(1− s)) = (1 + s)p1 + sp + (1− s)p : (10)åÓÌÉ ÖÅ 2� ∈
[ 12p−1+1 ; 12], ÔÏ ËÏÎ�Ù ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ [3℄,�ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ s ∈ [12 ; 1℄ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ [3℄1 (s) +[3℄2 (s) = 2� , ÉB(�; �) = F ([3℄(s)) = F ([3℄(1− s)) = (2s− 1)p1 + sp + (1− s)p : (11)ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÊÔÉ ÍÏÄÕÌØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ×Ù-�ÕËÌÏÓÔÉ Æ(") ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1):2p(1− Æ("))p = supt∈["p;2p℄B3(1; 1; t)= supt∈["p;2p℄(t+ 2)B( 1t+ 2 ; 1t+ 2) = ("p + 2)B( 1"p + 2 ; 1"p + 2): (12)ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (12) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ × ÓÉÌÕ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉB(�; �)=� , �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÍÏÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.æÕÎË�ÉÑ b : � 7→ B(�; �) ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [ 12p+2 ; 12], ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É ×Ï-ÇÎÕÔÁ ÎÁ ÎÅÍ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ËÏÎ�Å. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ b(�)=�ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ (�; b(�)) �ÒÏÊ-ÄÅÔ ÞÅÒÅÚ 0), Á �ÏÔÏÍ ÕÂÙ×ÁÅÔ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ×�ÌÏÔØ ÄÏÔÏÞËÉ � = 12 . üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b(�)=� 6 b(12 )=12 , ÞÔÏ, × Ó×ÏÀÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ b(�) 6 2p� . üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÌÅÇËÏ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ B | ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (7) É (4), (5), (6), ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑG(x1; x2) = 2p−1(x1 + x2) ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ B ÎÁ �
, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÎÁ ×ÓÅÊ 
.



230 ð. â. úá�éãëéê, ð. é÷áîéó÷éìé, ä. í. ó�ïìñòï÷�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (12), ËÏÔÏÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (10)É (11) ×ÌÅÞÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.
§6. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙäÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ B ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ p < 2 ×ÓÅ ÈÏÒÄÙ �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉB × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎ�Ù ÈÏÒÄÙ, �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ p > 2 ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ, É ÄÌÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ B ×ÎÅ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÕÖÎÏ �ÒÉ×ÌÅËÁÔØÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÁÚ-×ÉÔÁ × [10℄, �ÏÚÖÅ ÄÏÒÁÂÏÔÁÎÁ É ÂÕÄÅÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÚÌÏÖÅÎÁ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ�ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØ-ËÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ‖�'+(1−�) ‖ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ‖'‖,
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