
Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ è àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû

Êîãäà óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íå ìîãóò áûòü ðåøåíû ÿâíî, ïîëåçíûìè îêà-
çûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, äàþùèå âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü êà÷åñòâåí-
íûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ, à òàêæå îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðè-
áëèæåííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêèì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà Ôåéíìàíà�Êàöà. Ýòà ôîðìóëà äëÿ øèðîêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ
H = −1

2
d2

dx2
+ V (ãàìèëüòîíèàíîâ) äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
= −Hu, u(0, x) = ϕ(x) (1)

â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà îò òðàåêòîðèé âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññà.
Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íå òîëüêî äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,

íî è äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîðû äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïîðÿäêà α ∈ (0, 1)∪ (1, 2). Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò òðàåêòîðèè îäíîðîäíîãî óñòîé÷èâîãî
ïðîöåññà Ëåâè (óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè ïðèðàùåíèÿìè). Òàêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ åùå ïðåäñòàâëåíèÿìè â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðà-
ëà.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííûõ

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà α > 2 íåâîçìîæíî. Òåì íå
ìåíåå, â ðàáîòàõ àâòîðà áûëè ïîñòðîåíû âåðîÿòíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà α > 2
(ñì. [1], [2]), à òàêæå äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿä-
êà m > 2 (ñì. [3]). Áûëè ïîñòðîåíû äâà òèïà àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ðåøåíèå àïïðîêñèìèðîâàëîñü ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ îò ïóàññîíîâñêîãî
òî÷å÷íîãî ïîëÿ, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ îò íîðìèðîâàí-
íûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè íà ðàñïðåäåëåíèå.
Ïîçæå, äàííûé ïîäõîä áûë îáîáùåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà

i
∂u

∂t
= Hu, u(0, x) = ϕ(x), (2)

ãäå îïåðàòîð H åñòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷åòíîãî ïîðÿäêà

H =
(−1)m

(2m)!

d2m

dx2m
> 0, m ∈ N,

èëè ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà

H = cαDα > 0, cα =
1

α cos πα
2

, α /∈ N.

Â ðàáîòàõ [5], [7], [9] áûë ïðåäëîæåí âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2) ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ îò ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, áûëè ïîñòðîåíû äâà òèïà àïïðîêñèìàöèè: ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-
òåãðàëîâ ïî ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé ìåðå è íîðìèðîâàííûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.
Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [9].
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Ïóñòü ν � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà íà [0,∞)× [0,∞) ñ èíòåíñèâíîñòüþ

E ν(dt, dx) = dt µ(dx),

ãäå ìåðà µ èìååò âèä

dµ(x) =
dx

x1+2m
.

Äëÿ ε > 0 îïðåäåëèì ñëîæíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ξε(t), ïîëàãàÿ

ξε(t) =

¨

[0,t]×[ε,eε]

xν(ds, dx),

ãäå e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.
Ïîëîæèì

σ = e
πi
2

(
1− 1

2m

)
.

Òàê âûáðàííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî σ ïðèíàäëåæèò âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+ è Reσ > 0.
Ïðåäñòàâèì íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ϕ â âèäå

ϕ(x) = P+ϕ(x) + P−ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x),

ãäå P+, P− � ïðîåêòîðû Ðèññà, îïðåäåëÿåìûå íà L2(R) ∩ L1(R) êàê

P+ϕ(x) =
1

2π

0ˆ

−∞

e−ipx ϕ̂(p) dp, P−ϕ(x) =
1

2π

∞̂

0

e−ipx ϕ̂(p) dp. (3)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ+ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, à ôóíê-
öèÿ ϕ− àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε > 0 îïðåäåëèì ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ P t

ε , êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà
ϕ ∈ L2(R) êàê

P t
εϕ(x) = E

[
(ϕ− ∗ hε)

(
x− σξε(t)

)
+ (ϕ+ ∗ hε)

(
x+ σξε(t)

)]
, (4)

ãäå ôóíêöèÿ hε(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

ĥε(p) = exp
(
−t

eεˆ

ε

(
i|p|σx+ (i|p|σx)2

2
+ . . .+

(i|p|σx)2m−1

(2m− 1)!

)
dµ(x)

)

· exp
(
−t

eεˆ

ε

(i|p|σx)2m+1

(2m+ 1)!
dµ(x)

)
.

×åðåç P t îáîçíà÷èì ïîëóãðóïïó

P t = exp
(it(−1)m+1

(2m)!

d2m

dx2m

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëóãðóïïà P t ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ϕ â ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(2).

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ W 2m+2
2 (R) è âñåõ

t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||P tϕ− P t
εϕ||L2(R) 6 Ctε2||ϕ||W 2m+2

2 (R).
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Ïóñòü {ξj}∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 èìååò êîíå÷íûé ìîìåíò ïîðÿäêà 2m+ 2 è

E ξ2m1 = 1.

Ïóñòü η(t), t ∈ [0,∞) íåçàâèñèìûé îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξj} ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ
èíòåíñèâíîñòüþ åäèíèöà. Îáîçíà÷èì

κ1 = E ξ11 , κ2 = E ξ21 , . . . , κ2m+2 = E ξ2m+2
1 .

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζn(t), t ∈ [0, T ], ãäå

ζn(t) =
1

n1/2m

η(nt)∑
j=1

ξj.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ P t
n, ïîëàãàÿ äëÿ ϕ ∈ L2(R)

P t
nϕ(x) = E

[
(ϕ− ∗Rt

n)
(
x− σζn(t)

)
+ (ϕ+ ∗Rt

n)
(
x+ σζn(t)

)]
, (5)

ãäå, êàê è âûøå, ôóíêöèè ϕ± îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (3), a σ = e
πi
2

(
1− 1

2m

)
. Ôóíêöèÿ Rt

n(x)
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå

R̂t
n(p) = exp

(
−ti|p|σn1− 1

2mκ1 −
t(i|p|σ)2n1− 2

2mκ2

2!
− . . .− t(i|p|σ)2m−1n1− 2m−1

2m κ2m−1

(2m− 1)!

)
· exp

(
−t(i|p|σ)

2m+1n1− 2m+1
2m κ2m+1

(2m+ 1)!

)
.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ W 2m+2
2 (R) è âñåõ

t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||P tϕ− P t
nϕ||L2(R) 6

Ct

n1/m
||ϕ||W 2m+2

2 (R).

Ïðè èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî èññëåäîâàòü ñâÿçàííûå ñ íè-
ìè ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ. Îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîå óðàâ-
íåíèå Êîëìîãîðîâà. Äëÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ÂÑÁ) ñîîòâåòñòâóþùåå îáðàò-
íîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ñóììó äâóõ îïåðàòîðîâ â ïðàâîé ÷àñòè: ïåðâûé îïåðàòîð îïèñûâàåò
ñàìî áëóæäàíèå è ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, à âòîðîé îòâå÷àåò çà âåòâëåíèå
÷àñòèö â èñòî÷íèêàõ è ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ. Ñâîéñòâà ÂÑÁ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
èñòî÷íèêîâ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Â.À. Âàòóòèíà, Å.Á. ßðîâîé, Â.À. Òîï÷èÿ, Å.Âë. Áóëèí-
ñêîé è äðóãèõ àâòîðîâ. Çàäà÷è î ìîìåíòíûõ ñâîéñòâàõ ëîêàëüíîé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö ÂÑÁ ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ èññëåäîâàíû ìàëî. Â ðàáîòàõ [4], [6] èññëåäîâàíî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ëîêàëüíîãî ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî ÂÑÁ ñ
ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè èñòî÷íèêàìè îäíîãî òèïà. Â ðàáîòå [8] äàííûé ïîäõîä îáîá-
ùåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ëîêàëüíîãî ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö ÂÑÁ
íà ïåðèîäè÷åñêîì ãðàôå ñ ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ ðàçíîãî
òèïà.
×åðåç M(v, u, t) îáîçíà÷èì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå u ∈ Zd â ìîìåíò

âðåìåíè t, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 â ñèñòåìå íàõîäèëàñü îäíà ÷àñòèöà â òî÷êå v ∈ Zd.
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Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñïåðñèÿ ñêà÷êîâ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

êîíå÷íà. Òîãäà ïðè t→ +∞ äëÿ ôóíêöèè M(v, u, t) ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò âèä

M(v, u, t) = eλ1(0)tt−
d/2c0(v, u)

(
1 +O(t−1)

)
,

ãäå λ1(0) è êîýôôèöèåíò c0(v, u) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî.

Â ïðåäïîëîæåíèè êîíå÷íîñòè âñåõ ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ôóíêöèè M(v, u, t) ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

M(v, u, t)
as
= eλ1(0)tt−

d/2

∞∑
k=0

ck(v, u) t
−k,

ãäå λ1(0) è âñå êîýôôèöèåíòû ck(v, u) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî.
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