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úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 466, 2017 Ç.í. ÷. ðÌÁÔÏÎÏ×Á, ó. ÷. ãÙËÉÎ÷åòïñ�îïó�îáñ áððòïëóéíáãéñ òåûåîéñúáäáþé ëïûé äìñ õòá÷îåîéñ ûò�åäéîçåòáó ïðåòá�ïòïí äòïâîïçïäéææåòåîãéòï÷áîéñ
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ

−i �u�t = �D�u; u(0; x) = '(x); (1)ÇÄÅ � ∈ (1; 2), D� { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ �, Á ËÏÎÓÔÁÎÔÁ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ� = −
1� os(��2 ) > 0:ï�ÅÒÁÔÏÒ D� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÓÉÍ×ÏÌÏÍ os(��2 )|p|�. ðÒÉ � = 2 Ï�ÅÒÁÔÏÒ D� { ÜÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ(1) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ûÒ£ÄÉÎÇÅÒÁ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÓÎÅ�ÅÌÙÍ � ÉÚÕÞÁÌÏÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 7, 8℄.÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�u�t = �22 �2u�x2 ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ �. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ � �ÏÚ×ÏÌÉÌ Ó×Ñ-ÚÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ (Im� = 0) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ûÒ£ÄÉÎÇÅÒÁ(Re� = 0). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ L2(R) �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁ-ÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ[−M;M ℄ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ M > 0, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÎÁ ×ÓÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÄÏ �ÅÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÄÒÏÂÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ûÒ£ÄÉÎÇÅÒÁ, �ÒÅÄÅÌØÎÙÅÔÅÏÒÅÍÙ, �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÅ ÔÏÞÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ (ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ 4) ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ�ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òîæ 17-11-01136. òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄ-ÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 16-01-00443Á. 257



258 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéîÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á M . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ(1) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅu(t; x) = E'(x− �w(t)); (2)ÇÄÅ w(t) { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x− �w(t) × ÆÕÎË�ÉÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ' �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ ËÁË �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ '. äÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ L2(R) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÀ × L2(R)ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ, Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÑ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × [4℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉëÏÛÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÁ��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á, ÎÏ ÉÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÍ�ÒÏ�ÅÓÓÏÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ �Ï ÓÕÍÍÁÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÌÁÂÌÅÎÏ, ÔÁË ËÁË �ÅÌÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ,ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÔÉ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÜËÓ-�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ w(t). üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÅÌÁÅÔÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÄÌÑ ÎÅ�ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ�, ÔÁË ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÍ É ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ�ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÏÊ È×ÏÓÔÏ×ÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�É-ÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ìÅ×É ÎÉÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ � 6= 0.÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ ÏÔ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ ÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. îÁÞÁÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ' �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÄ-ÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ,Á ÄÒÕÇÁÑ { × ÎÉÖÎÀÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÍÅÓÔÏ ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÓÎÉÚÕ �ÒÏ-�ÅÓÓÁÍÉ.



÷åòïñ�îïó�îáñ áððòïëóéíáãéñ òåûåîéñ úáäáþé ëïûé...259íÙ ÔÁËÖÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÒÁ-ÂÏÔÁÈ [4, 5℄.
§2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑëÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÕË×ÏÊ C, �ÒÉÞÅÍ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅÂÕË×Á C ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÄÁÖÅ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ×ÙËÌÁÄËÉ.ðÒÑÍÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË'̂(p) = ∞∫

−∞

'(x)eipx dx;Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁË'(x) = 12� ∞∫

−∞

'̂(p)e−ipx dp:þÅÒÅÚ W k2 (R) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï óÏÂÏÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÊ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ R É ÉÍÅÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ k ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. [9℄, ÓÔÒ. 146). ÷ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å W k2 (R) ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÏÒÍÕ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ (ÓÍ.[9℄, ÓÔÒ. 190))
∥∥ ∥∥2Wk2 (R) = ∫R (1 + |p|2k) | ̂(p)|2 dp:ï�ÅÒÁÔÏÒ A, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(Au)(x) = 12� ∫R e−ipxA(p) '̂(p) dp;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ A(p).äÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A :W k2 (R) →W l2(R) ÞÅÒÅÚ

‖A‖Wk2 →W l2ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ.äÌÑ � > 0 ÞÅÒÅÚ [�℄ É {�} ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÌÕÀÉ ÄÒÏÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ �.



260 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéîóÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÒÏÂÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ f ÆÏÒÍÕÌÏÊ (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [6℄)(D�f)(x) = 12� (−�) ∞∫

−∞

f(x− y)− f(x) + f ′(x)y
|y|1+� dy;ÇÄÅ 1 < � < 2. ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ×-ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ. ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÄÒÏÂÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï(̂D�')(p) = os(��2 )|p|�'̂(p);ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ D̂� ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁos (��2 )|p|�.þÅÒÅÚ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÞÅÒÅÚ C+ É C− ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.

§3. á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÏÔ �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑðÕÓÔØ � { �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ (0;∞)× (0;∞) Ó ÉÎÔÅÎ-ÓÉ×ÎÏÓÔØÀ E �(dt; dx) = dt �(dx);ÇÄÅ ÍÅÒÁ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄd�(x) = −
dx�(1− �)x1+� ; x > 0:äÌÑ " > 0 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �"(t)�"(t) = ∫[0;t℄×R+" x�(dt; dx) −E ∫[0;t℄×R+" x�(dt; dx)= ∫[0;t℄×R+" x�(dt; dx) − t ∞∫" xd�(x);ÇÄÅ R+" = R+ \ (0; ").ìÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ L2(R) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ'(x) = P+'(x) + P−'(x) = '+(x) + '−(x);



÷åòïñ�îïó�îáñ áððòïëóéíáãéñ òåûåîéñ úáäáþé ëïûé...261ÇÄÅ P+, P− { �ÒÏÅËÔÏÒÙ òÉÓÓÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÎÁ L2 ∩ L1 ËÁËP+'(x) = 12� 0∫
−∞

e−ipx'̂(p) dp; P−'(x) = 12� ∞∫0 e−ipx'̂(p) dp: (3)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '+ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × ×ÅÒÈÎÀÀ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÆÕÎË�ÉÑ '− ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ × ÎÉÖÎÀÀ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØäÌÑ " > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× P t" , ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔÎÁ ' ∈ L2(R) ËÁËP t"'(x) = E [('− ∗ g")(x− ��"(t))+ ('+ ∗ g")(x+ ��"(t))]; (4)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ '± Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3), a � = e�i2 (1− 1�). �ÁË ×Ù-ÂÒÁÎÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉC+É Re� > 0. æÕÎË�ÉÑ g"(x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕ-ÒØÅ̂g"(p) = exp(t "∫0 12(i|p|�x)2d�(x))= exp(−
(i|p|�)2"2−�2(2− �)�(1− �) t) = e−�p2t"2−� ;ÇÄÅ � = −�22(2−�)�(1−�) , Re � > 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Im� = sin (�2 (1− 1�)) = os ( �2�).ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ "; t ÆÕÎË�ÉÑ '+ ∗g" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × ÏÂÌÁ-ÓÔÉ {z ∈ C : Im z > −M(")t}, ÇÄÅM(") = os( �2�) ∞∫" xd�(x) = 1�(2− �)"�−1 os( �2�) > 0:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ "; t ÆÕÎË�ÉÑ '− ∗ g" ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ×ÏÂÌÁÓÔÉ {z ∈ C : Im z 6 M(")t}.



262 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ
∣∣∣

0∫
−∞

e−ipz ĝ"(p)'̂+(p) dp∣∣∣6 0∫
−∞

∣∣∣e|p|M(")te−tkp2"2−� '̂+(p)∣∣∣ dp
6 C‖'+‖L2(R): �éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ " ×ÅÌÉÞÉÎÁ,ÓÔÏÑÝÁÑ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ × (4), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �Ï-ÇÄÁ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÕÂÉÎÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍP t"'(x) = 12� 0∫

−∞

'̂+(p) ĝ"(p) e−ipxE e−ip��"(t) dp+ 12� ∞∫0 '̂−(p) ĝ"(p) e−ipxE eip��"(t) dp= 12� ∞∫

−∞

'̂(p) ĝ"(p) e−ipxE ei|p|��"(t) dp: (5)÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÜÍ�ÂÅÌÌÁ (ÓÍ. [3℄, ÓÔÒ. 44), ÉÍÅÅÍE ei|p|��"(t) = exp(t ∞∫" (ei|p|�x − 1− i|p|�x) d�(x)):ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ � = e�i2 (1− 1�). �ÏÇÄÁ
∞∫0 (ei|p|�x − 1− i|p|�x) d�(x) = −i|p|�� :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p > 0. �ÏÇÄÁ

∞∫0 (eip�x − 1− ip�x)d� = −

∞∫0 (eip�x − 1− ip�x) dx�(1− �)x1+�= −
(ip�)��(1− �) limR→∞; r→0 i�R∫i�r (ey − 1− y) dyy1+� :



÷åòïñ�îïó�îáñ áððòïëóéíáãéñ òåûåîéñ úáäáþé ëïûé...263ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌJ = ∫� (ey − 1− y) dyy1+��Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ � (ÒÉÓ. 1)� = {z ∈ C : |z| ∈ [r; R℄; arg z = �2 + �(� − 1)2� }

∪
{z ∈ C : |z| = R; arg z ∈ [�2 + �(� − 1)2� ; �]}

∪
{z ∈ C : |z| ∈ [r; R]; arg z = �}

∪
{z ∈ C : |z| = r; arg z ∈ [�2 + �(�− 1)2� ; �]}ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

Re z
Im z

−R −r
z�

òÉÓ. 1. ëÏÎÔÕÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �:éÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÄÕÇÁÍ |z| = R É |z| = r ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ R → ∞É r → 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ:
∞∫0 (eip�x − 1− ip�x)d�(x) = −

(ip�)��(1− �) 0∫
−∞

(ey − 1− y) dyy1+�= (ip�)���(1− �) 0∫
−∞

(ey−1)dyy� = (−ip�)��(1− �)�(1− �) ∞∫0 e−y dyy�−1 =(−ip�)�� :



264 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéî
�éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (5) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ P t"'(x) É ÌÅÍÍÕ 2, �ÏÌÕÞÁÅÍP t"'(x) = 12� ∞∫

−∞

'̂(p)e−�p2t"2−�e−ipx exp(− i|p|�� t)Æt"(p) dp; (6)ÇÄÅ Æt"(p) = exp[−t "∫0 (ei|p|�x − 1− i|p|�x)d�(x)]:äÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P t �ÏÌÕÇÒÕ��Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×P t = exp(− it� os ��2 D�):�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ C > 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ' ∈W 22 (R) É ×ÓÅÈ t > 0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
||P t'− P t"'||L2(R) 6 Ct"2−�||'||W 22 (R):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ A { Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ (t > 0) Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁUA(t) = etA:ðÕÓÔØ B { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ�-�Á UA+B(t) = et(A+B)ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÓÍ. [2℄,ÇÌ. IX, §2, �.1, ÓÔÒ. 614)et(A+B) − etA = t∫0 e�(A+B)Be(t−�)Ad�: (7)ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (7) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁA = − i� os ��2 D�, Á A+B =G", ÇÄÅ G" { ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P t" . éÚ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ G" ÅÓÔØ



÷åòïñ�îïó�îáñ áððòïëóéíáãéñ òåûåîéñ úáäáþé ëïûé...265�ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ĝ"(p), ÇÄÅĝ"(p) = −

"∫0 (ei|p|�x − 1− i|p|�x)d�(x) − �p2"2−� −
i|p|��= −

"∫0 (ei|p|�x − 1− i|p|�x−
12(i|p|�x)2) d�(x) − i|p|�� :÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

‖UA(�)‖W 22→W 22 = 1: (8)ï�ÅÎÉÍ ÎÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ‖B‖W 22→L2 . úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍb̂"(p) = −

"∫0 (ei|p|�x − 1− i|p|�x−
12(i|p|�x)2)d�(x):äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ

‖B̂'‖2L2 = ∫R dp |B̂'(p)|2 6 C ∫R dp(1 + |p|4) |'̂(p)|2 ( "∫0 x2d�(x))2
6 C"4−2� ∫R dp(1 + |p|4) |'̂(p)|2 6 C"4−2�‖'‖2W 22 : (9)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ ÎÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ ‖UA+B(�)‖L2→L2 . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ×Ó�Ï-ÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x > 0Re(ei�x − 1− i�x−

12(i�x)2) > 0;ÇÄÅ � = e�i2 (1− 1�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ i� × ×ÉÄÅi� = −a+ ib; ÇÄÅ a > 0; b > a:íÁÓÛÔÁÂÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ a = 1, b > 1. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ b > 1



266 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéîÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x; b) ×ÉÄÁf(x; b) = Re(ei�x − 1− i�x−
12(i�x)2)= e−x os(bx) − 1 + x− x22 (1− b2); f(0; b) = 0:÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õf(x; b) > 0: (10)óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ (10) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ b = 1. åÓÌÉ x > 2, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x; 1) = e−x osx− 1 + x > 0ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x; 1) �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x�f�x (x; 1) = −

( sinx+ osx)e−x + 1; �f�x (0; 1) = 0;�2f�x2 (x; 1) = 2 sinxe−x; �2f�x2 (0; 1) = 0;úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ sinx > 0 �ÒÉ x ∈ [0; 2℄, Á ÚÎÁÞÉÔ �ÒÉ ÔÁËÉÈ x É �2f�x2 (x; 1) >0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (10) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ b = 1.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ x �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ�f�b (x; b) ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x > 0 ÉÍÅÅÍ�f�b (x; b) = −xe−x sin(bx) + bx2 = x(bx− e−x sin(bx)) > 0:
�ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 3, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ

∣∣∣exp[−t "∫0 (ei|p|�x − 1− i|p|�x−
12(i|p|�x)2) d�(x)]∣∣∣ 6 1;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ

‖UA+B(t− �)‖L2→L2 6 1: (11)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ (8), (9) É(11). �
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§4. ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎðÕÓÔØ {�j}∞j=1 { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ, ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

P ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ P ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(x). þÅÒÅÚh(x) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀh(x) = ��(−�)x�+1p(x)É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0 ÆÕÎË�ÉÑ h(x)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |h(x)| 6 1 + Cx� , ÇÄÅ� > 1− {�}:éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÉ x → ∞ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ p(x) = 1��(−�)x�+1 (1 +O( 1x� )):þÅÒÅÚ m1 = E�1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ �1.ðÕÓÔØ �(t), t ∈ [0;∞) { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÏÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {�j}�ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉ�Á.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ �n(t);t ∈ [0; T ℄, �ÏÌÁÇÁÑ �n(t) = 1n1=� �(nt)∑j=1 �j :þÅÒÅÚ �(1)n (t); t ∈ [0; T ℄ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ�(1)n (t) = �n(t)−E �n(t):íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ��(1)n (t), ÇÄÅ, ËÁË É ×ÙÛÅ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ � = e�i2 (1− 1�) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁË ÉÒÁÎÅÅ, ÞÅÒÅÚ '+ É '− ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÒÏÅËÔÏÒÏ× òÉÓÓÁ P+ É



268 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéîP− ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ '. ÷ÙÂÅÒÅÍ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ K > 2��(−�) ∞∫0 y2 |h(y)− 1| dyy1+� ;É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n = Knn2=� :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n → 0 �ÒÉ n→ ∞.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× P tn,�ÏÌÁÇÁÑ ÄÌÑ ' ∈ L2(R)P tn'(x) = E[('+ ∗ κ
tn)(x+ ��(1)n (t))+ ('− ∗ κ

tn)(x− ��(1)n (t))]; (12)ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ κtn(x) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ
κ̂
tn(p) = exp (− ntp2):ìÅÍÍÁ 4. æÕÎË�ÉÑ '+ ∗ κtn(z) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ {z ∈ C : Im z >

−tM(n)} �ÒÉ ËÁÖÄÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ n É t, ÇÄÅM(n) = m1n1−1=� os( �2�):æÕÎË�ÉÑ '− ∗κtn(z) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ {z ∈ C : Im z 6 tM(n)} �ÒÉËÁÖÄÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ n É t.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
∣∣∣

0∫
−∞

dp e−ipz'̂(p)κ̂tn(p)∣∣∣ 6

∣∣∣
0∫

−∞

dp epM(n)t'̂(p)κ̂tn(p)∣∣∣
6 ‖'+‖L2( 0∫

−∞

dp e2pM(n)te−2ntp2)1=2 = C‖'+‖L2 : �úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÍÙ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ×ÆÕÎË�ÉÀ '+ ∗ κn ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ
−tM(n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÆÕÎË�ÉÀ '− ∗ κn ÍÙ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ tM(n). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×



÷åòïñ�îïó�îáñ áððòïëóéíáãéñ òåûåîéñ úáäáþé ëïûé...269ÆÏÒÍÕÌÅ (12) ÓÔÏÉÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ, É �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊæÕÂÉÎÉ É ×ÎÅÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ �ÏÄ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁP tn'(x) = 12� ∞∫

−∞

dp e−ipx '̂(p) κ̂
tn(p)E [ exp (i|p|��(1)n (t))]:éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÜÍ�ÂÅÌÌÁ (ÓÍ. [3℄, ÓÔÒ. 44) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏlnE [exp (i|p|��(1)n (t))℄ = nt ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) dP(y):�ÅÏÒÅÍÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C = C(�), ÔÁ-ËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ W 22 (R) É ×ÓÅÈ t > 0 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖P tn'− P t'‖L2(R) 6
Ctn(2−�)=� ‖'‖W 22 (R):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (7) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁA = −

i� os ��2 D�;Á A + B = Gn, ÇÄÅ Gn { ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù P tn. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ GnÅÓÔØ �ÓÅ×ÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ĝn(p), ÇÄÅĝn(p) = n ∞∫0 ( exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) dP(y)− np2= −i|p|�� −
n��(−�) ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) dyy1+�+n ∞∫0 ( exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) dP(y)− np2:÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ

‖UA(�)‖W 22→W 22 = 1: (13)



270 í. ÷. ðìá�ïîï÷á, ó. ÷. ãùëéîï�ÅÎÉÍ ÎÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ‖B‖W 22→L2 . ï�ÅÒÁÔÏÒ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍb̂n(p) = −
n��(−�) ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) dyy1+�+ n ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� )dP(y)− np2= n��(−�) ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) (h(y)− 1) dyy1+� − np2:òÁÚÏÂØÅÍ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ Ä×Á: ÏÔ 0 ÄÏ n1=�

|p| É ÏÔn1=�
|p| ÄÏ ∞. ðÅÒ×ÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÙ Ï�ÅÎÉÍ
∣∣∣∣∣

n��(−�) n1=�
|p|∫0 ( exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) (h(y)− 1)dyy1+� ∣∣∣∣∣

6
C|p|2n2=�−1 ; (14)ÔÁË ËÁË, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ h(x), ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËÏÎÅÞÅÎ

∞∫0 y2|h(y)− 1| dyy1+� <∞:äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∣∣∣ n��(−�) ∞∫n1=�

|p| (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� ) (h(y)− 1) dyy1+� ∣∣∣

6 Cn ∞∫n1=�
|p| |p|2y2n2=� |h(y)− 1|dyy1+� 6

C|p|2n2=�−1 : (15)
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‖B̂'‖2L2 = ∫R dp |B̂'(p)|2

6
Cn 2(2−�)� ∫R dp(1 + |p|4) |'̂(p)|2 6

Cn 2(2−�)� ‖'‖2W 22 : (16)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ ÎÏÒÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁ ‖UA+B(�)‖L2→L2 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀfn(p) = Re[n ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )− 1− i|p|�yn1=� )dP(y)]− np2:÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ, ÓÔÏÑÝÅÍ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ, ×ÙÞÔÅÍÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ −i|p|�� . ðÏÌÕÞÉÍfn(p)= n��(−�)Re ∞∫0 (exp( i|p|�yn1=� )−1− i|p|�yn1=� ) (h(y)− 1) dyy1+� −np2:éÚ (14) É (15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2n1−2=�p2��(−�) ∞∫0 y2|h(y)−1|dyy1+� : �ÁË ËÁË ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÌÉ K >2��(−�) ∞∫0 y2|h(y)−1|dyy1+� , ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ fn(p) ÒÁ×ÎÏÎÕÌÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ fn(p) �Ï �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ É �ÒÉ |p| → ±∞ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë −∞,Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÍÙ�ÏËÁÚÁÌÉ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
‖UA+B(t− �)‖L2→L2 6 1: (17)õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (13), (16) É (17). �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. ì. í. úÅÌÅÎÙÊ, á. ÷. íÉÌÏ×ÁÎÏ×, æÒÁËÔÁÌØÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ É ÓÔÒÁÎÎÁÑ ËÉÎÅ-ÔÉËÁ: ÏÔ ÔÅÏÒÉÉ �ÅÒËÏÌÑ�ÉÉ Ë �ÒÏÂÌÅÍÁÍ ËÏÓÍÉÞÅÓËÏÊ ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ. |õÓ�ÅÈÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË 174, No. 8 (2004), 809{852.2. �. ëÁÔÏ, �ÅÏÒÉÑ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. íÉÒ, íÏÓË×Á, 1972.3. äÖ. ëÉÎÇÍÁÎ, ðÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ. íãîíï, íÏÓË×Á, 2007.
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