
Àëãåáðà è àíàëèç

Òîì 33 (2021), �1

Î �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ ÏÎËÓËÈÍÅÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÑÎ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÌ Ä�ÎÁÍÛÌ ËÀÏËÀÑÈÀÍÎÌ

ÍÅÉÌÀÍÀ È Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ Ï�ÀÂÎÉ ×ÀÑÒÜÞ

© Í. Ñ. ÓÑÒÈÍÎÂ

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñ ìèíèìàëü-

íîé ýíåðãèåé äëÿ çàäà÷è, ïîðîæäåííîé äðîáíûì íåðàâåíñòâîì Ñîáî-

ëåâà, â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ∈ C2 : (−∆)sSpu(x) + u(x) = u2∗
s
−1(x).

Äðîáíûé ëàïëàñèàí (−∆)sSp â ëåâîé ÷àñòè � ýòî s-àÿ ñòåïåíü îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì Íåéìàíà â îáëàñòè Ω ⋐ R
n
, n > 3, s ∈ (0, 1),

2∗s = 2n/(n − 2s). Â ëîêàëüíîì ñëó÷àå s = 1 ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëü-
òàòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ ëàïëàñèàíà è p-ëàïëàñèàíà ñ óñëîâèåì
Íåéìàíà.

�1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñ ìèíè-

ìàëüíîé ýíåðãèåé â C2
-ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R

n, n > 3 äëÿ

çàäà÷è

(−∆)sSpu+ u = |u|2
∗
s−2u, u ∈ Hs(Ω), (1)

ãäå s ∈ (0, 1) è 2∗s := 2n
n−2s . Äðîáíûé ëàïëàñèàí (−∆)sSp â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ � ýòî ñïåêòðàëüíûé ëàïëàñèàí Íåéìàíà (îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ

ëàïëàñèàíîâ è �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ áóäóò äàíû â �2).

�åøåíèå çàäà÷è (1) ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé (ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæå-

íèÿ íà êîíñòàíòó) � ýòî ìèíèìàéçåð (åñëè îí ñóùåñòâóåò) �óíêöèîíà-

ëà ISp
s,Ω[u]:

ISp
s,Ω[u] :=

〈(−∆)sSpu, u〉+ ‖u‖2L2(Ω)

‖u‖2
L2∗s

(Ω)

, SSp
s,Ω := inf

u∈Ds(Ω)
ISp
s,Ω[u]. (2)

Â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ISp
s,Ω[u] ïðè ãîìîòåòèÿõ, â ïðîñòðàíñòâå (Ω = R

n
)

èëè ïîëóïðîñòðàíñòâå (Ω = R
n
+) èí�èìóì â (2) íå äîñòèãàåòñÿ, è, òàêèì

îáðàçîì, ðåøåíèé ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé ó çàäà÷è (1) íå ñóùåñòâóåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðîáíûé ëàïëàñèàí, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, äîñòèæèìîñòü òî÷-

íîé êîíñòàíòû, ñïåêòðàëüíûé ëàïëàñèàí Íåéìàíà.

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ �20-01-00630A.
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Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî èìååò ìåñòî äðîáíîå íåðàâåíñòâî Ñîáîëåâà (ñì. [15,

òåîðåìà 1.2, (22)℄)

SSp
s,Rn := min

u∈Ds(Rn)

〈(−∆)su, u〉

‖u‖2L2∗s
(Rn)

> 0,

è ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ (ñì. [4℄) íà åäèíñòâåííîé �óíêöèè (çäåñü è äàëåå:

ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèé, äîìíîæåíèé íà êîíñòàíòó è ïåðåíîñîâ)

Φs,a(x) :=
(
a2 + |x|2

) 2s−n
2

ñ SSp
s,Rn = 22sπsΓ

(
n
2 + s

)

Γ
(
n
2 − s

)
[
Γ
(
n
2

)

Γ (n)

]2s
n
. (3)

Áîëåå òîãî, â ïîëóïðîñòðàíñòâå R
n
+ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (ñì. [9, òåî-

ðåìà 1.2℄)

SSp
s,Rn

+
= min

u∈Ds(Rn
+)

〈(−∆)sSpu, u〉

‖u‖2L2∗s
(Rn

+)

ñ SSp
s,Rn

+
= 2−

2s
n SSp

s,Rn , (4)

à ìèíèìàéçåð, êàê è â R
n, åäèíñòâåíåí è ðàâåí Φs,a(x). Â ÷àñòíîñòè, Φs,a(x)

(ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ

(−∆)sSpu = |u|2
∗
s−2u â R

n
+

ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé.

Â ëîêàëüíîì ñëó÷àå s = 1 çàäà÷à (1) èìååò âèä (çäåñü 2∗ := 2n
n−2)

−∆u+ u = |u|2
∗−2u,

∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= 0, (5)

à â R
n
è R

n
+ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåç ñëàáîãî ÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå åäèíñòâåííî è ðàâíî Φ1,a(x), à òî÷íûå êîíñòàíòû
(ñì. (3) è (4) ïðè s = 1) èçâåñòíû äàâíî (ñì. [2, 11℄). Â [1, 13℄ áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ïðè n > 3 â C2
-ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω çàäà÷à (5) èìååò

ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñ ìèèíèìàëüíîé ýíåðãèåé. Â [14℄ áûëà èçó÷åíà

çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (5), ñ p-ëàïëàñèàíîì â ëåâîé ÷àñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω ⊂ R
n, n > 3 � C2

-ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è

2s > 1. Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò íåîòðèöàòåëüíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé.

Çàìå÷àíèå 1. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè,

îäíàêî ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Äëÿ äðóãèõ îïðåäåëåíèé äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Íåéìàíà (ñì., íàïðè-

ìåð, [9℄) àíàëîãè÷íûå çàäà÷è íå ðàññìàòðèâàëèñü. Çàäà÷à òàêîãî òèïà äëÿ

ñïåêòðàëüíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå áûëà ðàññìîòðåíà â [12℄.
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Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: â �2 ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå

ñâåäåíèÿ î äðîáíûõ ëàïëàñèàíàõ è ââîäèòñÿ ïðîäîëæåíèå Ñòèíãà�Òîððåà.

Â �3 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 âûâîäèòñÿ èç ÷åòûðåõ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ëåìì ïðèâåäåíû â ��4�5.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

• Br(x) ⊂ R
n
� øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Äëÿ êðàòêîñòè,

Br := Br(0).

• ωn−1 :=
nπ

n
2

Γ(n
2
+1)

� ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â R
n
.

• ϕr(x) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ-ñðåçêà

ϕr(x) :=

{
1, |x| < r

2

0, |x| > r
, |∇xϕr(x)| 6

C

r
.

• ×åðåç C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò n

è s, çíà÷åíèå êîòîðûõ äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííî; â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè

êîíñòàíòû îò äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ìû áóäåì óêàçûâàòü åãî

â ñêîáêàõ.

• Çàïèñü oε(1) îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0.
• Ïîëóïðîñòðàíñòâî R

n
+ := {x ≡ (x′, xn) ∈ R

n | xn > 0}.

• Äëÿ �óíêöèè f ∈ L1(Ω) �óíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(x) := f(x)− |Ω|−1 ·

∫

Ω

f(x) dx,

∫

Ω

f(x) dx = 0. (6)

�2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äðîáíûé ëàïëàñèàí (−∆)s â R
n
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(−∆)su = F−1(|ξ|2sFu(ξ)), u ∈ C∞
0 (Rn),

ãäå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F çàäàåòñÿ �îðìóëîé

Fu(ξ) := (2π)−
n
2

∫

Rn

e−i〈ξ,x〉u(x)dx.

Åãî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò âèä

〈(−∆)su, u〉 =

∫

Rn

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ 〈(−∆)su, u〉 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ds(Rn):

Ds(Rn) :=
{
u ∈ L2∗s (R

n) | 〈(−∆)su, u〉 < ∞
}
.
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Ââèäó äðîáíîãî íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâî Ds(Rn) ñîâïàäàåò ñ

çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà C∞
0 (Rn) ïî �îðìå 〈(−∆)su, u〉.

Ñïåêòðàëüíûé äðîáíûé ëàïëàñèàí Íåéìàíà (−∆)sSp îïðåäåëÿåòñÿ êàê

s-àÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì Íåéìàíà â îáëàñòè Ω â ñìûñëå

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè. Ýòî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, âîññòàíîâëåííûé

ïî êâàäðàòè÷íîé �îðìå: ïðè Ω = R
n
+

〈(−∆)sSpu, u〉 :=

∫

Rn
+

|ξ|2s|F̂u(ξ)|2 dξ,

ãäå F̂u(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

F̂u(ξ) :=
2

(2π)n/2

∫

R
n
+

u(x)e−i〈ξ′,x′〉 cos(xnξn) dx,

à â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ðàâ-

íà

〈(−∆)sSpu, u〉 :=

∞∑

j=1

λs
j〈u, φj〉

2, (7)

ãäå λj � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, a φj � îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(Ω) ñîáñòâåí-
íûå �óíêöèè çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

λ0 = 0 äëÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèè φ0 = C). Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êâàäðà-

òè÷íîé �îðìû 〈(−∆)sSpu, u〉 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ds(Ω):

Ds(Ω) :=
{
u ∈ L2∗s (Ω)

∣∣ 〈(−∆)sSpu, u〉 < ∞
}
.

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì

ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî Hs(Ω) (ñì. [16℄ è [17, �2.3.3℄). Íîð-
ìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

‖u‖2Hs(Ω) = 〈(−∆)sSpu, u〉+ ‖u‖2L2(Ω).

Ââåäåííàÿ íîðìà ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé íîðìå â Hs(Ω) (äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî �àêòà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

â ðàáîòå [7℄).

Â [10℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ëàïëàñèàí Íåéìàíà ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí ïîñðåäñòâîì ïðîäîëæåíèÿ Ñòèíãà�Òîððåà (äàëåå, ÑÒ-ïðîäîë-

æåíèå; äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü X ≡ (x, t)): ðåøåíèå wSp çàäà÷è

− div(t1−2s∇Xw(x, t)) = 0 â Ω× R+; w|t=0 = u;
∂w

∂~n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= 0
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ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé

Es,Ω[w] :=

∞∫

0

∫

Ω

t1−2s|∇Xw(x, t)|2 dxdt (8)

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, è äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ u

(−∆)sSpu(x) = −Cs · lim
t→0+

t1−2s∂twSp(x, t) ñ Cs :=
4sΓ(1+s)
2s·Γ(1−s) . (9)

Êðîìå òîãî, wSp ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ìèíèìàéçåð �óíêöèîíàëà (8) ïî

ïðîñòðàíñòâó

Ws (Ω× R+) :=
{
w(X) | Es,Ω[w] < ∞, w|t=0 = u

}
,

è íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (7) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç (8):

〈(−∆)sSpu, u〉 = CsEs,Ω[wSp]. (10)

Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ îïåðàòîðà (−∆)s

â R
n
áûë ïîëó÷åí â [3℄, à �óíêöèÿ wSp â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïðîäîë-

æåíèåì Êà��àðåëëè�Ñèëüâåñòðà (ÊÑ-ïðîäîëæåíèå).

Ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ �óíêöèþ w ∈ Ws (Ω× R+) äîïóñòèìûì
ïðîäîëæåíèåì �óíêöèè u(x). Äëÿ äîïóñòèìîãî ïðîäîëæåíèÿ î÷åâèäíî

íåðàâåíñòâî Es,Ω [w] > Es,Ω [wSp].
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé â çàäà÷å (1) ìîæíî ñ÷è-

òàòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà u → |u| óìåíüøàåò çíà÷å-

íèå �óíêöèîíàëà ISp
s,Ω[u], êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü u ∈ Hs(Ω) ïðè s ∈ (0, 1). Òîãäà |u| ∈ Hs(Ω) è
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

〈(−∆)sSpu, u〉 > 〈(−∆)sSp|u|, |u|〉.

Êðîìå òîãî, åñëè u(x) ìåíÿåò çíàê â Ω, òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 â ðàáî-

òå [8℄. �

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïîõîæà íà [12, òåîðåìà 2℄, îäíàêî âëîæåíèå çäåñü

êðèòè÷åñêîå è òðåáóåò ìîäè�èêàöèè ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ïðèíöèïà Ëèîí-

ñà [6℄. �àññìîòðèì ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk(x) äëÿ �óíê-
öèîíàëà (2): ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî uk(x) > 0 è
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‖uk‖L2∗s
(Ω) = 1. Ïî �óíêöèÿì uk ïîñòðîèì ÑÒ-ïðîäîëæåíèÿ wk (X) è îïðå-

äåëèì �óíêöèè Uk(x) �îðìóëîé

Uk(x) := Cs

∞∫

0

t1−2s|∇Xwk(X)|2 dt. (11)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{uk}îãðàíè÷åíà âH
s(Ω), �óíêöèè wk îãðà-

íè÷åíû ïî íîðìå, ïîðîæäàåìîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé Es,Ω[w] + ‖u‖2L2(Ω),

à �óíêöèè Uk è |uk|
2∗s

îãðàíè÷åíû â L1(Ω). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî:

• uk ⇁ u â Hs(Ω); îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî uk → u â L2(Ω);
• ∇Xwk ⇁ ∇Xw â L2(Ω × R+, t

1−2s) (ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò w

ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû);

• |uk|
2∗s ⇁ µ è Uk ⇁ M â ïðîñòðàíñòâå ìåð íà Ω.

Èç ïîñòðîåíèÿ uk è Uk ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:∫

Ω

1dM+ ‖u‖2L2(Ω) = lim
k→∞

[
‖Uk‖L1(Ω) + ‖uk‖

2
L2(Ω)

]

= SSp
s,Ω · lim

k→∞
‖uk‖

2
L2∗s

(Ω) = SSp
s,Ω ·

(∫

Ω

1dµ
) 2

2∗s .

(12)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â �4.

Ëåììà 1. Ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó â îïðåäåëåíèè w ìîæíî âûáðàòü

òàê, ÷òî �óíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ÑÒ-ïðîäîëæåíèåì �óíêöèè u.

Ëåììà 2. Äëÿ ìåð µ è M ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

µ = |u|2
∗
s +

∑

j∈J

αjδxj
; αj > 0; (13)

M > U +
∑

j∈J

βjδxj
; βj > SSp

s,Ω · α
2
2∗s
j , (14)

ãäå j ∈ J � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð èíäåêñîâ, δxj
� äåëüòà��óíêöèè

â òî÷êàõ xj ∈ Ω, à �óíêöèÿ U ïîëó÷àåòñÿ èç w ïî �îðìóëå (11).

Íåðàâåíñòâî (14), ðàâåíñòâî (10) è ëåììà 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå∫

Ω

1dM > ‖U‖L1(Ω) + SSp
s,Ω ·

∑

j∈J

α
2
2∗s
j = 〈(−∆)sSpu, u〉+ SSp

s,Ω ·
∑

j∈J

α
2
2∗s
j ,
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îòêóäà, ñ ó÷åòîì (2), ïîëó÷àåì îöåíêó íà ëåâóþ ÷àñòü (12):

∫

Ω

1dM+ ‖u‖2L2(Ω) > 〈(−∆)sSpu, u〉+ ‖u‖2L2(Ω) + SSp
s,Ω ·

∑

j∈J

α
2

2∗s
j

> SSp
s,Ω ·

(
‖u‖2L2∗s

(Ω) +
∑

j∈J

α
2

2∗s
j

)
.

(15)

Îòñþäà, ïðåîáðàçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü (12) ñ ó÷åòîì (13), ïîëó÷àåì

SSp
s,Ω ·

(
‖u‖

2∗s
L2∗s

(Ω) +
∑

j∈J

αj

) 2
2∗s > SSp

s,Ω ·
(
‖u‖2L2∗s

(Ω) +
∑

j∈J

α
2

2∗s
j

)
. (16)

Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â åå ïðàâîé

÷àñòè åñòü ðîâíî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, à ñàìà îöåíêà îáðàùàåòñÿ â

ðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü äâà âàðèàíòà.

1 (Êîìïàêòíîñòü). Âñå αj ðàâíû íóëþ: áóäó÷è ÷àñòüþ (16), îöåíêà (15)

òàêæå âûðîæäàåòñÿ â ðàâåíñòâî è ISp
s,Ω[u] = SSp

s,Ω, ïîýòîìó u ìèíèìèçèðóåò

�óíêöèîíàë ISp
s,Ω[u] è, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó, ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé.

2 (Êîíöåíòðàöèÿ). Åñòü ðîâíî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå αj : ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî α0 = 1 è u ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ñîäåðæàòñÿ â ��4�5.

Ëåììà 3. Â ñëó÷àå êîíöåíòðàöèè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

SSp
s,Ω > min

(
SSp
s,Rn

+
,SSp

s,Rn

)
. (17)

Çàìå÷àíèå 2. Ïðàâàÿ ÷àñòü (17) ðàâíà SSp
s,Rn

+
, êàê ïîêàçûâàåò (4).

Ëåììà 4. Ïóñòü n > 3 è 2s > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ V ∈ Hs(Ω),
òàêàÿ ÷òî

ISp
s,Ω[V] < SSp

s,Rn
+
.

Èç ëåììû 4 ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü íåðàâåíñòâà (17), ÷òî èñêëþ÷àåò

âîçìîæíîñòü êîíöåíòðàöèè è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

�4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1�3

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ w îïðåäåëÿëàñü

ñõîäèìîñòüþ ∇Xwk ⇁ ∇Xw â L2(Ω×R+, t
1−2s), ãäå wk ÿâëÿþòñÿ ÑÒ-ïðî-

äîëæåíèÿìè �óíêöèé uk. Äëÿ ñàìèõ �óíêöèé uk âûïîëíåíî uk ⇁ u â

Hs(Ω), è, ñëåäîâàòåëüíî, uk → u â L2(Ω).
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Äëÿ �óíêöèè u ∈ Hs(Ω) îáîçíà÷èì åå ÑÒ-ïðîäîëæåíèå ÷åðåç w̃. Ýòî

ïðîäîëæåíèå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì �óíê-

öèÿì çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (ñì. [10, (3.1)�(3.8)℄):

w̃(X) =
∞∑

i=0

di(t)φi(x),

ñ di(t) = 〈u, φi〉 · Qs(λ
1/2
i t), Qs(τ) := τ s

21−s

Γ(s)
Ks(τ),

(18)

ãäå Ks(τ) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà. Äëÿ �óíê-

öèé Ks âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè (ñì., íàïðèìåð, [10, (3.7)℄):

Ks(τ) ∼ Γ(s)2s−1τ−s
ïðè τ → 0;

Ks(τ) ∼
( π

2τ

) 1
2
e−τ

(
1 +O(τ−1)

)
ïðè τ → ∞,

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà

Qs(τ) 6 C ·min(1, τ−1). (19)

Ïîýòîìó ïðè ëþáîì i > 1 âûïîëíåíî

‖Qs(λ
1/2
i t)‖2L2(R+) 6

1∫

0

Q2
s(λ

1/2
i t) dt+ C

∞∫

1

λ−1
i t−2 dt 6 C(λ1).

Ïóñòü δ < 1. Ïîêàæåì, ÷òî wk → w̃ â L2

(
Ω× [δ, δ−1]

)
. Èç ïðåäñòàâëå-

íèÿ (18) èìååì:

‖w̃ − wk‖
2
L2(Ω×[δ,δ−1]) =

∞∑

i=0

〈u− uk, φi〉
2 · ‖Qs(λit)‖

2
L2[δ,δ−1]

6 C(δ, λ1) · ‖u− uk‖
2
L2(Ω).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (6), çàïèøåì wk êàê ñóììó

îðòîãîíàëüíûõ â L2

(
Ω× [δ, δ−1]

)
ñëàãàåìûõ:

wk = wk + ck, wk := wk − (δ−1 − δ)|Ω|−1 ·

δ−1∫

δ

∫

Ω

wk dX.

Ïîñêîëüêó ∇Xwk ⇁ ∇Xw â L2(Ω× [δ, δ−1]), òî wk ⇁ w â W 1
2 (Ω× [δ, δ−1]).

Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü wk → w â L2

(
Ω× [δ, δ−1]

)
, ÷òî âëå÷åò

w = w̃ + C. �
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Îñíîâàíî íà ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðèíöèïà

Ëèîíñà [6℄ è ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [18, òåîðåìà 1.4.2℄. �àçáåðåì äâà ñëó-

÷àÿ: u ≡ 0 è u 6≡ 0.

1. Ïóñòü u ≡ 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (6): ïóñòü uk := uk + ck.

Ïîñêîëüêó uk → u ≡ 0 ñèëüíî â L2(Ω), èç ðàâåíñòâà

‖uk‖
2
L2(Ω) = ‖uk‖

2
L2(Ω) + c2k · |Ω|

èìååì uk → 0 â L2(Ω) è ck → 0. Áîëåå òîãî, äëÿ η ∈ C1(Ω) è ëþáîãî ǫ > 0
âûïîëíåíî

lim
k→∞

‖ukη‖
2∗s
L2∗s

(Ω) 6 lim
k→∞

[
(1 + ǫ) · ‖ukη‖

2∗s
L2∗s

(Ω) + C(ǫ)c
2∗s
k ‖η‖

2∗s
L2∗s

(Ω)

]

= (1 + ǫ) · lim
k→∞

‖ukη‖
2∗s
L2∗s

(Ω).
(20)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî 〈(−∆)sSpuk, uk〉 = 〈(−∆)sSpuk, uk〉, ïîýòîìó èç (20) ïðè

η ≡ 1 ïîëó÷àåì

lim
k→∞

ISp
s,Ω[uk] 6 lim

k→∞

〈(−∆)sSpuk, uk〉+ ‖uk‖
2
L2(Ω)

(1 + ǫ)
− 2

2∗s · ‖uk‖
2
L2∗s

(Ω)

= (1 + ǫ)
2

2∗s · lim
k→∞

ISp
s,Ω[uk] = (1 + ǫ)

2

2∗s · SSp
s,Ω.

Ïîñêîëüêó ǫ ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ÿâëÿåò-
ñÿ ìèíèìèçèðóþùåé. Áîëåå òîãî, èç îáðàòíîãî ê (20) íåðàâåíñòâà

lim
k→∞

‖ukη‖
2∗s
L2∗s

(Ω) 6 lim
k→∞

[
(1 + ǫ) · ‖ukη‖

2∗s
L2∗s

(Ω) + C(ǫ)c
2∗s
k ‖η‖

2∗s
L2∗s

(Ω)

]

= (1 + ǫ) · lim
k→∞

‖ukη‖
2∗s
L2∗s

(Ω),

ñëåäóåò |uk|
2∗s ⇁ µ. ÑÒ-ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèé uk èìåþò âèä wk := wk−ck,

è ïîýòîìó �óíêöèè Uk èç �îðìóëû (11) íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå uk íà uk.

Èç òîãî �àêòà, ÷òî wkη � äîïóñòèìîå ïðîäîëæåíèå ukη, èìååì

SSp
s,Ω·‖ukη‖

2
L2∗s

(Ω) 6 〈(−∆)sSpukη, ukη〉+‖ukη‖
2
L2(Ω) 6 CsEs,Ω[wkη]+‖ukη‖

2
L2(Ω).
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Èç ñõîäèìîñòè uk → 0 â L2(Ω) ïîëó÷àåì

SSp
s,Ω

Cs

(∫

Ω

η2
∗
s (x) dµ

) 2

2∗s

6 lim
k→∞

Es,Ω[wkη]

= lim
k→∞

∞∫

0

∫

Ω

[
t1−2s|∇Xwk|

2η2

+ 2t1−2s〈∇xwk,∇xη〉wkη + t1−2s|∇xη|
2w2

k

]
dX.

(21)

Ïðåäåë ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (21) ðàâåí

lim
k→∞

∞∫

0

∫

Ω

t1−2s|∇Xwk|
2η2 dX = C−1

s ·

∫

Ω

η2(x) dM.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (21) ðàâåí íóëþ. Âîñïîëüçó-

åìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (18) äëÿ wk (çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî i > 1)

wk(X) =

∞∑

i=1

dik(t)φi(x) ñ dik(t) = 〈uk, φi〉 · Qs(λ
1/2
i t).

Èç îöåíêè (19) è òîãî �àêòà, ÷òî λi → ∞, èìååì

∫

Ω

w2
k(X)|∇xη|

2 dx 6 C(λ1) ·

∞∑

i=1

〈uk, φi〉
2 ·min(1, t−2),

îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

lim
k→∞

∞∫

0

∫

Ω

t1−2s|∇xη|
2w2

k dX 6 C
( 1∫

0

t1−2sdt+

∞∫

1

t−1−2sdt
)
· lim
k→∞

∫

Ω

u2k dx = 0.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â (21) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïåðâîå è òðåòüå ïî íåðàâåíñòâó

Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (21) ïðèíèìàåò âèä

SSp
s,Ω ·

(∫

Ω

η2
∗
s (x) dµ

) 2
2∗s

6 lim
k→∞

Es,Ω[wkη] =

∫

Ω

η2(x) dM. (22)

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ëîêàëüíûì ñëó÷àåì; äëÿ óäîáñòâà

÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì èõ ïîëíîñòüþ: àïïðîêñèìàöèåé íà ëþáîì áîðåëåâñêîì

ìíîæåñòâå E ⊂ Ω ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

SSp
s,Ω · µ(E)

2
2∗s 6 M(E). (23)
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Ââèäó êîíå÷íîñòè ìåðûM ìíîæåñòâî åå àòîìîâ A:={x∈Ω |M({x})>0} íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ÷åðåç J, òîãäà

A = {xj}j∈J , βj := M({xj}), è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî M >
∑

j∈J βjδxj
.

Ïîñêîëüêó èç (23) ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü µ îòíîñèòåëüíî M,

èìååì

µ(E) =

∫

E

f(x) dM, ãäå f(x) := lim
r→0

µ (Br(x))

M (Br(x))
äëÿ M-ï.â. x ∈ Ω.

Òàêæå â ñèëó (23) ïîëó÷àåì

lim
r→0

µ (Br(x))

M (Br(x))
6 lim

r→0

M
2s

n−2s (Br(x))

SSp
s,Ω

= 0 M-ï.â. íà Ω \ A.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îáîçíà÷èì αj := βjf(xj), íåðàâåíñòâà ìåæ-
äó αj è βj ñëåäóþò èç (23).

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì ûk := uk − u, òîãäà [18,

òåîðåìà 1.4.1℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî |ûk|
2∗s
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ìåðå µ− |u|2

∗
s
íà Ω.

Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ µ ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ï. 1 äëÿ �óíêöèé ûk.

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî äëÿ ìåðû M. Ïî �óíêöèÿì ûk ñòðîèì ÑÒ-ïðî-

äîëæåíèÿ ŵk è �óíêöèè Ûk(x) èç �îðìóëû (11). Èç ëåììû 1 ñëåäóåò,

÷òî ŵk = wk − w (ïðîäîëæåíèå ðàçíîñòè ðàâíî ðàçíîñòè ïðîäîëæåíèé),

ïîýòîìó äëÿ ëþáîé η(x) ∈ C1(Ω) èìååì

lim
k→∞

∫

Ω

Uk − Ûk

Cs
· η(x) dx

= lim
k→∞

∫

Ω

∞∫

0

t1−2s
(
|∇Xwk|

2 − |∇X(wk − w)|2
)
η(x) dX

= lim
k→∞

∫

Ω

∞∫

0

t1−2s
(
2〈∇Xwk,∇Xw〉 − |∇Xw|2

)
η(x) dX

∗
=

∫

Ω

U

Cs
· η(x) dx,

(ðàâåíñòâî (*) ñëåäóåò èç ∇Xwk ⇁ ∇Xw). Èñïîëüçóÿ ï. 1, ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå

M = lim
k→∞

Uk = U + lim
k→∞

Ûk > U +
∑

j∈J

βjδxj
. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Íàïîìíèì, ÷òî {uk}� ìèíèìèçèðóþùàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ �óíêöèîíàëà (2), |uk|
2∗s ⇁ δx0

â ïðîñòðàíñòâå ìåð

íà Ω, à M = SSp
s,Ω · δx0

. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî uk ⇁ 0 â Hs(Ω),
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è ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ äîêàçàòåëüñòâà ï. 1 ëåììû 2. Ïîýòîìó {uk}
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ �óíêöèîíà-

ëà (2). Òàêæå, äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü x0 = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ukϕǫ} ìèíèìèçèðóþùàÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, ‖ukϕǫ‖
2
L2∗s

(Ω) → 1, à äëÿ ÷èñëèòåëÿ �óíêöèîíàëà (2) èç (22) ïðè

η = ϕǫ èìååì

lim
k→∞

〈(−∆)sSpukϕǫ, ukϕǫ〉 6 Cs · lim
k→∞

Es,Ω[wkϕǫ] =

∫

Ω

ϕ2
ǫ (x) dM = SSp

s,Ω.

Ïîñêîëüêó uk → 0 â L2(Ω), ïîëó÷àåì lim
k→∞

ISp
s,Ω[ukϕǫ] 6 SSp

s,Ω, è ïîýòîìó

SSp
s,Ω = lim

k→∞
ISp
s,Ω[ukϕǫ] = lim

k→∞

〈(−∆)sSpukϕǫ, ukϕǫ〉

‖ukϕǫ‖2L2∗s
(Ω)

= lim
k→∞

CsEs,Ω [wkϕǫ]

‖ukϕǫ‖2L2∗s
(Ω)

.

�àçáåðåì äâà ñëó÷àÿ: 0 ∈ Ω è 0 ∈ ∂Ω.

1. Ïóñòü 0∈Ω. Ïðîäîëæèì �óíêöèþ ukϕǫ íóëåì è îáîçíà÷èì åå ÊÑ-ïðî-

äîëæåíèå â R
n
÷åðåç ẇk. Ïîñêîëüêó wkϕǫ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîäîë-

æåíèåì ukϕǫ â R
n
, èìååì

SSp
s,Ω= lim

k→∞

CsEs,Ω [wkϕǫ]

‖ukϕǫ‖2L2∗s
(Ω)

= lim
k→∞

CsEs,Rn [wkϕǫ]

‖ukϕǫ‖2L2∗s
(Rn)

> lim
k→∞

CsEs,Rn [ẇk]

‖ukϕǫ‖2L2∗s
(Rn)

>SSp
s,Rn .

2. Ïóñòü 0 ∈ ∂Ω. Ïðè ìàëûõ ǫ ìíîæåñòâî ∂Ω ∩ Bǫ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ãðà�èê �óíêöèè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü xn = F (x′), ãäå F ∈ C2,

F (0) = 0 è ∇x′F (0) = 0. Îïðåäåëèì çàìåíó ïåðåìåííîé Θ−1(x) := (x′, xn−
F (x′)): îíà ðàñïðÿìëÿåò ãðàíèöó è èìååò åäèíè÷íûé ÿêîáèàí. Îáðàòíàÿ

çàìåíà èìååò âèä Θ(x) = (x′, xn + F (x′)), è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

SSp
s,Ω = lim

k→∞

CsEs,Ω [wkϕǫ]

‖ukϕǫ‖2L2∗s
(Ω)

= lim
k→∞

Cs ·
∞∫
0

∫
R
n
+

t1−2s|∇X [wkϕǫ] (Θ(x), t)|2 dX · (1 + oǫ(1))

( ∫
R
n
+

[ukϕǫ]
2∗s (Θ(x)) dx

) 2
2∗s

(oǫ(1) â ÷èñëèòåëå âîçíèêàåò èç îöåíêè ïðîèçâîäíûõ

∂F
∂xi

ïðè çàìåíå ïå-

ðåìåííûõ â ãðàäèåíòå). Ââèäó òîãî, ÷òî �óíêöèÿ wk(Θ(x), t) · ϕǫ(Θ(x))
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîäîëæåíèåì �óíêöèè uk(Θ(x)) ·ϕǫ(Θ(x)), âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî

SSp
s,Ω > SSp

s,Rn
+
· (1 + oǫ(1)).
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Òàê êàê ǫ ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ëåììà 3 äîêàçàíà. �

�5. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4

Ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷èì îöåíêè íà ÊÑ-ïðîäîëæåíèå Ws,a(X) �óíêöèè
Φs,a(x). Îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

− div(t1−2s∇XWs,a(X)) = 0 â R
n × R+; Ws,a|t=0 = Φs,a(x), (24)

à òàêæå åäèíñòâåííûì ìèíèìàéçåðîì �óíêöèîíàëà Es,Rn
â ïðîñòðàíñòâå

Ws (R
n × R+). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîäîëæåíèå Ws,a(X) ÿâëÿåòñÿ íåâîç-

ðàñòàþùåé �óíêöèåé îò |x|: ñèììåòðèçàöèÿ Øâàðöà ïî x íå óâåëè÷èâàåò

Es,Rn
(ñì. [5, òåîðåìà 2.31℄ äëÿ ñèììåòðèçàöèè Øòåéíåðà; ñèììåòðèçàöèÿ

Øâàðöà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ïðåäåë ñèììåòðèçàöèé Øòåéíåðà), à åå

ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîäîëæåíèåì Φs,a(x). Òàêæå îòìåòèì,

÷òî, â ñèëó ñèììåòðèè, ïðîäîëæåíèå Ws,a(X), îãðàíè÷åííîå íà R
n
+ × R+,

ÿâëÿåòñÿ ÑÒ-ïðîäîëæåíèåì Φs,a(x) â R
n
+.

Ëåììà 5. Äëÿ �óíêöèé Φs,a(x) è Ws,a(X) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

Φs,a(ax) = a2s−n · Φs,1(x) è Ws,a(aX) = a2s−n · Ws,1(X), (25)

à òàêæå îöåíêè (ïðè |x| > 1 è |X| > 1 ñîîòâåòñòâåííî)

Φs,1(x) 6 C|x|2s−n
è Ws,1(X) 6 C|X|2s−n. (26)

Áîëåå òîãî, äëÿ ãðàäèåíòà ∇XWs,a(X) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∇XWs,a(aX) = a2s−n−1 · ∇XWs,1(X), (27)

à ïðè |X| > 1 è 2s > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

|∇XWs,1(X)| 6 C|X|2s−n−1. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî (25) è îöåíêà (26) äëÿ �óíêöèè Φs,a î÷åâèä-

íû èç åå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê íà ïðîäîëæåíèå Ws,a

âûïèøåì åãî â ÿâíîì âèäå: â [3℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÊÑ-ïðîäîëæåíèå

�óíêöèè u ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî �îðìóëå

w(X) =

∫

Rn

Gs(x− ξ, t) · (−∆)su(ξ) dξ ñ Gs(X) :=
C

(|x|2 + t2)
n−2s

2

.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Φs,a(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(−∆)sΦs,a(x) =
SSp
s,Rn

‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn)

· Φ2∗s−1
s,a (x) â R

n, (29)
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ïîëó÷àåì

Ws,a(X) =
SSp
s,Rn

‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn)

·

∫

Rn

Gs(x− ξ, t) · Φ2∗s−1
s,a (ξ) dξ. (30)

�ðàäèåíò ∇XWs,a(X) ïîëó÷àåòñÿ èç (30) äè��åðåíöèðîâàíèåì:

∇XWs,a(X) =
SSp
s,Rn

‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn)

·

∫

Rn

∇XGs(x− ξ, t) · Φ2∗s−1
s,a (ξ) dξ.

�àâåíñòâà (25) è (27) äëÿ �óíêöèè Ws,a(X) ñëåäóþò èç ‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn) =

a−2s · ‖Φs,1‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn). Äëÿ ïðèìåðà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (25):

Ws,a(aX) =
SSp
s,Rn · a2s

‖Φs,1‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn)

·

∫

Rn

C · a−(n+2s)Φ
2∗s−1
s,1 (ξ) · an

(|x− ξ|2 + t2)
n−2s

2 an−2s
dξ = a2s−n · Ws,1(X).

Îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ Ws,1(X) è ∇XWs,1(X). Îíè äîêàçûâàþò-
ñÿ èäåíòè÷íî; ïîëó÷èì, íàïðèìåð, îöåíêó (28) äëÿ ∇XWs,1(X). Ïîñêîëüêó
äëÿ |∇XGs(X)| âûïîëíåíî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

|∇XGs(X)| 6
C

(|x|2 + t2)
n−2s+1

2

,

èìååì

|∇XWs,1(X)|6

( ∫

|ξ|6
|X|
2

+

∫

|ξ|>
|X|
2

)
Cdξ

(|x−ξ|2+t2)
n−2s+1

2 (1+|ξ|2)
n+2s

2

=:A1 +A2.

Îöåíêà äëÿ A1 ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ
√

|x−ξ|2+t2> |X|−|ξ|> |X|
2 :

A1 6
C

|X|n−2s+1
·

∫

Rn

dξ

(1 + |ξ|2)
n+2s

2

=
C

|X|n−2s+1
.

Îöåíêà äëÿ A2 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ 3|ξ| > |x|+ |ξ| > |x− ξ| è 2s > 1:

A2 6
C

|X|n−2s+1
·

∫

Rn

dξ

|x− ξ|n−2s+1 (1 + |x− ξ|2)2s−
1
2

=
C

|X|n−2s+1
. �

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Íà ãðàíèöå C2
-ãëàäêîé îáëàñòè Ω âñåãäà íàé-

äåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x̃, ÷òî:

• îáëàñòü Ω âûïóêëà â ìàëîé îêðåñòíîñòè Bε(x̃);
• ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ãðàíèöû ∂Ω â òî÷êå x̃ (îáîçíà÷èì åå H0) ïîëî-

æèòåëüíà;
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• âñÿ îáëàñòü Ω íàõîäèòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

ê ∂Ω.

(íàïðèìåð, â êà÷åñòâå x̃ ïîäõîäèò òî÷êà êàñàíèÿ ñ�åðû íàèìåíüøåãî ðàäè-

óñà, îïèñàííîé âîêðóã Ω, è ñàìîé Ω). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî x̃ = 0, à îñü xn íàïðàâëåíà âäîëü âíóòðåííåé íîðìàëè ê ∂Ω, è, òà-
êèì îáðàçîì, Ω ⊂ R

n
+. Â òàêèõ êîîðäèíàòàõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå

èñêîìîé �óíêöèè V ìîæíî âçÿòü �óíêöèþ Φs,a(x) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì a.

Èç óðàâíåíèÿ (24) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì (ñ ó÷åòîì (29) è (4))

ïîëó÷àåì:

0 = Cs

∞∫

0

∫

Ω

div
(
t1−2s∇XWs,a

)
Ws,a dX = −Cs

∞∫

0

∫

Ω

t1−2s|∇XWs,a|
2 dX

+
SSp
s,Rn

+

‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn
+)

·

∫

Ω

Φ2∗s
s,a dx+ Cs

∞∫

0

∫

∂Ω

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dX,

îòêóäà, ïîñêîëüêó Ws,a � äîïóñòèìîå ïðîäîëæåíèå Φs,a â Ω, èìååì

ISp
s,Ω[Φs,a] =

〈(−∆)sSpΦs,a,Φs,a〉+ ‖Φs,a‖
2
L2(Ω)

‖Φs,a‖2L2∗s
(Ω)

6

Cs

∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇XWs,a|
2 dX + ‖Φs,a‖

2
L2(Ω)

‖Φs,a‖2L2∗s
(Ω)

= SSp
s,Rn

+
·

(
‖Φs,a‖L2∗s

(Ω)

‖Φs,a‖L2∗s
(Rn

+)

)2∗s−2

+

Cs

∞∫
0

∫
∂Ω

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dX

‖Φs,a‖2L2∗s
(Ω)

+
‖Φs,a‖

2
L2(Ω)

‖Φs,a‖2L2∗s
(Ω)

.

(31)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàäèàëüíûõ �óíêöèé â îêðåñòíîñòè íóëÿ äëÿ �îðìû

îáúåìà âûïîëíåíî ïðåäñòàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [14, �2.6℄)

dx =
1

2

(
ωn−1r

n−1 − H0 · ωn−2r
n + o(rn)

)
dr.

Îöåíèì êàæäûé ÷ëåí â (31) ïî îòäåëüíîñòè.
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1. Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ÷ëåíà ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ‖Φs,a‖
2∗s
L2∗s

(Ω) ïðè ìà-

ëûõ a:

‖Φs,a‖
2∗s
L2∗s

(Ω)
=

∫

Ω

(a2 + |x|2)−n dx

=
( ∫

Ω∩Bε

+

∫

Ω\Bε

)
(a2 + |x|2)−n dx =

∫

Ω∩Bε

(a2 + |x|2)−n dx+ C(ε)

=

ε∫

0

ωn−1r
n−1

2(a2 + r2)n
dr −

ε∫

0

H0 · ωn−2r
n + o(rn)

2(a2 + r2)n
dr + C(ε)

=: B1 −B2 + C(ε).

�ëàâíûé ÷ëåí B1 îöåíèâàåòñÿ êàê

B1 = a−n ωn−1

2

(
B
(
n
2 ,

n
2

)
−

∞∫

ε
a

rn−1dr

(1 + r2)n

)
= a−n ωn−1

2
B
(
n
2 ,

n
2

)
− C(ε).

Îöåíêà B2 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B2 = a1−n(1 + oε(1))
H0ωn−2

2

(
B
(
n+1
2 , n−1

2

)
−

∞∫

ε
a

rndr

(1 + r2)n

)

= a1−n ωn−1

2
B
(
n
2 ,

n
2

)
· C1(1 + oε(1)) − C(ε), ãäå C1 =

H0Γ
(
n+1
2

)

π
1
2Γ
(
n
2

) .

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè äëÿ B1 è B2 , ìû ïîëó÷àåì îöåíêó íîðìû ‖Φs,a‖L2∗s
(Ω):

‖Φs,a‖
2∗s
L2∗s

(Ω) = a−n ωn−1

2
B
(
n
2 ,

n
2

)
· [1− C1a(1 + oε(1))] + C(ε), (32)

à èç íåå îöåíêó ïåðâîãî ÷ëåíà â (31)

‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Ω)

‖Φs,a‖
2∗s−2
L2∗s

(Rn
+)

=

(
a−n ωn−1

2 B
(
n
2 ,

n
2

)
· [1− C1a(1 + oε(1))] + C(ε)

a−n ωn−1

2 B
(
n
2 ,

n
2

)
) 2s

n

= 1− C2a · [1 + oε(1) + C(ε)oa(1)]

ñ êîíñòàíòîé C2 =
2s
n · C1 > 0.

(33)
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2. Îöåíêà ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (31) çàâèñèò îò n è s. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖Φs,a‖
2
L2(Ω) =

( ∫

Ω∩Bε

+

∫

Ω\Bε

)
(a2+|x|2)2s−n dx =

∫

Ω∩Bε

(a2+|x|2)2s−n dx+C(ε).

Ïîñêîëüêó Ω ∩ Bε ñîäåðæèòñÿ â R
n
+ ∩ Bε, ïåðâûé èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ

ñâåðõó

∫

Bε∩Rn
+

(a2 + |x|2)2s−n dx =
ωn−1

2

ε∫

0

rn−1

(a2 + r2)n−2s
dr

6 C(ε) ·





a4s−n
ïðè n > 4s,

| ln(a)| ïðè n = 4s,

1 ïðè n < 4s,

(çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íà ïî ïîðÿäêó), è, ñ ó÷åòîì (32), èìååì

‖Φs,a‖
2
L2(Ω)

‖Φs,a‖
2
L2∗s

(Ω)

=
‖Φs,a‖

2
L2(Ω)

Ca2s−n · [1− Ca(1 + oε(1))]

6 C(ε) ·





a2s ïðè n > 4s,

an−2s| ln(a)| ïðè n = 4s,

an−2s
ïðè n < 4s.

(34)

3. Äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî ÷ëåíà â (31) ðàçîáüåì åãî ÷èñëèòåëü íà äâå ÷àñòè:

( ∫

∂Ω∩Bε

+

∫

∂Ω\Bε

) ∞∫

0

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dX =: E1 + E2.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Ws,a ðàäèàëüíà ïî x è óáûâàåò ñ ðîñòîì ðàäèóñà,

à Ω ∩ Bε âûïóêëà, ïîëó÷àåì, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ 〈∇xWs,a, ~n〉
îòðèöàòåëüíà ïðè x ∈ ∂Ω ∩Bε. Îòñþäà ñëåäóåò E1 6 0.

Çàìå÷àíèå 3. Áîëåå òîíêèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî E1 ≍ a1+2s−n,

÷òî ïîñëå äåëåíèÿ íà ‖Φs,a‖
2
L2∗s

(Ω) äàñò âêëàä ïîðÿäêà a â (31). Îòðèöà-

òåëüíûé ÷ëåí òàêîãî ïîðÿäêà ó íàñ óæå åñòü, ïîýòîìó óòî÷íåíèå îöåíêè

E1 6 0 èçáûòî÷íî.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íà E2 âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè (26) è (28):

E2 =

∞∫

0

∫

∂Ω\Bε

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dSxdt

6

∞∫

0

∫

∂Ω\Bε

t1−2s|∇xWs,a| · |Ws,a| dSxdt

6 Ca1−2s+n−1+1−2n+4s−1

×

∫

a−1(∂Ω\Bε)

∞∫

0

t1−2s

(|x|2 + t2)
n−2s+1

2 (|x|2 + t2)
n−2s

2

dtdSx

= Ca2s−n

∫

a−1(∂Ω\Bε)

|x|−2n+2s+1 dSx

= C

∫

∂Ω\Bε

|x|−2n+2s+1 dSx 6 C(ε).

(35)

Èç îöåíîê (33), (34) è (35) ñëåäóåò îöåíêà

ISp
s,Ω[Φs,a] 6 SSp

s,Rn
+
·
(
1− C2a

[
1 + oε(1) + C(ε)oa(1)

])
+ C(ε)an−2s

+ C(ε)a2s(1 + oa(1)).

Ïîñêîëüêó n > 3 è 2s > 1, èìååì min(2s, n − 2s) > 1, ÷òî ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ ε è a îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî ISp
s,Ω[Φs,a] < SSp

s,Rn
+
, è ëåììà 4

äîêàçàíà. �

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü À. È. Íà-

çàðîâó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ è êðèòèêó ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Àâòîð òàêæå

áëàãîäàðèò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ (ÏÎÌÈ

�ÀÍ) è ðåöåíçåíòà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü òåêñò

ðàáîòû.
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