
Çàäà÷è êîíêóðñà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà 2012-13
ó÷åáíîãî ãîäà.

1. Ðàññìîòðèì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðà v1, . . . , vn+1, êî-
îðäèíàòû êàæäîãî èç êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç di
îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âñå ýòè âåêòîðà, êðîìå vi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
d1, . . . , dn+1 � âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
ëþáûå n èç íèõ âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè.

2. Äàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî N è âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå p. Ïðè êàêèõ óñëî-
âèÿõ íà p è N ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

∑
n

ane
inx òàêèõ, ÷òî an = 0

ïðè |n| ≤ N , ïëîòíî â Lp(0, 2π)? (íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãèÿ â Lp îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé

ëèáî êâàçèíîðìîé ‖f‖ = (
∫ 2π

0
|f(x)|p)1/p).

3. Ìàëü÷èê Ïàøà íàðèñîâàë íà êëå÷àòîé ïëîñêîñòè êîíå÷íóþ íåñàìîïåðåñåêàþ-
ùóþñÿ ëîìàíóþ äëèíû n, èäóùóþ ïî ëèíèÿì ñåòêè. Ïîñëå ýòîãî îí â êàæäîé êëåòêå
íàïèñàë ÷èñëî åå ðåáåð, ëåæàùèõ íà ëîìàíîé. È çàáûë îáî âñåì ýòîì. Êîâàðíûé
ìàëü÷èê Äèìà ñòåð ëîìàíóþ, íî, ÷òîáû ïîèçäåâàòüñÿ íàä Ïàøåé, îñòàâèë öèôðû â
êëåòêàõ. Ïðè êàêèõ n Ïàøà ñìîæåò âîññòàíîâèòü ëîìàíóþ?

4. Ðàññìîòðèì êîëüöî îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n. Ìíîæåñòâî A ýòîãî êîëüöà íàçî-
âåì ñâîáîäíûì îò ïðîèçâåäåíèé, åñëè xy 6= z äëÿ âñåõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ)
x, y, z ∈ A. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñâîáîäíîì îò ïðîèçâåäåíèé ïîäìíî-
æåñòâå îáîçíà÷èì ÷åðåç f(n).

à) Äîêàæèòå, ÷òî f(n) = (n− 1)/2 äëÿ ïðîñòîãî íå÷åòíîãî n.
á) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå n, ÷òî f(n) > n/2?
5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 1+ t/1!+ t2/2!+ ...+ tn/n! = 0 ïðè íå÷¼òíîì n. Äîêàæèòå,

÷òî îíî èìååò åäèíñòâåíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü g(n) è íàéäèòå
à) ïðåäåë lim g(n)/n;
á) êàê ìîæíî áîëåå òî÷íóþ àñèìïòîòèêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g(n).
6. Òðè óçíèêà ñèäÿò êàæäûé â ñâîåé êàìåðå. Íàäçèðàòåëü ñîîáùàåò óçíèêàì, ÷òî

íà ñëåäóþùèé äåíü çàïóñòèò îäèí èç äâóõ ïðîöåññîâ:
(a) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n â ìîìåíò âðåìåíè 1/n ñåêóíäû äî ïîëóíî÷è ðîâíî

â îäíîé êàìåðå âêëþ÷àåòñÿ ñâåò (è ñðàçó ãàñíåò).
(b) Äëÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà íàòóðàëüíûõ n ïðîèñõîäèò òî æå, ÷òî â (a), à äëÿ

âñåõ îñòàëüíûõ â ìîìåíò âðåìåíè 1/n ñåêóíäû äî ïîëóíî÷è ñâåò âêëþ÷àåòñÿ ðîâíî â
äâóõ êàìåðàõ.

Â ïîëíî÷ü êàæäûé èç óçíèêîâ îáúÿâëÿåò, êàêîé ïðîöåññ çàïóñêàë íàáëþäàòåëü.
Åñëè õîòÿ áû äâîå óãàäàëè, èõ âñåõ îòïóñêàþò.

Ìîæíî ëè ãàðàíòèðîâàííî ýòîãî äîáèòüñÿ?
(Óçíèêè ìîãóò çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ è ìîãóò ïîìíèòü è îáðàáàòûâàòü áåñêîíå÷íî

ìíîãî èíôîðìàöèè; ñêîðîñòü ñâåòà áåñêîíå÷íà, è ò.ä.)
7. Íåïîñòîÿííûå êîìïëåêñíûå ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò ðàçíûå êðèòè÷åñêèå

çíà÷åíèÿ (òî åñòü åñëè f ′(a) = g′(b) = 0, òî f(a) 6= g(b)). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí
f(x)− g(y) íåïðèâîäèì.
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8. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, èìåþùàÿ k êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m := |G : [G,G]| èíäåêñ êîììóòàòîðà ýòîé ãðóïïû.

à) Äîêàæèòå, ÷òî n+ 3m ≥ 4k.
á) Îïèøèòå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.
9. Ðàññìîòðèì äâà êîíå÷íûõ ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ: ñåìåéñòâî A ñîñòî-

èò èç a-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Am; ñåìåéñòâî B èç b-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ
B1, B2, . . . , Bm. Ïðè ýòîì |Ai ∩ Bj| = ∅ åñëè è òîëüêî åñëè i = j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n(a, b) íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ âåëè÷èíû | ∪ Ai| (òàêèì
îáðàçîì, ìàêñèìóì áåðåòñÿ â òîì ÷èñëå ïî m). Äîêàæèòå, ÷òî à) n(a, b) <∞ ïðè âñåõ
a, b ≥ 0; á) n(a, b− 1) = n(b, a− 1) ïðè âñåõ a, b ≥ 1.

10. Íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë çàäàíî íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå X. Èç îäíîé è òîé æå òî÷êè ïëîñêîñòè íà÷èíàþò ïðûãàòü äâå ëÿãóøêè, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ âûáèðàåò äëèíó ñâîåãî ïðûæêà ñëó÷àéíî ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ X, à
íàïðàâëåíèå ñëó÷àéíî è ðàâíîìåðíî. (Íàïðàâëåíèå è äëèíà êàæäîãî ïðûæêà íåçà-
âèñèìû, òàê æå íåçàâèñèìû ðàçíûå ïðûæêè è ïîâåäåíèÿ ëÿãóøåê). Ïåðâàÿ ëÿãóøêà
ñäåëàëà n ïðûæêîâ, à âòîðàÿm (ãäåm,n > 0 èm+n > 2). Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïåðâàÿ ëÿãóøêà äàëüøå îò èñõîäíîé òî÷êè, ÷åì âòîðàÿ, ðàâíà n/(n+m).

11. Íåñêîëüêî ìàëü÷èêîâ �ðàñêèäûâàþò íà ìîðñêîãî�, êîìó âîäèòü â èãðå. Äëÿ
ýòîãî êàæäûé èç íèõ îäíîâðåìåííî ñ äðóãèìè �âûáðàñûâàåò� íà ïàëüöàõ ÷èñëî îò
0 äî 5. ×èñëà ñêëàäûâàþòñÿ è ñóììà îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî êðóãó, íà÷èíàÿ ñ çàðàíåå
âûáðàííîãî ìàëü÷èêà (åìó ñîîòâåòñòâóåò íîëü). Âîäèòü áóäåò òîò, íà êîì îñòàíîâèòñÿ
ñ÷¼ò.

Ïðè êàêîì ÷èñëå ìàëü÷èêîâ ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, òî åñòü âåðîÿò-
íîñòü âîäèòü îäèíàêîâà ó âñåõ ìàëü÷èêîâ?

12. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd èìååòñÿ ñèñòåìà åäèíè÷íûõ øàðîâ òàêàÿ, ÷òî
ëþáàÿ (àôôèííàÿ) k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü (k < d � äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî) ïåðåñåêà-
åò õîòÿ áû îäèí èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî

∑
rk−di = +∞, ãäå ri � ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà

êîîðäèíàò äî öåíòðîâ øàðîâ.
13. Ïóñòü c(n) � íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî êóáà [−1, 1]n, ñîäåðæàùåå êàê ìèíè-
ìóì ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîé ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé (ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè).
Òîãäà â A íàéäåòñÿ òî÷êà, êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå
ìåíüøå c(n). Íàéäèòå c(n) ïðè à) n ≤ 3; á) n = 4; â) ïðîèçâîëüíîì äàííîì n.

14. Ïóñòü ω1, ω2 � äâå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì ω2 ëåæèò ñòðîãî âíóòðè
ω1. D � çàìûêàíèå îáëàñòè ìåæäó ω1 è ω2. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ F : D → R íàçûâà-
åòñÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé, åñëè âîãíóòî (âûïóêëî ââåðõ) åå ñóæåíèå íà ëþáîé îòðåçîê,
ëåæàùèé â D. Ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ëîêàëüíî âî-
ãíóòîé â D, åñëè äëÿ ëþáîé x ∈ D íåðàâåíñòâî F (x) ≤ G(x) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé
ëîêàëüíî âîãíóòîé â D ôóíêöèè G, òàêîé ÷òî F = G íà ω1. Ïóñòü F � ìèíèìàëüíàÿ
ëîêàëüíî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ â D.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî D ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ
îòêðûòûõ îáëàñòåé è îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè ãðàíèöû (îòäåëüíàÿ òî÷êà ãðà-
íèöû òàêæå ñ÷èòàåòñÿ îòðåçêîì), òàê ÷òî ôóíêöèÿ F ëèíåéíà íà êàæäîì ýëåìåíòå
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ðàçáèåíèÿ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà à) ðàçáèåíèå ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîê ðàçáèåíèÿ ëèáî íå ïåðåñåêàë îêðóæíîñòü ω2, ëèáî êàñàëñÿ
åå.
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