
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî îáúÿâëÿåò òðàäèöèîííûé çàî÷íûé ñòó-
äåí÷åñêèé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ çàäà÷. Ïðåäëàãàåìûå çàäà÷è ðàçëè÷íû ïî òðóäíîñòè � îò
ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíûõ äî íåðåøåííûõ ïðîáëåì. Ïðèíÿòü ó÷àñòèå â êîíêóðñå ìîæåò îäèí
ñòóäåíò èëè ãðóïïà (îáû÷íî äî òðåõ ÷åëîâåê) ñòóäåíòîâ ëþáîãî ïåòåðáóðãñêîãî ÂÓÇà. Èòîãè
ñðåäè ïåðâîêóðñíèêîâ ïðîâîäÿòñÿ îòäåëüíî. Ðåøåíèÿ, ïðèñëàííûå èíîãîðîäíèìè ó÷àñòíè-
êàìè, áóäóò ïðîâåðåíû, äëÿ ëó÷øèõ èç íèõ ïðåäóñìîòðåí ñïåöèàëüíûé ïðèç.

Ïðèñûëàòü ðåøåíèÿ ìîæíî äî 10 ìàÿ 2015 ãîäà ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå íà àäðåñ
spbmathcontest@gmail.com èëè ïåðåäàâàòü Ô. Â. Ïåòðîâó òåì èëè èíûì ñïîñîáîì (íàïðèìåð,
îñòàâëÿÿ íà âàõòå ÏÎÌÈ). Ðàçðåøàåòñÿ (è ïðèâåòñòâóåòñÿ) ïîñûëàòü ðåøåíèÿ ïî ìåðå èõ
ïîÿâëåíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðåäîñòàâëåíà âîçìîæíîñòü èñïðàâèòü îøèáêè.

Ïðîñèì ó÷àñòíèêîâ íå çëîóïîòðåáëÿòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîèñêîì â èíòåðíåòå. Â ñëó÷àå
âîçíèêíîâåíèÿ èíòåðåñà ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü âîïðîñ î ïðîâåäåíèè êîíêóðñà ïî ïîèñêó
ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêòîâ â èíòåðíåòå, à ýòî êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ çàäà÷.

Çàäà÷è êîíêóðñà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà

âåñåííåãî ñåìåñòðà 2014-15 ó÷åáíîãî ãîäà.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîë-
íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÷òî ëþáàÿ åå áåñêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà òîæå ïîëíàÿ (ñèñòåìà âåêòîðîâ
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì çàìêíóòîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå, îòëè÷íîì îò ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà).

á) Âåðíî ëè òî æå â ëþáîì ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå?
2. Õðîìîé êîðîëü ìîæåò õîäèòü â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ: ââåðõ, âïðàâî, è âëåâî-âíèç. Ìíî-

æåñòâî êëåòîê íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äîñêè ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà,
êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ òðàåêòîðèÿ õðîìîãî êîðîëÿ. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðàåêòîðèé òåõ, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ õðîìûì êîðîëåì ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî îáõîäÿùèõñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

3. Â ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè F1 è F2 âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè, èìåþùèå îáùóþ õîðäó PQ
(îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â ýëëèïñ, åñëè åå öåíòð ëåæèò íà áîëüøîé îñè è îíà
êàñàåòñÿ ýëëèïñà â äâóõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé îñè òî÷êàõ). Äîêàæèòå, ÷òî
áèññåêòðèñû óãëà ìåæäó îêðóæíîñòÿìè â òî÷êå P ñóòü áèññåêòðèñû óãëà ìåæäó ïðÿìûìè
PF1, PF2.

4. Íà ïëîñêîñòè R2 çàäàíà âåêòîðíàÿ íîðìà ‖ · ‖. Îïðåäåëèì �÷èñëî π� ýòîé íîðìû êàê
ïîëîâèíó äëèíû åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (êàê êðèâîé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R2 ñ ìåò-
ðèêîé, îïðåäåëÿåìîé íîðìîé). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâîéñòâåííîé íîðìû ‖x‖∗ = sup{(x, y) :
‖y‖ ≤ 1} �÷èñëî π� ïðèíèìàåò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî äëÿ èñõîäíîé.

5. Ïóñòü ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F íà ïðîñòðàíñòâå Rd ïîçèòèâíî îäíîðîäíà
(ò.å. F (λx) = |λ|F (x)) è ñóáãàðìîíè÷íà (ñðåäíåå ïî øàðó íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ â öåíòðå øà-
ðà).Îáÿçàòåëüíî ëè ôóíêöèÿ F ïî÷òè âñþäó íåîòðèöàòåëüíà, åñëè à) d = 2; á) d > 2?

6. Íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà âûáðàíû òî÷êè A,B,C,D. Ðàçäåëèì êâàäðàò
íà n2 ðàâíûõ êâàäðàòîâ è çàêðàñèì òå èç íèõ, êîòîðûå èìåþò îáùèå òî÷êè ñ ÷åòûðåõóãîëü-
íèêîì ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü n çàêðàøåííûõ êâàäðàòîâ òàê, ÷òî âåêòîðà,
ñîåäèíÿþùèå èõ öåíòðû, íå ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì êâàäðàòà (èíûìè ñëîâàìè, ñòîÿùèå â
íèõ ëàäüè íå áüþò äðóã äðóãà).

7. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ øàðîâ. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî?

8. Ïóñòü V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì v1, . . . , vn, à v
∗
1, . . . , v

∗
n � äâîéñòâåííûé áà-

çèñ, òî åñòü (v∗i , vj) = δi,j. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð â V ìîæåò áûòü åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì çàïèñàí â âèäå c1u1+· · ·+cnun, ãäå ci � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à ui ∈ {vi,−v∗i }.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òðîåê (x, y, z) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ,
÷òî êàæäîå èç øåñòè ÷èñåë xy+ z, yz+ x, zx+ y, xy+ x+ y, yz+ y+ z, zx+ z+ x � êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

10. Äàíî ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Äâîå ïîî÷åðåäíî âûáè-
ðàþò öåëûå ÷èñëà: ïåðâûé âûáèðàåò a1, ïîòîì âòîðîé âûáèðàåò a2, è òàê äàëåå, ïîêà âòîðîé
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íå âûáåðåò an. Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ìíîãî÷ëåí xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · · + an
èìååò êîðåíü â ïîëå îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò âòîðîé. Êòî
âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

11. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4n çàôèêñèðóåì èíâîëþöèþ
áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê π0 (òî åñòü ïåðåñòàíîâêó, èìåþùóþ 2n öèêëîâ äëèíû 2). Âûáåðåì
ñëó÷àéíî îäèí èç (4n − 1)! äëèííûõ öèêëîâ (òî åñòü öèêëîâ äëèíû 4n) C ñîãëàñíî ðàâíî-
ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå π0C � òîæå äëèííûé
öèêë.

12. Ïóñòü x, y � äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà, sk = k

√
xk+yk

2
� èõ ñðåäíåå ñòåïåííîå. Äîêà-

æèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî sk · sk+2 ≤ s2k+1.
13. N âîëåéáîëüíûõ êîìàíä èãðàþò îäíîêðóãîâîé òóðíèð. Â êàæäîì ìàò÷å âåðîÿòíî-

ñòè ïîáåä ñîïåðíèêîâ ðàâíû ïî 1/2, ðåçóëüòàòû ðàçíûõ ìàò÷åé íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.
Ïóñòü ïîáåäèòåëü òóðíèðà îäåðæàë ïîáåä íà X áîëüøå, ÷åì ïîòåðïåë ïîðàæåíèé, E(X) �
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
N→∞

E(X)√
N · lnN

è íàéäèòå åãî.
14. Íà ïëîñêîñòè, íî íå íà îäíîé ïðÿìîé, ñèäÿò n æóêîâ B1, . . . , Bn. Â íåêîòîðûé ìîìåíò

îíè íà÷èíàþò ïðåñëåäîâàòü äðóã äðóãà ïî öèêëó: æóê Bi ïîëçåò ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ â
íàïðàâëåíèè æóêà Bi+1 (ñ÷èòàåì Bn+1 = B1). Ýòî ïðîèñõîäèò, ïîêà êàêèå-òî äâà æóêà íå
âñòðåòÿòñÿ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî âñòðå÷à ïðîèçîéäåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
á) Íàéäèòå íàèìåíüøåå âðåìÿ, çà êîòîðîå ýòî ãàðàíòèðîâàííî ïðîèçîéäåò, åñëè n = 2015

è ïåðèìåòð çàìêíóòîé ëîìàíîé B1 . . . BnB1 ðàâåí 1.
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n = 3, òî âñòðåòÿòñÿ îíè âñå âìåñòå îäíîâðåìåííî.
ã) Îáÿçàòåëüíî ëè ïðè n = 4 æóêè âñòðåòÿòñÿ îäíîâðåìåííî?
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