
В МОСКОВСКОМ МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОБЩЕСТВЕ 189 

О СПЕКТРАХ АДИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ МАРКОВСКИХ КОМПАКТОВ 

А. Н. Л и в ш и ц 

В заметке приводятся новые результаты об адических преобразованиях, введенных 
в [1], в первую очередь об их спектрах для стационарного случая. 

1. В [2] доказано, что всякий автоморфизм пространства Лебега имеет адическую 
реализацию, причем заданная инвариантная алгебра множеств переходит в алгебру 
цилиндрических множеств. Следующая теорема уточняет этот результат. Пусть авто-

оо 

морфизм Т реализован, как сдвиг в П Zt, где Zt = Z — конечный или счетный алфа-
г= — оо 

вит [9]. 
Т е о р е м а 1. Существует такой марковский компакт X и отображение т : 

оо 

II Zi —»- X, определенное почти всюду относительно любой эргодической стационарной 
г=—оо 

ею 

меры в \\Zi с положительными мерами всех цилиндров, которое осуществляет изоморфизм 
г=~ оо 

сдвига и адического преобразования компакта X. 
Компакт X и изоморфизм т строятся явно; адический сдвиг в X является мини-

: •..ильным. 
Таким образом, компакт X является в определенном отношении универсальным. 

Метод доказательства основан на эффективном кодировании последовательностей. 
2. Рассмотрим стационарные адические преобразования [2]. Далее формулируется 

комбинаторный результат о достаточных условиях наличия и отсутствия непрерывной 
компоненты в спектре. Иной подход — выяснение связей с диофантовыми приближенияхчи 
корней характеристического полинома матрицы преобразования развивался участниками 
семинара А. М. Вершика, привлекшего внимание автора к этой тематике. В частности, 
в доказательстве следующей теоремы используется один теоретико-операторный резуль­
тат Б. М. Соломяка [10]. 

Пусть строго эргодическое адическое преобразование имеет пространство состояний 
Pi = D = (1, . . ., т), постоянную матрицу переходов М (т. е. стационарно), все эле­
менты которой равны 0 или 1. Сопоставим £-му столбцу матрицы М слово Xi в алфавите D, 
буквы которого суть все номера ненулевых букв i-то столбца, перечисленные в порядке 

оо оо 

возрастания. Введем преобразование сом : U /)&-•- U Dk так: 
i=k \=k 

если Л = аъ . . ., ak, то Ым(А) = Ха1, • • •, Xak- Мы говорим, что слова U и V 
в алфавите D имеют одинаковую номенклатуру, если для каждой буквы i £ D число ее 
вхождений в U равно числу ее вхождений в V. 

Задавшись произвольными символами a, b £ D, определим последовательности 
слов х^ь и г/£,ь при болын х L. В качестве х^ь возьмем подслово слова со^ (а), начинаю­
щееся сразу после первого вхождения Ъ (такое найдется при больших L по транзитивно­
сти). В качестве г/£»ь — слово Ъх^ь. Будем предполагать, что найдутся два пути а±, . . ., щ 
и а\, . ., а\ с а\ = а и а\ = аъ для которых образы при адическом отображении (пред­
положим, что таковые однозначно определены) имеют разные первые символы, например с 
и d. Отсутствие таких путей влечет, как нетрудно показать, дискретность спектра. Зафик­
сируем указанные выше с ж d is. любые а и Ъ. 

Т е о р е м а 2. а) Предположим, что в алфавите D существует конечный набор 
слов {iji} такой, что для любой пары слов (X, Y) вида (у(г, yi2) или вида (х^ь, yfjb) сущест­
вует натуральное NX,Y такое, что coL

 X,Y(X) = yjt. . .yjSA и (x)L
x'Y(y) = ykl. . .yk B. 

А или В пустое при любом i: 1 ̂  i ^ s; yj^ и у^. имеют одинаковуюЛ номенклатуру и хоть 
одно yj^ = yki. В этом случае спектр адического преобразования дискретен. 

б) Предположим, что в алфавите D найдется конечный набор слов {г/̂ } и возрастаю­
щая последовательность натуральных чисел Nt такие, что при каждом i со^г(с) = yix. . . 
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. . . yj А; (dj^id) = уъ . . .г/̂  В, где А или В — пустое слово, при любом t: 1 ̂  / ^ sr 

Ун ^ Уь* и слова У hi и Vj* имеют одинаковую номенклатуру. 
В этом случае спектр адического преобразования имеет непрерывную компоненту. 
Как легко видеть, теорема устанавливает связь между стационарными адическими 

преобразованиями и интенсивно изучаемыми преобразованиями подстановки (см. [3], 
а также [4], [8]), в частности последовательностями Морса. Не всякая подстановка поро­
ждается стационарным адическим преобразованием, но для всякой подстановки, если 
она строго эргодична, верна теорема 2 с естественно определяемым со. Условие, пред­
посланное теореме 2, тоже легко переформулировать. 

/ 0 1 (Л 
3. Рассмотрим следующий пример: М=\ 1 1 1 ). 

VI 0 1 / 
Условие (б) теоремы 2 выполнено с ух = 2312 и у2 = 1223. Т^ имеет 4 эргодических 

компоненты, на каждой из которых он изоморфен автоморфизму, связанному с последо­
вательностью Морса, т. е. Т тоже имеет 2-адическую и сингулярную компоненты спек­
тра [5]. 

Среди адических строго эргодических преобразований имеется много преобразова-

( 2 1 \ . Все они не 1 4/ 
обладают сильным перемешиванием так же, как и примеры Какутани [6] (см. также [3]). 
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