SPb. Math. Society Preprint 1999-01 03 Feb 1999

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ Ĺ ĹŢ ŔŘĹŃŐĘĚŊĹ§^1

Ă.Ŕ.Ŕěšşţőć

Řăśśňőšřěŋż őąźĺě ŕřĺŋűĺŕż ŕőśšřőěŋĺ£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżţ ś řěłşřśĺćŋżňĺ ťĺńĳšřăňĺ. Ŕřěďśšăćńěŋż ążśšřżě ăńčőřĺšňż řăğńőęěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ŕő ďăŋŋżň ąăğĺśăň, ć šőň ůĺśńě, ăńčőřĺšňż, őŕĺřă¿źĺěś£ ŋă ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕőńĺťăğŋżţ ňăšřĺű. Ŕřĺćěďěŋż řěğşńĳšăšż ůĺśńěŋŋőčő ňőďěńĺřőćăŋĺ£ ăńčőřĺšňőć śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ, őśŋőćăŋŋżě ŋă řăğńőęěŋĺĺ ĺğőąřăęěŋĺľ ŕő ŕřěďńăčăěňőňş ąăğĺśş, łőšőřżě ŕőğćőń£¿š śďěńăšĳ ćżćőď ő ćżśőłőľ ¡ťťěłšĺćŋőśšĺ ŕřěďńăčăěňżţ ăńčőřĺšňőć, łăł ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăš, šăł ĺ ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ćěńĺůĺŋż łő¡ťťĺűĺěŋšőć śęăšĺ£.

§1. Ććěďěŋĺě.

Ğă ŕőśńěďŋĺě 10 ńěš ąăğĺśż ćśŕńěśłőć śšăńĺ ňőźŋżň ĺŋśšřşňěŋšőň łăł ďń£ ňŋőčĺţ šěőřěšĺůěśłĺţ ğăďăů ăŋăńĺğă šăł ĺ ďń£ ŕřĺłńăďŋżţ ŕřőąńěň, ść£ğăŋŋżţ ś őąřăąőšłőľ śĺčŋăńőć. Ŋăĺąőńĳÿěě řăğćĺšĺě ŕőńşůĺńă šă ůăśšĳ šěőřĺĺ ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć, łőšőřă£ ść£ğăŋă ś ąăğĺśăňĺ, ůĳĺ ťşŋłűĺĺ ĺňě¿š łőňŕăłšŋżě ŋőśĺšěńĺ. Ăńčőřĺšňż řăğńőęěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ŕő šăłĺň ąăğĺśăň řěăńĺğş¿šś£ ć ćĺďě ŋăąőřă ďĺśłřěšŋżţ śćěřšőł ś ůĺśńőćżňĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ, ĺňě¿źĺňĺ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Ć řăďĺőšěţŋĺłě ďěľśšćş¿źĺě ŋă ąěśłőŋěůŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ ŕěřěśšăŋőćőůŋżě śő śďćĺčőň ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż (š.ě. őŕěřăšőřż śćěřšłĺ) ŋăğżćă- ¿š (űĺťřőćżňĺ) ťĺńĳšřăňĺ. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ůĺśěń, ťőřňĺřş¿źă£ £ďřő śćěřšłĺ ŋăğżćă¿š ĺňŕşńĳśŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ ťĺńĳšřă. Šăłĺň őąřăğőň, řăğńőęěŋĺě ŕő ąăğĺśăň ćśŕńěśłőć ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ řěăńĺğşěšś£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ťĺńĳšřőć, ĺňě¿źĺţ łőŋěůŋş¿ ĺňŕşńĳśŋş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş (ŁĹŢ-ťĺńĳšřőć). Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ĺňŕşńĳśŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ťĺńĳšřă ŋăğżćă¿š ěčő ůăśšőšŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ůăśšőšŋă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă ťĺńĳšřă ś łőŋěůŋőľ ĺňŕşńĳśŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ £ćń£ěšś£ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺň ŕőńĺŋőňőň. Ćő ňŋőčĺţ řăğďěńăţ ňăšěňăšĺłĺ, ŋăŕřĺňěř ć šěőřĺĺ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ, řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ őłăğżćă¿šś£ ąőńěě čĺąłĺň ĺ ¡ťťěłšĺćŋżň ĺŋśšřşňěŋšőň, ůěň ŕőńĺŋőňż. Ňż řăśśňőšřĺň ğďěśĳ ąăğĺśż ćśŕńěśłőć, řăğńőęěŋĺě ŕő łőšőřżň řěăńĺğőćăŋő ŋă ťĺńĳšřăţ ś řăűĺőŋăńĳŋőľ ůăśšőšŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ. Řăğşňěěšś£, ŕő£ćńěŋĺě ŋőćżţ ćĺďőć ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć ďăěš ŋőćżě ćőğňőęŋőśšĺ ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ŕřĺłńăďŋżň ğăďăůăň őąřăąőšłĺ śĺčŋăńőć ĺ ĺğőąřăęěŋĺľ.

1Řăąőšă ćżŕőńŋěŋă ŕřĺ ŕőďďěřęłě Řőśśĺľśłőčő ťőŋďă ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ ĺśśńěďőćăŋĺľ (čřăŋš # 97-01-00443). 1

2 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Ŋěśňőšř£ ŋă šőš ťăłš, ůšő ¡šőš ćĺď ťĺńĳšřőć ĺňěěš ąěśłőŋěůŋş¿ ĺňŕşńĳśŋş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş (ĄĹŢ-ťĺńĳšřż), śşźěśšćşěš ĺţ ¡ťťěłšĺćŋă£ ůĺśńěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ţőřőÿő ĺğćěśšŋżţ ć řăďĺőšěţŋĺłě, šăł ŋăğżćăěňżţ, řěłşřśĺćŋżţ ťĺńĳšřőć. Ŕřĺůěň ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż ŋă řěăńĺğăűĺ¿ ťĺńĳšřőć ś řăűĺőŋăńĳŋőľ ůăśšőšŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ őłăğżćă¿šś£ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżňĺ śşňňě śšěŕěŋěľ ůĺśńĺšěń£ ĺ ğŋăňěŋăšěń£, ůšő śřăćŋĺňő ś ğăšřăšăňĺ ŋă řěăńĺğăűĺ¿ řăğńőęěŋĺľ ŕő ąăğĺśăň ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ, łőšőřżě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż śšěŕěŋ£ň śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕőńĺŋőňőć.

Ćŕěřćżě ŕőďőąŋżě ąăğĺśż ążńĺ ŕőďćěřčŋşšż śĺśšěňăšĺůěśłőňş ĺśśńěďőćăŋĺ¿ ć řăąőšě Ł.Ţěřńĺ ĺ Ň.Ćěššěřńĺ [1], čďě ążń řăśśňőšřěŋ śńşůăľ, łőčďă śőőšćěšśšćş¿- źĺě ąăğĺśż őřšőčőŋăńĳŋż ĺ őąřăğş¿š łřăšŋőňăśÿšăąŋżľ ăŋăńĺğ (ŁŇĂ) ŕřőśšřăŋśš-

ćă L^2(R). Łăł ĺğćěśšŋő (śň. [4]), ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň ţăăřőćśłĺţ ąăğĺśőć, ŋě śşźěśšćşěš

őřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ, ťşŋłűĺĺ łőšőřżţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śďćĺčă ăřčşňěŋšă £ćń£¿šś£ ůěšŋżňĺ ĺńĺ ŋěůěšŋżňĺ. Őďŋăłő ďń£ ąăğĺśőć, ŕőřőęďěŋŋżţ řěłşřśĺćŋżňĺ ĄĹŢ-ťĺńĳšřăňĺ, ¡šő ŋě šăł. Ć [1] ążńĺ ŋăľďěŋż ůěšŋżě ĺ ŋěůěšŋżě ąăğĺśż, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś řěłşřśĺćŋżňĺ ťĺńĳšřăňĺ. Őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ ąăğĺśőć ŕőğćőń£ěš ŕőńşůăšĳ řěğşńĳšăšż, čăřăŋšĺřş¿źĺě śţőďĺňőśšĳ ĺ şśšőľůĺćőśšĳ ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£, ğŋăůĺšěńĳŋő ňěŋĳÿĺňĺ şśĺńĺ£ňĺ, ůěň ć śńşůă- £ţ, łőčďă őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ őšśşšśšćşěš. Őďŋăłő ďń£ šőčő, ůšőąż ĺśŕőńĳğőćăšĳ őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ ŋşęŋő, ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě, ĺňěšĳ ć ĺśśńěďşěňőň ŕřőśšřăŋśšćě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ŋő ďăęě ěśńĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕřěďěńěŋő, ďń£ ¡ťťěłšĺćŋőčő ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć ć ŕřĺłńăďŋżţ ğăďăůăţ šřěąşěšś£, ůšőąż ěćłńĺďőćő řăśśšő£ŋĺě ążńő ěśšěśšćěŋŋżň ďń£ ďăŋŋőľ ğăďăůĺ. Ł śőęăńěŋĺ¿, ¡šő ŋě ćśěčďă šăł. Ć ůăśšŋőśšĺ, ć őąřăąőšłě ĺğőąřăęěŋĺľ ŋăĺąőńěě ¡ťťěłšĺćŋżňĺ őłăğăńĺśĳ ŋě őřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż ćśŕńěśłőć, ă ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ŕăřż ąăğĺśőć. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ ŋăĺąőńěě ůăśšő ĺśŕőńĳğş¿šś£ šăł ŋăğżćăěňżě 9/7- ćśŕńěśłĺ ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ, ŕőńşůěŋŋżě ć řăąőšě [2]. Ůšő łăśăěšś£ ąăğĺśőć, ŕőśšřőěŋŋżţ ć [1], śőůěšă¿źĺţ őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ ĺ śĺňňěšřĺ¿, šő ććĺďş ęěśšłőśšĺ šřěąőćăŋĺľ ĺţ ăďăŕšăűĺ£ ł łőŋłřěšŋőľ ğăďăůě ćěśĳňă ŕřőąńěňăšĺůŋă. Řěğşńĳšăšż ůĺśńěŋŋőčő ňőďěńĺřőćăŋĺ£ ăńčőřĺšňőć śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň šăłĺţ ąăğĺśőć ŕőłăğăńĺ, ůšő ĺţ ¡ťťěłšĺćŋőśšĳ ďőśšăšőůŋő ňăńă ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďń£ ňăńżţ ŕőř£ďłőć řěłşřśĺćŋżţ ťĺńĳšřőć. Ŋăŕřőšĺć, ĺŋśšřşňěŋš ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ŕăř ąăğĺśőć, ŕőřőęďěŋŋżţ řěłşřśĺćŋżňĺ ťĺńĳšřăňĺ, ŕő čĺąłőśšĺ ğăňěšŋő ŕřěćőśţőďĺš ĺŋśšřşňěŋš ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ŕăř ąăğĺśőć ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ.

Ő ćőğňőęŋőśšĺ ŕőśšřőěŋĺ£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ŕăř ťĺńĳšřőć ś řăűĺőŋăńĳŋőľ ůăśšőšŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ čőćőřĺšś£, ŋăŕřĺňěř, ć łŋĺčě Č.Śšřěŋčă ĺ Š.Ŋčşěŋă [7]. Šăň ęě ĺňěěšś£ ŋěśłőńĳłő ŕřĺňěřőć šăłĺţ ąăğĺśőć, ŕőńşůă¿źĺţś£ łăł ŕőąőůŋżľ ŕřőďşłš ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ "ţőřőÿĺţ" ąăğĺśőć ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ. Ňż ąşďěň ğďěśĳ śšřőĺšĳ ĺňěŋŋő ąĺőřšőčőŋăńĳŋş¿ šěőřĺ¿ ąăğĺśőć, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżţ ś řěłşřśĺćŋżňĺ ťĺńĳšřăňĺ. Łăł ňż şćĺďĺň, ĺśŕőńĳğőćăŋĺě šăłőčő ŕőďţőďă ćěďěš ć ŋěłőšőřżţ ğăďăůăţ ł śşźěśšćěŋŋőľ ¡łőŋőňĺĺ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăš.

Ĺğŋăůăńĳŋő šěőřĺ£ ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć řăğćĺćăńăśĳ ŋěğăćĺśĺňő őš ćőğŋĺłÿěľ ŋěśłőńĳłő řăŋěě ć řăďĺőšěţŋĺłě šěőřĺĺ śşąŕőńőśŋőčő łőďĺřőćăŋĺ£. Őďŋăłő śłőřő śšăńă £śŋă ĺţ ŕőůšĺ ŕőńŋă£ ĺďěŋšĺůŋőśšĳ. Ćő ćś£łőň śńşůăě, ¡šő ňőęŋő şšćěřęďăšĳ

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 3

ć ąőńĳÿĺŋśšćě ŕřăłšĺůěśłĺ ćăęŋżţ śńşůăěć. Ć §2 ňż őśšăŋőćĺňś£ ŋă ĺţ ść£ğĺ. Ł śőęăńěŋĺ¿, ć őąźěň śńşůăě ćőŕřőś ő šőň, łőčďă ŕăřă ťĺńĳšřőć, őŕřěďěń£¿źă£ ăńčőřĺšň śşąŕőńőśŋőčő łőďĺřőćăŋĺ£, ŕőřőęďăěš ŕăřş ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć, őśšăěšś£ ďő śĺţ ŕőř őšłřżšżň. Ł ŋăśšő£źěňş ćřěňěŋĺ ďń£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋőčő śńşůă£ ŋăĺąőńěě ŕőńŋő ¡šőš ćőŕřőś ążń ĺśśńěďőćăŋ ć řăąőšăţ [2], [5], ŋő šőńĳłő ďń£ śńşůă£, łőčďă ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś śşąŕőńőśŋżň łőďĺřőćăŋĺěň ąăğĺśż ŕřĺŋăďńěęăš L^2(R) ĺ ĺňě¿š łőňŕăłšŋżľ ŋőśĺšěńĳ. Ŕő¡šőňş ć §3 ňż ćřěňěŋŋő őśšăćĺň ćőŕřőś ő śőőšćěšśšćĺĺ ś ąăğĺśăňĺ ćśŕńěśłőć ĺ, őśšăćă£śĳ ŋă ŕńăšťőřňě śşąŕőńőśŋőčő łőďĺřőćăŋĺ£, ğăľňěňś£ ŕőśšřőěŋĺěň ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ŕăř ťĺńĳšřőć ś řăűĺőŋăńĳŋőľ ůăśšőšŋőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ.

Ć §4 ąşďěš ďń£ ĄĹŢ-ťĺńĳšřőć ŕőśšřőěŋ ăńčőřĺšň řěăńĺğăűĺĺ śşąŕőńőśŋőčő łőďĺřőćăŋĺ£ ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ śĺčŋăńőć, őśŋőćăŋŋżľ ŋă, šăł ŋăğżćăěňőľ, ńĺťšĺŋč-śţěňě (śň. [3], [6]), ŕőğćőńĺćÿěľ ŕőńşůĺšĳ ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ďćşłřăšŋżľ ćżĺčřżÿ ć ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăšăţ ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ŕř£ňőľ řěăńĺğăűĺěľ ăńčőřĺšňőć śćěřšőł ŕřĺ řěăńĺğăűĺĺ śşąŕőńőśŋőčő łőďĺřőćăŋĺ£ ŋă ŁĹŢ-ťĺńĳšřăţ.

Ć §5 ŕřőĺğćěďěŋ ŕőďśůěš ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ śńőęŋőśšĺ ŕřěďńăčăěňżţ ăńčőřĺšňőć ĺ ŕřĺćěďěŋő śřăćŋěŋĺě ś ćżůĺśńĺšěńĳŋżňĺ ğăšřăšăňĺ ŕřĺ ŕř£ňőľ řěăńĺğăűĺĺ ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£ ŕő ćśŕńěśłăň.

Ć §6 ňż ŕřĺćěďěň řěğşńĳšăšż ůĺśńěŋŋőčő ňőďěńĺřőćăŋĺ£ ăńčőřĺšňőć śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ, ŕőğćőń£¿źĺě śřăćŋĺšĳ ¡ťťěłšĺćŋőśšĳ ŋőćżţ ăńčőřĺšňőć ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś ĺğćěśšŋżňĺ łăł ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšş śęăšĺ£, šăł ĺ ŕő ćżůĺśńĺšěńĳŋżň ğăšřăšăň. Łřőňě šőčő, ąşďşš ŕřĺćěďěŋż śőőąřăęěŋĺ£, ŕőłăğżćă¿źĺě, ůšő ĺśŕőńĳğőćăŋŋżě ć řăśůěšăţ ťĺńĳšřż ăśśőűĺĺřş¿šś£ ś ŋěłőšőřżňĺ ŕăřăňĺ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć ŕřőśšřăŋśšćă L^2(R).

§2. Łřăšŋőňăśÿšăąŋżľ ăŋăńĺğ łćăğĺąăŋăţőćżţ ŕřőśšřăŋśšć řăśŕřěďěńěŋĺľ.

Śŋăůăńă ňż ŕěřěŋěśěň őŕřěďěńěŋĺě Łřăšŋőňăśÿšăąŋőčő ăŋăńĺğă ŋă łćăğĺąăŋăţőćż ŕřőśšřăŋśšćă, őšńĺůŋżě őš L^2(R). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő łćăğĺąăŋăţőćż ŕřőśšřăŋśšćă ŕőřőęďă¿šś£ łćăğĺŋőřňőľ, š.ě. ťşŋłűĺőŋăńőň, ůĳě őšńĺůĺě őš ŋőřňż ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ďń£ ŋěě śŕřăćěďńĺćő ńĺÿĳ ć ćĺďě ‖f + g‖ ≤ C(‖f‖ + ‖g‖), čďě C > 1. Šăłőě őśńăąńěŋĺě śćőľśšć ŋőřňż ŕőğćőń£ěš ćłń¿ůĺšĳ ć őąźěě řăśśňőšřěŋĺě ňŋőčő ŕőńěğŋżţ ŕřőśšřăŋśšć šĺŕă ŕřőśšřăŋśšć Ţăřďĺ. Ŕőńŋőě řăśśňőšřěŋĺě šěőřĺĺ Łřăšŋőňăśÿšăąŋőčő ăŋăńĺğă ŕřőśšřăŋśšć ŕěřĺőďĺůěśłĺţ řăśŕřěďěńěŋĺľ ňőęŋő ŋăľšĺ ć ŋăÿěľ śšăšĳě [8] (śň. šăłęě [9], [11]), śńşůăľ ŕěřĺőďĺůěśłĺţ ćśŕńěśłőć ŋă ďĺśłřěšŋőľ śěšłě řăśśňőšřěŋ ć [10]. Ŕřĺćőďĺňżě ŋĺęě őŕřěďěńěŋĺ£ ćśŕńěśłőć ć łćăğĺąăŋăţőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ŋěŕěřĺőďĺůěśłĺţ řăśŕřěďěńěŋĺľ ŋĺ ć łőěľ ňěřě ŋě £ćń£¿šś£ ğăćěÿěŋŋőľ šěőřĺěľ. İšő ńĺÿĳ ŋăąřőśőł ćőğňőęŋőľ śţěňż ŕőśšřőěŋĺ£ šěőřĺĺ ćśŕńěśłőć, łőšőřżľ ğďěśĳ ŋăň ŋěőąţőďĺň šőńĳłő ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőłăğăšĳ ňěśšő šěţ ůăśšŋżţ ąăğĺśőć, ŕőśšřőěŋĺěň łőšőřżţ ňż ąşďěň ğďěśĳ ğăŋĺňăšĳś£.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S^′ ĺ S śőőšćěšśšćěŋŋő ŕřőśšřăŋśšćő řăśŕřěďěńěŋĺľ şňěřěŋŋőčő řőśšă ĺ ŕřőśšřăŋśšćő őśŋőćŋżţ ťşŋłűĺľ

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŋăąőř ğăňłŋşšżţ ńĺŋěľŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć {V^j }j∈Z łćăğĺąăŋă-

4 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

ţőćă ŕřőśšřăŋśšćă X, S ⊂ X ⊂ S^′ ŋăğżćăěšś£ łřăšŋőňăśÿšăąŋżň ăŋăńĺğőň ŁŇĂ ŕřőśšřăŋśšćă X, ěśńĺ őŋ şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

a) · · · ⊂ V^{−2} ⊂ V^{−1} ⊂ V^0 ⊂ V^1 ⊂ : : : ; b) ∪V^j = X;

c) f(x) ∈ V^j ⇔ f(2x) ∈ V^{j+1};

d) ŋăľďěšś£ šăłőě řăśŕřěďěńěŋĺě ’ ∈ V^0, ŋăğżćăěňőě ňăśÿšăąĺřş¿źěľ ťşŋłűĺěľ, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śĺśšěňż řăśŕřěďěńěŋĺľ ’(• − k), k ∈ Zŕńőšŋă ć V^0.

Śőčńăśŋő ŕşŋłšş b) Őŕřěďěńěŋĺ£ 1 ťşŋłűĺ£ ’(x) ňőęěš ążšĳ ŕřĺąńĺęěŋă ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ťşŋłűĺĺ {’(2x − k)}. Ŋăś ąşďěš ĺŋšěřěśőćăšĳ ńĺÿĳ śńşůăľ, łőčďă ŁŇĂ őąřăğşěšś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ĺ ĺňěěš ňěśšő ňăśÿšăąĺřş¿źěě şřăćŋěŋĺě

’(x) = √ 2 ∑ n∈Z h_n’(2x − n); (2.1)

čďě h_n | łő¡ťťĺűĺěŋšż Ťşřĳě řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ √ 2m_0(!) =

P(e^{iω}) Q(e^{iω}) = ∑ n∈Z h_ne^{−inω}: (2.2)

§śŋő, ůšő ŕřĺ ¡šőň h_n | ćěźěśšćěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ć (2.2) ťşŋłűĺĺ P(z) ĺ Q(z) £ćń£¿šś£ Ńőřăŋőćśłĺňĺ ŕőńĺŋőňăňĺ. Ğăňěšĺň, ůšő ňż ĺśŕőńĳğşěň ğďěśĳ šřăďĺűĺőŋŋżľ ňŋőęĺšěńĳ √ 2, ŕőśłőńĳłş, ěśńĺ ťşŋłűĺĺ {’(x − n)} őąřăğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă V^0 ∈ L^2(R), šő ťşŋłűĺĺ { √ 2’(2x−n)} őąřăğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć V^1. Śőőšŋőÿěŋĺě (2.1) ŕőśńě ŕřĺňěŋěŋĺ£ ł ŋěňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě ňőęěš ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋő ć ćĺďě

^’(!) = m_0 (! 2 ) ^’ ( ! 2 ) : (2.3)

Ěśńĺ ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ^’ | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺ ^’(0) ≠ 0, šő £śŋő, ůšő m_0(0) = 1. Šăłĺň őąřăğőň, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ (2.3), ŕřěďŕőńăčă£, ůšő ^’(0) = (2ı)^{−1/2}, ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő

^’(!) = (2ı)^{−1/2} ∞∏ k=1 m_0 ( ! 2^k ) ; čďě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ śţőďĺšś£ řăćŋőňěřŋő ŋă łőňŕăłšŋżţ ňŋőęěśšćăţ.

Ŕşśšĳ {V^j } ŁŇĂ łćăğĺąăŋăţőćă ŕřőśšřăŋśšćă X. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Z^∘ ŕőŕőńŋěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă S őšŋőśĺšěńĳŋő łćăğĺŋőřňż ŕřőśšřăŋśšćă Z. Ąşďěň ć ďăńĳŋěľÿěň śůĺšăšĳ X = X^∘. Ďń£ šőčő ůšőąż ććěśšĺ ŕőŋ£šĺě ćśŕńěśł-řăğńőęěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă X ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ŁŇĂ { ~V^j } ďćőľśšćěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Y = X^{∗∘}. Ŕřĺ ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćă W^j = {f ∈ V^{j+1}|⟨f; g⟩ = 0; ďń£ ń¿ążţ g ∈ ~V^j }

ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ćśŕńěśłőć. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őŕřěďěń£¿šś£ ďćőľśšěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ćśŕńěśłőć

~W^j = {g ∈ ~V^{j+1}|⟨f; g⟩ = 0; ďń£ ń¿ążţ f ∈ V^j }:

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 5

Ňż ŋě ąşďěň ğďěśĳ őąśşęďăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě şśńőćĺ£ ďń£ ŕřăćĺńĳŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšć ćśŕńěśłőć, őďŋăłő őšňěšĺň, ůšő ŁŇĂ { ~V^j } śőŕř£ęěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ďőńęŋő ążšĳ ćżąřăŋŋő šăł, ůšőąż V^j ∩ W^j = 0, šőčďă

V^{j+1} = W^j ⊕ V^j = (_k ⨁ i=0 W^{j−i} ) ⨁ V^{j−k} = (_{+∞} ⨁ i=0 W^{j−i} ) ⨁ ( ⋂ i∈Z V^i ) ; čďě ğŋăůőł ⊕ őğŋăůăěš ŕř£ňş¿ śşňňş ŕřőśšřăŋśšć. Ďőąăćłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšć V^i ć ŕőśńěďŋěľ ťőřňşńě ŋě ňőčńă ŕő£ćĺšĳś£ ć śńşůăě ŁŇĂ ŕřőśšřăŋśšć L^2(R), ŕőśłőńĳłş ďń£ L^2(R) šăłőě ŕěřěśěůěŋĺě ćśěčďă ŕşśšő. Śőćśěň ŕő ďřşčőňş őąśšőĺš ďěńő ć őąźěň śńşůăě. Ŋěšřşďŋő ŕřĺďşňăšĳ ŕřĺňěřż ŁŇĂ, ĺňě¿źĺě ć ŕěřěśěůěŋĺĺ ŕőńĺŋőňż ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śšěŕěŋĺ, ‹-ťşŋłűĺ¿ Ďĺřăłă ĺńĺ ěě őąőąźěŋŋżě ŕřőĺğćőďŋżě.

Ŕřőłőňňěŋšĺřşěň ŕřőćěďěŋŋőě ŕőśšřőěŋĺě. Ś őďŋőľ śšőřőŋż, £śŋő, ůšő łńăśśĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě ŁŇĂ ŕřőśšřăŋśšćă L^2(R) ŋşęďăěšś£ ć őąőąźěŋĺĺ ŋă ďřşčĺě ťşŋłűĺőŋăńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ć łőšőřżţ ŋě őŕřěďěńěŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Őďŋăłő, ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď, ňőęěš ŕőłăğăšĳś£, ůšő Őŕřěďěńěŋĺě 1 őţćăšżćăěš śńĺÿłőň őąÿĺřŋżľ łńăśś ŕřőśšřăŋśšć ĺ ďń£ ŕřĺńőęěŋĺľ ňőęŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ łńăśśĺůěśłĺňĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ŋě ŕěřěţőď£ ł őąőąźěŋŋżň ťşŋłűĺ£ň. Ś ¡šĺň ňőęŋő ążńő ąż śőčńăśĺšĳś£, ěśńĺ ąż ŕřőśšřăŋśšćă V^j ĺśŕőńĳğőćăńĺśĳ ńĺÿĳ łăł ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă X. Őďŋăłő ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšć ćśŕńěśłőć şůăśšćş¿š ďćă ŁŇĂ ćğăĺňŋő-śőŕř£ęěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ŕřĺůěň őďĺŋ ĺğ ŋĺţ śńşęĺš ďń£ ŕřĺąńĺęěŋĺ£, ă ćšőřőľ | ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ. Ă ŕőśłőńĳłş, ůěň «şęě ĺśţőďŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šěň ÿĺřě ŕřőśšřăŋśšćő śőŕř£ęěŋŋőě, šő ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćő ďőśšăšőůŋő čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋěďőśšăšőůŋżň ŋăńĺůĺ£ ťşŋłűĺőŋăńőć, őŕřěďěń£ěňżţ őążůŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ őŕřěďěńěŋĺĺ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżţ ćśŕńěśłőć, ŕřĺňěřż łőšőřżţ ąşďşš ŕřĺćěďěŋż ŋĺęě, ŕřőěłšőřż ğăďă¿šś£ śďćĺčăňĺ ďěńĳšă-ťşŋłűĺĺ Ďĺřăłă | śăňżň ŕřőśšżň ŕřĺňěřőň őąőąźěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ. İšőš ŕřĺňěř £ćń£ěšś£ ćŕőńŋě ěśšěśšćěŋŋżň śńěďśšćĺěň šőčő, ůšő ŕřőśšřăŋśšćőň, śőŕř£ęěŋŋżň ł ŕřőśšřăŋśšćş ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ, £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćő łőŋěůŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ňěř. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő łőŋěůŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ňěř ŋě £ćń£ěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň. Ŕő¡šőňş, ěśńĺ X = C (R) | ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ, śšřěň£źĺţś£ ł ŋşń¿ ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ, šő ŕřőśšřăŋśšćő łőŋěůŋżţ ąőřěńěćśłĺţ ňěř C^∗ (R) ŋě śőćŕăďăěš ś C^{∗∘} (R). Őďŋăłő ěśńĺ ć łăůěśšćě X ćğ£šĳ ůşšĳ ąőńěě şğłőě ŕřőśšřăŋśšćő (ŋăŕřĺňěř, őŕřěďěń£ěňőě łăłĺň-ŋĺąşďĳ ňőďşńěň ŋěŕřěřżćŋőśšĺ), šő ŕřőśšřăŋśšćő ąőřěńěćśłĺţ ňěř ćőľďěš ć śěŕăřăąěńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă X^∗.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ďćě śĺśšěňż ťşŋłűĺľ {f_n} ⊂ X ĺ {g_n} ⊂ X^∗ ŋăğżćă¿šś£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżňĺ, ěśńĺ śŕřăćěďńĺćż śőőšŋőÿěŋĺ£

⟨f_k; g_m⟩ =

{ 1; k = m;

0; k ≠ m:

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć ŕřőśšřăŋśšćě ~V^0 ĺňěěšś£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżľ (ąăğĺśş {’(x − n)})

6 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

ąăğĺś { ~’(x − n)}, ŕőřőęďěŋŋżľ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ

~m_0(!) = 1√ 2 ~P(eiω ) ~Q(eiω ) = 1√ 2 ∑ n∈Z ~h_ne^{−inω}:

Ććĺďş şśńőćĺ£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ, ůšő m_0 ĺ ~m_0 ďőńęŋż şďőćńěšćőř£šĳ şśńőćĺ¿ m_0(!) ~m_0(!) + m_0(! + ı) ~m_0(! + ı) = 1:

Ğăňěšĺň, ůšő ŕőśłőńĳłş śţőďĺňőśšĳ ąěśłőŋěůŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ, őŕřěďěń£¿źĺţ ťşŋłűĺĺ ^’ ĺ ^~’, ćńěůěš řăćěŋśšćă m(0) = ~m(0) = 1, ŕőńşůĺň, ůšő ĺğ şśńőćĺě ąĺőřšőčőŋăńĳŋőśšĺ ĺňěěň m(ı) ~m(ı) = 0. İšő őğŋăůăěš, ůšő ţőš£ ąż őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ m(ı) ĺ ~m(ı) řăćěŋ ŋşń¿.

Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ W^j ŕőńşůĺň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ťşřĳě ťşŋłűĺĺ , ŕőřőęďă¿źěľ ąăğĺś { (x − n)} ŕřőśšřăŋśšćă W^0, ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋő ŕő ťőřňşńě

^ (!) = m_1(! 2 ) ^’(! 2 ); čďě m_1 şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿

m_1(!) ~m_0(!) + m_1(! + ı) ~m_0(! + ı) = 0:

Őšś¿ďă m_1(!) = ¸(!)e^{−iω} ~m_0(! + ı);

čďě ¸ | ŋěłőšőřőě ı-ŕěřĺőďĺůěśłőě řăśŕřěďěńěŋĺě. Ć ďăńĳŋěľÿěň, śłőřěě śńěďş£ šřăďĺűĺ£ň ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ, ă ŋě śşšĺ ďěńă, ňż ąşďěň ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ śůĺšăšĳ ¸(!) ≡ 1. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ććěďěň ć řăśśňőšřěŋĺě ťşŋłűĺ¿

~m_1(!) = e^{−iω}m_0(! + ı);

łőšőřă£ ŕőřőęďăěš ąăğĺś ć ďćőľśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśŕńěśłőć ~W^0. Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěš ňěśšő ňăšřĺůŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ( m_0(!) m_0(! + ı) m_1(!) m_1(! + ı) ) · ( ~m_0(!) ~m_0(! + ı) ~m_1(!) ~m_1(! + ı) )_∗ = I; (2.4)

čďě I = ( 1 0 0 1 ) . Šăłĺň őąřăğőň, şřăćŋěŋĺě (2.4) ďăěš ŋěőąţőďĺňőě şśńőćĺě ďń£ šőčő, ůšőąż ťşŋłűĺĺ m_0 ĺ ~m_0 ŕőřőęďăńĺ ŋěŕřěřżćŋżě ňăśÿšăąĺřş¿źĺě ťşŋłűĺĺ ’, ~’, łőšőřżě őŕřěďěń£¿š ŕăřş ďćőľśšćěŋŋżţ ŁŇĂ. Ůšő łăśăěšś£ ďőśšăšőůŋżţ şśńőćĺľ, šő ć ŋăśšő£źěě ćřěň£ ¡šă ŕřőąńěňă ďăńěłă őš ŕőńŋőčő řăğřěÿěŋĺ£, ţőš£ ć ąőńĳÿĺŋśšćě ŕřăłšĺůěśłĺ ćăęŋżţ śńşůăěć ŋě śőśšăćń£ěš šřşďă ŕőłăğăšĳ, ůšő łőŋłřěšŋőě řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 7

(2.4), ďěľśšćĺšěńĳŋő, čěŋěřĺřşěš ąĺőřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕăřş ąăğĺśőć ŋěłőšőřżţ ďćőľśšćěŋŋżţ ŁŇĂ.

Ć śńşůăě ďőňŋőęěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ m_1(!) ŋă ı-ŕěřĺőďĺůěśłş¿ ťşŋłűĺ¿ ¸(!) řăćěŋśšćő (2.4) ŋăřşÿĺšś£. Ďń£ ěčő ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ŋěőąţőďĺňő ťşŋłűĺ¿ ~m_1(!) ďőňŋőęĺšĳ ŋă 1=¸(!), ŕőńşůĺć ŕřĺ ¡šőň ( m_0(!) m_0(! + ı) m_1(!)¸(!) m_1(! + ı)¸(!) ) · ( ~m_0(!) ~m_0(! + ı) ~m_1(!)=¸(!) ~m_1(! + ı)=¸(!) )_∗ = I: (2:4^′)

Řăğşňěěšś£, ćżąőř ¸(!) ŋĺłăł ŋě ćńĺ£ěš ŋĺ ŋă ŕăřş ďćőľśšćěŋŋżţ ŁŇĂ, łőšőřżě őŕřěďěń£¿šś£ ťşŋłűĺ£ňĺ m_0, ~m_0, ŋĺ ŋă ćżąőř ąăğĺśőć ć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ V^j ĺ ~V^j , ŋĺ ŋă ćżąőř ŕřőśšřăŋśšć ćśŕńěśłőć W^j ĺ ~W^j . Őďŋăłő ćăřĳĺřőćăŋĺě ťşŋłűĺĺ ¸ ďăěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ śšěŕěŋĳ śćőąőďż ŕřĺ ćżąőřě ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć ć ŋăĺąőńĳÿěľ śšěŕěŋĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőŋłřěšŋőľ ŕřĺłńăďŋőľ ğăďăůě. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż şćĺďĺň, ůšő ąăğĺś, ŋăĺąőńěě ŕőďţőď£źĺľ ďń£ śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ, ĺśŕőńĳğşěš ¡šş śšěŕěŋĳ śćőąőďż. Ŕřĺůĺŋă ŋěćőśšřěąőćăŋŋőśšĺ ¡šőčő ŕřĺěňă ć šěłşźěľ ńĺšěřăšşřě ŋőśĺš őąžěłšĺćŋżľ ţăřăłšěř. Ďěńő ć šőň, ůšő řăśśňăšřĺćă£ ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż ćśŕńěśłőć, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś ŁĹŢ-ťĺńĳšřăňĺ ňż ćżŋşęďěŋż ĺśłăšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (2.4). Ěśńĺ m_0 ĺ ~m_0 | ŕőńĺŋőňż, šő šřăďĺűĺőŋŋżľ ćżąőř ťşŋłűĺľ m_1 ĺ ~m_1 šăłęě £ćń£ěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň. Ěśńĺ ęě ňż ďőňŋőęĺň ťşŋłűĺ¿ m_1 ŋă ı-ŕěřĺőďĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň ¸, šő ňż őą£ğăŋż řăğďěńĺšĳ ~m_1 ŋă ¸. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăľďěšś£ šăłőľ ı-ŕěřĺőďĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň ¸, ůšő ćšőřă£ ňăšřĺűă ć (2:4^′) £ćń£ěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ. Ć ćżřőęďěŋŋőň śńşůăě, łőčďă ¸ | őďŋőůńěŋ, š.ě. ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ŕőśšő£ŋŋş¿ ĺňěěň ¸(!) = e^{i2kω}, k ∈ Z, šăłőľ ćżąőř ŕřĺćőďĺš ł śďćĺčş ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśőć ć W^{−1} ĺ ~W^{−1} ŋă 2, š.ě. ťăłšĺůěśłĺ ńĺÿĳ ł ŕěřěŋşňěřăűĺĺ ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă. Ěśńĺ ęě ¸ | ŋěćżřőęďěŋŋżľ ŕőńĺŋőň, šő ďń£ šőčő, ůšőąż ťşŋłűĺ£ ~m_1=¸ ążńă ŕőńĺŋőňőň, šřěąşěšś£ śőćŕăďěŋĺě ŋşńěľ ~m_1 ś ŋşń£ňĺ ŕőńĺŋőňă ¸, ŋő šőčďă ććĺďş ı-ŕěřĺőďĺůŋőśšĺ ŕőńĺŋőňă ¸ ŕőńĺŋőň ~m_1(! + ı) šăłęě ĺňěěš ŋşńĺ ć šěţ šőůłăţ, čďě ¸(!) = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ŋăľďěšś£ šőůłă !_0, ć łőšőřőľ ćěłšőř ( ~m_1(!_0); ~m_1(!_0 +ı)) śšăŋőćĺšś£ ŋşńěćżň, ă śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă ć (2:4), śšăŋőćĺšś£ ćżřőęďěŋŋőľ, ůšő ŕřĺćőďĺš ł ŋăřşÿěŋĺ¿ řăćěŋśšćă (2:4) ŋě šőńĳłő ć śăňőľ ¡šőľ šőůłě, ŋő, ććĺďş ŋěŕřěřżćŋőśšĺ łőňŕőŋěŋš, ĺ ć ŋěłőšőřőľ ěě őłřěśšŋőśšĺ. Ć śńşůăě ęě, łőčďă ďőŕşśłă¿šś£ řăűĺőŋăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (2:4), ŋşń£ň őŕřěďěńĺšěń£ őďŋőľ ĺğ ňăšřĺű ć (2:4^′) ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ć śőőšćěšśšćĺě ŕőń¿śż ďřşčőčő őŕřěďěńĺšěń£. Šăłĺň őąřăğőň, šřăďĺűĺőŋŋżľ ćżąőř ťşŋłűĺľ m_1 ĺ ~m_1 ţőš£ ĺ ćŕőńŋě őŕřăćďăŋ, ŋő £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋő ćőğňőęŋżň šőńĳłő ďń£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ řěÿěŋĺľ.

Ďćőľśšćěŋŋżě ŁŇĂ {V^j } ĺ { ~V^j } ć őŕřěďěńěŋŋőň śňżśńě řăćŋőŕřăćŋż ĺ ňőčşš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ć łăůěśšćě ćńőęěŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšć ć ŕřőśšřăŋśšćě śĺčŋăńőć, šăł ĺ ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ őŕěřăšőřőć ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£, łőšőřżě ć śćő¿ őůěřěďĳ ŕőğćőń£¿š őŕřěďěńĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćă ćśŕńěśłőć. Ňż ć ďăńĳŋěľÿěň şśńőćĺňś£ śůĺšăšĳ, ůšő śĺčŋăńż ŕřőěłšĺřş¿šś£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćă ~V^j ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřőśšřăŋśšć V^j . Šăłă£ ďőčőćőřěŋŋőśšĳ ŕřĺŋ£šă ć ŕőďăćń£¿źěň ąőńĳÿĺŋśšćě ŕşąńĺłăűĺľ.

Ććěďěň ć řăśśňőšřěŋĺě ťşŋłűĺĺ

h(z) = ∑ n∈Z h_ne^{−inω} = √ 2m_0(!); ~h(z) = ∑ n∈Z ~h_ne^{−inω} = √2 ~m_0(!); (2.5)

8 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

čďě z = e^{iω}, ĺ g(z) = z^{−1}~h(−z^{−1}); ~g(z) = z^{−1}h(−z^{−1}): (2.6)

Ťşŋłűĺĺ h ĺ ~h ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřőľ ťĺńĳšřőć. Šěŕěřĳ řăćěŋśšćő (2.4) ć śńşůăě ćěźěśšćěŋŋżţ {h_n} ĺ {~h_n} ňőęěš ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋő ć ćĺďě

M(z) ~M^t (z^{−1}) = 2I; (2.7)

čďě śĺňćőń t őğŋăůăěš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺě ňăšřĺűż, ă

M(z) = ( h(z) h(−z) g(z) g(−z) ) ; ~M(z) = ( ~ h(z) ~h(−z) ~g(z) ~g(−z) ) | šăł ŋăğżćăěňżě, ňőďşń£űĺőŋŋżě ňăšřĺűż, ůĳĺ łőňŕőŋěŋšż ć ŋăÿěň śńşůăě £ćń£¿šś£ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ĺğ (2.6) ĺ (2.7) ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ, ůšő det |M(z)| = det | ~M(z)| = −2z^{−1}.

Ŕő£śŋĺň śňżśń ĺ ŋăğŋăůěŋĺě ňőďşń£űĺőŋŋżţ ňăšřĺű M ĺ ~M. Ŕşśšĳ ~v^0(x) = ∑ n c^0_n ~’(x − n) ∈ ~V^0 ĺ šřěąşěšś£ ŋăľšĺ ŕřőěłűĺĺ ~v^{−1}(x) = ∑ n c^{−1}_n ~’(x=2 − n) ĺ ~w^{−1}(x) = ∑ n d^{−1}_n ~ (x=2 − n) řăśŕřěďěńěŋĺ£ ~v^0 ŋă ŕřőśšřăŋśšćă ~V^{−1} ĺ ~W^{−1}. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ňăśÿšăąĺřş¿źĺň şřăćŋěŋĺěň (2.1), ŕőńşůĺň

c^{−1}_m = ⟨~v^0(x); ’(x=2 − m)⟩ = √ 2⟨ ∑ n∈Z c^0_n ~’(x − n); ∑ k∈Z h_k’(x − k − 2m)⟩ = √ 2 ∑ n∈Z c^0_nh_{n−2m};

Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ć šěřňĺŋăţ z-ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě ś^{−1}(z^{−2}) =^1√_2 (h(z)c^0(z^{−1}) + h(−z)c^0(−z^{−1})), čďě c^0(z) = ∑ n c^0_nz^{−n}, c^{−1}(z) = ∑ n c^{−1}_n z^{−n}. Ğăňěšĺň, ůšő śţőďĺňőśšĳ ř£ďőć ğďěśĳ ĺ ć ďăńĳŋěľÿěň őąěśŕěůĺćăěšś£ ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋżň şążćăŋĺěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ {h_n} ĺ {~h_n}. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕőńşůăěšś£ řăćěŋśšćő d^{−1}_m = √ 2 ∑ n∈Z c^0_ng_{n−2m}, ă ğŋăůĺš, d^{−1}(z^{−2}) = 1√ 2 (g(z)c^0(z^{−1}) + g(−z)c^0(−z^{−1})).

Šăłĺň őąřăğőň, ŕőśńě ŕěřěţőďă ł z-ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň ňăšřĺűă M śšăŋőćĺšś£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš ŕřőśšřăŋśšćă ~V^0 ł ŕř£ňőľ śşňňě ŕřőśšřăŋśšć ~V^{−1} ĺ ~W^{−1}, őŕřěďěń£ěňőčő ŕő ťőřňşńě ( c^{−1}(z^{−2}) d^{−1}(z^{−2}) ) = 1√ 2 ( h(z) h(−z) g(z) g(−z) ) ( c^0(z^{−1}) c^0(−z^{−1}) ) : (2.8)

Ďń£ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ć ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă ~V^0 ŕő ěě ŕřőěłűĺ£ň ŋă ŕřőśšřăŋśšćă ~V^{−1} ĺ ~W^{−1} ĺňěěš ňěśšő ťőřňşńă ( c^0(z^{−1}) ś^0(−z^{−1}) ) = 1√ 2 ( ~ h(z^{−1}) ~g(z^{−1}) ~h(−z−1) ~g(−z−1) ) ( c^{−1}(z^{−2}) d^{−1}(z^{−2}) ) : Řăğşňěěšś£, ŕőśńěďŋĺě ťőřňşńż şďőąŋż ďń£ ăŋăńĺšĺůěśłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őŕěřăűĺĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕő ćśŕńěśłăň ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ŕő ŕřőěłűĺ£ň, ŋő śőďěřęăš ňŋőčő ŕőćšőř£¿źĺţś£ őŕěřăűĺľ ĺ ŕőšőňş ŋě ňőčşš ążšĳ řěłőňěŋďőćăŋż ďń£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 9

Ć łăłőň-šő śňżśńě ăńĳšěřŋăšĺćŋżň ňěšőďőň ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őŕěřăűĺĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ~V^0 ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕřőśšřăŋśšć ~V^{−1} ĺ ~W^{−1} £ćń£ěšś£ ěčő řěăńĺğăűĺ£ ŕřĺ ŕőňőźĺ, šăł ŋăğżćăěňőľ, ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťőřňăńĳŋőčő ř£ďă Ńőřăŋă f(z) = ∑ n f_nz^{−n} ććěďěň őąőğŋăůěŋĺ£ f_e(z) = ∑ n f_{2n}z^{−n} ĺ f_o(z) = ∑ n f_{2n+1}z^{−n}. Šőčďă śŕřăćěďńĺćő ŕřěďśšăćńěŋĺě f(z) = f_e(z^2) + z^{−1}f_o(z^2).

Ěśńĺ šěŕěřĳ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ¡šĺň ŕřěďśšăćńěŋĺěň, ğăňěŋĺć ĺň ćśě łőňŕőŋěŋšż ťőřňşńż (2.8), šő ŕőśńě ŋěśńőęŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕőńşůĺň ( c^{−1}(z^{−1}) d^{−1}(z^{−1}) ) = ( h_e(z) h_o(z) g_e(z) g_o(z) ) ( c^0_e(z^{−1}) c^0_o(z^{−1}) ) : (2.9)

Ĺňěŋŋő ¡šă ťőřňşńă £ćń£ěšś£ őšŕřăćŋőľ šőůłőľ ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ążśšřżţ ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£ ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ śĺčŋăńőć, őąžěďĺŋěŋŋżţ őąźĺň ŋăğćăŋĺěň ńĺťšĺŋčśţěňă. Ňăšřĺűş ć ćżřăęěŋĺĺ (2.9) ŋăğżćă¿š ŕőńĺťăğŋőľ. Ěě ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ P (z), ă ŕőńĺťăğŋş¿ ňăšřĺűş ďćőľśšćěŋŋőčő ŁŇĂ | ůěřěğ ~P (z). Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő P (z) ~P^t(z^{−1}) = I: (2.10)

Łřőňě šőčő, ŕőśłőńĳłş ďń£ ŕőńĺťăğŋżţ ňăšřĺű P ĺ ~P śŕřăćěďńĺćż ŕřěďśšăćńěŋĺ£

P (z^2) = 12M(z) ( 1 z 1 −z ) ; ~P (z^2) = 12 ~M(z) ( 1 z 1 −z ) ; ĺğ řăćěŋśšć det M = det ~M = −2z^{−1} ĺňěěň det P = det ~P = 1.

§3. Ŕřĺňěřż.

Şřăćŋěŋĺě (2.7) ĺňěěš ňŋőčő řăűĺőŋăńĳŋżţ řěÿěŋĺľ. Ţőš£ ĺğ ďăńĳŋěľÿĺţ řăśśşęďěŋĺľ ńěčłő ćĺďěšĳ, łăł ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ćśě ćőğňőęŋżě řěÿěŋĺ£ šăłőčő šĺŕă, ŋăś ąşďşš ğďěśĳ ĺŋšěřěśőćăšĳ ńĺÿĳ ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ, łőšőřżě ĺňě¿š ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕőř£ďőł ůĺśńĺšěń£ ĺ ğŋăňěŋăšěń£ ĺ śőőšćěšśšćş¿š ąăğĺśăň ćśŕńěśłőć, ůĳĺ ňăśÿšăąĺřş¿źĺě ťşŋłűĺĺ £ćń£¿šś£ śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő űěńżţ ĺńĺ ŕőńşűěńżţ šőůěł. Ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőłăęěň, ůšő ŕőśńě ŕőďţőď£źěčő śďćĺčă ăřčşňěŋšă śőőšćěšśšćş¿źĺě ąăğĺśż ćśŕńěśłőć £ćń£¿šś£ ć ŕěřćőň śńşůăě ŋěůěšŋżňĺ, ă ćő ćšőřőň śńşůăě | ůěšŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ŕő¡šőňş ďń£ łřăšłőśšĺ ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ĺňěěš ňěśšő śőőšćěšśšćěŋŋő ŋěůěšŋżľ ĺńĺ ůěšŋżľ śńşůăľ.

Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă ůěšŋżľ śńşůăľ. Ğăňěšĺň, ůšő ďőňŋőęěŋĺě ťşŋłűĺĺ h(z) ŋă z^k őğŋăůăěš ŕěřěţőď őš ňăśÿšăąĺřş¿źěľ ťşŋłűĺĺ ’(z) ł ňăśÿšăąĺřş¿źěľ ťşŋłűĺĺ ’(z + k), š.ě. ŕěřěţőď ł őďŋőľ ĺğ ťşŋłűĺľ ąăğĺśŋőľ śĺśšěňż śďćĺčőć. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ďőňŋőęĺć h, ěśńĺ ŋşęŋő, ŋă ŕőďţőď£źş¿ űěńş¿ śšěŕěŋĳ ŕěřěňěŋŋőľ z, ňż ŕőńşůĺň, ůšő ć (2.5) h_n = h_{−n} ďń£ ćśěţ n = 1; 2; : : : . Ťşŋłűĺ£ h(z) ćňěśšě ś łăęďżň ŕőń¿śőň z = z_0 őąńăďăěš ĺ ŕőń¿śőň z = z^{−1}_0 . Šăłĺň őąřăğőň, řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ h ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě őšŋőÿěŋĺ£ ďćşţ ŕőńĺŋőňőć S(z) = ∑_l n=−l snz −n ĺ Q(z) = ∑_m n=−m qnz −n ś śĺňňěšřĺůŋżňĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć s_{−n} = s_n ĺ q_{−n} = q_n, ă ğŋăůĺš, ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőľ z → z^{−1}.

10 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Ć ŋěůěšŋőň śńşůăě, ďőňŋőęĺć h, ěśńĺ ŋşęŋő, ŋă ŕőďţőď£źş¿ űěńş¿ śšěŕěŋĳ ŕěřěňěŋŋőľ z, ŕőńşůĺň h_n = h_{1−n} ďń£ ćśěţ n = 1; 2; : : : . §śŋő, ůšő ťşŋłűĺ£ f(z) = (1 + z)h(z) ĺňěěš śĺňňěšřĺůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ńőřăŋőćśłĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ńőřăŋőćśłĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ťşŋłűĺĺ f(z)=((1 + z)(1 + z^{−1})) śĺňňěšřĺůŋă, ă śăňă ¡šă ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ĺ ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě S(z)=Q(z), čďě S ĺ Q | ńőřăŋőćśłĺě ŕőńĺŋőňż ś śĺňňěšřĺůŋżňĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ğăňěŋż z → z^{−1}. Šăłĺň őąřăğőň,

h(z) = (1 + z^{−1})S(z)

Q(z) : Ŕőłăęěň, ůšő ťĺńĳšřż h ĺ ~h ňőčşš ĺňěšĳ řăğŋőĺňěŋŋş¿ ůěšŋőśšĳ, š.ě., łőčďă őďŋă ťşŋłűĺ£ śőőšćěšśšćşěš ůěšŋőňş śńşůă¿, ă ďřşčă£ | ŋěůěšŋőňş, ńĺÿĳ ďń£ ŕăřż ťĺńĳšřőć h(z) = (1+z^{−1})= √ 2 ĺ ~h(z) = √ 2. Ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő ďăŋŋă£ ŕăřă ťĺńĳšřőć ŕřĺćőďĺš ł ďćşň ŁŇĂ, ŕőřőęďěŋŋżň śőőšćěšśšćěŋŋő ąăğĺśőň Ţăăřă ĺ ąăğĺśőň, śőśšő£źĺň ĺğ śďćĺčőć ‹-ťşŋłűĺĺ, ććĺďş řăğřżćŋőśšĺ ţăăřőćśłĺţ ťşŋłűĺľ ¡šĺ ąăğĺśż ŋě őąřăğş¿š ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřż.

Ĺğ (2.7) ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕăřż h ĺ ~h ŕőńşůĺň, ůšő

h(z)~h(z^{−1}) + h(−z)~h(−z^{−1}) = 2

ĺńĺ, ŕőďśšăćń££ ŕřěďśšăćńěŋĺě h(z) ĺ ~h(z) ć ćĺďě řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ĺ śőłřăźă£ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ őąźĺě ňŋőęĺšěńĺ ůĺśńĺšěń£ ĺ ğŋăňěŋăšěń£, ŕőńşůĺň ćżřăęěŋĺě ćĺďă A(z) B(z) +

A(−z) B(−z) = 2; (3.1)

čďě A, B | ńőřăŋőćśłĺě ŕőńĺŋőňż őš z. Śńăčăěňżě ć (3.1) ďőńęŋż ĺňěšĳ őąźĺě ś şůěšőň łřăšŋőśšĺ ŕőń¿śż. Őšś¿ďă, ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő ŕőńĺŋőňż B(z) ĺ B(−z) ĺňě¿š őďŋĺ ĺ šě ęě ŋşńĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůĺň, ůšő ć ŕőńĺŋőňě B, ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŕőśńě ďőňŋőęěŋĺ£ ć śńşůăě ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŋă ŕőďţőď£źĺľ ňŋőęĺšěńĳ z^k, ŕřĺśşšśšćş¿š ńĺÿĳ ůěšŋżě śšěŕěŋĺ, š.ě. B(z) = B(z^2), čďě B(z) | ŋěłőšőřżľ ńőřăŋőćśłĺľ ŕőńĺŋőň. Ŕřĺ ¡šőň şřăćŋěŋĺě (3.1) ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć ćĺďě

A(z) + A(−z) = 2B(z^2): (3.2)

Ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ĺśšőůŋĺłőň ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŁŇĂ. Ć śăňőň ďěńě, ĺğ şřăćŋěŋĺ£ (3.2) ćĺďŋő, ůšő ńőřăŋőćśłĺľ ŕőńĺŋőň A ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋ ć őŕřěďěńěŋŋőľ śšěŕěŋĺ ŕřőĺğćőńĳŋő. Ć łăůěśšćě A_e(z) = B(z) ňőęŋő ćğ£šĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ńőřăŋőćśłĺľ ŕőńĺŋőň, ŋě ĺňě¿źĺľ łőřŋěľ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ |z| = 1. Ŕřĺ ¡šőň, ŕőśłőńĳłş A(−1) = m_0(ı) ~m_0(ı) = 0, ŕőńĺŋőň A_o ďőńęěŋ şďőćńěšćőř£šĳ řăćěŋśšćş A_o(1) = A_e(1), š.ě. ďőńęŋż śőćŕăďăšĳ śşňňż łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŕőńĺŋőňőć A_o ĺ A_e. Ćśě ćőğňőęŋżě ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ťĺńĳšřż h ĺ ~h ŕőńşůă¿šś£ ťăłšőřĺğăűĺěľ h(z)~h(z^{−1}) = A(z)=B(z), čďě h(1) = ~h(1) = √ 2. Řăğşňěěšś£, ŋě ćśě ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕřĺćőď£š ł ąĺőřšőčőŋăńĳŋżň ŕăřăň ąăğĺśőć ćśŕńěśłőć, őďŋăłő ćśě šăłĺě ŕăřż ąăğĺśőć ŕőřőęďă¿šś£ ¡šĺňĺ ťăłšőřĺğăűĺ£ňĺ.

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 11

Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő őďŋă ĺğ ťşŋłűĺľ h ĺ ~h ŕőřőęďăěš ůěšŋżľ ŁŇĂ, ă ďřşčă£ | ŋěůěšŋżľ. Šőčďă śŕřăćěďńĺćő ŕřěďśšăćńěŋĺě A(z) = (1 + z^{−1})A(z), čďě A(z) | ńőřăŋőćśłĺľ ŕőńĺŋőň ś śĺňňěšřĺůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Ŕőďśšăćń££ ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě ć (3.2), ŕőńşůĺň

(1 + z^{−1})A(z) + (1 − z^{−1})A(−z) = 2B(z^2); (3.3)

čďě ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕőńĺŋőňż A ĺ B ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ŋşńěľ. Ŕřăćă£ ůăśšĳ řăćěŋśšćă (3.3) ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ğăňěŋż ŕěřěňěŋŋőľ z → z^{−1}, ŕőśłőńĳłş őŋă £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŕőńĺŋőňőć, őąńăďă¿źĺţ ¡šĺň śćőľśšćőň. Ğŋăůĺš, ĺ ńěćă£ ěčő ůăśšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő šăłőľ ğăňěŋż. Śńěďőćăšěńĳŋő,

(1 + z^{−1})A(z) + (1 − z^{−1})A(−z) = (1 + z)A(z^{−1}) + (1 − z)A(−z^{−1}):

Ă ŕőśłőńĳłş A(z) = A(z^{−1}), šő ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŕřěőąřăğşěšś£ ł ćĺďş

(z^{−1} − z)(A(z) − A(−z)) = 0;

ůšő őğŋăůăěš őšśşšśšćĺě ş ňŋőčőůńěŋă A ŋěůěšŋżţ śšěŕěŋěľ. Ŋő šőčďă, ćěřŋşćÿĺśĳ ł (3.3), şćĺďĺň, ůšő A(z) = B(z^2). Ă ğŋăůĺš, ććĺďş őšśşšśšćĺ£ ş ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć őąźĺţ ďěńĺšěńěľ ĺňěěň A ≡ 1. Ďăŋŋőňş śńşůă¿ śőőšćěšśšćşěš ąĺőřšőčőŋăńĳŋă£ ŕăřă ťĺńĳšřőć h(z) = (1 + z^{−1})= √ 2 ĺ ~h(z) = √ 2. Šăłĺň őąřăğőň, h ĺ ~h ňőčşš őąńăďăšĳ řăğŋőľ ůěšŋőśšĳ¿ ńĺÿĳ ďń£ ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě šřĺćĺăńĳŋőčő śńşůă£, łőšőřżľ ŋě ŕőřőęďăěš ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ąăğĺśż ćśŕńěśłőć.

Ĺšăł, řăśśňőšřĺň ůěšŋżě ĺ ŋěůěšŋżě ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ŕăřż ś ňăńżňĺ ŕőř£ďłăňĺ ůĺśńĺšěń£ ĺ ğŋăňěŋăšěń£ ťşŋłűĺľ h ĺ ~h. Ŋăůŋěň ś ŋěůěšŋőčő śńşůă£. Śăňă£ ŕřőśšă£ ŕřăćă£ ůăśšĳ ć (3.2) ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě B ≡ 1. Ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď, ¡šőš śńşůăľ ňőęěš ŕőłăğăšĳś£ ćżřőęďěŋŋżň, śőőšćěšśšćş¿źĺň ąĺőřšőčőŋăńĳŋżň ąăğĺśăň ś łőňŕăłšŋżň ŋőśĺšěńěň. Šěň ŋě ňěŋěě, ňőčńő őłăğăšĳś£, ůšő ůĺśńő, ążćÿěě łőřŋěň őďŋőľ ĺğ ťşŋłűĺľ h(z) ĺ ~h(z^{−1}) őłăğăńőśĳ ŕőń¿śőň ďřşčőľ ťşŋłűĺĺ. Šőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺě ňŋőęĺšěńĺ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ h(z)~h(z^{−1}) śőłřăš£šś£ ĺ ŕőšőňş ŋĺłăł ŋě ąşďşš şůšěŋż ć (3.1). Śŕěűĺťĺłă ŁŇĂ ćżŋşęďăěš ŋăś řăśśňăšřĺćăšĳ ŋě ćśě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ (3.2). Čńăćŋőě ĺğ őčřăŋĺůěŋĺľ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ŕőśłőńĳłş ďń£ ŋěůěšŋőčő śńşůă£ h(−1) = ~h(−1) = 0, šő A(z) = (1 + z)(1 + z^{−1})A_1(z). Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőčőůńěŋ A_1(z) ňĺŋĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ řăćěŋ łőŋśšăŋšě, A_1(z) ≡ 1=2. Ă şůĺšżćă£, ůšő řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ h(z)=(1 + z^{−1}) ĺ ~h(z)=(1 + z^{−1}) ĺňě¿š śĺňňěšřĺůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ńőřăŋőćśłĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ŕőńşůĺň, ůšő ąĺőřšőčőŋăńĳŋă£ řăűĺőŋăńĳŋă£ ŕăřă ťĺńĳšřőć ňĺŋĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőčő ŕőř£ďłă ĺňěěš ćĺď

h(z) = ¸ 1 + z^{−1} √ 2(z^{−1} + a + z)

; ~h(z) = 1√ 2¸ (1 + z^{−1})(z^{−1} + a + z);

čďě ¸ = 2 + a | ňŋőęĺšěńĳ, łőšőřżľ őąěśŕěůĺćăěš ŋőřňĺřőćłş h(1) = ~h(1) = √ 2.

12 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Ďń£ šěőřĺĺ ćśŕńěśłőć ĺŋšěřěś ŕřěďśšăćń£ěš ńĺÿĳ śńşůăľ |a| > 2. Ć śăňőň ďěńě,

ŕőńĺŋőň 1 + az + z^2 ĺňěěš łőřŋĺ z_{1,2} = −^a_2 ± √_{a2} 4 − 1. Ŕřĺ |a| ≤ 2 őąă łőřŋ£ řăćŋż ŕő ňőďşń¿ ěďĺŋĺűě, š.ě. z_{1,2} = e^{±iω0} . Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ¡šőň śńşůăě ťşŋłűĺ£ m_0(!) ĺňěěš őśőąěŋŋőśšĺ ć šőůłăţ ! = ±!_0 ĺ ŋě šőńĳłő ŋěśşňňĺřşěňă, ŋő ĺ ŋě £ćń£ěšś£ ďăęě řăśŕřěďěńěŋĺěň.

Řăśśňőšřěŋŋżľ ŕřĺňěř ŕőłăğżćăěš, łăł ňőęŋő ćăřĳĺřőćăšĳ ĺňě¿źĺěś£ ŁŇĂ (ć ŋăÿěň śńşůăě ŁŇĂ, ŕőřőęďěŋŋżě ąăğĺśăňĺ Ţăăřă) ŕşšěň ććěďěŋĺ£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ňŋőęĺšěń£ z^{−1} +a+z ć ğŋăňěŋăšěńĳ őďŋőčő ĺğ ťĺńĳšřőć h, ~h ĺ šőčő ęě ňŋőęĺšěń£ | ć ůĺśńĺšěńĳ ďřşčőčő. Ś łăůěśšćěŋŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ¡šőš ŕřĺěň ćěďěš ł "ŕěřěłăůłě čńăďłőśšĺ" ĺğ őďŋőčő ąăğĺśă ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřż ć ďćőľśšćěŋŋżľ ěňş ąăğĺś ŕřĺ śőţřăŋěŋĺĺ śşňňăřŋőľ čńăďłőśšĺ ąăğĺśőć. Šăłőľ ŕřĺěň ňőęěš ążšĳ ĺśŕőńĳğőćăŋ ďń£ ćăřĳĺřőćăŋĺ£ ń¿ąőľ ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřż, ĺ ¡šő śńěďşěš ĺňěšĳ ć ćĺďş, ţőš£ ňż ő ŋěň ďăńěě şŕőňĺŋăšĳ ŋě ąşďěň.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ňěŋěě šřĺćĺăńĳŋżľ śńşůăľ, łőčďă ŕőńĺŋőň B ŋěćżřőęďěŋ. Ć ŕřőśšěľÿěň śńşůăě B(z) = z^{−1} + a + z. Ŕő ŕřĺćěďěŋŋżň ćżÿě ŕřĺůĺŋăň ğďěśĳ šăłęě ĺňěěň |a| > 2. Ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěň, ůšő şďőćńěšćőř£¿źĺľ (3.2) ŕőńĺŋőň A_1 ňĺŋĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ ĺňěěš ćĺď A_1(z) = z^{−1} + (^a_2 − 1) + z. Šăłĺň őąřăğőň, śşźěśšćşěš ďćě ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ŕăřż, śőőšćěšśšćş¿źĺě ďăŋŋőňş ćżąőřş ŕőńĺŋőňă B: h(z) = √ 2 (1 + z^{−1})(z^{−1} + (^a_2 − 1) + z) z^{−2} + a + z^2 ;

~h(z) = 1 + z^{−1}√ 2 ĺ h(z) = ¸ (1 + z^{−1})

z^{−2} + a + z^2

; ~h(z) =

(1 + z^{−1})(z^{−1} + (^a_2 − 1) + z) ¸ ; čďě ¸ = a + 2√ 2 Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőśšěľÿĺě řěÿěŋĺ£ ć ůěšŋőň śńşůăě. Ŕőśłőńĳłş ć (3.1) A(−1) = 0, šő őďĺŋ ĺğ ŕőńĺŋőňőć h ĺńĺ ~h ĺňěěš ŋşńĳ ć šőůłě z = −1. Ă šăł łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć śĺňňěšřĺůŋă, šő łřăšŋőśšĳ łőřŋ£ ůěšŋă. Ğŋăůĺš, ŕőńĺŋőň A(z) ćłń¿ůăěš ć śěą£ ňŋőęĺšěńĳ z^{−1} + 2 + z. Šăłĺň őąřăğőň, ć ŕřőśšěľÿěň śńşůăě A(z) =^1_2 (z^{−1} + 2 + z), B(z) ≡ 1,

h(z) = √ 2; ~h(z) = z^{−1} + 2 + z 2 √ 2 : Ďăŋŋă£ ŕăřă ŁĹŢ-ťĺńĳšřőć ŕřĺćőďĺš ł ŕăřě ąĺőřšőčőŋăńĳŋżţ ŁŇĂ, ŕěřćżľ ĺğ łőšőřżţ ŕőřőęďăěšś£ śďćĺčăňĺ ‹-ťşŋłűĺĺ, ă ďřşčőľ - śďćĺčăňĺ ńĺŋěľŋőčő B-śŕńăľŋă. Ŋă ŕěřćżľ ćğčń£ď, ňőęěš ŕőłăğăšĳś£, ůšő ¡šőš ŕřĺňěř £ćń£ěšś£ ćżřőęďěŋŋżň ĺ ŋě ĺňěěš ŕěřśŕěłšĺćż ŋăľšĺ ŕřĺňěŋěŋĺě ć ŕřĺńőęěŋĺ£ţ. Ć śăňőň ďěńě, "ďěťěłšż" ¡šőľ ŕăřż śőśšő£š ć šőň, ůšő őďŋő ĺğ ŕřőśšřăŋśšć ďćőľśšćěŋŋőľ ŕăřż śőśšőĺš ĺğ őąőąźěŋŋżţ ťşŋłűĺľ, łřőňě šőčő, ťşŋłűĺĺ ąăğĺśőć łşśőůŋő-ńĺŋěľŋżţ ćśŕńěśłőć ŋě ĺňě¿š ŋşńěćőčő śřěďŋěčő. Ćšőřőě śćőľśšćő ś őąźěŕřĺŋ£šőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ łăęěšś£ őśőąěŋŋő ŋěŕřĺ£šŋżň, ŕőśłőńĳłş śůĺšăěšś£, ůšő ţőřőÿĺě ďń£ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ (ć ůăśšŋőśšĺ ďń£ śęăšĺ£ ĺŋťőřňăűĺĺ) ąăğĺśż ďőńęŋż ĺňěšĳ ňŋőčő ŋşńěćżţ ňőňěŋšőć

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 13

ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ŕőńĺŋőň h(z) ďőńęěŋ ĺňěšĳ ćżśőłş¿ łřăšŋőśšĳ ŋşń£ ć šőůłě z = −1. Šěň ŋě ňěŋěě, őłăğżćăěšś£, ůšő ć ąőńĳÿĺŋśšćě śńşůăěć ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ¡šőľ ŕăřż ąăğĺśőć ďń£ śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ ŕřĺćőďĺš ł ą«őńĳÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšăň śęăšĺ£, ůěň ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ćŕőńŋě ąńăčőŕőńşůŋżţ ţăăřőćśłĺţ ąăğĺśőć. Şůĺšżćă£ ćżśőłş¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋş¿ ¡ťťěłšĺćŋőśšĳ ¡šĺţ ąăğĺśőć, ňőęŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő őŋĺ ćŕőńŋě ňőčşš ążšĳ ćőśšřěąőćăŋż ć ŕřĺńőęěŋĺ£ţ.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă B(z) = z^{−1} + a + z. Ďń£ ćżąřăŋŋőčő řăŋěě ŕőńĺŋőňă A_1 ćőğňőęŋż ůěšżřě ćăřĺăŋšă ůěšŋőľ ťăłšőřĺğăűĺĺ h(z)~h(z^{−1}) = (z^{−1} + 2 + z)A_1(z):

h(z) =

(z^{−1} + 2 + z)(z^{−1} + (^a_2 − 1) + z) √ 2(z^{−2} + a + z^2)

; ~h(z) = √ 2; h(z) = (a + 2)(z^{−1} + 2 + z) 2 √ 2(z^{−2} + a + z^2)

; ~h(z) = 2 √ 2 z^{−1} + (^a_2 − 1) + z a + 2 ;

h(z) = z^{−1} + 2 + z 2 √ 2 ; ~h(z) = 2 √ 2 z^{−1} + (^a_2 − 1) + z z^{−2} + a + z^2 ; h(z) =

(z^{−1} + (^a_2 − 1) + z)(z^{−1} + 2 + z) √ 2(a + 2)

; ~h(z) = √ 2(a + 2) z^{−2} + a + z^2 :

Ğăňěšĺň, ćő ćśěţ ůěšżřěţ śńşůă£ţ ~h(−1) ≠ 0.

§śŋő, ůšő ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ śőőšŋőÿěŋĺ£ h(−1) = ~h(−1) = 0 ć ůěšŋőň śńşůăě ŕřĺţőďĺšś£ ŕőšřěąőćăšĳ, ůšőąż ŕőńĺŋőň A(z) ć (3.2) ĺňěń ć šőůłě −1 ŋşńĳ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ůěšćěřšőčő ŕőř£ďłă. Šăłĺň őąřăğőň, śŕřăćěďńĺćő ŕřěďśšăćńěŋĺě A(z) = (1 + z)^2(1 + z^{−1})^2A_2(z). Ŕşśšĳ śŋőćă B(z) = z^{−1} + a + z. Šőčďă, řěÿă£ şřăćŋěŋĺě (3.2) ďń£ A_2(z) ćĺďă bz^{−1} + c + bz, ŕőńşůĺň, ůšő

A_2(z) = 6 − a 16 z^{−1}

+ a − 2 4 + 6 − a

16 z;

čďě, łăł ĺ řăŋěě, |a| > 2. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńăčă£ b =^{6−a}_{16} , c =^{a−2}_4 , ŕőńşůĺň ďćě řăğńĺůŋżě ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ŕăřż

h(z) = 2(z^{−1} + 2 + z)(bz^{−1} + c + bz) √ 2(z^{−2} + a + z^2)

; ~h(z) = z^{−1} + 2 + z 2 √ 2 (3.4) ĺ h(z) = 4(z^{−1} + 2 + z)(bz^{−1} + c + bz) √ 2(a + 2)

; ~h(z) = √ 2(a + 2)(z^{−1} + 2 + z) 4(z^{−2} + a + z^2) :

(3.5)

Ťőřňşńż (3.4) ĺ (3.5) ĺňě¿š ďćă ćăęŋżţ ůăśšŋżţ śńşůă£, łőčďă ăńčőřĺšňż řăğńőęěŋĺ£ ŕő ćśŕńěśłăň ğŋăůĺšěńĳŋő şŕřőźă¿šś£. Ŕěřćżľ ĺğ ¡šĺţ śńşůăěć a = 6 ŕřĺćőďĺš ŋăś ł şŕřőźěŋŋőľ ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřě

h(z) = z^{−1} + 2 + z 2 √ 2 : ~h(z) = 2 √ 2(z^{−1} + 2 + z) z^{−2} + 6 + z^2 ;

14 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Ćšőřőľ śńşůăľ ŕřĺ ŕřěďěńĳŋőň ŕěřěţőďě a → ∞ ŕřĺćőďĺš ł ĺğćěśšŋőľ (śň. [2], [4, ś. 277]) ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřě ąăğĺśőć ś łőňŕăłšŋżň ŋőśĺšěńěň, őŕřěďěń£ěňőľ ťşŋłűĺ£ňĺ

h(z) = (z^{−1} + 2 + z)(−z^{−1} + 4 − z) 4 √ 2 ; ~h(z) = z^{−1} + 2 + z 2 √ 2 : Ŋăłőŋěű, ěźě ďćě ćăęŋżě ŕăřż ťĺńĳšřőć ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ a = 10=3. Ŕřĺ ďăŋŋőň ğŋăůěŋĺĺ ŕăřăňěšřă a ŕőńşůă¿šś£ ťĺńĳšřż, ĺňě¿źĺě ňăłśĺňăńĳŋş¿ śşňňăřŋş¿ łřăšŋőśšĳ ŋşń£ ć šőůłě −1, řăćŋş¿ 6. Ťĺńĳšřż (3.4) šřăŋśťőřňĺřşěšś£ ŕřĺ ¡šőň ć ťĺńĳšřż

h(z) = √ 2(z^{−1} + 2 + z)^2 3z^{−2} + 10 + 3z^2 ;

~h(z) = z^{−1} + 2 + z 2 √ 2 ă (3.5) | ć ťĺńĳšřż

h(z) = (z^{−1} + 2 + z)^2 8 √ 2 ; ~h(z) = 4 √ 2(z^{−1} + 2 + z) 3z^{−2} + 10a + 3z^2 : Ğăňěšĺň, ůšő łřőňě ďćşţ ŕăř (3.4) ĺ (3.5) ć ďăŋŋőň śńşůăě śşźěśšćşěš ěźě ůěšżřě řăğńĺůŋżţ ťăłšőřĺğăűĺĺ, ş łőšőřżţ őďĺŋ ĺğ ťĺńĳšřőć h ĺńĺ ~h ŋě ĺňěěš ŋşń£ ć šőůłě −1. §4. Ňěšőď ńĺťšĺŋčă.

Ŋăĺąőńĳÿĺľ ŕřőčřěśś ć ŕřőąńěňě şśłőřěŋĺ£ řăąőšż ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£ ťşŋłűĺľ ŕő ąăğĺśăň ćśŕńěśłőć ĺ ĺţ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ŕő łő¡ťťĺűĺěŋšăň řăğńőęěŋĺ£ ść£ğăŋ ś šăł ŋăğżćăěňőľ ńĺťšĺŋč-śţěňőľ, ŕřĺŋ£ćÿěľ ğăćěřÿěŋŋżľ ćĺď ć řăąőšě [3]. Ąńĺğłĺě ĺďěĺ ążńĺ řěăńĺğőćăŋż ć [6] ĺ [15]. Ĺňěŋŋő ŋă ŕőďţőď, řăśśňőšřěŋŋżľ ć ŕőśńěďŋěľ řăąőšě [6] ňż ĺ ąşďěň ğďěśĳ őŕĺřăšĳś£.

Ććěďěň ŋěőąţőďĺňżě őąőğŋăůěŋĺ£. Ŕşśšĳ ˝(z) | ńőřăŋőćśłĺľ ŕőńĺŋőň ˝(z) = ∑_{k2} n=k1 pnz n, čďě k_1; k_2 ∈ Z, šőčďă l(˝)^{def}= k_1, u(˝)^{def}= k_2, L(˝)^{def}= p_{l(Π)}, U(˝)^{def}= p_{u(Π)}. Ćěńĺůĺŋş d(˝)^{def}= u(˝) − l(˝) ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕőř£ďłőň ŕőńĺŋőňă ˝.

Śŋăůăńă ňż řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă łăęďă£ ĺğ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ h ĺ ~h ŋě ĺňěěš ŋşńěľ, £ćń£¿źĺţś£ ŕőń¿śăňĺ ďřşčőľ ťşŋłűĺĺ. Ć ¡šőň śńşůăě, łăł ążńő ŕőłăğăŋő ć ŕřěďżďşźěň, ŕăřăčřăťě ğŋăňěŋăšěńĺ ¡šĺţ ťşŋłűĺľ £ćń£¿šś£ ńőřăŋőćśłĺňĺ ŕőńĺŋőňăňĺ őš z^2, ůšő ŕőğćőń£ěš ğăŕĺśăšĳ łőňŕőŋěŋšż ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż P ć ćĺďě:

h_e(z) = E^1(z)

Q_1(z)

; h_o(z) = O^1(z) Q_1(z)

; g_e(z) = E^2(z) Q_2(z)

; g_o(z) = O^2(z) Q_2(z)

: (4.1)

Řăćěŋśšćő ěďĺŋĺűě őŕřěďěńĺšěń£ ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż ćńěůěš ćżŕőńŋěŋĺě śőőšŋőÿě- ŋĺ£ det ( E_1(z) E_2(z) O_1(z) O_2(z) ) = Q_1(z)Q_2(z): (4.2)

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 15

Őšś¿ďă £śŋő, ůšő śŕřăćěďńĺćż ďćă ŋěřăćěŋśšćă

L(P )^{def}= l(Q_1Q_2) − min{l(E_1O_2); l(O_1E_2)} ≥ 0;

U(P )^{def}= max{u(E_1O_2); u(O_1E_2)} − u(Q_1Q_2) ≥ 0:

Ůĺśńő D(P )^{def}= L(P ) + U(P ) ŋăğőćěň ďěťěłšőň ňăšřĺűż P .

Ňăšřĺűż ćĺďă

T^+(k; a) = ( 1 az^k 0 1 ) ; T^−(m; b) = ( 1 0 bz^m 1 ) ; čďě a; b ∈ R; k; m ∈ Ząşďěň ŋăğżćăšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ńĺťšĺŋčăňĺ.

Šěőřěňă 1. Ń¿ąă£ ŕőńĺťăğŋă£ ňăšřĺűă P ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ ćĺďă

(4.1) ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

P (z) = P_0(z)T^{σ(1)}(k_1; a_1)T^{σ(2)}(k_2; a_2) : : : T^{σ(D(P ))}(k_{D(P )}; a_{D(P )}); (4.3)

čďě P_0(z) | ňăšřĺűă ś ŋşńěćżň ďěťěłšőň, k_i ∈ Z, a_i ∈ R, ff(i) | ŕőďţőď£źĺň őąřăğőň ćżąřăŋŋżľ ğŋăł; i = 1; 2; :::; D(P ).

Ğăňěůăŋĺě 1. Ć ťőřňşńĺřőćłě šěőřěňż 1 ŋě şšćěřęďăěšś£, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšăřŋżě ńĺťšĺŋčĺ ć (4.3) ŋěćżřőęďěŋż, ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ ňőčşš ążšĳ řăćŋż ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűě.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ťăłšőřĺğăűĺ£ (4.3) őŕřěďěń£ěšś£ ŋě ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ŋăň ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąă£ ŕőńĺťăğŋă£ ňăšřĺűă ś ŋěŋşńěćżň ďěťěłšőň P ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě P (z) = P^′(z)T^σ (k; a), čďě D(P^1) < D(P ).

Śŋăůăńă ďőłăęěň śńěďş¿źěě ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě

Ńěňňă 1. Ěśńĺ ďń£ ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż P (z) ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ ćĺďă

(4.1) śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő L(P ) > 0 (ĺńĺ U(P ) > 0), šő l(E_1)+l(O_2) = l(E_2)+l(O_1) (ĺńĺ u(E_1) + u(O_2) = u(E_2) + u(O_1)) ĺ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A = ( L(E_1)z^{l(E1)} L(E_2)z^{l(E2)} L(O_1)z^{l(O1)} L(O_2)z^{l(O2)} ) ( ĺńĺ B = ( U(E_1)z^{u(E1)} U(E_2)z^{u(E2)} U(O_1)z^{u(O1)} U(O_2)z^{u(O2)} ))

řăćěŋ ŋşń¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 1. Ć śńşůăě ŋěćżŕőńŋěŋĺ£ řăćěŋśšćă l(E_1) + l(O_2) = l(E_2) +

l(O_1) ňż ćőÿńĺ ąż ć ŕřőšĺćőřěůĺě ś řăćěŋśšćőň (4.2), ŕőśłőńĳłş ňĺŋĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ć ńěćőľ ůăśšĺ řăćŋ£ńăśĳ ąż min{l(E_1O_2); l(E_2; O_1)}, ůšő ŕő şśńőćĺ¿ ńěňňż ňěŋĳÿě ňĺŋĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (4.2).

Ŕő šőľ ęě ŕřĺůĺŋě őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A řăćěŋ ŋşń¿, ŕőśłőńĳłş ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňĺŋĺňăńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ŕőńĺŋőňă ć ńěćőľ ůăśšĺ (4.2) ążńă ąż ňěŋĳÿě ňĺŋĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĺ ŕřăćőľ ůăśšĺ.

16 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Şšćěřęďěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ňăšřĺűż B ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş Šěőřěňż 1.

Ŕşśšĳ ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ L(P ) > 0. Šőčďă ĺğ Ńěňňż 1 ŕőńşůĺň

l(E_1) + l(O_2) = l(E_2) + l(O_1): (4.4)

Ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ šăłęě ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő

d(E_1) ≤ d(O_1): (4.5)

Řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£: 1) U(P ) > 0; 2) U(P ) = 0.

Ć ŕěřćőň śńşůăě śőčńăśŋő Ńěňňě 1 ĺňěěň u(E_1) + u(O_2) = u(E_2) + u(O_1). Ćżůĺšă£ őšś¿ďă (4.4), ŕőńşůĺň d(E_1) + d(O_2) = d(E_2) + d(O_1), ůšő ć śőćőłşŕŋőśšĺ ś (4.5) ďăěš d(E_2) ≤ d(O_2). Šăłĺň őąřăğőň, ćżŕőńŋĺć ŕřěőąřăğőćăŋĺě E^′_1(z) = E_1(z), E^′_2(z) = E_2(z), O^′_1(z) = O_1(z) − az^kE_1(z), O^′_2(z) = O_2(z) − az^kE_2(z), čďě a = L(O_1)=L(E_1), k = l(O_1) − l(E_1), şůĺšżćă£ řăćěŋśšćő ŋşń¿ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż A, ŕőńşůĺň, ůšő l(O^′_1) = l(O_1) + 1, l(O^′_2) = l(O_2) + 1. Ć šő ęě ćřěň£, śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă u(O^′_1) ≤ u(O_1), u(O^′_2) ≤ u(O_2) Śńěďőćăšěńĳŋő, ďěťěłš ňăšřĺűż

P^′(z)^{def}= P (z) ( 1 −az^k 0 1 ) (4.6)

śšřőčő ňěŋĳÿě ďěťěłšă ňăšřĺűż P . Ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ U(P ) = 0. Ŕőłăęěň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě (4.6) ŕőŋĺęăěš ďěťěłš ňăšřĺűż P ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ěďĺŋĺűş. Ěśńĺ d(E_2) ≤ d(O_2), šő ŕřĺćěďěŋŋżě ćżÿě řăśśşęďěŋĺ£ őśšă¿šś£ ć śĺńě. Řăśśňőšřĺň śńşůăľ d(E_2) > d(O_2). Ŕőśłőńĳłş ŕőśńě ŕřěőąřăğőćăŋĺě (4.6) ĺňěěň L(P^′) ≤ L(P )−1, šő ŋăň őśšăěšś£ ďőłăğăšĳ ŋěĺğňěŋŋőśšĳ ćěńĺůĺŋż U(P ). Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő u(O^′_2) = u(E_2) + k ĺ u(O^′_1) ≤ u(O_1). Šăłĺň őąřăğőň, u(E_2O^′_1) ≤ u(E_2O_1) ĺ u(E_1O^′_2) = u(E_1)+u(E_2)+k ≤ u(O_1)+u(E_2) = u(E_2O_1). Śńěďőćăšěńĳŋő,

U(P^′) = max{u(E_1O^′_2); u(O^′_1E_2)} − u(Q_1Q_2) ≤ max{u(E_1O_2); u(O_1E_2)} − u(Q_1Q_2) = U(P ) = 0:

Šăłĺň őąřăğőň, D(P^′) ≤ D(P ) − 1.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 1 őšňěšĺň, ůšő ć śńşůăě, łőčďă d(E_1) > d(O_1) śńěďşěš ŕřĺňěŋĺšĳ ¡ńěňěŋšăřŋżľ ńĺťšĺŋč, £ćń£¿źĺľś£ ćěřţŋěľ šřěşčőńĳŋőľ ňăšřĺűěľ.

Łăł ąşďěš ŕőłăğăŋő ć §5, řěăńĺğăűĺ£ ăńčőřĺšňőć őŕĺřă¿źă£ś£ ŋă ťăłšőřĺğăűĺ¿, čăřăŋšĺřőćăŋŋş¿ Šěőřěňőľ 1, ĺňěěš ďćşłřăšŋżľ ăśĺňŕšőšĺůěśłĺľ ćżĺčřżÿ ć ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăšăţ ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ śšěŕěŋ£ţ ğŋăňěŋăšěńěľ h(z) ĺ ~h(z) ĺ śšěŕěŋĺ ţőš£ ąż őďŋőčő ĺğ ůĺśńĺšěńěľ, śšřěň£źěľś£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ, ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őąě ťşŋłűĺĺ h(z) ĺ ~h(z) ĺňě¿š őąźĺľ ćĺď, š.ě. śřěďĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺţ ůĺśńĺšěńěľ ňěęďş ňăłśĺňăńĳŋőľ ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőľ śšěŕěŋĳ¿ ŋěš ŋşńěľ ĺńĺ ĺţ őšŋőśĺšěńĳŋő ňăńő.

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 17

Őďŋăłő ŋă ŕřăłšĺłě ůăźě ćśěčő ŕřĺţőďĺšś£ ĺňěšĳ ďěńő śő ćśŕńěśłăňĺ, łőšőřżě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śďćĺčă ăřčşňěŋšă £ćń£¿šś£ ůěšŋżňĺ ĺńĺ ŋěůěšŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ. Ĺňěŋŋő šăłĺě ŕřĺňěřż ążńĺ řăśśňőšřěŋż ć §2.

Ł śőęăńěŋĺ¿, ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ h_n ĺ ~h_n, śĺňňěšřĺůŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőńşűěńżţ šőůěł, ŋăň ŋě şďăńőśĳ ŋăľšĺ ńĺťšĺŋč-řěăńĺğăűĺ¿, şůĺšżćă¿źş¿ śĺňňěšřĺ¿. Ćăęŋőśšĳ ¡šőľ ğăďăůĺ őůěćĺďŋă, ŕőśłőńĳłş šăłĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕřěďěń£¿š ąăğĺśż ŋěůěšŋżţ ćśŕńěśłőć (ŕřőśšěľÿĺň ŕřĺňěřőň šăłĺţ ťşŋłűĺľ £ćń£¿šś£ ćśŕńěśłĺ Ţăăřă).

Řăśśňőšřĺň śńşůăľ ůěšŋżţ ćśŕńěśłőć. Ő ćőğňőęŋőśšĺ şůěšă śĺňňěšřĺĺ ŕřĺ řěăńĺğăűĺĺ ńĺťšĺŋč-śţěňż, łőčďă h(z) ĺ ~h(z) | ńőřăŋőćśłĺě ŕőńĺŋőňż ěśšĳ şŕőňĺŋăŋĺě (ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă) ć [3]. Šăň ęě ďń£ ćśěţ ŕřĺňěřőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ůěšŋőňş śńşůă¿, ŕřĺćěďěŋă ńĺťšĺŋč-řěăńĺğăűĺ£ ś şůěšőň ůěšŋőśšĺ.

Ŕřőąńěňă ğďěśĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšő łőčďă h(z) = S(z)=Q(z), čďě S, Q | ńőřăŋőćśłĺě ŕőńĺŋőňż, ďń£ łőšőřżţ, S(1=z) = S(z), Q(1=z) = Q(z), ŕřĺ řěăńĺğăűĺĺ ťőřňşń (2.8) ĺńĺ (2.9) ňőęŋő ś¡łőŋőňĺšĳ ŋă şůěšě śĺňňěšřĺĺ ůĺśńĺšěń£, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ťőřňşńőľ

c^{−1}_k = h_0c^0_{2k} + M∑ m=1 h_m(c^0_{2k+m} + c^0_{2k−m});

čďě 2M = d(S). Ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ ŕřĺ ąőńĳÿĺţ m ŕřĺ şůěšě śĺňňěšřĺĺ łőńĺůěśšćő őŕěřăűĺľ řăćŋő 3=4 ůĺśńă őŕěřăűĺľ, ŋěőąţőďĺňżţ ć őąźěň śńşůăě. Ěśšěśšćěŋŋő, ţőšěńőśĳ ąż ŕřĺ ńĺťšĺŋč-řěăńĺğăűĺĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ł ďćşłřăšŋőňş ćżĺčřżÿş ŕőńşůĺšĳ ěźě šăłőľ ęě ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ćżĺčřżÿ ć ăřĺťňěšĺůěśłĺţ ğăšřăšăţ.

Ĺšăł, ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő őąě řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ h(z) ĺ ~h(z) ĺňě¿š ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ńőřăŋőćśłĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, śĺňňěšřĺůŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő łő¡ťťĺűĺěŋšă ś ŋşńěćżň ĺŋďěłśőň. Šőčďă ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ šő ęě ňőęŋő śłăğăšĳ ĺ ő ŕőńĺŋőňăţ E_1, E_2, O_1, O_2 ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ (4.1). Šőčďă ĺňěěš ňěśšő

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ ŕőńĺťăğŋă£ ňăšřĺűă P (z) ĺňěěš řăűĺőŋăńĳŋżě łőňŕőŋěŋšż ćĺďă

(4.1), ŕőřőęďěŋŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ňĺ h_n = h_{−n}, ~h_n = ~h_{−n}. Šőčďă ňăšřĺűă P (z) ĺňěěš ůěšŋżľ ďěťěłš ĺ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě

P (z) = P_0(z) D(P )/2∏

i=1 T^{σ(i)}(ff(i)k_i; a_i)T^{σ(i)}((−1) · ff(i)(k_i + 1); a_i) ; čďě P_0(z) | ňăšřĺűă ś ŋşńěćżň ďěťěłšőň, k_i ∈ N ∪ 0, a_i ∈ R, ff(i) | ŕőďţőď£źĺň őąřăğőň ćżąřăŋŋżľ ğŋăł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 2. Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ďěťěłš ňăšřĺűż P (z) £ćń£ěšś£ ůěšŋżň ůĺśńőň. Ć śăňőň ďěńě, ĺğ śĺňňěšřĺĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ, ůšő l(E_1) = −u(E_1), l(O_1) = 1 − u(O_1), l(O_2) = −u(O_2), l(E_2) = −1 − u(E_2). Śńěďőćăšěńĳŋő, l(E_1O_2) = −u(E_1O_2) ĺ l(E_2O_1) = −u(E_2O_1), łřőňě šőčő l(Q_1Q_2) = −u(Q_1Q_2). Ŕő¡šőňş L(P ) = U(P ), ůšő ćńěůěš D(P ) = 2L(P ) = 2U(P ).

Šăłĺň őąřăğőň, ŋăň őśšăěšś£ ŕőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąş¿ ňăšřĺűş P (z) ś ŋěŋşńěćżň ďěťěłšőň, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ£ň šěőřěňż 2, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě P (z) = P_1(z)T^σ (ffk; a)T^σ((−1) · ff(k + 1); a);

18 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

čďě P_1 | ňăšřĺűă, šăłęě şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň šěőřěňż 2.

Ŕőśłőńĳłş L(P ) = U(P ) > 0, šő śőčńăśŋő Ńěňňě 1 ĺňěěň l(E_1)+l(O_2) = l(E_2)+l(O_1) ĺ u(E_1) + u(O_2) = u(E_2) + u(O_1), ŕřĺůěň őŕřěďěńĺšěńĺ ňăšřĺű A = ( L(E_1) L(E_2) L(O_1) L(O_2) ) ; B = ( U(E_1) U(E_2) U(O_1) U(O_2) )

řăćŋż ŋşń¿. Ććĺďş śĺňňěšřĺĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ h_n ĺ ~h_n ĺňěěň A = B. Ććĺďş šőčő, ůšő d(E_1) ĺ d(O_2) | ůěšŋżě ůĺśńă, ă d(O_1) ĺ d(E_2) | ŋěůěšŋżě, ĺňěěš ňěśšő ńĺąő ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšć: ă) d(E_1) > d(O_1), d(E_2) > d(O_2), ńĺąő ćżŕőńŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšć ą) d(E_1) < d(O_1), d(E_2) < d(O_2).

Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă ă). Šőčďă, ćżąřăć a = L(E_1)=L(O_1) ĺ m = u(E_1) − u(O_1), ŕőńşůĺň, ůšő ďń£ ŕőńĺŋőňőć

E^′_1(z) = E_1(z) − a(z^m + z^{−m−1})O_1(z);

E^′_2(z) = E_2(z) − a(z^m + z^{−m−1})O_2(z)

śŕřăćěďńĺćż śőőšŋőÿěŋĺ£ E^′_1(z) = E^′_1(z^{−1}), E^′_2(z) = z^{−1}E^′_2(z^{−1}), d(E^′_1) = d(E_1) − 2, d(E^′_2) = d(E_2) − 2. Šăłĺň őąřăğőň, ćğ£ć ć łăůěśšćě P_1(z) ňăšřĺűş, ŕőńşůă¿źş¿ś£ ĺğ P (z) ğăňěŋőľ E_1 → E^′_1, E_2 → E^′_2, ĺňěěň

P_1(z) = P (z) ( 1 0 −a(z^m + z^{−m−1}) 1 ) = P (z)T^−(m; −a)T^−(−(m + 1); −a) (4.7)

ĺńĺ P (z) = P_1(z)T^−(−(m + 1); a)T^−(m; a) = P_1(z)T^−(m; a)T^−(−(m + 1); a).

Śńşůăľ ą) řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň. Ďěľśšćş£ šăłĺň ęě őąřăğőň, łăł ĺ ďń£ śńşůă£ ă), ŕőńşůĺň, ůšő

P (z) = P_1(z)T^+(−m; a)T^+(m + 1; a);

čďě a = L(O_1)=L(E_1), m = l(O_1) − l(E_1), ă ňăšřĺűă P_1(z) őšńĺůăěšś£ őš P (z) ğăňěŋőľ

O_1(z) → O^′_1(z) = O_1(z) − a(z^{−m} + z^{m+1})E_1(z);

O_2(z) → O^′_2(z) = O_2(z) − a(z^{−m} + z^{m+1})E_2(z):

Šăłĺň őąřăğőň, šěőřěňă 2 ďőłăğăŋă.

§5. Ůĺśńěŋŋă£ řěăńĺğăűĺ£ ăńčőřĺšňőć śşąŕőńőśŋőčő łőďĺřőćăŋĺ£. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ řěăńĺğăűĺ¿ ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£ ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ śĺčŋăńőć, ć őśŋőćě łőšőřőľ ńěęĺš śţěňă ńĺťšĺŋčă. Śŋăůăńă ŕő£śŋĺň, łăłőě ŕřěĺňşźěśšćő ďăěš ťăłšőřĺğăűĺ£ ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż, čăřăŋšĺřşěňă£ Šěőřěňőľ 1. Ŕőśůĺšăěň śłőńĳłő ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ (śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£) šřěąşěšś£ ďń£ ŕř£ňőľ

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 19

řěăńĺğăűĺĺ ťőřňşńż. Ďń£ ¡šőčő ćőğďěľśšćĺě ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż P (z) ŋă śĺčŋăń ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ §4 şďőąŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě

P (z) ( c^0_e(z^{−1}) c^0_o(z^{−1}) ) = 1 Q_1(z) 0 0 1 Q_2(z) ( E_1(z) O_1(z) E_2(z) O_2(z) ) ( c^0_e(z^{−1}) c^0_o(z^{−1}) ) : (5.1)

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ŕěřćőě ňăšřĺůŋőě şňŋőęěŋĺě ŋă śĺčŋăńĳŋżľ ćěłšőř ć (5.1) ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ć śřěďŋěň ğă d(E_1) + d(O_1) + d(E_2) + d(O_2) + 3 ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ ŋă őďŋş śĺčŋăńĳŋş¿ šőůłş. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őďŋőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ć ńőřăŋőćśłőň řăğńőęěŋĺĺ ŕěřćőľ łőňŕőŋěŋšż ŋěőąţőďĺňő 2d(E_1) + 2d(O_1) + 3 őŕěřăűĺľ, ă ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őďŋőčő ńőřăŋőćśłőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ćšőřőľ łőňŕőŋěŋšż šřěąşěšś£ 2d(E_2) + 2d(O_2) + 3 őŕěřăűĺľ.

Őśšăŋőćĺňś£ ŕőďřőąŋěě ŋă řěăńĺğăűĺĺ ćšőřőčő śőňŋőęĺšěń£ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřĺěňă, łőšőřżľ ć řăďĺőšěţŋĺłě ŋăğżćăěšś£ űĺťřőćżň řěłşřśĺćŋżň ťĺńĳšřőň. Ŕőśłőńĳłş ďń£ |a| < 1 ĺňěěň ∑ n2Z ˛^′_nz^{n def}= 1

1 − az ∑ n∈Z ˛_nz^n = ∑ n∈Z ˛_nz^n +∞∑ n=0 a^nz^n = ∑ n∈Z (_{+∞} ∑ k=0 ˛_{n−k}a^k ) z^n; (5.2) šő ˛^′_n = +∞∑ k=0 ˛_{n−k}a^k = +∞∑ k=0 ˛_{n−1−k}a^{k+1} + ˛_n = ( +∞∑ k=0 ˛_{n−1−k}a^k)a + ˛_n = ˛^′_{n−1}a + ˛_n:

Ŕőńşůěŋŋă£ řěłşřřěŋšŋă£ ťőřňşńă ŋăğżćăěšś£ ¡ńěňěŋšăřŋżň řěłşřśĺćŋżň ťĺńĳšřőň.

Ěśńĺ ŋăľďěšś£ šăłőě N, ůšő ˛_n = 0 ŕřĺ n < N, ŕő¡šőňş ˛^′_n = 0, ĺ řěłşřśĺćŋżľ ťĺńĳšř ŕőğćőń£ěš šőůŋş¿ řěăńĺğăűĺ¿ ťőřňşńż (5.2). Řăğşňěěšś£, ć ¡šőň śńşůăě ćŋşšřěŋŋ££ śşňňă ć (5.2) łőŋěůŋă£ ĺ ŕőšőňş ďőŕşśłăěš šőůŋş¿ řěăńĺğăűĺ¿, őďŋăłő ăřĺťňěšĺůěśłĺě ğăšřăšż ŋă ěě řěăńĺğăűĺ¿ ğŋăůĺšěńĳŋő ćżÿě ğăšřăš, łőšőřżě šřěąşěš řěłşřśĺćŋżľ ťĺńĳšř.

Ć śńşůăě, łőčďă śşźěśšćş¿š ŋěŋşńěćżě b_n ś łăł şčőďŋő ąőńĳÿĺňĺ őšřĺűăšěńĳŋżňĺ ŋőňěřăňĺ, řěłşřśĺćŋżľ ťĺńĳšř ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋ, ŋăůĺŋă£ ś ŋěłőšőřőčő ŋőňěřă N, ŕő¡šőňş ć ěčő řěăńĺğăűĺĺ ŋěĺğąěęŋő ŕřĺśşšśšćşěš ŕőčřěÿŋőśšĳ, łőšőřă£ şążćăěš ś łăęďżň ÿăčőň śő śłőřőśšĳ¿ čěőňěšřĺůěśłőľ ŕřőčřěśśĺĺ śő ğŋăňěŋăšěńěň a. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őŕěřăšőř, ğăďăćăěňżľ ťőřňşńőľ ∑ n2Z ˛^′_nz^{n def}= 1 1 − az^{−1} ∑ n∈Z ˛_nz^n;

ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋ ć ćĺďě ¡ńěňěŋšăřŋőčő řěłşřśĺćŋőčő ťĺńĳšřă ˛^′_n = ˛^′_{n+1}a+˛_n.

20 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Ńőřăŋőćśłĺě ŕőńĺŋőňż Q_1 ĺ Q_2 ć (5.1) ňőčşš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋż ć ćĺďě

Q_1(z) = Az^{l1} d(Q1)∏

i=1 ( 1 − ( a_i z )_{sign (1−|ai|)})

; Q_2(z) = Bz^{l2} d(Q2)∏

i=1 ( 1 − ( b_i z )_{sign (1−|bi|)}) ; čďě {a_i}, {b_i} | łőřŋĺ ŕőńĺŋőňőć Q_1 ĺ Q_2, ă ňŋőęĺšěńĺ Az^{l1} ĺ Bz^{l2} ňőęŋő ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ řăćŋżňĺ ěďĺŋĺűě. Ğăňěšĺň, ůšő łőřŋĺ ŕőńĺŋőňőć Q_1 ĺ Q_2 ŋě ňőčşš řăćŋ£šĳś£ ŕő ňőďşń¿ ěďĺŋĺűě, š.ł. ć ¡šőň śńşůăě, ś őďŋőľ śšőřőŋż, ş ŋăś ŕőńşůăšś£ ŋěşśšőľůĺćżě ťĺńĳšřż, ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż, šăłĺě ťşŋłűĺĺ h ĺ ~h ğăćěďőňő ŋě ąşďşš śőőšćěšśšćőćăšĳ ŋĺłăłőľ ąĺőřšőčőŋăńĳŋőľ ŕăřě ŁŇĂ. Śńěďőćăšěńĳŋő, şňŋőęěŋĺě ŋă ďĺăčőŋăńĳŋş¿ ňăšřĺűş ć ťőřňşńě (5.1) ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ d(Q_1) + d(Q_2) ¡ńěňěŋšăřŋżţ řěłşřśĺćŋżţ ťĺńĳšřőć. Ŕő¡šőňş śřěďŋĺě ăřĺťňěšĺůěśłĺě ğăšřăšż ćśěţ řěłşřśĺćŋżţ ťĺńĳšřőć řăćŋż d(Q_1) + d(Q_2). Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńŋżě ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż ŋă ŕř£ňş¿ řěăńĺğăűĺ¿ ťőřňşńż (5.1) śőśšăćń£¿š d(E_1)+d(O_1)+d(E_2)+d(O_2)+d(Q_1)+d(Q_2)+3 őŕěřăűĺľ ŋă őďŋş śĺčŋăńĳŋş¿ šőůłş.

Ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż ćżůĺśńěŋĺ£ ŋă ńĺťšĺŋč-řěăńĺğăűĺ¿ ťőřňşńż (5.1) ŕřĺćőď£šś£ ć śńěďş¿źěň şšćěřęďěŋĺĺ.

Šěőřěňă 3. Ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż ŋă ńĺťšĺŋč-řěăńĺğăűĺ¿ ťőřňşńż (5.1) ŋě

ŕřěćżÿă¿š D(P ) + 3d(Q_1) + 3d(Q_2) + 3 őŕěřăűĺľ ŋă šőůłş.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ h(z) ĺ ~h(z) | ńőřăŋőćśłĺě ŕőńĺŋőňż, šő ć łăůěśšćě ůăśšŋőčő śńşůă£ Šěőřěňż 3 ŕőńşůăěň, ůšő ğăšřăšż řăćŋż D(P ) + 3, š.ě. řěğşńĳšăš, ŕőńşůěŋŋżľ ć řăąőšăţ [3] ĺ [6].

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 3. Śőčńăśŋő šěőřěňě 1 ćőğďěľśšćĺě ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűż ć ťőřňşńě (2.9) ŋă śĺčŋăńĳŋżľ ćěłšőř ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ D(P ) ¡ńěňěŋšăřŋżţ ńĺťšĺŋčőć ĺ ňăšřĺűż P_0 ŋşńěćőčő ďěťěłšă. Ćőğďěľśšćĺě łăęďőčő ńĺťšĺŋčă T^σ(k; a) ŋă śĺčŋăń śőśšőĺš ć şňŋőęěŋĺĺ ŕőńőćĺŋż śĺčŋăńĳŋżţ őšśůěšőć ŋă ůĺśńő a, śďćĺčă łőőřďĺŋăš ¡šĺţ ęě őšśůěšőć ŋă k ŕőğĺűĺľ ĺ ďőąăćńěŋĺ£ řěğşńĳšăšă łő ćšőřőľ ŕőńőćĺŋě őšśůěšőć. Šăłĺň őąřăğőň, śšőĺňőśšĳ őďŋőčő ńĺťšĺŋčă | řăćŋă őďŋőľ őŕěřăűĺĺ ŋă śĺčŋăńĳŋżľ őšśůěš (śďćĺč łőőřďĺŋăš, łăł őążůŋő, ŋě ćţőďĺš ć ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůĺň, ůšő D(P ) ¡ńěňěŋšăřŋżţ ńĺťšĺŋčőć šřěąş¿š D(P ) ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ.

Őąőğŋăůĺć ůěřěğ E^′_1, E^′_2, O^′_1, O^′_2 ůĺśńĺšěńĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż P_0, ŕőńşůĺň, ůšő ďń£ řěăńĺğăűĺĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ňăšřĺűş P_0(z) šřěąşěšś£ ŋě ąőńěě d(E^′_1) + d(E^′_2) + d(O^′_1) + d(O^′_2) + d(Q_1) + d(Q_2) + 3 őŕěřăűĺľ ŋă šőůłş. Ŋő ŕőśłőńĳłş ňăšřĺűă P_0 ĺňěěš ŋşńěćőľ ďěťěłš, šő d(E^′_1) + d(O^′_2) ≤ d(Q_1) + d(Q_2) ĺ d(E^′_2) + d(O^′_1) ≤ d(Q_1) + d(Q_2), ŕő¡šőňş őąźĺě ğăšřăšż őűěŋĺćă¿šś£ śćěřţş ćěńĺůĺŋőľ 3d(Q_1) + 3d(Q_2) + 3, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

§śŋő, ůšő ĺğ Šěőřěňż 2 ďń£ ńĺťšĺŋš-śţěňż śńěďşěš ćőğňőęŋőśšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő śőłřăźěŋĺ£ ŋă ůěšćěřšĳ ůĺśńă ăřĺťňěšĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ śĺňňěšřĺĺ ş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ h_n ĺ ~h_n. Šăłă£ ćőğňőęŋőśšĳ ŕő£ćń£ěšś£ ĺğ-ğă šő, ůšő ďń£ řěăńĺğăűĺĺ łăęďőčő ¡ńěňěŋšăřŋőčő ńĺťšĺŋčă šřěąşěšś£ őďŋă őŕěřăűĺ£ ŋă śĺčŋăńĳŋş¿

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 21

šőůłş, ă łăł ćĺďŋő ĺğ (4.7), łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ńĺťšĺŋčőć T^+(m; a) ĺ T^+(−(m + 1); a) ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋă ğă 1.5 őŕěřăűĺľ ŋă šőůłş (3 őŕěřăűĺĺ ś ŕőńőćĺŋőľ šőůěł).

§6. Ŕřĺńőęěŋĺ£ ł śęăšĺ¿ ĺğőąřăęěŋĺľ

Ŋăůŋěň ś ňőšĺćăűĺĺ ŕřĺňěŋěŋĺ£ řăśśňőšřěŋŋżţ šĺŕőć ćśŕńěśłőć ďń£ őąřăąőšłĺ śĺčŋăńőć ĺ ĺğőąřăęěŋĺľ. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšěľÿěě űĺťřőćőě şśšřőľśšćő, ďń£ řěăńĺğăűĺĺ łőšőřőčő ňőčşš ążšĳ ŕřĺňěŋěŋż ąăğĺśż ćśŕńěśłőć | ¡łćăńăľğěř. Ěčő ŕřěďŋăğŋăůěŋĺě | ůăśšőšŋă£ łőřřěłűĺ£ śĺčŋăńă. Ŕřĺŋűĺŕ ďěľśšćĺ£ śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ĺśţőďŋżľ śĺčŋăń f(t) ś ťĺŋĺšŋżň śŕěłšřőň (ŕřěőąřăğőćăŋĺěň Ťşřĳě) ŕřěďśšăćń£- ěšś£ ć ćĺďě śşňňż śĺčŋăńőć f_0, f_1,f_2, : : : ,f_n, ĺňě¿źĺţś£ ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ śŕěłšřż řăśŕőńőęěŋŋżě śőőšćěšśšćěŋŋő ŋă ŕřőňěęşšłăţ [0; !_1], [!_1; !_2[, [!_2; !_3[, : : : [!_n; !_{n+1}], őąžěďĺŋěŋĺě łőšőřżţ ŕőłřżćăěš ćěśĳ śŕěłšř śĺčŋăńă f. Ďăńěě ŕőńşůěŋŋżě śĺčŋăńż śłńăďżćă¿šś£ ś šřěąşěňżňĺ ćěśăňĺ ¸_k, ůšő ďăěš ŋă ćżţőďě şśšřőľśšćă śĺčŋăń ~f = ∑ ¸_kf_k. İšă ğăďăůă ňőęěš ążšĳ řěÿěŋă ŕřĺ ŕőňőźĺ Ążśšřőčő Ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ Ťşřĳě. Ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ śńőęŋőśšĳ šăłőľ ŕřőűěďşřż řăćŋă O(N log N), čďě N | ůĺśńő őšśůěšőć śĺčŋăńă. §śŋő ůšő ćżůĺśńĺšěńĳŋă£ śńőęŋőśšĳ ăńčőřĺšňă ňőęěš ążšĳ śőłřăźěŋă ğă śůěš řăğąĺěŋĺ£ śĺčŋăńă ŋă łőřőšłĺě şůăśšłĺ, őďŋăłő ć ¡šőň śńşůăě ňőčşš ćőğŋĺłŋşšĳ ŕřőąńěňż, ść£ğăŋŋżě śő śłńěľłőľ őšďěńĳŋżţ łşśłőć ŕőśńě őąřăąőšłĺ.

Őążůŋő ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő šőůłĺ !_k őąřăğş¿š ńőčăřĺťňĺůěśłş¿ ÿłăńş, š. ě. !_{k+1}=!_k = c, k = 1; 2; : : : ; n. Ć śńşůăě, łőčďă c = 2, şďőąŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ŕřěďśšăćńěŋĺěň śĺčŋăńă f ć ćĺďě śşňňż ěčő ŕřőěłűĺľ ŋă ŋěłőšőřżľ ŋăąőř ŕřőśšřăŋśšć ~V^m, ~W m, ~W m+1, : : : , ~W m+n. Čďě őŕěřăšőřż ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ŋă ~W m+k ďőńęŋż ďőśšăšőůŋő ţőřőÿő ăŕŕřőłśĺňĺřőćăšĳ ŕőńőśőćőľ ťĺńĳšř, ŕřőŕşśłă¿źĺľ ąěğ ĺśłăęěŋĺ£ čăřňőŋĺłĺ ć ĺŋšěřćăńě [!_k; !_{k+1}[ ĺ ŕőďăćń£¿źěčő ćśě őśšăńĳŋżě čăřňőŋĺłĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ćżąőřş 2ı-ŕěřĺőďĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ m_0, ŕřĺąńĺęă¿źěľ ťşŋłűĺ¿

ffl(x) =

{ 1; |x| < ı=2;

0; ı=2 ≤ |x| ≤ ı:

Ć řăąőšě Ĺ.Ďőąěÿĺ [12] ążńĺ ŋăľďěŋż ć łăłőň-šő śňżśńě őŕšĺňăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ğăďăůĺ, łőčďă m_0 = ~m_0 | ŕőńĺŋőň, ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śšěŕěŋĺ. Őŕšĺňăńĳŋőśšĳ ćżąőřă ğăłń¿ůăńăśĳ ć šőň, ůšő ĺğ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ řěÿěŋĺľ ążńő ćżąřăŋő šő, łőšőřőě ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋő ŕńőśłĺľ čřăťĺł ćąńĺğĺ ŋşń£, ůšő ążńő őąěśŕěůěŋő ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ łřăšŋőśšĳ¿ ŋşń£ ŕřőĺğćőďŋőľ ŕőńĺŋőňă m_0 ć šőůłăţ 0 ĺ ±ı. Šăłőľ ćżąőř őąěśŕěůĺćăěš ąőńĳÿőě ăąśőń¿šŋőě ğŋăůěŋĺě ŕřőĺğćőďŋżţ (šăł ŋăğżćăěňş¿, łřşšĺšĺğŋş ťĺńĳšřă) ć šőůłăţ ±ı=2.

§śŋő, ůšő řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ ňőčşš ŕřĺąńĺęăšĳ ťşŋłűĺ¿ ffl śő ğŋăůĺšěńĳŋő ąőńěě ćżśőłőľ śłőřőśšĳ¿. Ňăłśĺňăńĳŋő ŕńőśłş¿ ţăřăłšěřĺśšĺłş ćąńĺğĺ ŋşń£ śřěďĺ řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ řăćŋőľ śšěŕěŋĺ ůĺśńĺšěń£ ďă¿š ŕőśšřőěŋŋżě (śň., ŋăŕř., [1]) ŋă őśŋőćě ťĺńĳšřőć Ąşššěřćőřšă

h(z)h(z^{−1}) = 2(1 + z^{−1})^N (1 + z)^N (z^{−1} + 2 + z)^N + (−z^{−1} + 2 − z)^N

22 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

ťşŋłűĺĺ m_0(!) = ~m_0(!) = h(e^{iω} )= √ 2. Ěśńĺ ćğ£šĳ ďń£ śřăćŋěŋĺ£ ąăğĺśż Ďőąěÿĺ ĺ Ąşššěřćőřšă ś ťşŋłűĺ£ňĺ m_0 ś őďĺŋăłőćőľ řăćŋőľ N łřăšŋőśšĳ¿ ŋşń£ ć šőůłăţ ±ı, šő śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ăńčőřĺšňż řăğńőęěŋĺ£ ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ śĺčŋăńőć ąşďşš ĺňěšĳ ŕřĺňěřŋő őďĺŋăłőćş¿ ćżůĺśńĺšěńĳŋş¿ śńőęŋőśšĳ. Ć šő ęě ćřěň£ őšŋőÿěŋĺě ćěńĺůĺŋż ŕřőĺğćőďŋőľ ťşŋłűĺĺ m_0 ďń£ ćśŕńěśłőć Ąşššěřćőřšă ć šőůłăţ ±ı ŕřĺ N = 2 ł śőőšćěšśšćş¿źěľ ćěńĺůĺŋě ŕřőĺğćőďŋőľ ďń£ ćśŕńěśłőć Ďőąěÿĺ řăćŋő 4/3, ă ŕřĺ N = 3 řăćŋő 8/5. Ŕřĺ řőśšě N řăğńĺůĺě ŕřőĺğćőďŋżţ śšăŋőćĺšś£ ěźě ąőńěě ğăňěšŋżň. Ěśńĺ ťĺńĳšř Ąşššěřćőřšă ŕřĺ N = 2 őąěśŕěůĺćăěš šş ęě ŕřőĺğćőďŋş¿ (ďăęě ŋěňŋőčő ąőńĳÿş¿), ůšő ĺ ťĺńĳšř Ďőąěÿĺ ŕřĺ N = 3, šő ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ šş ęě ŕřőĺğćőďŋş¿, łőšőřş¿ ďăěš ťĺńĳšř Ąşššěřćőřšă ŕřĺ N = 3, šřěąşěšś£ ćğ£šĳ ťĺńĳšř Ďőąěÿĺ ŕőř£ďłă 7.

Ł śőęăńěŋĺ¿, ŕőďőąŋőčő řőďă ŕřőśšă£ ăřčşňěŋšăűĺ£ ŋě ňőęěš ążšĳ śěřĳěğŋżň ďőćőďőň ć ŕőńĳğş ŕřĺňěŋěŋĺ£ łăłĺţ ąż šő ŋĺ ążńő ąăğĺśőć ďń£ ğăďăů śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ. Ďő ŋăśšő£źěčő ćřěňěŋĺ ŋěš śłőńĳ-ŋĺąşďĳ őąőśŋőćăŋŋżţ śőőąřăęěŋĺľ ő łőńĺůěśšćěŋŋżţ ţăřăłšěřĺśšĺłăţ ąăğĺśőć, łőšőřżě ćńĺ£¿š ŋă śšěŕěŋĳ śęăšĺ£. Őďŋĺň ĺğ šăłĺţ śćőľśšć, łőšőřőě ŕřĺćőď£š ć ąőńĳÿĺŋśšćě ŕşąńĺłăűĺľ, £ćń£ěšś£ łřăšŋőśšĳ ŋşńěľ ťşŋłűĺľ m(!) ĺ ~m(!) ć šőůłăţ ±ı. Ŕřĺŋ£šő śůĺšăšĳ, ůšő şćěńĺůěŋĺě łřăšŋőśšĺ ŋşńěľ ćěďěš ł şćěńĺůěŋĺ¿ ćőğňőęŋőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ. Ŕřőćěďěŋŋőě ŋăňĺ ĺśśńěďőćăŋĺě, řěğşńĳšăšż łőšőřőčő ŕřĺćőď£šś£ ŋĺęě, ć őŕřěďěńěŋŋőľ ňěřě őŕřőćěřčă¿š ¡šő şšćěřęďěŋĺě.

Ŋăňĺ ążńő ŕřőćěďěŋő ůĺśńěŋŋőě ňőďěńĺřőćăŋĺě, ŕőğćőń£¿źěě śřăćŋĺšĳ ąăğĺśż, őŕĺśăŋŋżě ć §3, ĺ ńşůÿĺě ąĺőřšőčőŋăńĳŋżě ŕăřż ąăğĺśőć ś łőňŕăłšŋżňĺ ŋőśĺšěń£ňĺ ŋă ŕřěďňěš ĺţ ¡ťťěłšĺćŋőśšĺ ďń£ śęăšĺ£ ĺğőąřăęěŋĺľ.

Ćśě ĺśśńěďőćăŋĺ£ ŕřőćőďĺńĺśĳ ďń£ 8-ąĺšŋżţ (256 őššěŋłőć śěřőčő) ĺğőąřăęěŋĺľ. Ĺğőąřăęěŋĺě łăł ťşŋłűĺ£ ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ ŕěřĺőďĺğĺřőćăńőśĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ğěřłăńĳŋőčő ŕřőďőńęěŋĺ£ ğă śćőĺ łřă£, ă ğăšěň ŕřěďśšăćń£ńőśĳ ć ćĺďě łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ ŕő ąăğĺśăň ćśŕńěśłőć, £ćń£¿źĺţś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň (śň., ŋăŕř, [4, Čńăćă 10]) őďŋőňěřŋżţ ąăğĺśőć.

Ŕőńşůěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż łőďĺřőćăńĺśĳ ăńčőřĺšňőň SPIHT [13] ąěğ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőčő ăřĺťňěšĺůěśłőčő łőďĺřőćăŋĺ£. Ďń£ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ĺğőąřăęěŋĺ£ ąřăńś£ ŋăůăńĳŋżľ şůăśšőł łőďă, šřěąşěňőľ ďńĺŋż. Ćőśśšăŋőćńěŋĺě ŕřőćőďĺńőśĳ ŕő őšřěğłăň łőďă, řăćŋżň őš 1/10 ďő 1/150 ďńĺŋż ťăľńă, ŋěőąţőďĺňőčő ďń£ ğăŕĺśĺ ĺğőąřăęěŋĺ£ ć śšăŋďăřšŋőň ťőřňăšě, šřěąş¿źěň 1 ąăľš ŋă ŕĺłśěńĳ.

Łřĺšěřĺěň łăůěśšćă ćőśśšăŋőćńěŋŋőčő ĺğőąřăęěŋĺ£ ążńő ćğ£šő ĺğňěř£ěňőě ć ďěűĺąěńńăţ ŕĺłőćőě őšŋőÿěŋĺě śĺčŋăń/ÿşň (PSNR), őŕřěďěń£ěňőě ťőřňşńőľ

P SNR = 10 lg 255^2 ∑_N i=1 ∑_M j=1 |x_{ij} − ~x_{ij} |^2 ; čďě x_{ij} , ~x_{ij} | űěńżě ůĺśńă ć ŕřěďěńăţ őš 0 ďő 255, őŕřěďěń£¿źĺě ćěńĺůĺŋş ĺŋšěŋśĺćŋőśšĺ ŕĺłśěń£ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (i; j) śőőšćěšśšćěŋŋő ďń£ őřĺčĺŋăńĳŋőčő ĺ ďń£ ćőśśšăŋőćńěŋŋőčő ĺğőąřăęěŋĺ£.

Śřěďĺ ĺśśńěďőćăŋŋżţ ŋăňĺ ąăğĺśőć, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżţ ś řěłşřśĺćŋżňĺ ťĺńĳšřăňĺ

ĄĹŐŘŠŐČŐŊĂŃĲŊŻĚ ĄĂĞĹŚŻ ĆŚŔŃĚŚŁŐĆ Ś ŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŻŇĹ ŇĂŚŁĂŇĹ 23

ńşůÿĺě řěğşńĳšăšż ďń£ śęăšĺ£ ďăńă ąĺőřšőčőŋăńĳŋă£ ŕăřă

h(z) = 1 + z√ 2 ; g(z) = z^{−3} − 3z^{−2} + 3z^{−1} − 1 4 √ 2 ; ~h(z) = (1 + ¸)^2 4 √ 2 z^{−1} + 3 + 3z + z^2 (1 + ¸z^2)(1 + ¸z^{−2}) ; ~g(z) = (1 + ¸)^2√ 2 −z^{−2} + z^{−1} (1 + ¸z^2)(1 + ¸z^{−2}) ; čďě ¸ = 3 − 2 √ 2. Šăłă£ ŕăřă ŕőğćőń£ěš ďőśšĺůĳ ŕřĺňěřŋő šěţ ęě łő¡ťťĺűĺěŋšőć śęăšĺ£, ůšő ĺ ńşůÿĺě ĺğ ĺğćěśšŋżţ ąăğĺśőć ś łőŋěůŋżňĺ ňăśłăňĺ (ŋăŕřĺňěř, 9/7- ćśŕńěśłĺ ĺğ [2]). Řăğńĺůĺě ćěńĺůĺŋż PSNR ďń£ ŕřĺćěďěŋŋőľ ŕăřż ĺ 9/7-ąăğĺśőć ďń£ ŕőďăćń£¿źěčő ůĺśńă ĺğőąřăęěŋĺľ ŋăţőďĺšś£ ć ŕřěďěńăţ ±0:3 dB. Őďŋăłő ŋăÿ ăńčőřĺšň ĺňěěš ğŋăůĺšěńĳŋőě ŕřěĺňşźěśšćő ć ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăšăţ.

Śšăŋďăřšŋżľ ŕĺřăňĺďăńĳŋżľ ăńčőřĺšň řăğńőęěŋĺ£ őďŋőňěřŋőčő śĺčŋăńă ŕő 9/7- ąăğĺśăň ĺňěěš śńőęŋőśšĳ 14 őŕěřăűĺľ (śň. [3]) śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă śĺčŋăńĳŋżľ őšśůěš. Śšőńĳłő ęě őŕěřăűĺľ šřěąşěšś£ ŋă ćőśśšăŋőćńěŋĺě śĺčŋăńă ŕő ĺğćěśšŋżň łő¡ťťĺűĺěŋšăň. Ňż ŕőłăęěň, ůšő ŋăÿ ăńčőřĺšň ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋ ğă 7 őŕěřăűĺľ ŋă őďĺŋ śĺčŋăńĳŋżľ őšśůěš ŕřĺ řăğńőęěŋĺĺ őďŋőňěřŋőčő śĺčŋăńă ŕő ąăğĺśş ĺ ğă 11 őŕěřăűĺľ ŋă őšśůěš ŕřĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺĺ.

Śšăŋďăřšŋă£ řěăńĺğăűĺ£ řăğńőęěŋĺ£ ĺğőąřăęěŋĺ£ ŕő ďćşňěřŋżň ąăğĺśăň ćśŕńěśłőć, ğăłń¿ůăěšś£ ć ŕőśńěďőćăšěńĳŋőľ řěăńĺğăűĺĺ őďŋőňěřŋżţ ăńčőřĺšňőć śŋăůăńă ŕő śšřőłăň ĺğőąřăęěŋĺ£, ă ğăšěň | ŕő śšőńąűăň. Šăłĺň őąřăğőň, śőőšŋőÿěŋĺ£ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăšřăš ďń£ řăğŋżţ ąăğĺśőć śőţřăŋ£¿šś£ ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďćşňěřŋżň ăńčőřĺšňăň.

Ŕőńĺťăğŋżě ňăšřĺűż ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£ ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ ĺňě¿š ćĺď

P (z) = 1√ 2 ( 1 z −^{3z} �1_{−14 z}�1_{+34} ) ; ~P (z) = (1 + ¸)^2 √ 2(1 + ¸z^{−1})(1 + ¸z)

(_{3+z} 4 1+3z 4 −z^{−1} 1 ) ; ůšő ŋě ŕőğćőń£ěš ŋăŕř£ňş¿ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ řěğşńĳšăšăňĺ §4 ďń£ řěăńĺğăűĺĺ ăńčőřĺšňőć řăğńőęěŋĺ£ ĺ ćőśśšăŋőćńěŋĺ£. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺůĺŋă ¡šőčő ŋě ć šőň, ůšő ňăšřĺűż P (z) ĺ ~P (z) ććĺďş ŕěřěąřőśłĺ ŕőńĺŋőňă ĺğ ğŋăňěŋăšěń£ ćšőřőľ śšřőůłĺ ňăšřĺűż P ć ğŋăňěŋăšěńĳ ćšőřőľ śšřőůłĺ ňăšřĺűż ~P ĺňě¿š őšńĺůŋżě őš ěďĺŋĺűż őŕřěďěńĺšěńĺ, ă ć šőň, ůšő ěźě ďő ŕěřěňěźěŋĺ£ ŕőńĺŋőňă ĺśţőďŋżě ňăšřĺűż ĺňěńĺ ŋşńěćżě ďěťěłšż, ůšő ďěńăěš ąěśśňżśńěŋŋżň ŕřĺňěŋěŋĺě Šěőřěňż 1. Šăłĺň őąřăğőň, ćěřő£šŋő, ŕřĺ řěăńĺğăűĺĺ őďŋőňěřŋőčő ăńčőřĺšňă ďěłőňŕőğĺűĺĺ śš«őĺš ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕř£ňş¿ ťőřňş ăńčőřĺšňă řăğńőęěŋĺ£ (ąěğ ŕěřěţőďă ł ŕőńĺťăğŋőľ ňăšřĺűě), łőšőřă£ ś şůěšőň śĺňňěšřĺĺ ťĺńĳšřőć šřěąşěš 7 őŕěřăűĺľ ŋă śĺčŋăńĳŋżľ őšśůěš.

Ůšő łăśăěšś£ ăńčőřĺšňă ćőśśšăŋőćńěŋĺ£, šő ŋěśňőšř£ ŋă ŕřĺćěďěŋŋżľ ćżÿě ăřčşňěŋš, ŋăň şďăńőśĳ ŋăľšĺ ńĺťšĺŋč-ťăłšőřĺğăűĺ¿

~P (z) = ( 1^{1+3z}_4 0 1 ) ( √2 0 0^{(1+α)2}√_2 ) ( 1 0 0^1

(1+αz�1)(1+αz) ) ( 1 0 −z^{−1} 1 ) :

24 Ă.Ŕ.ŔĚŠŞŢŐĆ

Őšś¿ďă ćĺďŋő, ćżůĺśńĺšěńĳŋżě ğăšřăšż šăłőčő ăńčőřĺšňă řăćŋż 11 őŕěřăűĺĺ ŋă śĺčŋăńĳŋş¿ šőůłş. Ğăňěšĺň, ůšő ŕř£ňă£ ťőřňă řěăńĺğăűĺĺ ăńčőřĺšňă ćőśśšăŋőćńěŋĺ£ šřěąşěš 15 őŕěřăűĺľ ŋă šőůłş.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ňż őšňěšĺň, ůšő řăśśňőšřěŋŋżě ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ťĺńĳšřż h(z) ĺ ~h(z) ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕőřőęďă¿š ąĺőřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕăřş ąăğĺśőć ŕřőśšřăŋśšćă L^2(R). Ł śőęăńěŋĺ¿, ŋăň ŋěĺğćěśšěŋ śłőńĳ-ŋĺąşďĳ őąźĺľ řěğşńĳšăš, ĺğ łőšőřőčő ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő śńěďőćăń ąż ďăŋŋżľ ťăłš. Őďĺŋ ĺğ ŕěřćżţ řěğşńĳšăšőć ő ďőśšăšőůŋőň şśńőćĺĺ śşźěśšćőćăŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă ćśŕńěśłőć, śőőšćěšśšćş¿źěčő ŋěłőšőřőňş ťĺńĳšřş h(z) = ~h(z), şďőćńěšćőř£¿źěčő şřăćŋěŋĺ¿ (2.7), ŕřĺŋăďńěęĺš Ś.Ňăńńă [14].

Ţőš£ ňż ĺňěěň ďěńő ś ąĺőřšőčőŋăńĳŋżňĺ ŕăřăňĺ h ĺ ~h ĺ ŋě ňőęěň ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ şŕőň£ŋşšżň ďőśšăšőůŋżň şśńőćĺěň, őďŋăłő ććĺďş ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĺ ć ŋăÿěň śńşůăě ťşŋłűĺľ m_0 ĺ ~m_0 ŋă ĺŋšěřćăńě (−ı; ı) ďőłăğăšěńĳśšćő Ňăńńă ŕřőţőďĺš ąěğ śşźěśšćěŋŋżţ ĺğňěŋěŋĺľ ĺ ďń£ ŋăÿěľ ŕăřż řěłşřśĺćŋżţ ťĺńĳšřőć.

Ńĺšěřăšşřă

1. Herley C., Vetterli M., Wavelets and recursive ˛lter banks IEEE Trans. on Signal Proc. 41 (1993), no. 8, 2536 { 2556.

2. Cohen A., Daubechies I., and Feauveau J.-C., Biorthogonal bases of compactly supported wavelets Commun. Pure Appl. Math. 45 (1992), 485 { 560.

3. Daubechies I., Sweldens W., Factoring wavelet transforms into lifting steps, J. Fourier Anal. Appl. 4 (1998), no. 3, 247 { 269.

4. Daubechies I., Ten Lectures on Wavelets, SIAM, Philadelphia, 1992.

5. Cohen A., Daubechies I., Nonseparable biorthogonal bases, Rev. Mat. Iberoam. 9 (1993), no. 1, 51 { 137.

6. Borac S., Seiler R., Loop group factorization of biorthogonal wavelet bases (1997), Report. 7. Strang G., Nguyen T.Q., Wavelets and Filter Banks, Wellesley-Cambridge Press, 1996. 8. Ŕěšşţőć Ă.Ŕ., Ŕěřĺőďĺůěśłĺě ćśŕńěśłĺ, Ňăšěňăšĺůěśłĺľ śąőřŋĺł 188 (1997), no. 10, 69 { 94. 9. Ŕěšşţőć Ă.Ŕ., Łřăšŋőňăśÿšăąŋżľ ăŋăńĺğ ĺ ćśŕńěśł-řăğńőęěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšć ŕěřĺőďĺůěśłĺţ řăśŕřěďěńěŋĺľ, Ďőłń. ŘĂŊ 356 (1997), no. 2, 303 { 306.

10. Ŕěšşţőć Ă.Ŕ., Ŕěřĺőďĺůěśłĺě ďĺśłřěšŋżě ćśŕńěśłĺ, Ăńčěąřă ĺ ăŋăńĺğ 8 (1996), no. 3, 151 { 183. 11. Skopina M.A., Multiresolution analysis of periodic functions, East Journal on Approximation 3 (1997), no. 2, 203 { 224.

12. Daubechies I., Orthogonal bases of compactly supported wavelets, Comm. Pure and Appl. Math. 41 (1988), 909 { 996.

13. Pearlman W., Said A., A new fast and e‹cient image codec based on set partitioning in hierarchical trees, IEEE Trans on Circuits and Systems for Video Tech. 6 (1996).

14. Mallat S., Multiresolution approximations and wavelet orthonormal bases of L^2(R), Trans. of the Amer. Math. Soc. 315 (1989), no. 1, 69 { 87.

15. Meyer F.G., Averbuch A., Str-omberg J.-O., Fast adaptive wavelet packet image compression (1998), Report.