SPb. Math. Society Preprint 1999-08 06 Dec 1999

İťťěłšĺćŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£

Ă. Ń. Ůĺśšőć

Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłĺľ ĺŋśšĺšşš ĺŋťőřňăšĺłĺ ĺ ăćšőňăšĺğăűĺĺ Řőśśĺľśłőľ ăłăďěňĺĺ ŋăşł, 199178 Śăŋłš-Ŕěšěřąşřč, Ć.Ő. 14-ă£ ńĺŋĺ£, 39 e-mail: sliss@iias.spb.su

1999

Ăŋŋőšăűĺ£

Řăśśňőšřĺň (n � s)-ňěřŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V , őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď śőćěřÿěŋŋżň ąěśłőŋěůŋżň ŕőńěň k, ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőě ŋăď ¡šĺň ŕőńěň, łőšőřőě £ćń£ěšś£ ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ n. Ňż ďőłăğżćăěň, ůšő ńőłăńĳŋőě łőńĳűő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ĺňěěš řěčşń£řŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (śőőšćěšśšćěŋŋő, ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă char(k) = 0, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć), śőśšő£źş¿ ĺğ s ŋěőďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć, ŕřőĺğćěďěŋĺě śšěŕěŋěľ łőšőřżţ ňěŋĳÿě, ůěň śšěŕěŋĳ ňŋőčőőąřăğĺ£, şňŋőęěŋŋă£ ŋă łőŋśšăŋšş, ğăćĺś£źş¿ őš n. Ć śńşůăě, łőčďă V £ćń£ěšś£ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, ğăďăŋŋőčő śĺśšěňőľ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ śšěŕěŋěľ ňěŋĳÿě, ůěň d, ŋăď ŕőńěň ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, śšěŕěŋĺ ćśěţ ¡šĺţ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ňěŋĳÿě d, şňŋőęěŋŋőčő ŋă łőŋśšăŋšş, ğăćĺś£źş¿ őš n. Řăśśňăšřĺćăěňżě łőŋśšăŋšż, ğăćĺś£źĺě őš n, őűěŋĺćă¿šś£.

Ććěďěŋĺě

Ŕşśšĳ k { ąěśłőŋěůŋőě śőćěřÿěŋŋőě ŕőńě, ĺ P^n(k) { n-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺň ğăňżłăŋĺěň k ŕőń£ k, ĺňě¿źěě őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż X_0, . . . , X_n. Ŕşśšĳ V ⊂ P^n(k) { ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď k, ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőě ŋăď k řăğňěřŋőśšĺ n − s, čďě 1 ≤ s ≤ n, ĺ śšěŕěŋĳ deg V = D. Ŕşśšĳ ňŋőčőőąřăğĺě V £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ŋşńěľ őďŋőřőďŋőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă P ⊂ k[X_0, . . . , X_n]. Ňż ďőłăğżćăěň, ůšő ńőłăńĳŋőě łőńĳűő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ĺňěěš řěčşń£řŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (śőőšćěšśšćěŋŋő, ěśńĺ ţăřăłšěřĺśšĺłă char(k) = 0, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć), śőśšő£źş¿ ĺğ s ŋěőďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć, ŕřőĺğćěďěŋĺě śšěŕěŋěľ łőšőřżţ ňěŋĳÿě, ůěň D, şňŋőęěŋŋőě ŋă łőŋśšăŋšş, ğăćĺś£źş¿ őš n. Ć śńşůăě, łőčďă V £ćń£ěšś£ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, ğăďăŋŋőčő śĺśšěňőľ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ śšěŕěŋěľ ňěŋĳÿě, ůěň d, ŋăď ŕőńěň ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, śšěŕěŋĺ ćśěţ ¡šĺţ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ňěŋĳÿě d, şňŋőęěŋŋőčő ŋă łőŋśšăŋšş, ğăćĺś£źş¿ őš n. Řăśśňăšřĺćăěňżě łőŋśšăŋšż, ğăćĺś£źĺě őš n, őűěŋĺćă¿šś£.

Ďń£ ćś£łĺţ ňŋőčőůńěŋőć g_1, . . . , g_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ Z(g_1, . . . , g_m) ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć ć P^n(k) (ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ăŋăńőčĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ ňŋőęěśšć ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ďřşčĺţ ňŋőčőůńěŋőć ĺńĺ ĺďěăńőć ć ŕřőěłšĺćŋżţ ĺńĺ ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ). Ďń£ ń¿ąőčő ŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ⊂ P^n(k) ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ I(W ) ⊂ k[X_0, . . . , X_n] őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń, śőőšćěšśšćş¿źĺľ W (ăŋăńőčĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ąşďşš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ĺďěăńőć ăťťĺŋŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ĺ ďń£ ĺďěăńőć ć łőńĳűăţ ňŋőčőůńěŋőć ś ďřşčĺňĺ ŕőń£ňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć).

Ć ¡šőľ śšăšĳě ąşďěš şďőąŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ śńěďş¿źĺě őŕřěďěńěŋĺ£.

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 1 Ŕşśšĳ 0 < j ≤ s { űěńőě ůĺśńő. Řăśśňőšřĺň ŕő-

śńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć f_i ∈ P, 1 ≤ i ≤ j. Ŕşśšĳ 0 ≤ u < j { űěńőě ůĺśńő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W = W(P, u) ňŋőęěśšćő ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš W ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f_1 , . . . , f_u), šăłĺţ ůšő W ⊃ V . Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő űěńőčő ůĺśńă 0 ≤ u < j ňŋőčőůńěŋ f_{u+1} ∈ P £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň g ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, šăłĺň ůšő ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W ∈ W ćżŕőńŋěŋő W ⊄ Z(g). Šőčďă ń¿ąş¿ šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f_1, . . . , f_j ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ P{ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ (ďńĺŋż j).

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 2 Ŕşśšĳ f1, . . . , fs { P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ŕő őŕřě-

ďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň δ_i(P) = deg f_i, 1 ≤ i ≤ s.

Šőčďă, śň. Ńěňňş 2 Řăğďěńă 2, űěńżě ůĺśńă δ_i(P) ğăćĺś£š šőńĳłő őš P ĺ ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Űěńőě ůĺśńő δ_i(P) ąşďěň ŋăğżćăšĳ i{őľ śšěŕěŋĳ¿, śőőšćěšśšćş¿źěľ P{ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ f_1, . . . , f_j £ćń£ěšś£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿, šő ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ u ≤ j ń¿ąă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f_1 , . . ., f_u), śőďěřęăźă£ V , ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ n − u. Ć ůăśšŋőśšĺ, łőčďă j = s, ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ Z(f_1 , . . ., f_s). Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ć őąźěň śńşůăě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě Z(f_1, . . . , f_s) ňőęěš ĺňěšĳ ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż řăğňěřŋőśšĺ ąőńĳÿě, ůěň n − s.

Šěŕěřĳ ňż ňőęěň śťőřňşńĺřőćăšĳ őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš śšăšĳĺ.

ŠĚŐŘĚŇĂ 1 Ŕşśšĳ f1, . . . , fs { ŕřőĺğćőńĳŋă£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ĺ,

śńěďőćăšěńĳŋő, δ_i = δ_i(P) = deg f_i ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ s. Šőčďă śşźěśšćşěš C ∈ R, šăłőě ůšő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő δ_1 · . . . · δ_s ≤ n^{2sC} D. (1) ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 1 Ğăňěšĺň, ůšő ďőłăğăšěńĳśšćő šőčő, ůšő δi(P) ŋě ğă-

ćĺśĺš őš ćżąőřă P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺśŕőńĳğşěš ąěśłőŋěůŋőśšĳ ŕőń£ k. Šěőřěňă 1 śŕřăćěďńĺćă šăłęě ďń£ śńşůă£ łőŋěůŋżţ ŕőńěľ (ŋő šőčďă ŋě şšćěřęďăěšś£, ůšő δ_i ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ). Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ć ďőłăğăšěńĳśšćě šřěąş¿šś£ šőńĳłő ŋěğŋăůĺšěńĳŋżě ĺğňěŋěŋĺ£. Őďŋăłő ňż ŋě řăśśňăšřĺćăěň śěľůăś ŋăĺąőńěě őąźş¿ śĺšşăűĺ¿.

Šěőřěňă 1 ąşďěš ŕőńşůěŋă łăł śńěďśšćĺě Šěőřěňż 4, łőšőřă£ ťőřňşńĺřşěšś£ ć Řăğďěńě 1. Ğăňěšĺň, ůšő łőŋśšăŋšş C ĺğ (1) ă šăłęě ďřşčĺě łőŋśšăŋšż ĺğ şšćěřęďěŋĺľ ŋĺęě ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ £ćŋő, ĺśŕőńĳğş£ ďőłăğăšěńĳśšćă ĺğ śšăšĳĺ.

ŠĚŐŘĚŇĂ 2 Ŕşśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕőń£ char(k) = 0. Šőčďă śşźě-

śšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_1, . . ., g_s ∈ P, čńăďłă£ šőůłă x ∈ V , ĺ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L ∈ k[X_0, . . . , X_n], šăłĺě ůšő • L(x) ≠ 0, • g_1/L^{deg g1} , . . . , g_s/L^{deg gs} £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ć šőůłě x (őŕřěďěńěŋĺě ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć śň., ŋăŕřĺňěř, ć [2]),

• deg g_i ≤ n^{2sC} δ_i(P), 1 ≤ i ≤ s, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

Łăł śńěďśšćĺě Šěőřěňż 2 ĺ Ńěňňż 1 ňż ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

ŠĚŐŘĚŇĂ 3 Ŕşśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕőń£ char(k) = 0. Ŕşśšĳ ϕ1, . . . , ϕm

∈ k[X_0, . . . , X_n], m ≥ 1, { ŕřőĺğćőńĳŋżě őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż. Ŕşśšĳ śšěŕěŋĺ deg ϕ_i < d ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ m. Ŕşśšĳ V { ŕřőĺğćőńĳŋă£ őŕřěďěń-ěŋŋă£ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňă£ ŋăď k łőňŕőŋěŋšă ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(ϕ_1, . . . , ϕ_m) ⊂ P^n(k)

ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć ć P^n(k). Ŕşśšĳ dim V = n − s, čďě 1 ≤ s ≤ n. Šőčďă śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_1, . . . , g_s ∈ P, čńăďłă£ šőůłă x ∈ V , ĺ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L ∈ k[X_0, . . ., X_n], šăłĺě ůšő • L(x) ≠ 0,

• g_1/L^{deg g1} , . . . , g_s/L^{deg gs} £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ć šőůłě x,

• deg g_i ≤ n^{2sC} d, 1 ≤ i ≤ s, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

Ĺśŕőńĳğş£ šěőřěňż ĺğ ŋăśšő£źěľ śšăšĳĺ, [4], [8], ňż ŕőńşůĺńĺ ć [5] śńěďş¿źĺě řěğşńĳšăšż. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V^′, ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ śěňěľśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋěľ ňěŋĳÿě, ůěň d őšŋőśĺšěńĳŋő n + 1 ŕěřěňěŋŋżţ ś łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ. Ňż ďőłăğżćăěň, ůšő V^′ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő łăł őąžěďĺŋěŋĺě śăňőě ąőńĳÿěě C(n)d^n (śőőšćěšśšćěŋŋő C(n)d^{n(n+1)/2}) čńăďłĺţ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ (śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőŕăřŋő ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţś£ čńăďłĺţ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ) śő śšěŕěŋ£ňĺ (śšěŕěŋĳ łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ řăćŋă śšěŕěŋĺ ěčő ğăňżłăŋĺ£ ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő), őčřăŋĺůěŋŋżňĺ śćěřţş C(n)d^n, čďě C(n) < 2^{2nC} ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż C > 0. Ďăńěě, ć śńşůăě ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŕřěďńăčă¿šś£ ăńčőřĺšňż ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ďń£ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ V^′. Śńőęŋőśšĳ ¡šĺţ ăńčőřĺšňőć ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ C(n)d^n. Ŋăłőŋěű ć śńşůăě, łőčďă k £ćń£ěšś£ ŕőďŕőńěň R, ŕřěďńăčăěšś£ ăńčőřĺšň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ řăğňěřŋőśšĺ ňŋőęěśšćă V^′(R) ćśěţ R-šőůěł V^′ śő śńőęŋőśšĳ¿ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ C(n)d^n.

1 Ŕńăŋ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 1

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ K ůĺśšő šřăŋśűěŋďěŋšŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ k ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ śšěŕěŋĺ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ¡šă śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŋě ňěŋĳÿě (n + 1)^2. Ć ďăńĳŋěľÿěň ďń£ ćś£łőčő őďŋőřőďŋőčő ĺďěăńă a łőńĳűă k[X_0, . . . , X_n] ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ a šăłęě ĺďěăń, ŕőřőęď-ěŋŋżľ a ć K[X_0, . . . , X_n] (š.ě. ĺďěăń a ⊗_k K). Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺ£ Z(a) šăłęě ďń£ ňŋőęěśšćă ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ĺďěăńă a ć ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď K. İšő ŋě ŕřĺćěďěš ł ďćşśňżśńěŋŋőśšĺ

Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łăšěčőřĺ¿ łőŋěůŋőŕőřőęď-ěŋŋżţ čřăďşĺřőćăŋŋżţ K[X_0, . . . , X_n]-ňőďşńěľ. Šăłőľ ňőďşńĳ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőĺţ őďŋőřőďŋżţ łőňŕőŋěŋš M_m, čďě 0 ≤ m ∈ Z. Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ |M |_m = dim_K M_m řăğňěřŋőśšĳ őďŋőřőďŋőľ łőňŕőŋěŋšż M_m ŋăď K. Ďń£ ń¿ąőčő M śşźěśšćşěš [2] ňŋőčőůńěŋ χ ∈ Q[Z], šăłőľ ůšő |M |_m = χ(m) ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ m. Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ ~ = K[X_0, . . . , X_n].

Ŕşśšĳ 0 ≤ v ≤ n { űěńőě ůĺśńő. Ŕşśšĳ U_{v+1}, . . . , U_n ∈ K[X_0, . . . , X_n] { ńĺŋěľŋżě ťőřňż, šăłĺě ůšő śěňěľśšćő ĺţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć śőďěřęĺšś£ ć ąăğĺśě šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£ K ŋăď k. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő śěňěľśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺňěěš śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ (n+1)(n−v) ŋăď k. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ u_v ĺďěăń łőńĳűă K[X_0, . . . , X_n], ŕőřőęď-ěŋŋżľ U_{v+1}, . . . , U_n.

Ŕşśšĳ 0 ≤ j ≤ s { űěńőě ůĺśńő, ĺ p_j ⊂ k[X_0, . . . , X_n] { ŕřőĺğćőńĳŋżľ őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń, šăłőľ ůšő f_i ∈ p_j ⊂ P ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j ĺ dim Z(p_j ) = n − j ć P^n(k). Ć ůăśšŋőśšĺ, p_s = P.

Ŕő šěőřěňě Ąěřšĺŋĺ ďń£ ńĺŋěľŋőľ śĺśšěňż čĺŕěřŕńőśłĺţ śěůěŋĺľ (łőšőřă£ ćěřŋă ďń£ ŕőńěľ ń¿ąőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, śň. [11]) ňŋőęěśšćő Z(p_j +u_v), řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ŕőďňŋőęěśšćő P^n(K)

• £ćń£ěšś£ ŕşśšżň, ěśńĺ j > v,

• śőśšőĺš ĺğ deg Z(p_j) šőůěł P^n(K) (ĺ ŕěřěśěůěŋĺě Z(p_j ) ś ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň Z(u_j ) šřăŋśćěřśăńĳŋő ć łăęďőľ šőůłě), ěśńĺ j = v,

• £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ŋăď śőćěřÿěŋŋżň ğăňżłăŋĺěň ŕőń£ K ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, őŕřěďěń-ěŋŋżň ŋăď K, řăğňěřŋőśšĺ v − j, ěśńĺ j < v.

Ŕőńőęĺň p_{j,v} = I(Z(p_j + u_v)) ⊂ K[X_0, . . ., X_n]. Šăł ůšő p_{j,v} £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ĺďěăńőň, ěśńĺ j < v. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ, ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ĺśŕőńĳğşěň šőńĳłő ŕřőśšőľ ťăłš, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(p_{j,v}) řăćŋă v − j, ěśńĺ j ≤ v.

Šěőřěňă 1 ąşďěš ćżćěďěŋă ĺğ śńěďş¿źěľ šěőřěňż.

ŠĚŐŘĚŇĂ 4 Ŕşśšĳ 0 ≤ j ≤ s { űěńőě ůĺśńő. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋ£¿šś£ şśńő-

ćĺ£ Šěőřěňż 1. Ŕőńőęĺň šăłęě δ_0 = 1. Ŕşśšĳ p_j { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń k[X_0, . . ., X_n], šăłőľ ůšő f_i ∈ p_j ⊂ P ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j, ĺ dim Z(p_j ) = n − j ć P^n(k). Šőčďă śŕřăćěďńĺćż śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

(i) Śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă b_j (łőšőřă£ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš n, s ĺ j), šăłă£ ůšő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő δ_j ≤ b_j ( D δ_1 · . . . · δ_{j−1} )_{1/(s−j+1)}

(őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ j ≤ 1, šő ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ğŋăňěŋăšěńě ŕřăćőľ ůăśšĺ ¡šőčő řăćěŋśšćă ŕşśšő ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, řăćŋő 1).

(ii) Śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă a_j (łőšőřă£ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš n, s ĺ j), šăłă£ ůšő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

a_j deg Z(p_j ) > δ_1 · . . . · δ_j .

(iii) Śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă c_j > 0 (łőšőřă£ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš n, s ĺ j), šăłă£ ůšő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |~/p_{j,j}|_m ≥ c_j δ_1 · . . . · δ_j ďń£ ćśěţ m ≥ 2^{−1}a^{−1}_j δ_j .

Łřőňě šőčő, ěśńĺ n ≥ 2, šő śşźěśšćşěš C, 0 < C ∈ R, šăłőě ůšő ďń£ ćśěţ n, s ĺ j łőŋśšăŋšż a_j , b_j , c^{−1}_j őčřăŋĺůěŋż śćěřţş ćěńĺůĺŋőľ n^{2(j+1)C} .

Łăł śńěďśšćĺě Šěőřěňż 4 ňż şśšăŋőćĺň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš, łőšőřżľ ďőłăğżćăěš čĺŕőšěğş ĺğ [6].

ŠĚŐŘĚŇĂ 5 Ŕşśšĳ s ≥ 1. Ŕřĺ şśńőćĺ£ţ Šěőřěňż 4 ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤

s śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő δ_1 · . . . · δ_j ≤ b_1 · . . . · b_jD^{j/s}.

Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš C ∈ R, šăłőě ůšő ďń£ ćśěţ n, s ĺ ćś£łőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă p_j łőńĳűă k[X_0, . . . , X_n], šăłőčő ůšő f_i ∈ p_j ⊂ P ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j, ĺ dim Z(p_j ) = n − j ć P^n(k), śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

deg Z(p_j ) ≤ n^{2(j+1)C} D^{j/s}.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕőńőęĺň dj = b1 · . . . · bj ďń£ ćśěţ 0 ≤ j ≤ s.

Ğăňěšĺň, ůšő d_j ≥ 1 ďń£ ćśěţ j. Ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő δ_1 · . . . · δ_{j−1} ≤ d_{j−1}D^{(j−1)/s}. Šőčďă şšćěřęďěŋĺě (i) Šěőřěňż 4 ćńěů-ěš, ůšő δ_1 · . . . · δ_j ≤ (δ_1 · . . . · δ_{j−1})b_j ( D δ_1 · . . . · δ_{j−1} )_{1/(s−j+1)} ≤ b_j(δ_1 · . . . · δ_{j−1})^{1−1/(s−j+1)}D^{1/(s−j+1)} ≤ b_jd_{j−1}D^{((j−1)/s)(1−1/(s−j+1))+1/(s−j+1)} = d_jD^{j/s}. Őűěŋłă d_j ≤ n^{2(j+1)C} śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő ĺğ őűěŋłĺ ďń£ b_j ĺğ Šěőřěňż 4. Šěőřěňă 5 (ŕő ňőďşń¿ Šěőřěňż 4) ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ s, 1 ≤ s ≤ n { ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő. Šěőřěňă 4 ąşďěš ďőłăğăŋă, ĺśŕőńĳğş£ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő j ≥ 0. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ňż ćżąěřěň a_j ≥ n + 1 ďń£ ćśěţ j. Ąăğă ĺŋďşłűĺ£ ěśšĳ j = 0. Ŕőńőęĺň

a_0 = n + 1, c_0 = b_0 = 1. (2)

Ć ¡šőň śńşůăě şšćěřęďěŋĺ£ (i){(iii) £ćń£¿šś£ šřĺćĺăńĳŋżňĺ, ŕőśłőńĳłş p_0 = {0} ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ δ_i ć ŕřăćżţ ůăśš£ţ (i){(iii) ŕşśšż (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, řăćŋż 1).

Łőŋśšăŋšż a_j, b_j, c_j ňőęŋő őűěŋĺšĳ, ĺśŕőńĳğş£ ĺŋťőřňăűĺ¿, ŕőńşůěŋŋş¿ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 4. Šěőřěňă 1 śńěďşěš ĺğ Šěőřěňż 4 ŋěňěďńěŋŋő (śńşůăĺ n = 1 ĺńĺ s = 1 Šěőřěňż 1 £ćń£¿šś£ šřĺćĺăńĳŋżňĺ). Ŋő śŋăůăńă ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ řăğďěńăţ ąşďşš ďőłăğăŋż ŋěłőšőřżě ŕřěďćăřĺšěńĳŋżě řěğşńĳšăšż.

2 Śćőľśšćă P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšľ

Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń P, ĺ űěńőě ůĺśńő s { šăłĺě ęě, łăł ćő Ććěďěŋĺĺ.

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 3 Ŕşśšĳ 0 < j ≤ s { űěńőě ůĺśńő. Řăśśňőšřĺň ŕő-

śńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć f_i ∈ P, 1 ≤ i ≤ j. Ŕşśšĳ 0 ≤ u < j { űěńőě ůĺśńő. Őąőğŋăůĺň, łăł ĺ ćżÿě, ůěřěğ W = W(P, u) ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W , őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k, ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f_1, . . . , f_u), šăłĺţ ůšő W ⊃ V . Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő űěńőčő ůĺśńă 0 ≤ u < j ňŋőčőůńěŋ f_{u+1} ∈ P £ćń£ěšś£, šăłĺň ůšő ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W ∈ W ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W ⊄ Z(f_{u+1}), ĺ, ěśńĺ u ≥ 1, šő deg f_{u+1} ≥ deg f_u. Šőčďă ćś£łş¿ šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f_1, . . . , f_j ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śńăąőľ P{ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ (ďńĺŋż j).

Ğăňěšĺň, ůšő ćś£łă£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ £ćń£ěšś£ śńăąőľ P-ŕőśńěďőćă-šěńĳŋőśšĳ¿.

ŃĚŇŇĂ 1 Ŕşśšĳ g1, . . . , gj ĺ h1, . . . , hj { ďćě śńăążě P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋő-

śšĺ. Šőčďă śşźěśšćşěš śńăąă£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ q_1, . . . , q_j, šăłă£ ůšő deg q_v = min{deg g_v, deg h_v}, ĺ ňŋőčőůńěŋ q_v ŕřĺŋăďńěęĺš őąžěďĺŋěŋĺ¿ ĺďěăńőć (g_1, . . . , g_j) ∪ (h_1, . . . , h_j) ďń£ ćśěţ 1 ≤ v ≤ j. Łřőňě šőčő, ěśńĺ deg g_i ≤ deg h_i ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ i_1 ďń£ ŋěłőšőřőčő i_1 ≤ j, šő ňőęŋő ćğ£šĳ q_i = g_i ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ i_1.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Őąőğŋăůĺň deg gu = μu, deg hu = νu ďń£ ćśěţ

1 ≤ u ≤ j. Ŕőńőęĺň g_{0,u} = g_u ĺ h_{0,u} = h_u ďń£ ćśěţ 1 ≤ u ≤ j.

Ŕşśšĳ 0 ≤ v ≤ j { űěńőě ůĺśńő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şęě ŕőśšřőěŋż řěłşřśĺćŋő ňŋőčőůńěŋż q_u ďń£ ćśěţ u ≤ v ĺ ňŋőčőůńěŋż g_{v,v+1}, . . ., g_{v,j}, h_{v,v+1}, . . . , h_{v,j}, şďőćńěšćőř£¿źĺě śńěďş¿źĺň śćőľśšćăň:

• deg g_{v,u} = μ_u ďń£ ćśěţ v + 1 ≤ u ≤ j,

• deg h_{v,u} = ν_u ďń£ ćśěţ v + 1 ≤ u ≤ j,

• q_1, . . . , q_v, g_{v,v+1}, . . . , g_{v,j} £ćń£ěšś£ śńăąőľ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿,

• q_1, . . . , q_v, h_{v,v+1}, . . . , h_{v,j} £ćń£ěšś£ śńăąőľ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿.

Ŕşśšĳ deg g_{v,v+1} ≤ deg h_{v,v+1} (śńşůăľ ŕřőšĺćőŕőńőęěŋŋőčő śšřőčőčő ŋěřăćěŋśšćă řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő). Šőčďă ŕőńőęĺň q_{v+1} = g_{v,v+1} ĺ g_{v+1,u} = g_{v,u} ďń£ ćśěţ v + 2 ≤ u ≤ j. Ďăńěě, ňż ŕőśšřőĺň ňŋőčőůńěŋż ~h_{v+2}, . . ., ~h_j, şďőćńěšćőř£¿źĺě śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

• ňŋőčőůńěŋ ~h_u ŕřĺŋăďńěęĺš ĺďěăńş (h_{v,v+1}, . . . , h_{v,j}) ďń£ ćś£łőčő v+2 ≤ u ≤ j, • q_1, . . . , q_{v+1}, ~h_{v+2}, . . ., ~h_j £ćń£ěšś£ śńăąőľ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿,

• deg ~h_u = ν_u ďń£ ćśěţ v + 2 ≤ u ≤ j.

Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋż ~h_{v+2}, . . . , ~h_j ŋăň ŕőšřěąşěšś£ ěź-ě őďŋă řěłşřśĺ£. Ŕşśšĳ v + 3 ≤ u ≤ j + 1 { űěńőě ůĺśńő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şęě ŕőśšřőĺńĺ ňŋőčőůńěŋż ~h_i ďń£ ćśěţ u ≤ i ≤ j. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ~h_i = h_{v,i} + ∑ v+1≤w≤i−1 r_{v,i,w}h_{v,w}, čďě r_{v,i,w} ∈ k[X_0, . . ., X_n] { őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, ĺ deg r_{v,i,w} = ν_i − ν_w ďń£ ćśěţ i ĺ w. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő q_1, . . . , q_{v+1}, ~h_u, . . . , ~h_j £ćń£ěšś£ śńăąőľ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿. Šăł ůšő ć śńşůăě, łőčďă u = j + 1, ŋĺůěčő ŋě ŕőśšřőěŋő.

Ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ ~h_{u−1}, šăłőľ ůšő őŕĺśăŋŋżě şśńőćĺ£ ąşďşš şďőćńěšćőřěŋż, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ u ŋă u − 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě Z(P) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőęěśšćă Z(q_1, . . . , q_v, h_{v,v+1}, . . . , h_{v,j}) ∩ Z(q_{v+1}) = Z(q_1, . . . , q_v, h_{v,v+1}, . . . , h_{v,u−1}, ~h_u, . . . , ~h_j) ∩ Z(q_{v+1}) = Z(q_1, . . . , q_{v+1}, ~h_u, . . . , ~h_j) ∩ Z(h_{v,v+1}, . . ., h_{v,u−1}) Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż r_w śšěŕěŋěľ deg r_w = ν_{u−1} − ν_w ďń£ ćśěţ v + 1 ≤ w ≤ u − 1, šăłĺě ůšő r_{u−1} = 1, ĺ ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ r_w, v + 1 ≤ w ≤ u − 2, ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ Z(P). Šőčďă Z(P) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(q_1, . . . , q_{v+1}, ~h_u, . . . , ~h_j) ∩ Z(r_{v+1}h_{v,v+1}, . . . , r_{u−1}h_{v,u−1}). Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćş¿š ¡ńěňěŋšż α_{v+1}, . . . , α_{u−2} ∈ k, šăłĺě ůšő q_1, . . . , q_{v+1}, h_{v,u−1} + ∑ v+1≤w≤u−2 α_wr_wh_{v,w}, ~h_u, . . . , ~h_j £ćń£ěšś£ śńăąőľ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿. Šăł ůšő ňż ňőęěň ŕőńőęĺšĳ r_{v,u−1,w} = α_wr_w ďń£ ćśěţ v + 1 ≤ w ≤ u − 2. Ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő ćšőřőľ řěłşřśĺĺ ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ šřěąşěňżě ňŋőčőůńěŋż ~h_i, v + 2 ≤ i ≤ j.

Ŕőńőęĺň h_{i+1,u} = ~h_u ďń£ ćśěţ v + 2 ≤ u ≤ j. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ňőęěň őśşźěśšćĺšĳ śńěďş¿źĺľ ÿăč ŕěřćőľ řěłşřśĺĺ. Ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ňż ŕőśšřőĺň šřěąşěňżě ňŋőčőůńěŋż q_1, . . . , q_j. Ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ďőłăğăŋő. Ćšőřőě { śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő ĺğ łőŋśšřşłűĺĺ, őŕĺśăŋŋőľ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŕěřćőčő şšćěřęďěŋĺ£. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŃĚŇŇĂ 2 Ŕşśšĳ g1, . . . , gj { P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ĺ h1, . . . , hj { śńă-

ąă£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Šőčďă deg g_i ≤ deg h_i ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ h_1, . . . , h_j £ćń£ěšś£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿, šő deg g_i = deg h_i ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j, š.ě. ďń£ ń¿ążţ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ g_1, . . ., g_j ĺ űěńőčő ůĺśńă i, šăłőčő ůšő 1 ≤ i ≤ j, śšěŕěŋĳ deg g_i ğăćĺśĺš šőńĳłő őš P ĺ i, ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ňŋőčőůńěŋőć g_1, . . . , g_j.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ İšő śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő ĺğ Őŕřěďěńěŋĺ£ 1 ĺ

Ńěňňż 1. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

3 Őűěŋłĺ ďń£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ŕřőśšőčő ĺďěăńă ĺ ěčő řěďşłűĺľ

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺ£ p_j, p_{j,v}, ććěď-ěŋŋżě Řăğďěńě 1. Ć ¡šőň řăğďěńě ŋěőą£ğăšěńĳŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő p_j ⊂ P. Šăł ůšő ňż ąşďěň šőńĳłő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő p_j £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ĺďěăńőň, ĺ dim Z(p_j ) = n − j ďń£ ćśěţ 0 ≤ j ≤ n. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő p_j = p_{j,n}.

ŃĚŇŇĂ 3 Ŕşśšĳ 0 ≤ j < v ≤ n { űěńżě ůĺśńă. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő m ≥ 1

śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |~/p_{j,v}|_m ≥ ∑ 0≤i≤v−j−1 ( m + i − 1 i ) |~/p_{j,v−i}|_0 + ∑ 1≤i≤m ( v − j − 1 + m − i v − j − 1 ) |~/p_{j,j}|_i (ŕřĺů-ěň |~/p_{j,v−i}|_0 = 1 ďń£ ćśěţ i, j, v).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕşśšĳ w ≥ 1 { űěńőě ůĺśńő. Řăśśňőšřĺň šőůŋş¿

ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

0 → (~/p_{j,v})_{w−1} → (~/p_{j,v})_w → (~/(p_{j,v} + (U_v )))_w → 0, (3) łőšőřă£ ĺŋďşűĺřőćăŋă şňŋőęěŋĺěň ŋă U_v. Ňż ĺňěěň |~/(p_{j,v} + (U_v))|_w ≥ |~/p_{j,v−1}|_w ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺďěăńőć p_{j,v} ĺ p_{j,v−1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, |~/p_{j,v}|_w ≥ |~/p_{j,v}|_{w−1} + |~/p_{j,v−1}|_w. Śşňňĺřş£ ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă ďń£ ćśěţ 1 ≤ w ≤ m, ňż ŕőńşůăěň, ůšő |~/p_{j,v}|_m ≥ |~/p_{j,v}|_0 + ∑ 1≤w≤m |~/p_{j,v−1}|_w. (4) Ěśńĺ j = v − 1, šő šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Ŕşśšĳ j < v − 1. Ŕřĺňěŋ££ ăŋăńőčĺůŋş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ (ś v ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă v − 1) ł łăęďőňş śńăčăěňőňş ĺğ ŕřăćőľ ůăśšĺ (4) ĺ ĺšěřĺřş£ šăłĺň ęě őąřăğőň ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ¡šő ćőğňőęŋő, ňż ŕőńşůĺň šřěąşěňőě ŋěřăćěŋśšćő. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŃĚŇŇĂ 4 Ŕşśšĳ 0 ≤ v ≤ j ≤ n { űěńżě ůĺśńă. Ŕşśšĳ |~/p_{j−v,j−v}|_μ ≥ γ ďń£ ŋěłőšőřőčő μ ≥ 1. Šőčďă ďń£ ćś£łőčő m ≥ μ ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő |~/p_{j−v,j}|_m ≥ ( v + m − μ v ) γ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ μ_1 ∈ R, μ − 1 < μ_1 ≤ μ, ĺ m ≥ 2μ_1, šő |~/p_{j−v,j}|_m ≥ (2^vv!)^{−1}m^vγ. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąź-

ŋőśšĺ, ůšő v > 0. Řăśśňăšřĺćă£ šőůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ăŋăńőčĺůŋş¿ (3), ňż ŕőńşůĺň |~/p_{j−v,j−v}|_m ≤ |~/p_{j−v,j−v}|_{m+1} ďń£ ń¿ąőčő m. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ Ńěňňż 3 ćżšěłăěš, ůšő |~/p_{j−v,j}|_m ≥ (( v − 1 v − 1 ) + . . . + ( v − 1 + m − μ v − 1 )) γ = ( v + m − μ v ) γ. Ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ ŕěřćőčő ŋěňěďńěŋŋő, šăł łăł m ≥ 2μ − 1 ć ¡šőň śńşůăě. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

4 Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕěřćőčő şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4

Ňż ĺśŕőńĳğşěň őąőğŋăůěŋĺ£ ĺğ Řăğďěńă 1. Ŕşśšĳ 0 < j ≤ s. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ůšő Šěőřěňă 4 şęě ďőłăğăŋă ďń£ ćśěţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć p_u ŕřĺ u < j. Šăł ůšő łőŋśšăŋšż a_u, b_u ĺ c_u őŕřěďěńěŋż ďń£ ćśěţ 0 ≤ u < j. Ć ¡šőň řăğďěńě ŋăÿă űěńĳ { ďőłăğăšĳ şšćěřęďěŋĺě (i) Šěőřěňż 4 ďń£ j ĺ őŕřěďěńĺšĳ łőŋśšăŋšş b_j.

Ŕşśšĳ p_{j−1} { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń łőńĳűă k[X_0, . . . , X_n], šăłőľ ůšő f_i ∈ p_{j−1} ⊂ P ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j − 1, ĺ dim Z(p_{j−1}) = n − j + 1 ć P^n(k). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő p_{j−1} = p_{j−1,n}. Ŕşśšĳ μ { ŋăĺňěŋĳÿěě űěńőě ůĺśńő, šăłőě ůšő μ ≥ 2^{−1}a^{−1}_{j−1}δ_{j−1}. Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 4, ňż ŕőńşůăěň, ůšő |~/p_{j−1}|_m ≥ ( n − j + 1 + m − μ n − j + 1 ) c_{j−1}δ_1 · . . . · δ_{j−1} (5)

ďń£ ćśěţ m ≥ μ.

Ňż ĺśŕőńĳğşěň ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺűş ďń£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ őďŋőřőďŋőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă, ŕőńşůěŋŋş¿ ć [1] ďń£ śńşůă£ ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ. İšőš řěğşńĳšăš ążń şńşůÿěŋ ĺ řăśÿĺřěŋ ŋă śńşůăľ ŋěŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ć [6]. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő deg Z(P) = D. Ć [6] ďőłăğăŋő, ůšő ďń£ ćśěţ m ≥ 0 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |~/P|_m ≤ ( n − s + m n − s ) D. (6) Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S_{j−1} ňŋőęěśšćő ćśěţ őďŋőřőďŋżţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć p_{j−1} ⊂ k[X_0, . . ., X_n], šăłĺţ ůšő dim Z(p_{j−1}) = n − j + 1, ĺ ĺďěăńż (f_1, . . ., f_{j−1}) ⊂ p_{j−1} ⊂ P. Řăśśňăšřĺćă£ ¡ŕĺňőřťĺğň (~/p_{j−1})_m → (~/P)_m, ňż ćĺďĺň, ůšő ĺğ (5) ĺ (6) śńěďşěš, ůšő ěśńĺ ( n − j + 1 + m − μ n − j + 1 ) c_{j−1}δ_1 · . . . · δ_{j−1} > ( n − s + m n − s ) D, (7) šő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ g ∈ (P)_m \(p_{j−1})_m ďń£ ćś£łőčő m ≥ μ ĺ ćś£łőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă p_{j−1} ∈ S_{j−1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ (7) ćżšěłăěš, ůšő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ

g ∈ (P)_m \ ⋃ pj�1 ∈Sj�1 (p_{j−1})_m (8)

ďń£ ćś£łőčő m ≥ μ. Ğăňěšĺň, ůšő (7) ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěřăćěŋśšćş ∏ 1≤i≤n−s m − μ + i m + i ∏ n−s<i≤n−j+1 (m − μ + i) > c^{−1}_{j−1} (n − j + 1)! (n − s)! D δ_1 · . . . · δ_{j−1} .

Ěśńĺ m ≥ (n + 1)μ, šő ćś£łĺľ ňŋőęĺšěńĳ ŕěřćőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăśśňăšřĺćăěňőčő ŋěřăćěŋśšćă ąőńĳÿě, ůěň n/(n + 1). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ

m ≥ max {( c^{−1}_{j−1} (n − j + 1)! (n − s)! ( n + 1 n )_n)_{1/(s−j+1)} × ( D δ_1 · . . . · δ_{j−1} )_{1/(s−j+1)} + μ, (n + 1)μ } (9) šő ćżŕőńŋěŋő (7) ĺ m ≥ μ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ śŕřăćěďńĺćő (9), šő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ g, şďőćńěšćőř£¿źĺľ (8). Őšňěšĺň, ůšő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňż ĺňěěň deg g ≥ δ_j .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňăłśĺňşň ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (9) řăćěŋ ŕěřćőňş ůńěŋş ć ťĺčşřŋżţ śłőąłăţ. Šőčďă

δ_j ≤ 3 ( 4(n − j + 1)! (n − s)!c_{j−1} )_{1/(s−j+1)} ( D δ_1 · . . . · δ_{j−1} )_{1/(s−j+1)} . (10)

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňăłśĺňşň ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (9) ěśšĳ (n + 1)μ. Ć ¡šőň śńşůăě δ_j ≤ (n + 1)(2^{−1}a^{−1}_{j−1}δ_{j−1} + 1) ≤ 2^{−1}δ_j + n + 1

ŕőśłőńĳłş a_{j−1} ≥ n + 1 ĺ δ_j ≥ δ_{j−1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, δ_j ≤ 2n + 2. Ŕő¡šőňş δ_i ≤ 2n + 2 ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ j. Šăłĺň őąřăğőň,

δ_j ≤ (2n + 2)^{1+(j−1)/(s−j+1)} ( D δ_1 · . . . · δ_{j−1} )_{1/(s−j+1)} (11)

ć ¡šőň śńşůăě.

Ŕőńőęĺň

b_j = max { 3n ( 4c^{−1}_{j−1} )_{1/(s−j+1)} , (2n + 2)^{1+(j−1)/(s−j+1)} } . (12)

Šőčďă ĺğ ŕřěďżďşźĺţ řăśśşęďěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ďń£ b_j, őŕřěďěń-ěŋŋőčő ŕő ¡šőľ ťőřňşńě, ćżŕőńŋěŋő ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4. Šăłĺň őąřăğőň, ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4 ďőłăğăŋő.

Ć śńşůăě, łőčďă s = j ŕőńőęĺň a_j = b_j + 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, şšćěřęďěŋĺě (ii) Šěőřěňż 4 ďőłăğăŋő ďń£ j ć śńşůăě, łőčďă s = j.

5 Ďőłăğăšěńĳśšćő ćšőřőčő şšćěřęďěŋĺ£ Šěőřěňż 4

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ őąőğŋăůěŋĺ£ ĺğ Řăğďěńă 1. Ŕşśšĳ 0 < j ≤ s. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ůšő Šěőřěňă 4 şęě ďőłăğăŋă ďń£ ćśěţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć p_u ŕřĺ u < j. Šăł ůšő a_u, b_u, c_u őŕřěďěńěŋż ďń£ ćśěţ 0 ≤ u < j. Ć ¡šőň řăğďěńě ŋăÿă űěńĳ { ďőłăğăšĳ şšćěřęďěŋĺě (ii) Šěőřěňż 4 ĺ őŕřěďěńĺšĳ łőŋśšăŋšş a_j .

Śńşůăľ, łőčďă s = j ążń řăśśňőšřěŋ ć ŕřěďżďşźěň řăğďěńě. Šăł ůšő ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő s > j.

Ŕşśšĳ p_{j−1}, p_j { ŕřőĺğćőńĳŋżě ŕřőśšżě ĺďěăńż, šăłĺě łăł ć ŕřěďżďşźĺţ řăğďěńăţ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő p_{j−1} = p_{j−1,n}. Ŕşśšĳ μ { ŋăĺňěŋĳÿěě űěńőě ůĺśńő, šăłőě ůšő μ ≥ 2^{−1}a^{−1}_{j−1}δ_{j−1}. Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 4, ňż ŕőńşůăěň, ůšő |~/p_{j−1}|_m ≥ ( n − j + 1 + m − μ n − j + 1 ) c_{j−1}δ_1 · . . . · δ_{j−1} (13)

ďń£ ćśěţ m ≥ μ.

Ďń£ ćśěţ m ≥ 0 śőčńăśŋő [6] śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |~/p_j|_m ≤ ( n − j + m n − j ) deg Z(p_j ).

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćśěţ m ≥ 0 ňż ĺňěěň

|~/(p_{j−1} + p_j )|_m ≤ |~/p_j|_m ≤ ( n − j + m n − j ) deg Z(p_j ). (14)

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S_{j−1} ňŋőęěśšćő ćśěţ őďŋőřőďŋżţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć p_{j−1} ⊂ k[X_0, . . ., X_n], šăłĺţ ůšő dim Z(p_{j−1}) = n − j + 1, ĺ ĺďěăńż (f_1, . . ., f_{j−1}) ⊂ p_{j−1} ⊂ P. Řăśśňăšřĺćă£ ¡ŕĺňőřťĺğň (~/p_{j−1})_m → (~/(p_{j−1} + p_j))_m, ňż ćĺďĺň, ůšő ĺğ (13) ĺ (14) śńěďşěš, ůšő ěśńĺ ( n − j + 1 + m − μ n − j + 1 ) c_{j−1}δ_1 · . . . · δ_{j−1} > ( n − j + m n − j ) deg Z(p_j ), (15)

šő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ g ∈ (p_j)_m \(p_{j−1})_m ďń£ ćś£łőčő m ≥ μ ĺ ćś£łőčő ŕřőśšőčő ĺďěăńă p_{j−1} ∈ S_{j−1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, (15) ćńěů-ěš, ůšő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ

g ∈ (p_j)_m \ ⋃ pj�1 ∈Sj�1 (p_{j−1})_m ⊂ (P)_m \ ⋃ pj�1 ∈Sj�1 (p_{j−1})_m (16)

ďń£ ćś£łőčő m ≥ μ. Ğăňěšĺň, ůšő (15) ¡łćĺćăńěŋšŋő ŋěřăćěŋśšćş

(m − μ + n − j + 1) ∏ 1≤i≤n−j m − μ + i m + i > (n − j + 1) deg Z(p_j ) c_{j−1}δ_1 · . . . · δ_{j−1} . Ěśńĺ m ≥ (n+1)μ, šő (m−μ+i)/(m+i) > n/(n+1) ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ n−j. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ

m ≥ max {n − j + 1 c_{j−1} ( n + 1 n )_n deg Z(p_j) δ_1 · . . . · δ_{j−1} + μ, (n + 1)μ } , (17)

šő ćżŕőńŋ£ěšś£ (15) ĺ m ≥ μ. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ śŕřăćěďńĺćő (17), šő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ g, şďőćńěšćőř£¿źĺľ (16). Őšňěšĺň, ůšő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňż ĺňěěň deg g ≥ δ_j .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňăłśĺňşň ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (17) ěśšĳ ŕěřćżľ ůńěŋ ć ťĺčşřŋżţ śłőąłăţ. Šőčďă δ_j < 12(n − j + 1) deg Z(p_j) c_{j−1}δ_1 · . . . · δ_{j−1} . (18)

Śńěďőćăšěńĳŋő,

12(n − j + 1)c^{−1}_{j−1} deg Z(p_j ) > δ_1 · . . . · δ_j .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňăłśĺňşň ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (17) ěśšĳ (n + 1)μ. Ć ¡šőň śńşůăě δ_j ≤ (n + 1)(2^{−1}a^{−1}_{j−1}δ_{j−1} + 1) ≤ 2^{−1}δ_j + n + 1

ŕőśłőńĳłş a_{j−1} ≥ n + 1 ĺ δ_j ≥ δ_{j−1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, δ_j ≤ 2n + 2. Ŕő¡šőňş δ_i ≤ 2n + 2 ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ j. Šăłĺň őąřăğőň,

(2n + 2)^j deg Z(p_j) ≥ δ_1 · . . . · δ_j (19)

ć ¡šőň śńşůăě.

Ĺšăł, ěśńĺ j < s, ŕőńőęĺň

a_j = max { 12(n − j + 1)c^{−1}_{j−1}, (2n + 2)^j + 1 } (20)

ĺ, ěśńĺ j = s, ŕőńőęĺň a_s = b_s + 1. (21)

Ĺğ ŕřěďżďşźĺţ řăśśşęďěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ďń£ a_j, őŕřěďěń-ěŋŋőčő ŕő ¡šőľ ťőřňşńě, śŕřăćěďńĺćő ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4. Šăłĺň őąřăğőň, ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4 ďőłăğăŋő.

6 Ďőłăğăšěńĳśšćő šřěšĳěčő şšćěřęďěŋĺ£ Šěőřěňż 4

Ňż ĺśŕőńĳğşěň őąőğŋăůěŋĺ£ ĺğ Řăğďěńă 1. Ŕşśšĳ 0 < j ≤ s. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ, ůšő Šěőřěňă 4 şęě ďőłăğăŋă ďń£ ćśěţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć p_u ŕřĺ u < j ĺ şšćěřęďěŋĺě (ii) şęě ďőłăğăŋő ďń£ j. Šăł ůšő a_u őŕřěďěńěŋż ďń£ ćśěţ 0 ≤ u ≤ j, łőŋśšăŋšż b_u ĺ c_u őŕřěďěńěŋż ďń£ ćśěţ 1 ≤ u < j. Ć ¡šőň řăğďěńě ŋăÿă űěńĳ { ďőłăğăšĳ şšćěřęďěŋĺě (iii) Šěőřěňż 4 ĺ őŕřěďěńĺšĳ łőŋśšăŋšş c_j .

Ŕşśšĳ v, 1 ≤ v ≤ j { űěńőě ůĺśńő. Ŕşśšĳ p_{j−v} { ŕřőĺğćőńĳŋżľ őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń, šăłőľ ůšő (f_1, . . . , f_{j−v}) ⊂ p_{j−v} ⊂ p_j. Ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺ Ńěňňě 4 ďń£ ćś£łőčő m ≥ a^{−1}_{j−v}δ_{j−v} śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |~/p_{j−v,j}|_m > (2^vv!)^{−1}c_{j−v}δ_1 · . . . · δ_{j−v}m^v. (22) Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő (2^vv!)^{−1}c_{j−v}δ_1 · . . . · δ_{j−v}m^v > |~/p_{j,j}|_m. (23) Řăśśňăšřĺćă£ ¡ŕĺňőřťĺğň (~/p_{j−v,j})_m → (~/p_{j,j})_m, ňż ćĺďĺň, ůšő ĺğ (22) ĺ (23) śńěďşěš, ůšő śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ g ∈ (p_{j,j})_m \ (p_{j−v,j})_m. Śńěďőćăšěńĳŋő, dim Z(p_{j−v,j})∩Z(g) < dim Z(p_{j−v,j}), ĺ deg g = m.

Ŕőłăęěň, ůšő ćś£łă£ šőůłă ĺğ Z(p_{j,j}) ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš ŋĺłăłőľ łőňŕőŋěŋšě W ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f_1 , . . . , f_j), łőšőřă£ ŋě śőďěřęĺšś£ ć Z(p_j). Ć śăňőň ďěńě, ĺŋăůě, ¡šă šőůłă ŕřĺŋăďńěęĺš ŕěřěśěůěŋĺ¿ Z(p_j) ∩ W , š.ě. ŕřĺŋăďńěęĺš ŋěłőšőřőňş ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ W_1 řăğňěřŋőśšĺ ňěŋĳÿě, ůěň n − j, őŕřěďěń-ěŋŋőňş ŋăď k. Ŋő őąźěě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

Z(u_j ) ŋě ŕěřěśěłăěšś£ ŋĺ ś łăłĺň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, őŕřěďěń-ěŋŋżň ŋăď k, řăğňěřŋőśšĺ ňěŋĳÿě, ůěň n − j. Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě Z(p_j ) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(p_{j−v})∩Z(f_{j−v+1}, . . ., f_j ). Śńěďőćăšěńĳŋő, ćś£łă£ šőůłă ĺğ Z(p_{j,j}) £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(p_{j−v,j})∩Z(f_{j−v+1} , . . . , f_j ). ŃĚŇŇĂ 5 Śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż^~fj−v+2, . . . ,^~fj ∈ k[X0,

. . . , X_n], šăłĺě ůšő ćś£łă£ šőůłă ĺğ Z(p_{j,j}) £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(p_{j−v,j}) ∩ Z(g) ∩ Z( ~f_{j−v+2}, . . ., ~f_j ), ĺ śšěŕěŋĺ deg ~f_i = δ_i ďń£ ćśěţ j − v + 2 ≤ i ≤ j.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ťăłšĺůěśłĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ ńěňňż ăŋă-

ńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş Ńěňňż 1, őďŋăłő ňż ĺğńőęĺň ěčő ŕőďřőąŋő ďń£ ŕőńŋőšż. Ŕşśšĳ j − v + 3 ≤ u ≤ j + 1 { űěńőě ůĺśńő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şęě ŕőśšřőĺńĺ ňŋőčőůńěŋż ~f_i ďń£ u ≤ i ≤ j. Ŕřěďŕőńőęĺň šăłęě, ůšő

~f_i = f_i + ∑ j−v+1≤w≤i−1 h_{i,w}f_w, čďě h_{i,w} ∈ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, ĺ deg h_{i,w} = δ_i − δ_w ďń£ ćśěţ i ĺ w. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćś£łă£ łőňŕőŋěŋšă W ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(p_{j−v,j}) ∩ Z(g) ∩ Z( ~f_u, . . . , ~f_j), šăłă£ ůšő W ∩ Z(p_{j,j}) ≠ ∅ ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ dim W = u − j + v − 2. Šăł ůšő ć śńşůăě, łőčďă u = j + 1, ŋĺůěčő ŋě ŕőśšřőěŋő.

Ŕőłăęěň, ůšő ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ ~f_{u−1}, šăłőľ ůšő őŕĺśăŋŋżě šřěąőćăŋĺ£ ąşďşš şďőćńěšćőřěŋż, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ u ŋă u − 1. Ŕşśšĳ W { ććěď-ěŋŋă£ ćżÿě ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă. Ćś£łă£ šőůłă ĺğ Z(p_{j,j}) ∩ W £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ∩ Z(f_{j−v+1}, . . . , f_j) = W ∩ Z(f_{j−v+1}, . . . , f_{u−1}, ~f_u, . . . , ~f_j) = W ∩ Z(f_{j−v+1}, . . . , f_{u−1}). Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ~h_w śšěŕěŋěľ deg ~h_w = δ_{u−1} − δ_w ďń£ ćśěţ j − v + 1 ≤ w ≤ u − 1, šăłĺě ůšő ~h_{u−1} = 1, ĺ ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ~h_w, j − v + 1 ≤ w ≤ u − 2, ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě ĺğ Z(p_{j,j}). Šőčďă ćś£łă£ šőůłă ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(p_{j,j}) ∩ W £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ć W ∩ Z(~h_{j−v+1}f_{j−v+1}, . . . , ~h_{u−1}f_{u−1}) ďń£ ń¿ąőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W . Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćş¿š ¡ńěňěŋšż α_{j−v+1}, . . . , α_{u−2} ∈ k, šăłĺě ůšő W ∩ Z(f_{u−1} + ∑ j−v+1≤w≤u−2 α_w~h_wf_w) ≠ W ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W , ććěď-ěŋŋőľ ćżÿě. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ňőęěň ŕőńőęĺšĳ h_{u−1,w} = α_w~h_w ďń£ ćśěţ j − v + 1 ≤ w ≤ u − 2. Ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, řěłşřśĺćŋő ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ šřěąşěňżě ňŋőčőůńěŋż ~f_i, j − v + 2 ≤ i ≤ j. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Šěŕěřĳ ŕő Ńěňňě 5, ŋěřăćěŋśšćş Ąěğş ĺ (i) ňż ĺňěěň śńěďş¿źĺě ŋěřăćěŋśšćă deg Z(p_{j−v,j}) deg g deg ~f_{j−v+2} · . . . · deg ~f_j ≥ deg Z(p_{j,j}), δ_1 · . . . · δ_{j−v} ≥ deg Z(p_{j−v,j}), deg Z(p_{j,j}) > a^{−1}_j δ_1 · . . . · δ_j .

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő deg g = m ĺ ŕő Ńěňňě 5 śšěŕěŋĳ deg ~f_w = δ_w ďń£ j − v + 2 ≤ w ≤ j. Śńěďőćăšěńĳŋő, δ_1 · . . . · δ_{j−v}mδ_{j−v+2} · . . . · δ_j > a^{−1}_j δ_1 · . . . · δ_j . Šăł ůšő m > a^{−1}_j δ_{j−v+1}. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ďőłăğăńĺ śńěďş¿źĺľ ťăłš.

ŃĚŇŇĂ 6 Ŕşśšĳ 1 ≤ v ≤ j ≤ s { űěńżě ůĺśńă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő űěńőě

ůĺśńő m şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćş a^{−1}_{j−v}δ_{j−v} ≤ m ≤ a^{−1}_j δ_{j−v+1}. Šőčďă |~/p_{j,j}|_m ≥ (2^vv!)^{−1}c_{j−v}δ_1 · . . . · δ_{j−v}m^v. (24) Ŕőńőęĺň v = 1, ěśńĺ a^{−1}_{j−1}δ_{j−1} < 2^{−1}a^{−1}_j δ_j . Ěśńĺ a^{−1}_{j−1}δ_{j−1} ≥ 2^{−1}a^{−1}_j δ_j , šő ŕőńőęĺň

v = 1 + max{w : a^{−1}_{j−w}δ_{j−w} ≥ 2^{−1}a^{−1}_j δ_{j−w+1} & 1 ≤ w ≤ j}. (25) Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£. Ć ŕěřćőň śńşůăě ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő δ_{j−v+1} > 2a_j, (26) ćő ćšőřőň, ůšő δ_{j−v+1} ≤ 2a_j. (27) Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (26). Šőčďă v ≤ j, ŕőśłőńĳłş a_j > 1. Ďăńěě, a^{−1}_j δ_{j−v+1} − 2^{−1}a^{−1}_j δ_{j−v+1} = 2^{−1}a^{−1}_j δ_{j−v+1} > 1.

Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš űěńőě ůĺśńő m, šăłőě ůšő 2^{−1}a^{−1}_j δ_{j−v+1} ≤ m ≤ a^{−1}_j δ_{j−v+1}. (28) Šăł ůšő śőčńăśŋő (25) ĺ, ŕőśłőńĳłş v ≤ j, ďń£ ¡šőčő m śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő a^{−1}_{j−v}δ_{j−v} < m ≤ a^{−1}_j δ_{j−v+1}. (29) Šěŕěřĳ Ńěňňă 6 ĺ (28) ćńěłşš, ůšő |~/p_{j,j}|_m ≥ (2^vv!)^{−1}c_{j−v}δ_1 · . . . · δ_{j−v}2^{−v}a^{−v}_j δ^v_{j−v+1}. (30) Śŋőćă śőčńăśŋő (25) ćżŕőńŋěŋż ŋěřăćěŋśšćă 2^{−1}a^{−1}_j a_{j−w}δ_{j−w+1} ≤ δ_{j−w} ďń£ ćśěţ 1 ≤ w ≤ v − 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, 2^{v−w−1}a^{v−w−1}_j a^{−1}_{j−w−1} · . . . · a^{−1}_{j−v+1}δ_{j−v+1} ≥ δ_{j−w} (31) ďń£ ćśěţ 0 ≤ w ≤ v − 2. Ĺğ (30) ĺ (31) ćżšěłăěš, ůšő |~/p_{j,j}|_m ≥ (2^vv!)^{−1}c_{j−v}δ_1 · . . . · δ_{j−v+1}2^{−v}a^{−v}_j × ∏ 0≤w≤v−2 δ_{j−w} 2^{v−w−1}a^{v−w−1}_j a^{−1}_{j−w−1} · . . . · a^{−1}_{j−v+1} = (2^vv!)^{−1}c_{j−v}2^{−(v2+v)/2}a^{(−v2−v)/2} j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^{v−1}_{j−v+1}δ_1 · . . . · δ_j ďń£ ćśěţ m ≥ 2^{−1}a^{−1}_j δ_{j−v+1}.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ćšőřőľ śńşůăľ, łőčďă ćżŕőńŋěŋő (27). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő v ≤ j. Šőčďă δ_1 ≤ . . . ≤ δ_{j−v+1} ≤ 2a_j ĺ, łăł ĺ ć ŕěřćőň śńşůăě, ćżŕőńŋěŋő (31) ďń£ ćśěţ 0 ≤ w ≤ v − 2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćś£łőčő m ≥ 1 |~/p_{j,j}|_m ≥ 1 ≥ δ_1 2a_j · . . . · δ_{j−v+1} 2a_j × ∏ 0≤w≤v−2 δ_{j−w} 2a_j2^{v−w−1}a^{v−w−1}_j a^{−1}_{j−w−1} · . . . · a^{−1}_{j−v+1} = (2a_j)^{−j} 2^{(−v2+v)/2}a^{(−v2+v)/2} j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^{v−1}_{j−v+1}δ_1 · . . . · δ_j . Ŋăłőŋěű ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő v = j + 1. Šőčďă, łăł ĺ ć ŕěřćőň śńşůăě, şďőćńěšćőř£ěšś£ (31) ďń£ ćśěţ 0 ≤ w ≤ v − 2. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő δ_0 = 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćś£łőčő m ≥ 1 |~/p_{j,j}|_m ≥ 1 ≥ ∏ 0≤w≤v−2 δ_{j−w} 2^{v−w−1}a^{v−w−1}_j a^{−1}_{j−w−1} · . . . · a^{−1}_{j−v+1} = 2^{(−v2+v)/2}a^{(−v2+v)/2} j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^{v−1}_{j−v+1}δ_1 · . . . · δ_j = 2^{−(j2+j)/2}a^{−(j2+j)/2} j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^j_0δ_1 · . . . · δ_j . Ŕőńőęĺň ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ v ≤ j c^′_{j,v} = (2^vv!)^{−1}c_{j−v}2^{−(v2+v)/2}a^{(−v2−v)/2}_j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^{v−1}_{j−v+1}, c^{′′}_{j,v} = (2a_j )^{−j}2^{(−v2+v)/2}a^{(−v2+v)/2} j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^{v−1}_{j−v+1}. (32)

Ŕőńőęĺň c^{′′′}_j = 2^{−(j2+j)/2}a^{−(j2+j)/2} j a_{j−1}a^2_{j−2} · . . . · a^j_0. (33) Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň c_j = min_{1≤v≤j}{c^′_{j,v}, c^{′′}_{j,v}, c^{′′′}_j }. (34) Šőčďă ĺğ ŕřěďżďşźĺţ řăśśşęďěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ďń£ c_j, őŕřěďěń-ěŋŋőčő ŕő ¡šőľ ťőřňşńě, ćżŕőńŋ£ěšś£ šřěšĳě şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4. Šăłĺň őąřăğőň, šřěšĳě şšćěřęďěŋĺě Šěőřěňż 4 ďőłăğăŋő.

Šřěąşěňżě ć ťőřňşńĺřőćłě Šěőřěňż 4 őűěŋłĺ ďń£ łőŋśšăŋš a_j, b_j ĺ c^{−1}_j šěŕěřĳ śńěďş¿š ŋěňěďńěŋŋő ĺğ (2), (12), (20), (21), (32), (33) ĺ (34). Šěőřěňă 4 ĺ Šěőřěňă 1 ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋż.

7 Ŋěłőšőřżě ťăłšż ĺğ šěőřĺĺ ĺśłń¿ůěŋĺ£

Ŕşśšĳ n ≥ 0. Řăśśňőšřĺň n+1 őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć F_0, . . ., F_n őš n+1 ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_n śšěŕěŋĺ deg F_i = d_i, 0 ≤ i ≤ n ś ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, š.ě. śěňěľśšćő ćśěţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňżň ŋăď Z. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R łőńĳűő, ŕőřőęď-ěŋŋőě łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňŋőčőůńěŋőć F_0, . . . , F_n ŋăď Z. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řěğşńĳšăŋš (ĺńĺ řěğşńĳšăŋšŋă£ ťőřňă) őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć F_0, . . . , F_n { ¡šő ěďĺŋśšćěŋŋżľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ ±1 ŋěŕřĺćőďĺňżľ ¡ńěňěŋš R ∈ R (őŋ śşźěśšćşěš, śň. [3]), şďőćńěšćőř£¿źĺľ śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿. Ŕşśšĳ ~F_0, . . . , ~F_n { ŕřőĺğćőńĳŋżě őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n śšěŕěŋěľ deg ~F_i = d_i, 0 ≤ i ≤ n, ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ K_1. Šăł ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć ~F_0, . . . , ~F_n śőőšćěšśšćş¿š łő- ¡ťťĺűĺěŋšăň F_0, . . . , F_n. Ŕşśšĳ ~R ∈ K_1 ŕőńşůěŋ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďśšăŋőćłĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć ~F_0, . . . , ~F_n ć R ĺ ěśšěśšćěŋŋőčő čőňőňőřťĺğňă

Z→ K1. Šőčďă^~R = 0 ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ Z(^~F0, . . . ,^~Fn) ≠ ∅ ć P^n(K1). İńěňěŋš^~R ŋăğżćăěšś£ řěğşńĳšăŋšőň őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć

~F_0, . . . , ~F_n. Ňŋőęĺšěńĳ ±1 ć őŕřěďěńěŋĺĺ řěğşńĳšăŋšă ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋ łăŋőŋĺůěśłĺň őąřăğőň, ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 7, śň. Őŕřěďěńěŋĺě 4 ŋĺęě. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ řěğşńĳšăŋš ś łăŋőŋĺůěśłĺ ćżąřăŋŋżň ğŋăłőň ~R = Res_{X0,...,Xn} ( ~R_0, . . ., ~R_n). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ (F_0, . . . , F_n) ĺďěăń łőńĳűă R[X_0, . . . , X_n], ŕőřőęď-ěŋŋżľ F_0, . . . , F_n. Őśŋőćŋőě śćőľśšćő řěğşńĳšăŋšă R, śň. [3], śř. [9], [10], śőśšőĺš ć šőň, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ űěńżţ ůĺśěń N ĺ ćśěţ 0 ≤ i ≤ n

RX^N_i ∈ (F_0, . . . , F_n). (35)

Ć [3] ¡šő śćőľśšćő ďőłăğăŋő, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ Zŕřĺňĺšĺćŋżň ŕőńěň (ĺ K_1 { ŕőńě šőľ ęě śăňőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ), ĺ ¡šőčő ąşďěš ďőśšăšőůŋő ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ ć ďăńĳŋěľÿěň.

ŃĚŇŇĂ 7 Ŕşśšĳ n ≥ 1. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R1 řěğşńĳšăŋš n őďŋőřőďŋżţ

ňŋőčőůńěŋőć F_0(X_0, . . . , X_{n−1}, 0), . . ., F_{n−1}(X_0, . . . , X_{n−1}, 0) őš n ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_{n−1}. Šőčďă R = ±R^{dn}_1 ∏ ξ F_n(ξ), (36)

čďě ξ = (ξ_0, . . . , ξ_{n−1}, 1), ĺ (ξ_0 : . . . : ξ_{n−1} : 1) ŕřőąěčăěš ćśě łőřŋĺ śĺśšěňż F_0 = . . . = F_{n−1} = 0 ć P^n(K), ŕřĺů-ěň K { ŕőńě ůăśšŋżţ łőńĳűă R.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Őąőğŋăůĺň ůěřěğ F^{(i)} śěňěľśšćő łő¡ťťĺűĺěŋ-

šőć ňŋőčőůńěŋă F_i. Ğăňěšĺň, ůšő řěğşńĳšăŋš R, řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł ňŋőčőůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő F^{(n)}, řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ∏ ξ F_n(ξ) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ ĺğ ŕőń£, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ŋăď Q łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ śěňěľśšć F^{(0)}, . . . , F^{(n−1)}. Śńěďőćăšěńĳŋő,

deg_F (n) ∏ ξ F_n(ξ) = d_0 · . . . · d_{n−1}.

Ŕő¡šőňş ďń£ i = n (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő śĺňňěšřĺĺ ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ n) ňŋőčőůńěŋ R £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň őšŋőśĺšěńĳŋő F^{(i)} śšěŕěŋĺ

deg_F (i) R = ( ∏ 0≤j≤n d_j ) /d_i. (37)

Ďăńěě, őąőğŋăůĺň ůěřěğ R^{(n−1)}(Z_{n−1}, Z_n) řěğşńĳšăŋš n őďŋőřőďŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_{n−1} ňŋőčőůńěŋőć F_i(X_0, . . . , X_{n−2}, Z_nX_{n−1}, Z_{n−1}X_{n−1}), 0 ≤ i ≤ n − 1. Šăł ůšő R^{(n−1)}(Z_{n−1}, Z_n) £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő łăęďőčő śěňěľśšćă F^{(0)}, . . . , F^{(n−1)}. Śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ řěğşńĳšăŋšă R^{(n−1)}(1, ξ_{n−1}) = 0 ďń£ ćś£łőčő ξ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ łőřŋěľ ξ_{n−1} ňŋőčőůńěŋă R^{(n−1)}(1, Z_n), £ćń£¿źĺěś£ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ťşŋłűĺ£ňĺ őš F^{(0)}, . . . , F^{(n−1)}, ĺňě¿š śšěŕěŋĳ 0 őšŋőśĺšěńĳŋő łăęďőčő F^{(i)}, 0 ≤ i ≤ n − 1 (śšěŕěŋĳ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ řăćŋă řăğŋőśšĺ śšěŕěŋěľ ě-ě ůĺśńĺšěń£ ĺ ğŋăňěŋăšěń£). Šő ęě śăňőě ŕő śĺňňěšřĺĺ ćěřŋő ďń£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ őš ξ_i ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ n − 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, (ňż őśšăćń£ěň ďěšăńĺ ůĺšăšěń¿)

deg_F (i) ∏ ξ F_n(ξ) = 0, 0 ≤ i ≤ n − 1. (38)

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő (39), śň. ŋĺęě, ďőłăğăŋő ŕő ĺŋďşłűĺĺ ďń£ ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ. Šőčďă (39), ćńěů-ěš, ůšő R^{(n−1)} £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő Z_{n−1}, Z_n. Śńěďőćăšěńĳŋő, R_1 £ćń£ěšś£ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ŕřĺ Z_n ňŋőčőůńěŋă R^{(n−1)}(1, Z_n). Śńěďőćăšěńĳŋő, R_1ξ_i űěń ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć, ŕőřőęď-ěŋŋżň ŋăď Zśěňěľśšćăňĺ F^{(0)}, . . . , F^{(n−1)} ďń£ i = n − 1 ĺ ŕő śĺňňěšřĺĺ ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ n − 1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő R_1 ĺ R £ćń£¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ R. Śńěďőćăšěńĳŋő, R = ±R^N_1 ∏ ξ F_n(ξ) ďń£ ŋěłőšőřőčő űěńőčő ůĺśńă N ≥ 0. Šěŕěřĳ ĺğ (37), ŕřĺňěŋ-ěŋŋőčő ł R ĺ R_1, ĺ śőčńăśŋő (38) ňż ŕőńşůăěň, ůšő N = d_n. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 2 Ńěňňă 7 őśšă-ěšś£ ćěřŋőľ, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ ć ě-ě ťőřňş-

ńĺřőćłě őąźĺľ ňŋőčőůńěŋ F_n ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ ~F_n śšěŕěŋĺ d_n ĺ řěğşńĳšăŋš R ŋă Res_{X0 ,...,Xn} (F_1, . . . , F_{n−1}, ~F_n). Ďőłăğăšěńĳśšćő őśšă-ěšś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ.

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 4 Ŕşśšĳ n = 0, ĺ F0 = aX^{d0}_0 . Ŕőńőęĺň řěğşńĳšăŋš

Res_{X0} (F_0) = a. Ŕşśšĳ n ≥ 1, ĺ řěğşńĳšăŋš őŕřěďěń-ěŋ řěłşřśĺćŋő ďń£ n őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć őš n ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . ., X_{n−1}. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň řěğşńĳšăŋš Res_{X0,...,Xn} (F_0, . . . , F_n) = R^{dn}_1 ∏ ξ F_n(ξ),

čďě R_1 ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕő ćśěň ξ šě ęě śăňżě, ůšő ĺ ć (36).

Řěğşńĳšăŋš şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş ĺğőąăřĺůěśłőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿.

ŃĚŇŇĂ 8 Ŕşśšĳ n ≥ 0. Őąőğŋăůĺň D = d0 · . . . · dn. Ŕşśšĳ 0 ≠ λ ∈

K { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R_2 řěğşńĳšăŋš őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć F_0(X_0, . . . , X_{n−1}, λX_n), . . . , F_n(X_0, . . . , X_{n−1}, λX_n). Šőčďă

R_2 = λ^DR (39)

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ňż ďőłăęěň (39), ĺśŕőńĳğş£ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő n.

Ąăğă n = 0 šřĺćĺăńĳŋă. Ŕşśšĳ n ≥ 1, ĺ ćżŕőńŋěŋő (39) ďń£ ňŋőčőůńěŋőć ś ůĺśńőň ŕěřěňěŋŋżţ ňěŋĳÿě, ůěň n + 1. Ŕşśšĳ (ξ_0 : . . . : ξ_{n−1} : 1) { łőřěŋĳ śĺśšěňż F_0 = . . . = F_{n−1} = 0. Šőčďă (λξ_1 : . . . : λξ_{n−1} : 1) £ćń£ěšś£ łőřŋěň śĺśšěňż

F_0(X_0, X_1, . . . , X_{n−1}, λX_n) = . . . = F_{n−1}(X_0 , X_1, . . . , X_{n−1}, λX_n) = 0.

Šěŕěřĳ (39) śńěďşěš ĺğ (36) (őšňěšĺň, ůšő řăćěŋśšćő (39) ďń£ n őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺśŕőńĳğşěšś£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě (36), ĺ ¡šő ćőğňőęŋő ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ f_0, . . . , f_n { őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n. Ŕşśšĳ σ ŕěřěśšăŋőćłă ňŋőęěśšćă 0, . . ., n. Šőčďă ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ řěğşńĳšăŋšă, ďăŋŋőčő ć ŋăůăńě, řăğďěńă śńěďşěš, ůšő Res_{X0 ,...,Xn} (f_{σ(0)} , . . . , f_{σ(n)}) = ± Res_{X0 ,...,Xn} (f_0, . . ., f_n), (40) Res_{Xσ(0) ,...,Xσ(n)} (f_0, . . . , f_n) = ± Res_{X0 ,...,Xn} (f_0 , . . ., f_n). (41) Ŕşśšĳ g_n { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_n. Šőčďă ĺğ (36) ĺ Ğăňěůăŋĺ£ 2 śńěďşěš, ůšő Res_{X0 ,...,Xn} (f_0, . . . , f_{n−1}, f_ng_n) = Res_{X0 ,...,Xn} (f_0, . . . , f_{n−1}, f_n) Res_{X0 ,...,Xn} (f_0, . . ., f_{n−1}, g_n) (42) Ŕşśšĳ deg f_n ≥ deg f_i ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 ≤ i ≤ n − 1. Ŕşśšĳ g_i { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n śšěŕěŋĺ deg g_i = deg f_n − deg f_i. Šőčďă ĺğ (36) ĺ Ğăňěůăŋĺ£ 2 śńěďşěš, ůšő Res_{X0,...,Xn} (f_0, . . . , f_{n−1}, f_n + g_if_i) = Res_{X0 ,...,Xn} (f_0, . . . , f_{n−1}, f_n) (43) Ŕşśšĳ deg f_n = 0, ĺ D = deg f_0 · . . . · deg f_{n−1}. Šőčďă ĺğ (36) ĺ Ğăňěůăŋĺ£ 2 śńěďşěš, ůšő Res_{X0 ,...,Xn} (f_0, . . . , f_n) = f^D_n . (44)

8 Őąźĺě ŕřőěłűĺĺ ĺ ĺţ śŕěűĺăńĺğăűĺĺ

Ŕşśšĳ ĺďěăń P ĺ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě Z(P) { šăłĺě ęě, łăł ć ŕřěďżďşźĺţ řăğďěńăţ. Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż

U_i = ∑ 0≤j≤n u_{i,j}X_j , i = 0, s, s + 1, . . ., n, ććěď-ěŋŋżě ć Řăğďěńě 1. Šăł ůšő u_{i,j} ∈ K, i = 0, s, s + 1, . . ., n, 0 ≤ j ≤ n, { śěňěľśšćő ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ŋăď k ¡ńěňěŋšőć. Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ śěňěľśšćő U = {u_{i,j}}_{i=0,s,s+1,...,n, 0≤j≤n}.

Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ k[U] (śőőšćěšśšćěŋŋő k(U)) łőńĳűő (śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőńě), ŕőřőęď-ěŋŋőě ŋăď k ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ U, ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďřşčĺě ăŋăńőčĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£.

Cşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŋěŋşńěćőčő ňŋőęĺšěń£ ĺğ k) ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ HP ∈ k[U, Z0, Zs, Zs+1, . . . , Zn] őďŋőřőďŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő Z_0, Z_s, . . ., Z_n, šăłőľ ůšő HP(U, U_0, U_s, . . . , U_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P), řăśśňăšřĺćăěňőň łăł ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ć P^n(K). Ĺğćěśšŋő, ůšő HP, řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł ňŋőčőůńěŋ őš Z_0, Z_s, . . . , Z_n, śěŕăřăąěńěŋ ĺ ĺňěěš śšěŕěŋĳ deg_{Z0,Zs,...,Zn} HP = deg V , śř. šăłęě ś ďőłăğăšěńĳśšćőň Ńěňňż 9 ŋĺęě.

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 5 Ňŋőčőůńěŋ HP ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ, śőőšćěšśšćş-

¿źěľ őąźěľ ŕřőěłűĺĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ V .

ŃĚŇŇĂ 9 Śšěŕěŋĳ deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} HP = deg V ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s + 1, . . . , n. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ H = HP ĺ ŕőńőęĺň U^′ = {u_{i,j}}_{i=0,s,s+1,...,n−1, 0≤j≤n}. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n ś łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě k(U^′)(Z_s, . . . , Z_{n−1})

f = 0, f ∈ P, U_s − Z_sU_0 = . . . = U_{n−1} − Z_{n−1}U_0 = 0. (45)

Ďń£ ćś£łőčő řěÿěŋĺ£ ξ śĺśšěňż (45) ňż ĺňěěň U_0(ξ) ≠ 0, ŕőśłőńĳłş ćśě U_i £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ś šřăŋśűěŋďěŋšŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺ dim Z(P) = n − s. Ŕőśłőńĳłş ćśě U_i − Z_iU_0 £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ś šřăŋśűěŋďěŋšŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, śşźěśšćşěš deg Z(P) řăğńĺůŋżţ řěÿěŋĺľ ξ (ćśě őŋĺ őďŋőłřăšŋżě) śĺśšěňż (45). Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ D = deg Z(P). Ďăńěě,

k(U^′)(Z_s, . . . , Z_{n−1}) = k(U^′)((U_s/U_0)(ξ), . . . , (U_{n−1}/U_0)(ξ)).

Śńěďőćăšěńĳŋő, śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ăťťĺŋŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ ξ, řăćŋă n − s. Śńěďőćăšěńĳŋő, ξ £ćń£ěšś£ őąźěľ šőůłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(P), řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď ŕőńěň k(U).

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň

H_1 = ∏ ξ (Z_n − (U_n/U_0)(ξ)), (46)

čďě ξ ŕřőąěčăěš ćśě łőřŋĺ ć P^n(k(U^′, Z_s, . . . , Z_{n−1})) śĺśšěňż (45). Őšňěšĺň, ůšő (U_n/U_0)(ξ) = ∑ 0≤j≤n (X_j /U_0)(ξ)u_{n,j}, (47) čďě (X_j /U_0)(ξ) ∈ k(U^′, Z_s, . . . , Z_{n−1}). Ďăńěě, H_1 £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůěśłőľ ťşŋłűĺěľ řěÿěŋĺľ ξ. Śńěďőćăšěńĳŋő, H_1 ∈ k(U^′)(Z_s, . . ., Z_{n−1})[Z_n, u_{n,0}, u_{n,s}, . . . , u_{n,n}], ĺ deg_{Zn} H_1 = deg_{un,0,un,s,...,un,n} H_1 = D. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš 0 ≠ H_2 ∈ k[U^′][Z_s, . . . , Z_{n−1}], šăłőľ ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż (X_j /U_0)(ξ)H_2, 0 ≤ j ≤ n, £ćń£¿šś£ űěńżňĺ ŋăď k[U^′][Z_s, . . . , Z_{n−1}]. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ

H_3 = H_1H^D_2 ∈ k[U][Z_s, . . . , Z_n]. (48)

Śőčńăśŋő (46) ňż ĺňěěň H_3(Z_s, . . . , Z_{n−1}, (U_n/U_0)(ξ)) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ (45) ňż ŕőńşůăěň, ůšő H_3((U_s/U_0)(ξ), . . . , (U_{n−1}/U_0)(ξ), (U_n/U_0)(ξ)) = 0. Ŋő ξ £ćń£ěšś£ őąźěľ šőůłőľ Z(P). Šăłĺň őąřăğőň, řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ H_3((U_s/U_0), . . . , (U_n/U_0)) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă ŋěŕşśšőň őšłřżšőň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŕőďňŋőęěśšćě ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(P). Śńěďőćăšěńĳŋő, ňŋőčőůńěŋ HP(U, 1, Z_s, . . ., Z_n) ďěńĺš H_3. Ŋő deg_{Zn} HP = D = deg_{Zn} H_1 = deg_{Zn} H_3. Šăł ůšő H_1 ďěńĺš HP(U, 1, Z_s, . . . , Z_n) ć łőńĳűě k(U^′)(Z_s, . . . , Z_{n−1})[Z_n, u_{n,0}, u_{n,s}, . . ., u_{n,n}]. Śńěďőćăšěńĳŋő, deg_{un,0,un,s,...,un,n} HP = deg_{un,0,un,s,...,un,n} H_1 = D. Şšćěř- ęďěŋĺě ńěňňż ďőłăğăŋő ďń£ i = n. Ďń£ i = 0, s, s + 1, . . ., n − 1 őŋő śńěďşěš ĺğ śĺňňěšřĺĺ ćśěţ ĺŋďěłśőć. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ n ≥ s ≥ 1. Ŕşśšĳ g_1, . . . , g_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, šăłĺě ůšő dim Z(g_1, . . . , g_s) = n − s ć P^n(k). Őąőğŋăůĺň D = deg g_1 · . . . · deg g_s. Ŕşśšĳ P_i, i ∈ I, { śěňěľśšćő ćśěţ őďŋőřőďŋżţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć, šăłĺţ ůšő (g_1, . . . , g_s) ⊂ P_i ⊂ k[X_0, . . . , X_n], ĺ dim Z(P_i) = n − s ć P^n(k).

Ŕşśšĳ L_i = ∑ 0≤j≤n li,jXj , i = 0, s, s + 1, . . ., n, £ćń£ěšś£ śěňěľśšćőň ńĺŋěľŋżţ ťőřň őš X_0, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ l_{i,j} ĺğ ŋěłőšőřőčő řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ k. Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ śěňěľśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć L = {l_{i,j} }_{i=0,s,s+1,...,n, 0≤j≤n}. (49) Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ k[L] (śőőšćěšśšćěŋŋő k(L)) łőńĳűő (śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőńě), ŕőřőęď-ěŋŋőě ŋăď k ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ L.

Ŕşśšĳ Z(g_1, . . . , g_s) ∩ Z(L_s, . . ., L_n) = ∅, (50) Z(g_1, . . . , g_s) ∩ Z(L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) = ∅ (51)

ć P^n(k(L)). Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋş¿ ŕřőěłűĺ¿

π_i : Z(P_i) → P^{n−s+1}(k(L)), (X_0 : . . . : X_n) → (L_0 : L_s : L_{s+1} : . . . : L_n). (52)

Ŕőłăęěň, ůšő π_i(Z(P_i)) = Z(H_i), čďě H_i ∈ k(L)[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]

£ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ ĺğ k(L) śěŕăřăąěńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, k(L) £ćń£ěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň řăśÿĺřěŋĺěň k. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ Z(P_i) = ∪_{j∈Ji} W_j, čďě W_j £ćń£¿šś£ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżňĺ őŕřěďěń-ěŋŋżňĺ ŋăď k(L) ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ŋăď k(L) łőňŕőŋěŋšăňĺ Z(P_i). Ĺğ şśńőćĺ£ (50) śńěďşěš, śň., ŋăŕřĺňěř, [4], ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ H_j ∈ k(L)[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n], šăłőľ ůšő π_i(W_j) = Z(H_j) ć P^n(k(L)). Řăśÿĺřěŋĺě k(L)(W_j ) ⊃ k(L) £ćń£ěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň. Ŕşśšĳ p = char(k) > 0. Šőčďă W_j ŋěŕřĺćőďĺňő ŋăď ŕőńěň k(L)^{1/p}, ĺ ŕőń£ k(L)(W_j) ĺ k(L)^{1/p} ńĺŋěľŋő řăğďěńěŋż ć ŕőńě k(L)^{1/p}(W_j ) ŋăď k(L). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ 0 ≠ H^{(1)} ∈ k(L)^{1/p}[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] £ćń£ěšś£, šăłĺň ůšő H^{(1)}(L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_j , šő śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ 0 ≠ H^{(2)} ∈ k(L)[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n], šăłőľ ůšő H^{(2)}(L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_j, ĺ deg H^{(2)} ≤ deg H^{(1)}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě ňŋőčőůńěŋż H_j śěŕăřăąěńĳŋż ć śńşůăě ń¿ąőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ. Ŕşśšĳ J^′_i { ŋěłőšőřőě ňăłśĺňăńĳŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ňŋőęěśšćă J_i, šăłőě ůšő ćśě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ π_i(W_j ), j ∈ J^′_i £ćń£¿šś£ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżňĺ. Šőčďă H_i = ∏ j∈J0_i Hj ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Hi šăłęě śěŕăřăąěńěŋ. Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 6 Ňŋőčőůńěŋ Hi ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ, śőőšćěšśšćş-

¿źěľ ŕřőěłűĺĺ Z(P_i), őŕřěďěń-ěŋŋőľ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n.

Šăł ůšő H_i(L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P_i), řăśśňăšřĺćăěňőň łăł ŕőďňŋőčőőąřăğĺě P^n(k(L)). Ć śńşůăě, łőčďă L = U, ŕőńőęĺň H_i = HP_i , čďě HP_i { ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ őąźěľ ŕřőěłűĺĺ Z(P_i), ďń£ ćś£łőčő i ∈ I.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 3 Ťăłšĺůěśłĺ, ć ďăńĳŋěľÿěň ŋăň ŕőšřěąşěšś£ šőńĳłő

ďćă śńşůă£, łőčďă k(L) = k, ĺńĺ, łőčďă k(L) £ćń£ěšś£ ůĺśšő šřăŋśűěŋďěŋšŋżň řăśÿĺřěŋĺěň k. Ć őąőĺţ śńşůă£ţ ňŋőčőůńěŋ H_i ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď k(L). Šăł ůšő ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň ďń£ ŕřőśšőšż, (ţőš£ ¡šő ŋě ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋő, ĺ ňőęŋő ążńő ąż řăśśňőšřěšĳ őąźĺľ śńşůăľ), ůšő ćżŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě şśńőćĺě.

(A) Ŕőńě k(L) = k, ĺńĺ k(L) £ćń£ěšś£ ůĺśšő šřăŋśűěŋďěŋšŋżň řăśÿĺřěŋĺěň k.

Őŕřěďěńĺň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŋă ňŋőęěśšćě I śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ďćă ĺŋďěłśă i_1 ĺ i_2 ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă H_{i1} = λH_{i2} ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 ≠ λ ∈ k(L). Őŕřěďěńĺň J łăł ťăłšőřňŋőęěśšćő I ŕő ¡šőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ. Ďń£ ćś£łőčő i ∈ J ćżąěřěň i_1 ∈ i ĺ ŕőńőęĺň H_i = H_{i1} .

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě k(L)(Z_0, Z_s, . . . , Z_n)

g_1 = . . . = g_s = Z_0L_s − Z_sL_0 = . . . = Z_0L_n − Z_nL_0 = 0. (53)

Ŕőńőęĺň

´_0 = Res_{X0,...,Xn} (g_1, . . . , g_s, Z_0L_s − Z_sL_0, . . . , Z_0L_n − Z_nL_0). (54)

Šăł ůšő ´_0 £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . ., Z_n. Ŕőďśšăćń££ 0 ćňěśšő Z_i, s ≤ i ≤ n ć (53) ňż ŕőńşůăěň śĺśšěňş, łőšőřă£ ŋě ĺňěěš ŋěŋşńěćżţ řěÿěŋĺľ ŕő (50). Śńěďőćăšěńĳŋő, ´_0 ≠ 0, ĺ Z_i ŋě ďěńĺš ´_0 ďń£ ćś£łőčő s ≤ i ≤ n. Ěśńĺ L = U, šő ŕő (37) ňż ĺňěěň deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} ´_0 = deg g_1 · . . . · deg g_s = D (55) ďń£ ćś£łőčő i = s, s + 1, . . ., n. Ŕřěďśšăćĺň

´_0 = Z^{N0}_0 ´_L, (56)

čďě ´_L ∈ k[L][Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n], ĺ űěńőě ůĺśńő N_0 { ňăłśĺňăńĳŋőě ćőğňőęŋőě.

ŃĚŇŇĂ 10 Śŕřăćěďńĺćż śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

(a) N_0 = (n − s)D.

(b) Ŕşśšĳ L = U. Šőčďă śšěŕěŋĳ deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} ´_L = deg g_1 ·. . .·deg g_s = D ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s + 1, . . ., n.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Śőčńăśŋő (55) ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ şšćěřęďě-

ŋĺě (b) ńěňňż ďń£ i = 0. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě k(L)(Z_0, Z_s, . . . , Z_n) g_1 = . . . = g_s = Z_nL_0 − Z_0L_n = Z_nL_s − Z_sL_n = . . . = Z_nL_{n−1} − Z_{n−1}L_n = 0. (57) Ŕőńőęĺň ´_n = Res_{X0 ,...,Xn} (g_1, . . . , g_s, Z_nL_0 − Z_0L_n, Z_nL_s − Z_sL_n, . . ., Z_nL_{n−1} − Z_{n−1}L_n). Ŕőďśšăćń££ 0 ćňěśšő Z_i, i = 0, s, s+1, . . . , n−1, ć (57) ňż ŕőńşůăěň śĺśšěňş, łőšőřă£ ŋě ĺňěěš ŋěŋşńěćżţ řěÿěŋĺľ ŕő (51). Śńěďőćăšěńĳŋő, ´_n ≠ 0 ĺ Z_i ŋě ďěńĺš ´_n ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s + 1, . . ., n − 1.

Ğăňěšĺň, ůšő

Z_0(Z_nL_i − Z_iL_n) = Z_n(Z_0L_i − Z_iL_0) + Z_i(Z_nL_0 − Z_0L_n)

ďń£ ćś£łőčő s ≤ i ≤ n − 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő (40), (43), (44) ĺ (42) ňż ŕőńşůăěň, ůšő Z^{(n−s)D} n ´_0 = ±Z^{(n−s)D}_0 ´_n.

Śńěďőćăšěńĳŋő, N_0 = (n − s)D. Ďăńěě, ěśńĺ L = U, šő ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s + 1, . . . , n − 1 śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă ăŋăńőčĺůŋżě (55) deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} ´_n = D. Śńěďőćăšěńĳŋő, deg_{u0,0,u0,s,...,u0,n} ´_0 = D. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŃĚŇŇĂ 11 Śşźěśšćş¿š śěňěľśšćő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ei, i ∈

J, ĺ śěňěľśšćő őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć h_1, . . ., h_s ∈ k[L][X_0, . . . , X_n], šăłĺě ůšő ∑ i∈J e_i deg_{Z0,Zs,Zs+1,...,Zn} H_i = deg g_1 · . . . · deg g_s, (58) ´_L = μ ∏ i∈J H^{ei}_i , h_1g_1 + . . . + h_sg_s = ´_L(L_0, L_s, . . . , L_n),

čďě 0 ≠ μ ∈ k(L) ĺ, ěśńĺ L = U, šő 0 ≠ μ ∈ k.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Śőčńăśŋő (37) ´0 £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋő-

čőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n śšěŕěŋĺ (n − s + 1)D. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő Ńěňňě 10 (a) ňŋőčőůńěŋ ´_L őďŋőřőďěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n śšěŕěŋĺ deg_{Z0,Zs,Zs+1,...,Zn} ´_L = D. (59) Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ´_L(z^∗_0 , z^∗_s , z^∗_{s+1}, . . . , z^∗_n) = 0 ďń£ ŋěłőšőřżţ z^∗_0 , z^∗_s , z^∗_{s+1}, . . . , z^∗_n ĺğ řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ k(L), šăłĺţ ůšő z^∗_0 ≠ 0. İšő ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿, ůšő śĺśšěňă

g_1 = . . . = g_s = z^∗_0 L_s − z^∗_s L_0 = . . . = z^∗_0 L_n − z^∗_nL_0 = 0.

ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě η = (η_0 : . . . : η_n) ∈ Z(g_1, . . . , g_s) ć ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺň ğăňżłăŋĺěň ŕőń£ k(L)(z^∗_0 , z^∗_s , z^∗_{s+1}, . . . , z^∗_n). Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš i ∈ J, šăłőě ůšő H_i(L_0(η), L_s(η), L_{s+1}(η), . . . , L_n(η)) = 0. Ŕőśłőńĳłş z^∗_0 ≠ 0, ĺ śőčńăśŋő (50) L_0(η) ≠ 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, H_i(z^∗_0 , z^∗_s , z^∗_{s+1}, . . ., z^∗_n) = 0. (60)

Őąřăšŋő, ĺğ (60) ĺ z^∗_0 ≠ 0 śńěďşěš, ůšő śşźěśšćşěš (η_0 : . . . : η_n) ∈ Z(g_1, . . . , g_s), šăłőě ůšő

(L_0(η) : L_s(η) : L_{s+1}(η) : . . . : L_n(η)) = (z^∗_0 : z^∗_s : z^∗_{s+1} : . . . : z^∗_n).

Šăłĺň őąřăğőň, ´_L(z^∗_0 , z^∗_s , z^∗_{s+1}, . . . , z^∗_n) = 0.

Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš śěňěľśšćő ŕőńőęĺšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń e_i, i ∈ J, ĺ śşźěśšćşěš 0 ≠ μ ∈ k(L), šăłĺě ůšő

´_L = μ ∏ i∈J H^{ei}_i . (61)

Śńěďőćăšěńĳŋő, śŕřăćěďńĺćő (58). Ć śńşůăě, łőčďă L = U ¡ńěňěŋš μ ∈ k[U]. Ŕő Ńěňňě 9 śšěŕěŋĳ deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} H_i = deg Z(P_i), ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s+ 1, . . . , n. Ŕő Ńěňňě 10 (b) deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} ´_L = D ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s + 1, . . . , n. Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ (59) ĺ, ŕőśłőńĳłş deg_{Z0,Zs,...,Zn} H_i = deg Z(P_i), ňż ŕőńşůăěň, ůšő deg_{ui,0,ui,s,...,ui,n} μ = 0 ďń£ ćś£łőčő i = 0, s, s + 1, . . ., n. Šăłĺň őąřăğőň, μ ∈ k ć ¡šőň śńşůăě.

Ďăńěě, ŕő (35) śşźěśšćşěš űěńőě ůĺśńő N > 0, ĺ śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_n ňŋőčőůńěŋż A_i, B_j ∈ k[L][Z_0, Z_s, . . . , Z_n, X_0, . . . , X_n], 1 ≤ i ≤ s, s ≤ j ≤ n, šăłĺě ůšő ´_LZ^{(n−s)D} 0 L^N_0 = ∑ 1≤i≤s A_ig_i + ∑ s≤j≤n (Z_0L_j − Z_j L_0)B_i. (62)

Ŕőśłőńĳłş ńěćă£ ůăśšĳ (62) £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ćśě A_i ĺ B_j £ćń£¿šś£ őďŋőřőďŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n. Ŕőďśšăćń££ ć (62) L_j ćňěśšő Z_j , j = 0, s, s + 1, . . . , n, ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . ., X_n ňŋőčőůńěŋż C_i ∈ k[L][L_0, L_s, . . ., L_n, X_0 . . . , X_n], 1 ≤ i ≤ s, šăłĺě ůšő ´_L(L_0, L_s, . . . , L_n)L^{(n−s)D+N} 0 = ∑ 1≤i≤s C_ig_i. Ŕőłăęěň, ůšő L_0 ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£ ć łőńĳűě k[L][X_0, . . ., X_n]/(g_1, . . . , g_s). Ğăňěšĺň, ůšő ćś£łĺľ ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ν ∈ k[L] ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŋşń£ ć k[L][X_0, . . . , X_n]/(g_1, . . ., g_s), šăł łăł ŕőśńěďŋěě łőńĳűő £ćń£- ěšś£ śćőąőďŋżň k[L]-ňőďşńěň. Šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő L_0 { ŋě ďěńĺšěńĳ ŋşń£ ć łőńĳűě k(L)[X_0, . . . , X_n]/(g_1, . . . , g_s). Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě. Ĺďěăń (g_1, . . . , g_s) ⊂ k(L)[X_0, . . . , X_n] £ćń£ěšś£ ŋěśňěÿăŋŋżň. Śńěďőćăšěńĳŋő, Z(L_0) śőďěřęĺš ŋěŕřĺćőďĺňş¿ łőňŕőŋěŋšş ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_s). Ŋő ¡šő ŕřőšĺćőřěůĺš şśńőćĺ¿ (51). Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n ňŋőčőůńěŋż h_i ∈ k[L][X_0, . . . , X_n], 1 ≤ i ≤ s, šăłĺě ůšő ´_L(L_0, L_s, . . ., L_n) = h_1g_1 + . . . + h_sg_s.

Šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ĺğ (59) ĺ (61). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŃĚŇŇĂ 12 Ŕşśšĳ P ⊂ k[X0, . . . , Xn] { őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń, šă-

łőľ ůšő dim Z(P) = n−s ć P^n(k), čďě n ≥ s ≥ 1. Ŕşśšĳ L_i = ∑ 0≤j≤n li,j Xj, i = 0, s, s + 1, . . . , n, { śěňěľśšćő ńĺŋěľŋżţ ťőřň őš X_0, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ l_{i,j} ĺğ řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ k. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (49). Ŕşśšĳ λ_s, . . . , λ_n ∈ k(L). Ŕşśšĳ Z(P) ∩ Z(L_s, . . . , L_n) = ∅, (63) Z(P) ∩ Z(L_0 , L_s, L_{s+1}, . . ., L_{n−1}) = ∅, (64) Z(P) ∩ Z(L_s − λ_sL_0, . . . , L_n − λ_nL_0) = ∅ (65)

ć P^n(k(L)). Šőčďă śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g1, . . . , gs ∈ k[X0,

. . . , X_n], šăłĺě ůšő dim Z(g_1, . . . , g_s) = n − s ć P^n(k), Z(P) ⊂ Z(g_1, . . . , g_s), śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă (50), (51), ĺ

Z(g_1, . . . , g_s) ∩ Z(L_s − λ_sL_0, . . . , L_n − λ_nL_0) = ∅. (66)

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő 0 ≤ r ≤ s − 1, ĺ ňż şęě

ŕőśšřőĺńĺ ňŋőčőůńěŋż g_1, . . . , g_r, šăłĺě ůšő dim Z(g_1, . . ., g_r, L_s, . . . , L_n) = s − 1 − r, Z(g_1, . . . , g_r, L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) = s − 1 − r, dim Z(g_1, . . ., g_r, L_s − λ_sL_0, . . . , L_n − λ_nL_0) = s − 1 − r, Z(P) ⊂ Z(g_1, . . . , g_r) (67)

ć P^n(k(L)) ( ğďěśĳ śńşůăľ, łőčďă r = 0 śńěďşěš ĺğ (63), (64) ĺ (65)). Ŕřěď-

śšăćĺň Z(g_1, . . . , g_r, L_s, . . ., L_n) = ∪_{i∈I1} W_i, Z(g_1, . . . , g_r, L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_{n−1}) = ∪_{i∈I2} W_i, Z(g_1, . . . , g_r, L_s − λ_sL_0, . . . , L_n − λ_nL_0) = ∪_{i∈I3} W_i, čďě ćśě W_i, i ∈ I_1 ∪I_2 ∪I_3 £ćń£¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ, őŕřěďěń-ěŋŋżňĺ ŋăď ŕőńěň k(L), řăğňěřŋőśšĺ s−1−r. Śőčńăśŋő (63), (64) ĺ (65) W_i ∩ Z(P) = ∅ ďń£ ćś£łőčő i ∈ I_1 ∪ I_2 ∪ I_3. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš šőůłă w_i ∈ W_i \Z(P) ďń£ ćś£łőčő i ∈ I_1 ∪I_2 ∪I_3. Śşźěśšćşěš őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ g ∈ P, šăłőľ ůšő g(w_i) ≠ 0 ďń£ ćś£łőčő i ∈ I_1 ∪ I_2 ∪ I_3. Ŕőńőęĺň g_{r+1} = g. Šőčďă (67) şďőćńěšćőř£ěšś£, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ r ŋă r + 1. Šăłĺň őąřăğőň, řěłşřśĺćŋő ňż ŕőśšřőĺň šřěąşěňżě ňŋőčőůńěŋż g_1, . . . , g_s. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Šěŕěřĳ ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő (63). Ŕşśšĳ, śň. Ğăňěůăŋĺě 3, ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (A). Ğăňěŋĺň ć (52) π_i ĺ P_i ŋă π ĺ P śőőšćěšśšćěŋŋő. Ĺğ şśńőćĺě (63) śńěďşěš, śň., ŋăŕřĺňěř, [4], ůšő π(Z(P)) = Z(H_0), čďě

H_0 ∈ k(L)[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]

{ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ ĺğ k(L) ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ. Šăł ůšő H_0 { ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕřőěłűĺĺ Z(P), őŕřěďěń-ěŋŋőľ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n. Śńěďőćăšěńĳŋő, H_0(L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P), řăśśňăšřĺćăěňőň łăł ŕőďňŋőčőőąřăğĺě P^n(k(L)).

ŃĚŇŇĂ 13 Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż (63) ĺ (64). Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (A).

Ŕşśšĳ HP ∈ k[U, Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] { ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ őąźěľ ŕřőěłűĺĺ Z(P). Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n HP(L, Z0, Zs, Zs+1, . . . , Zn) ∈ k(L)[Z0, Zs, Zs+1, . . . , Zn] ŕőńşůěŋ ĺğ HP ŕőďśšăŋőćłőľ l_{i,j} ćňěśšő u_{i,j} ďń£ ćśěţ 0 ≤ j ≤ n, i = 0, s, s+ 1, . . . , n. Šőčďă śşźěśšćş¿š űěńőě ůĺśńő r > 0 ĺ ¡ńěňěŋš 0 ≠ λ ∈ k(L), šăłĺě ůšő HP(L, Z0, Zs, Zs+1, . . ., Zn) = λH^r0 . ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕőśłőńĳłş H0 £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ŕő Ğă-

ňěůăŋĺ¿ 3, šő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő Z(HP(L, Z0, Zs, Zs+1, . . . , Zn)) \ Z(H0) = ∅. (68)

Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě. Šőčďă řăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (68) ŋě ňěŋĳÿě, ůěň n − s. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš šőůłă

(λ_0 : λ_s : . . . : λ_n) ∈ Z(HP(L, Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n)) \ π(Z(P))

ć P^{n−s+1}(k(L)), šăłă£ ůšő λ0 ≠ 0 ĺńĺ λn ≠ 0. Ŕőśłőńĳłş ĺŋďěłśż 0 ĺ n

śĺňňěšřĺůŋż ć ťőřňşńĺřőćłě ńěňňż, šő ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő λ_0 ≠ 0. Ąőńěě šőčő, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő λ_0 = 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, śŕřăćěďńĺćő (65). Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 12, ŕőśšřőĺň őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_1, . . ., g_s. Ŕřĺňěŋĺň Ńěňňş 11 ć ďćşţ śńşůă£ţ: ł śěňěľśšćş L ĺ, łőčďă L = U. Ć śńşůăě, ěśńĺ L = U, őąőğŋăůĺň

´_U = ´(U, Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n).

Šăł ůšő ŕő Ńěňňě 11 ňż ŕőńşůăěň

´_L = μ ∏ i∈J H^{ei}_i , ´(U, Z_0, Z_s, . . . , Z_n) = μ^′ ∏ i∈J0 HPi (U, Z0, Zs, . . . , Zn)^{εi} , čďě μ^′, J^′, ε_i, śőőšćěšśšćş¿źĺě U, £ćń£¿šś£ ăŋăńőčĺůŋżňĺ μ, J, e_i, łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š L. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řěğşńĳšăŋšă, (54), (56) ĺ Ńěňňě 10 (a) ňŋőčőůńěŋ ´_L(Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . ., Z_n) ŕőńşůăěšś£ ŕőďśšăŋőćłőľ l_{i,j} ćňěśšő u_{i,j} ć ´(U, Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n) ďń£ ćśěţ 0 ≤ j ≤ n, i = 0, s, s + 1, . . ., n. Śńěďőćăšěńĳŋő, ´(L, Z_0, Z_s, . . . , Z_n) = ´_L. Ŕő Ńěňňě 11 0 ≠ μ^′ ∈ k. Śşźěśšćşěš i, šăłőě ůšő HP = HP_i . Śńěďőćăšěńĳŋő, HP(L, Z0, Zs, . . . , Zn) = ν^∏_{i∈J00} H^{αi}i , (69) čďě 0 ≠ ν ∈ k(L), J^{′′} ⊂ J, ĺ űěńżě ůĺśńă α_i > 0 ďń£ ćśěţ i ∈ J^{′′}.

Ŕőłăęěň, ůšő ´_L(1, λ_s, . . . , λ_n) ≠ 0. (70)

Ŕőďśšăćĺň ć śĺśšěňş (53) 1 ćňěśšő Z_0 ĺ λ_i ćňěśšő Z_i, s ≤ i ≤ n. Ŕőńşůěŋŋă£ śĺśšěňă ŋě ĺňěěš ŋěŋşńěćżţ řěÿěŋĺľ śőčńăśŋő (66). Šěŕěřĳ (70) śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ řěğşńĳšăŋšă ĺ (54), (56). Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Śńěďőćăšěńĳŋő, H_i(1, λ_s, . . . , λ_n) ≠ 0 ďń£ ćś£łőčő i ∈ J. Śőčńăśŋő (69)

HP(L, 1, λs, . . ., λn) ≠ 0. Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš ńěňňş.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 4 Őšňěšĺň, ůšő ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 13 ŋě őą£ğă-

šěńĳŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ šő, ůšő 0 ≠ μ^′ ∈ k. Ďőśšăšőůŋő ŕřĺňěŋĺšĳ šőńĳłő šő, ůšő μ^′ ∈ k[U], ŕőśłőńĳłş ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ăćšőňăšĺůěśłĺ μ^′(L) ≠ 0 ŕřĺ şśńőćĺ£ţ Ńěňňż 13. Šăł ůšő ŋě őą£ğăšěńĳŋő ďőłăğżćăšĳ Ńěňňş 9 ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă Ńěňňż 13.

ŃĚŇŇĂ 14 Ŕşśšĳ ξ ∈ P^n(k) ĺ ξ ∉ Z(P). Šőčďă HP(U, U0, Us, . . ., Un)(ξ) ≠ 0.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕşśšĳ Y1, . . . , Yn ∈ k[X0, . . ., Xn] { ńĺŋěľŋő ŋě-

ğăćĺśĺňżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż, šăłĺě ůšő Y_i(ξ) = 0 ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ n. Ŕřěďśšăćĺň

U_j − (U_j /U_0)(ξ)U_0 = ∑ 1≤i≤n v_{j,i}Y_i, s ≤ j ≤ n, čďě ćśě v_{j,i} ∈ k(U). Ŕőłăęěň, ůšő śěňěľśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć v_{j,i}, s ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ n, ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňő ŋăď k. Ć śăňőň ďěńě, ć śńşůăě, łőčďă ξ = (1 : 0 : . . . : 0), ¡šő ŋěśńőęŋő, ă őąźĺľ śńşůăľ śćőďĺšś£ ł ¡šőňş ŕřĺ ŕőňőźĺ ńĺŋěľŋőčő ăćšőňőřťĺğňă P^n(k).

Ŕşśšĳ p : P^n(k) \ {ξ} → P^{n−1}(k) { ńĺŋěľŋă£ ŕřőěłűĺ£ ś űěŋšřőň ξ. Ňż ĺňěěň p(Z(P)) ∩ Z( ∑ 1≤i≤n v_{s,i}Y_i, . . . , ∑ 1≤i≤n v_{n,i}Y_i) = ∅, šăł łăł śěňěľśšćő v_{j,i}, s ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ n, £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňżň. Śńěďőćăšěńĳŋő,

Z(P) ∩ Z(U_s − (U_s/U_0)(ξ)U_0, . . . , U_n − (U_n/U_0)(ξ)U_0) = ∅.

Śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłă ś łőőřďĺŋăšăňĺ (U_0 (ξ) : U_s(ξ) : . . . : U_n(ξ)) ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš ŕřőěłűĺĺ π(Z(P)), čďě π { ŕřőěłűĺ£, őŕřěďěń-ěŋŋă£ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ U_0, U_s, . . . , U_n. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

9 Ĺśłń¿ůěŋĺě ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ ĺ ńőłăńĺğăűĺ£ ŃĚŇŇĂ 15 Ŕşśšĳ m ĺ N { ŕőńőęĺšěńĳŋżě űěńżě ůĺśńă. Ŕşśšĳ k { ŕřő-

ĺğćőńĳŋőě ŕőńě. Ŕşśšĳ S ⊂ k^m { ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő. Ŕşśšĳ ňŋőčőůńěŋż ˘_1, . . . , ˘_N ∈ k[Z_1, . . . , Z_m] (ğďěśĳ Z_1, . . . , Z_m { ŋěğăćĺśĺňżě ŕěřěňěŋŋżě). Ŕşśšĳ

˘ = (˘_1, . . ., ˘_N ) : k^m −→ k^N

{ ňőřťĺğň, őŕřěďěń-ěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋăňĺ ˘_1, . . . , ˘_N . Ŕşśšĳ V_1 (śőőšćěšśšćěŋŋő V_2) { ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő k^N ŋăď k, ŕőřőęď-ěŋŋőě ˘(k^m) (śőőšćěšśšćěŋŋő ˘(S)). Šőčďă V_1 = V_2.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕşśšĳ λ1, . . ., λN ∈ k. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ šőŕőńő-

čĺĺ Ğăřĺśśłőčő, ěśńĺ ∑ 1≤i≤N λi˘i(x) = 0 ďń£ ćśěţ x ∈ S, šő ∑ 1≤i≤N λi˘i(x) = 0 ďń£ ćśěţ x ∈ k^m. Śńěďőćăšěńĳŋő, V_1 = V_2. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŃĚŇŇĂ 16 Ŕşśšĳ P ⊂ k[X0, . . . , Xn] { őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń, šă-

łőľ ůšő dim Z(P) = n − s ć P^n(k), čďě n ≥ s ≥ 1. Ŕşśšĳ f_1, . . ., f_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, šăłĺě ůšő Z(P) £ćń£ěšś£ őŕřěďěń-ěŋŋőľ ŋăď k ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f_1, . . . , f_s) ć P^n(k). Ŕşśšĳ

L_i = ∑ 0≤j≤n l_{i,j} X_j, i = 0, s, s + 1, . . . , n,

{ śěňěľśšćő ńĺŋěľŋżţ ťőřň őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ l_{i,j} ĺğ k. Ŕşśšĳ śěňěľśšćő L őŕřěďěńěŋő řăćěŋśšćőň (49). Ŕşśšĳ H_0 { ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕřőěłűĺĺ Z(P), őŕřěďěń-ěŋŋőľ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ L_0, L_s, L_{s+1}, . . . , L_n. Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż (63) ĺ (64). Šőčďă śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n], őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ q ∈ k[X_0, . . . , X_n] \ P, ĺ űěńőě ůĺśńő r > 0, šăłĺě ůšő r deg_{Z0,Zs,Zs+1,...,Zn} H_0 ≤ deg f_1 · . . . · deg f_s, (71) h_1f_1 + . . . + h_sf_s = qH_0(L_0, L_s, L_{s+1}, . . ., L_n)^r (72)

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕşśšĳ Xn+i, 1 ≤ i ≤ s { ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě.

Ŕőńőęĺň g_i = f_i − X^{deg fi}_{n+i} . Ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ s őŕřěďěńĺň ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V_i = Z(g_1, . . ., g_i, f_{i+1}, . . . , f_s) ⊂ P^{n+i}(k), čďě P^{n+i}(k) ĺňěěš łőőřďĺŋăšż X0, . . . , Xn+i. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ V^′_i őąžěďĺ-

ŋěŋĺě ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš W ňŋőčőőąřăğĺ£ V_i, šăłĺţ ůšő W ⊃ Z(P), ŕřĺů-ěň ŕőśńěďŋěě ćłń¿ůěŋĺě ĺŋďşűĺřőćăŋő ćńőęěŋĺěň ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšć P^{n+i} ⊃ Z(X_{n+1} , . . ., X_{n+i}) = P^n.

Ŕşśšĳ W { ŕřőĺğćőńĳŋă£ őŕřěďěń-ěŋŋă£ ŋăď k ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă ňŋőčőőąřăğĺ£ V^′_i , 0 ≤ i ≤ s. Ňż şšćěřęďăěň, ůšő dim W = n − s + i. Ć śăňőň ďěńě, ĺŋăůě, dim W ∩ Z(X_{n+1} , . . ., X_{n+i}) > n − s, (73) ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ćłń¿ůěŋĺ£ň Z(f_1 , . . ., f_s) ⊃ W ∩ Z(X_{n+1}, . . . , X_{n+i}) ⊃ Z(P) ĺ šőňş, ůšő Z(P) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ Z(f_1, . . . , f_s). Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ŕřěďśšăćĺň ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ s V_i = ∪_{w∈Ji} W_w, čďě ćśě W_w { őŕřěďěń-ěŋŋżě ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ŋăď k ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, J_i { łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő. Ŕőńőęĺň

J^′_i = {w ∈ J_i : W_w ⊂ V^′_i }, J^{′′}_i = J_i \ J^′_i .

Ďń£ ćś£łőčő w ∈ J_i őąőğŋăůĺň ůěřěğ P_w őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń łőńĳűă k[X_0, . . . , X_{n+i}], šăłőľ ůšő Z(P_w) = W_w.

Šěŕěřĳ ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£ K, ććěď-ěŋŋőčő Řăğďěńě 1, řăćŋă ŕő łřăľŋěľ ňěřě 4(n + 1)^2. Ŕşśšĳ u_{i,j} ∈ K, 0 ≤ i, j ≤ 2n+1 { śěňěľśšćő ś ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ ąăğĺśă šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ ŕőń£ K ŋăď k. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šő śěňěľśšćő ĺňěěš śšěŕěŋĳ šřăŋśűěŋďěŋšŋőśšĺ 4(n + 1)^2 ŋăď k. Ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ s őŕřěďěńĺň śěňěľśšćő ńĺŋěľŋżţ ťőřň

U^{(i)}_j = ∑ 0≤v≤n+i u_{j,v}X_v, j = 0, s, s + 1, . . ., n + i.

Ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ s őŕřěďěńĺň śěňěľśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć U^{(i)} = {u_{j,v}}_{j=0,s,s+1,...,n+i, 0≤v≤n+i}. Ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ s, ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_i őąőğŋăůĺň ůěřěğ H_w ∈ k[U^{(i)}, Z_0, Z_s, . . . , Z_{n+i}] ťőřňş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ őąźěľ ŕřőěłűĺĺ W_w.

Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ s śşźěśšćş¿š űěńżě ůĺśńă e_w > 0, w ∈ J^′_i, śěňěľśšćő ňŋőčőůńěŋőć h_{i,1}, . . . , h_{i,s} ∈ k[U^{(i)}, X_0, . . . , X_{n+i}] őďŋőřőďŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_{n+i}, ĺ ňŋőčőůńěŋ q_i ∈ k[U^{(i)}, X_0, . . ., X_{n+i}] őďŋőřőďŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_{n+i}, šăłĺě ůšő ∑ w∈J0_i e_w deg_{Z0,Zs,Zs+1,...,Zn} H_w ≤ deg f_1 · . . . · deg f_s, (74) h_{i,1}g_1 + . . . + h_{i,i}g_i + h_{i,i+1}f_{i+1} + . . . + h_{i,s}f_s = q_i ∏ w∈J0_i H_w(U^{(i)}, U^{(i)}_0 , U^{(i)}_s , U^{(i)}_{s+1}, . . . , U^{(i)}_{n+i})^{ew} , (75)

ĺ q_i ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P). Ňż ďőłăęěň ¡šő şšćěřęďěŋĺě, ĺśŕőńĳğş£ şążćă¿źş¿ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő i.

Ŕşśšĳ i = s. Ğăňěšĺň, ůšő dim Z(g_1, . . ., g_s) = n, šăł łăł Z(g_1, . . . , g_s, X_0, . . . , X_n) = ∅ ć P^{n+s}(k). Ğăňěŋĺň ć ťőřňşńĺřőćłě Ńěňňż 11 n ŋă n + s. Ŕřĺňěŋ££ ¡šş ńěňňş ł śěňěľśšćş ńĺŋěľŋżţ ťőřň L_j = U^{(s)}_j , j = 0, s, s + 1 . . . n + s, ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćş¿š űěńżě ůĺśńă e_w > 0, w ∈ J_s, śěňěľśšćő ňŋőčőůńěŋőć h_{s,1}, . . . , h_{s,s} ∈ k[U^{(s)}, X_0, . . . , X_{n+s}] őďŋőřőďŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_{n+s}, ĺ ¡ńěňěŋš 0 ≠ μ_s ∈ k, šăłĺě ůšő ∑ w∈J0_s e_w deg_{Z0,Zs,Zs+1,...,Zn} H_w ≤ deg f_1 · . . . · deg f_s, h_{s,1}g_1 + . . . + h_{s,s}g_s = μ_s ∏ w∈J_s H_w(U^{(s)}, U^{(s)}_0 , U^{(s)}_s , U^{(s)}_{s+1}, . . . , U^{(s)}_{n+s})^{ew} .

Ŕő Ńěňňě 14, ŕřĺňěŋ-ěŋŋőľ ł šőůłě ξ ∈ Z(P) \ Z(P_w), ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^{′′}_s ňŋőčőůńěŋ

H_w(U^{(s)}, U^{(s)}_0 , U^{(s)}_s , U^{(s)}_{s+1}, . . ., U^{(s)}_{n+s}) ∈ k[U^{(s)}, X_{n+1}, . . ., X_{n+s}] ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P). Ŕőńőęĺň q_s = μ_s ∏ w∈J00_s H_w(U^{(s)}, U^{(s)}_0 , U^{(s)}_s , U^{(s)}_{s+1}, . . . , U^{(s)}_{n+s})^{ew} .

Śńěďőćăšěńĳŋő, šěŕěřĳ ćżŕőńŋěŋż (74) ĺ (75) ďń£ i = s.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő −1 ≤ i < s. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćżŕőńŋěŋż (74) ĺ (75) ďń£ i + 1. Ć śńşůăě, łőčďă i > −1, ňż ćżćěďěň (74) ĺ (75) ďń£ i. Ć śńşůăě i = −1, ňż ďőłăęěň şšćěřęďěŋĺě ńěňňż. Ěśńĺ i > −1, őŕřěďěńĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż M_0 = U^{(i)}_0 , M_s = X_{n+i+1}, ĺ

M_j = U^{(i)}_{j−1}, s + 1 ≤ j ≤ n + i + 1.

Ć śńşůăě i = −1 ŕőńőęĺň M_0 = L_0 ĺ M_j = L_j , s ≤ j ≤ n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ M = {m_{j,v}}_{j=0,s,s+1,...,n+i+1, 0≤v≤n+i+1} śěňěľśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć ńĺŋěľŋżţ ťőřň M_j , j = 0, s, s + 1, . . . , n + i + 1, ŕřĺů-ěň m_{j,v} { łő¡ťťĺűĺěŋš ńĺŋěľŋőľ ťőřňż M_j ŕřĺ X_v.

Ŕşśšĳ i > −1. Ŕőłăęěň, ůšő dim W_w ∩ Z(X_{n+i+1}) < dim W_w ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1}. Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě. Šőčďă śŕřăćěďńĺćő (73) ś i, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă i + 1, ĺ W = W_w. İšő ŕřĺćőďĺš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿, łăł ňż ćĺďěńĺ ćżÿě. Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő w ∈ J^′_{i+1} W_w ∩ Z(M_s, . . . , M_{n+i+1}) = ∅, W_w ∩ Z(M_0 , M_{s+1}, . . . , M_{n+i}) = ∅. (76)

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ i > −1, šő ¡šĺ řăćěŋśšćă śŕřăćěďńĺćż, ŕőśłőńĳłş ćśě M_j ś j ≠ s £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ś šřăŋśűěŋďěŋšŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺ šőůłă ś łőőřďĺŋăšăňĺ X_0 = . . . = X_{n+i} = 0, X_{n+i+1} = 1 ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš V_{i+1}, śř. ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 14. Ć śńşůăě i = −1 ¡šĺ řăćěŋśšćă śőćŕăďă¿š ś (63) ĺ (64).

Ŕşśšĳ

π : V^′_{i+1} → P^{n+i−s+2}(k(M)), (X_0 : . . . : X_{n+i+1} ) → (M_0 : M_s : M_{s+1} : . . . : M_{n+i+1})

£ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ ŕřőěłűĺěľ. Śőčńăśŋő (76) ŕřőěłűĺ£ π : V^′_{i+1} → π(V^′_{i+1}) łőŋěůŋă.

Ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1} őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~H_w ∈ k(M)[Z_0, Z_s, . . . , Z_{n+i+1}] ťőřňş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ ŕřőěłűĺĺ W_w, őŕřěďěń-ěŋŋőľ ńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ M_0, M_s, M_{s+1}, . . . , M_{n+i+1}. (77)

Ěśńĺ i > −1, šő ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ~H_w ∈ k[U^{(i)}, Z_0, Z_s, . . . , Z_{n+i+1}] £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ňŋőčőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő ćśěţ ŕěřěňěŋŋżţ U^{(i)}, Z_0, Z_s, . . . , Z_{n+i+1} ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1}.

Ŕşśšĳ i > −1. Ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1} ŕřěďśšăćĺň W_w ∩ Z(X_{n+i+1} ) = ∪_{β∈Cw} W_β, čďě ćśě W_β { őŕřěďěń-ěŋŋżě ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżě ŋăď k ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, ĺ C_w { łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ H_β ťőřňş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ őąźěľ ŕřőěłűĺĺ W_β.

Ňż ĺňěěň π(W_w ∩ Z(X_{n+i+1} )) = π(W_w ) ∩ Z(X_{n+i+1}). Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1}

~H_w(U^{(i)}, M_0, 0, M_{s+1}, . . . , M_{n+i+1}) = ν_w ∏ β∈C_w H^{rβ}_β , (78)

čďě 0 ≠ ν_w ∈ k[U^{(i)}], ĺ űěńżě ůĺśńă r_β > 0 ďń£ ćśěţ β ∈ C_w.

Ŕşśšĳ i ≥ −1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă (76). Ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1}, ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 13 (ś n ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă n + i + 1) ł őďŋőřőďŋőňş ŕřőśšőňş ĺďěăńş P_w ĺ ńĺŋěľŋżň ťőřňăň (77), ňż ŕőńşůăěň H_w(M, Z_0, Z_s, . . . , Z_{n+i+1}) = λ_w ~H^{rw}_w , čďě 0 ≠ λ_w ∈ k(M), ĺ űěńżě ůĺśńă r_w > 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, H_w(M, M_0, M_s, M_{s+1}, . . . , M_{n+i+1}) = λ_w ~H_w(M_0, M_s, M_{s+1}, . . . , M_{n+i+1})^{rw} (79)

(ğďěśĳ ňż řăśśňăšřĺćăěň ćśě ~H_w łăł ¡ńěňěŋšż k(M)[Z_0, Z_s, . . . , Z_{n+i+1}]). Ěśńĺ i > −1, šő λ_w ∈ k[U^{(i)}], ŕőśłőńĳłş ~H_w £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ňŋőčőůńěŋőň.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćěďěŋĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋśšćă (75) ďń£ i+1, łőšőřőě ďőłăğăŋő ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿. Ŕřěďśšăćĺň ∏ w∈J0_{i+1} H_w(U^{(i+1)}, U^{(i+1)}_0 , U^{(i+1)}_s , U^{(i+1)}_{s+1} , . . . , U^{(i+1)}_{n+i+1})^{ew} = ∑ (i_0,...,i_{n+i+1} )∈T ˘_{i0,...,in+i+1} X^{i0}_0 · . . . · X^{in+i+1}_{n+i+1} , čďě T ⊂ Z^{n+i+2} { łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő, ĺ ćśě ňŋőčőůńěŋż ˘_{i0,...,in+i+1} ∈ k[U^{(i+1)}]. Ŕşśšĳ m { ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć k[U^{(i+1)}], ĺ N = #T { ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć T . Ŕşśšĳ S { ŕőďňŋőęěśšćő ćśěţ x ∈ k^m (ğďěśĳ k^m ĺňěěš łőőřďĺŋăšż ĺğ śěňěľśšćă U^{(i+1)}), šăłĺţ ůšő ňŋőčőůńěŋ q_{i+1}(x, X_0, . . ., X_{n+i+1}) ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P). Šőčďă S ŕńőšŋő ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ć k^m, šăł łăł q_{i+1} ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P) ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺ, ŕőśłőńĳłş k ąěśłőŋěůŋő.

Ŕřĺňěŋĺň Ńěňňş 15 ł ňŋőęěśšćş S ĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőňş őšőąřăęěŋĺ¿ ˘ = (˘_{i0 ,...,in+i+1} )_{(i0,...,in+i+1 )∈T} : k^m → k^N . Ŕşśšĳ u_1, . . . , u_t ∈ S { ¡ńěňěŋšż, šăłĺě ůšő ˘(u_1), . . . , ˘(u_t) £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ˘(k^m). Šőčďă śşźěśšćş¿š y_α ∈ k(M), 1 ≤ α ≤ t, šăłĺě ůšő ∏ w∈J0_{i+1} H_w(M, M_0, M_s, M_{s+1}, . . . , M_{n+i+1})^{ew} = ∑ 1≤α≤t y_α q_{i+1}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i+1}) ×

( ∑ 1≤v≤i+1 h_{i+1,v}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i+1})g_v + (80) ∑ i+2≤v≤s h_{i+1,v}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i+1})f_v ) , čďě q_{i+1}(u_α, X_0, . . ., X_{n+i+1}) ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P) ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ α ≤ t.

Ŕşśšĳ i > −1. Ŕřěďśšăćĺň y_α = z_α/z, čďě z_α, z ∈ k[U^{(i)}], 1 ≤ α ≤ t. Ŕőďśšăćń££ ć (80) 0 ćňěśšő X_{n+i+1} (ŋăŕőňŋĺň,ůšő X_{n+i+1} őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P)) ĺ şůĺšżćă£ (78), (79), ňż ŕőńşůăěň ∏ w∈J0_{i+1} (λ_w ν_w) ∏ w∈J0_{i+1} ∏ β∈C_w H^{ewrw rβ} β = ∑ 1≤v≤i g_v ∑ 1≤α≤t z_αh_{i+1,v}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i}, 0) zq_{i+1}(u_α, X_0, . . ., X_{n+i}, 0) + (81) ∑ i+1≤v≤s f_v ∑ 1≤α≤t z_αh_{i+1,v}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i}, 0) zq_{i+1}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i}, 0) . Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő w_1 ∈ J^′_i śşźěśšćş¿š w ∈ J^′_{i+1}, β ∈ C_w, šăłĺě ůšő W_{w1} = W_β . Śńěďőćăšěńĳŋő, ńěćă£ ůăśšĳ (81) { ďěńĺšś£ ŋă H_{w1} (U^{(i)}, U^{(i)}_0 , U^{(i)}_s , U^{(i)}_{s+1}, . . . , U^{(i)}_n ). Ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1} őąőğŋăůĺň ůěřěğ D_w ŕőďňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć β ∈ C_w, šăłĺţ ůšő ňŋőčőůńěŋ H_β ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P). Ŕő Ńěňňě 14 ďń£ ćś£łőčő w ∈ J^′_{i+1}, β ∈ C_w, ěśńĺ Z(P) ⊄ W_β , šő H_β ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P). Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň śńşůăě β ∈ D_w. Ŕőńőęĺň

q_i = z ∏ w∈J0_{i+1} (λ_w ν_w) ∏ 1≤α≤t q_{i+1}(u_α, X_0, . . . , X_{n+i}, 0) ∏ w∈J0_{i+1} ∏ β∈D_w H^{ewrw rβ} β . Šőčďă q_i ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă Z(P), ĺ ĺğ (81) śńěďşěš šřěąşěňőě řăćěŋśšćő (75). Ŋăłőŋěű, (74) śńěďşěš ĺğ (81), (78), (79) ĺ ŋěřăćěŋśšćă (74) ś i, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă i + 1, łőšőřőě ďőłăğăŋő ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿.

Őśšă-ěšś£ ďőłăğăšĳ şšćěřęďěŋĺě ńěňňż, łőčďă i = −1. Ć ¡šőň śńşůăě őŋő śńěďşěš ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ (80), (79) ĺ ŋěřăćěŋśšćă (74) ś i = 0, łőšőřőě ďőłăğăŋő ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

10 Łőŋśšřşłűĺ£ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć

Ŕşśšĳ P { őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń šăłőľ ęě, łăł ĺ ŕřěďżďşźĺţ řăğďěńăţ, ŕşśšĳ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V = Z(P) ć P^n(k), ĺ D = deg V . Ŕşśšĳ s ≥ 1. Ŕşśšĳ Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n] { ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż, şďőćńěšćőř£¿źĺě śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň:

V ∩ Z(Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n) = ∅, (82) V ∩ Z(Y_0, Y_i, Y_{s+1}, . . ., Y_{n−1}) = ∅, 1 ≤ i ≤ s. (83)

Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺĺ π : V → P^{n−s}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (Y_0 : Y_{s+1} : . . . : Y_n), ĺ π_i : V → P^{n−s+1}(k), (X_0 : . . . : X_n) → (Y_0 : Y_i : Y_{s+1} : . . . : Y_n), 1 ≤ i ≤ s.

Ćśě ¡šĺ ŕřőěłűĺĺ π ĺ π_i : V → π_i(V ), 1 ≤ i ≤ s, £ćń£¿šś£ łőŋěůŋżňĺ śőčńăśŋő (82). Ŕşśšĳ H_i ∈ k[Z_0, Z_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] { ťőřňă, śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕřőěłűĺĺ π_i ňŋőčőőąřăğĺ£ V , ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ s.

ŃĚŇŇĂ 17 Ŕşśšĳ x ∈ V { čńăďłă£ šőůłă ć P^n(k). Šőčďă śşźěśšćşěš

śěňěľśšćő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ťőřň Y_0, . . ., Y_n ∈ k[X_0, . . ., X_n], şďőćńěšćőř£¿źĺţ (82), (83) ĺ, šăłĺţ ůšő

(i) Y_0(x) ≠ 0,

(ii) π^{−1}(π(x)) śőśšőĺš ĺğ deg V řăğńĺůŋżţ šőůěł,

(iii) ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć #(Y_i/Y_0)(π^{−1}(π(x))) = #π^{−1}(π(x)) ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ s. Ŕşśšĳ L ∈ k[X_0, . . . , X_n] { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, šăłă£ ůšő L(x) ≠ 0. Ŕőńőęĺň φ_i = H_i(Y_0, Y_i, Y_{s+1}, . . . , Y_n)/L^{deg Hi} , 1 ≤ i ≤ s. Šőčďă deg H_i = D ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ s, ĺ φ_1, . . ., φ_s £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ć šőůłě x (¡šő őğŋăůăěš ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ůšő φ_1, . . . , φ_s ŕőřőęďă¿š ĺďěăń ňŋőčőőąřăğĺ£ V ć ńőłăńĳŋőň łőńĳűě O_{x,}P_{n(k)} šőůłĺ x ć P^n(k)).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Śşźěśšćőćăŋĺě ńĺŋěľŋżţ ťőřň Y0, . . . , Yn, şďő-

ćńěšćőř£¿źĺţ ćśěň šřěąőćăŋĺ£ň, śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ńĺŋěľŋżě ťőřňż őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_n ś šřăŋśűěŋďěŋšŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ şďőćńěšćőř£¿š ¡šĺň šřěąőćăŋĺ£ň.

Ŕő (iii) deg H_i = D = deg V . Ŕő (ii) ďĺťťěřěŋűĺăń d_xπ ć šőůłě x ŕřőěłűĺĺ π £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň. Ŕő őśŋőćŋőľ šěőřěňě Ğăřĺśśłőčő šőůłă π_i(x) £ćń£ěšś£ čńăďłőľ ŋă π_i(V ). Ĺğ šěőřěňż ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ śńěďşěš šěŕěřĳ, ůšő φ_1, . . . , φ_s £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć V ć šőůłě x. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕőń£ k řăćŋă ŋşń¿. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďăŋă Pŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ f_1, . . . , f_s. Śěľůăś ňż őŕĺÿěň łőŋśšřşłűĺ¿ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ć ŋěłőšőřżľ šőůłě ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V . Ŕşśšĳ 0 ≤ r < s { űěńőě ůĺśńő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕřĺ ŕőňőźĺ řěłşřśĺĺ ŕő r şęě ŕőśšřőěŋż čńăďłă£ šőůłă x ∈ V ĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_1, . . ., g_r, f_{r,r+1} , . . ., f_{r,s} ∈ k[X_0, . . ., X_n], šăłĺě ůšő

(a) x £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . ., g_r),

(b) V £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_r, f_{r,r+1} , . . . , f_{r,s}), (c) x £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_r, f_{r,r+1} , . . . , f_{r,s}),

(d) f_{r,j} = ∑ 1≤v≤j qr,j,vfv, čďě qr,j,v ∈ k[X0, . . . , Xn] { őďŋőřőďŋżě ňŋőčő- ůńěŋż, ĺ deg q_{r,j,v} = deg f_j − deg f_v ďń£ ćśěţ 1 ≤ v ≤ j.

(šăł ůšő ć śńşůăě ąăğż řěłşřśĺĺ r = 0 ďăŋă čńăďłă£ šőůłă x ∈ V , ĺ ňż ŕőńăčăěň f_{0,j} = f_j ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ s). Ŋăÿă űěńĳ { ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ g_{r+1} ĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż f_{r+1,r+2} , . . ., f_{r+1,s}, šăłĺě ůšő śćőľśšćă (a){(d) şďőćńěšćőř£¿šś£, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ r ŋă r + 1 (ňőęěš ążšĳ ś ďřşčőľ šőůłőľ x).

Ŕşśšĳ L = X_i ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 ≤ i ≤ n, ĺ L(x) ≠ 0. Śďěńăć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłş łőőřďĺŋăš, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő L = X_0.

Őąőğŋăůĺň ψ_i = g_i/X^{deg gi}_0 , 1 ≤ i ≤ r, ĺ ρ_j = f_{r,j} /X^{deg fr,j}_0 , r + 1 ≤ j ≤ s. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć φ_1, . . . , φ_s ĺğ Ńěňňż 17. Ŕő şśńőćĺ£ň (a){(d) śşźěśšćş¿š ĺŋďěłśż 1 ≤ i_{r+1} < . . . < i_s ≤ s, šăłĺě ůšő ψ_1, . . ., ψ_r, φ_{ir+1} , . . . , φ_{is} £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć V ć šőůłě x. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő i_j = j ďń£ ćśěţ r + 1 ≤ j ≤ s.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Z_i = X_i/X_0 − (X_i/X_0)(x), 1 ≤ i ≤ n, łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A^n (k) = P^n(k) \ Z(X_0 ). Šăł ůšő φ_i, ψ_j, ρ_w ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] ďń£ ćśěţ i, j, w. Ćżąěřěň ĺŋďěłśż 1 ≤ i_{s+1} < . . . < i_n ≤ n, šăłĺě ůšő ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{is+1} , . . . , Z_{in} £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ {x}, śőśšő£źěčő ĺğ őďŋőľ šőůłĺ x. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ůšő i_j = j ďń£ ćśěţ s + 1 ≤ j ≤ n.

Śďěńăć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłş łőőřďĺŋăš Z_1, . . ., Z_s, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ňĺŋőř ňăšřĺűż §łőąĺ ć šőůłě x

det ((∂ψ_i/∂Z_j ) (x))_{1≤i,j≤r} ≠ 0. (84)

Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć k[[ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . ., Z_n]]. (85) İšő łőńĳűő śőćŕăďăěš ś łőńĳűőň ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš Z_1, . . . , Z_n ŋăď k. Śńěďőćăšěńĳŋő, őŋő śőďěřęĺš łőńĳűő k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš F łőńĳűă (85) ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě F = ∑ i_1,...,i_n≥0 F_{i1,...,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , čďě ćśě F_{i1,...,in} ∈ k. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~P = (ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s) ĺďěăń łőńĳűă (85), ŕőřőęď-ěŋŋżľ ¡ńěňěŋšăňĺ ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s. Ŕşśšĳ F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Šőčďă

F ∈ ~P šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă Z(F ) ⊃ V \ Z(X_0 ). (86)

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă F őąőğŋăůĺň ord F = min{i_{r+1} + . . . + i_s : F_{0,...,0,ir+1,...,in} ≠ 0}. Šăł ůšő ord F { £ćń£ěšś£ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżň űěńżň ůĺśńőň ĺńĺ +∞. Ććěď-ěň őŕěřăšőřż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ D_j, r +1 ≤ j ≤ s, ŋă łőńĳűě (85) ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşń

D_j(F ) = det ∂ψ_1/∂Z_1 . . . ∂ψ_1/∂Z_r ∂ψ_1/∂Z_j . . . . . . . . ∂ψ_r /∂Z_1 . . . ∂ψ_r/∂Z_r ∂ψ_r /∂Z_j ∂F/∂Z_1 . . . ∂F/∂Z_r ∂F/∂Z_j .

Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ F ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], šő śšěŕěŋĳ őšŋőśĺšěńĳŋő Z_1, . . . , Z_n

deg D_i(F ) ≤ deg F + deg g_1 + . . . + deg g_r − r − 1. (87)

Ěśńĺ F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0], šő D_i(F ) ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0] ďń£ ćś£- łőčő r + 1 ≤ i ≤ s.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăšőřőć D_i, ŕő (84) ĺ, ŕőśłőńĳłş ń¿ąă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ φ_{r+1} , . . . , φ_s £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň ŕăřăňěšřőň ć šőůłě x, ćěłšőřż (D_{r+1}(φ_i)(x), . . ., D_s(φ_i)(x)) ∈ (k)^{s−r}, r + 1 ≤ i ≤ s, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď k. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćś£łőčő ¡ńěňěŋšă F łőńĳűă ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć (85), ěśńĺ ord(F ) > 0, šő śşźěśšćşěš r + 1 ≤ i ≤ s, šăłőě ůšő ord(D_i(F )) = ord(F ) − 1. (88)

Őŕřěďěńĺň δ łăł ŋăĺňěŋĳÿěě űěńőě ůĺśńő, šăłőě ůšő δ ≥ deg g_1 · . . . · deg g_r deg f_{r+1} · . . . · deg f_s deg V . ŃĚŇŇĂ 18 Śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő ord ρr+1 ≤ δ.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ψi,1,

1 ≤ i ≤ r, φ_{j,1}, r + 1 ≤ j ≤ s ťőřňż ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ (ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, ŋěŋşńěćżě őďŋőřőďŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő Z_1, . . ., Z_n łőňŕőŋěŋšż ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ) ć łőńĳűě k[Z_1, . . . , Z_n] ňŋőčőůńěŋőć ψ_i, 1 ≤ i ≤ r, φ_j , r + 1 ≤ j ≤ s śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ŕő Ńěňňě 16 ĺ (82), (83) ďń£ ćś£łőčő r + 1 ≤ j ≤ s śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż q, h_1, . . . , h_s ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], šăłĺě ůšő

h_1ψ_1 + . . . + h_r ψ_r + h_{r+1}ρ_{r+1} + . . . + h_sρ_s = qφ^δ_j ,

ĺ ňŋőčőůńěŋ q ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă V \ Z(X_0 ). Ğăňěŋ££, ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő, šőůłş x ŋă šőůłş x_1 ∈ V ĺğ ďőśšăšőůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő šőůłĺ x (¡šő śćőďĺšś£ ł ńĺŋěľŋőňş ăćšőňőřťĺğňş X_i → X_i + λ_iX_0, λ_i ∈ k, 1 ≤ i ≤ n, ňŋőčőőąřăğĺ£ P^n(k)), ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő q(x) ≠ 0. Šăł ůšő q £ćń£ěšś£ őąřăšĺňżň ¡ńěňěŋšőň łőńĳűă ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć (85). Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż ~h_i ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], łőšőřżě £ćń£¿šś£ ăŕŕřőłśĺňăűĺ£ňĺ ¡ńěňěŋšőć h_i/q ĺğ łőńĳűă (85), šăłĺě ůšő

~h_1ψ_1 + . . . + ~h_r ψ_r + ~h_{r+1}ρ_{r+1} + . . . + ~h_sρ_s = ˘_j,

čďě ˘_j ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] { ňŋőčőůńěŋ ś ťőřňőľ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ć łőńĳűě (85) řăćŋőľ φ^δ_j . Śńěďőćăšěńĳŋő, ťőřňă ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă ˘_j ć łőńĳűě k[Z_1, . . ., Z_n] ěśšĳ φ^δ_{j,1}.

Ŕő ŋăÿěňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺ (86), ŕřĺňěŋ-ěŋŋőňş ł F = ρ_{r+1}, ćśě őďŋőřőďŋżě łőňŕőŋěŋšż śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě, ůěň δ + 1, ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ~h_{r+1}ρ_{r+1} ŕřĺŋăďńěęĺš ĺďěăńş ~P_r = (ψ_1, . . . , ψ_r)

łőńĳűă (85), ŕőřőęď-ěŋŋőňş ¡ńěňěŋšăňĺ ψ_1, . . . , ψ_r. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ~h_{r+1} = 0.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ńĺŋěľŋżě ťőřňż ψ_{i,1}, 1 ≤ i ≤ r, φ_{j,1}, r + 1 ≤ j ≤ s ŕřĺŋăďńěęăš řăďĺłăńş ĺďěăńă, ŕőřőęď-ěŋŋőčő ťőřňăňĺ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ¡ńěňěŋšőć ĺďěăńă (ψ_1, . . ., ψ_r, ρ_{r+2} , . . ., ρ_s) ⊂ k[Z_1, . . . , Z_n]. Ŋő ¡šőš řăďĺłăń ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ £ćń£ěšś£ ĺďěăńőň łăśăšěńĳŋőčő łőŋşśă ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W = Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+2} , . . . , ρ_s) ć šőůłě x. Őąőğŋăůĺň ¡šőš łăśăšěńĳŋżľ łőŋşś ůěřěğ con(x, W ). Ĺğćěśšŋő, ůšő řăğňěřŋőśšĳ dimcon(x, W ) = dim_x W , čďě dim_x W { ňăłśĺňşň řăğňěřŋőśšěľ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W , śőďěřęăźĺţ šőůłş x (ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ťăłšă ňőęŋő ŋăľšĺ ć [8]).

Šěŕěřĳ ňż ĺňěěň dim_x W = n − s + 1 ŕő şśńőćĺ£ň (a){(d). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śşźěśšćş¿š s ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ťőřň ĺğ ĺďěăńă ňŋőčőőąřăğĺ£ con(x, W ). Śńěďőćăšěńĳŋő, dimcon(x, W ) ≤ n − s < dim_x W . Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš ńěňňş.

Ŕőńőęĺň a = ord(ρ_{r+1} ). Šőčďă 0 < a < +∞ ŕő Ńěňňě 18 ĺ (86). Ňż ĺňěěň D_j( ~P_r ) ⊂ ~P_r ďń£ ćśěţ r + 1 ≤ j ≤ s. Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő (88) ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćş¿š ĺŋďěłśż r + 1 ≤ i_1, . . . , i_a ≤ s, šăłĺě ůšő

D_{ia}�_1 . . . D_{i1} (ρ_{r+1} ) ∈ ~P (89) ĺ D_{ia} . . . D_{i1} (ρ_{r+1} ) ∉ ~P. (90)

Śőčńăśŋő (89) ĺ (86) ňŋőčőůńěŋ D_{ia}�_1 . . . D_{i1} (ρ_{r+1} ) őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă V \ Z(X_0). Śőčńăśŋő (90) ĺ (86) ňŋőčőůńěŋ D_{ia} . . . D_{i1} (ρ_{r+1} ) ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă V \ Z(X_0 ). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăšőřă D_{ia} ĺ (90) śşźěśšćşěš ŋěŕşśšőě őšłřżšőě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŕőďňŋőęěśšćő S ⊂ V , šăłőě ůšő ćś£łă£ šőůłă y ∈ S £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ V , ĺ ďĺťťěřěŋűĺăńż ć šőůłě y

d_yψ_1, . . ., d_yψ_r , d_yD_{ia}�_1 . . . D_{i1} (ρ_{r+1} )

£ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŋăď k.

Ŕőńőęĺň d_{r+1} = deg_{Z1,...,Zn} D_{ia}�_1 . . . D_{i1} (ρ_{r+1} ) ĺ

g_{r+1} = D_{ia}�_1 . . . D_{i1} (ρ_{r+1} )X^{dr+1}_0 . (91)

Šőčďă g_{r+1} ∈ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ďăńěě, ďń£ ćś£łőľ y ∈ S šőůłă y £ćń£ěšś£ čńăďłőľ ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ Z(g_1, . . . , g_{r+1}), ĺ dim_y Z(g_1, . . ., g_{r+1}) = n − r − 1.

Śşźěśšćş¿š ďćě śńăążţ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ θ_{1,1}, . . . , θ_{1,s} ĺ θ_{2,1}, . . . , θ_{2,s}, šăłĺě ůšő

• ňŋőčőůńěŋż θ_{1,1}, . . ., θ_{1,r+1} śőćŕăďă¿š ś g_1, . . . , g_{r+1} ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ

• ňŋőčőůńěŋż θ_{2,i} = ηf_i, 1 ≤ i ≤ s, čďě η { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ, łőšőřżľ ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă V ,

• deg θ_{1,i} ≤ deg η ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ r + 1,

• deg θ_{1,i} > deg θ_{2,s} ďń£ ćśěţ r + 2 ≤ i ≤ s.

Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 1 ł ¡šĺň P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ň, ňż ŕőńşůăěň šřěšĳ¿ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ θ_{3,1}, . . . , θ_{3,s}. Ŕőńőęĺň f_{r+1,j} = θ_{3,j} /η, r + 2 ≤ j ≤ s. Ğăňěŋĺň ć şśńőćĺ£ţ (a){(d) r ŋă r + 1 ĺ šőůłş x ŋă šőůłş y. Šőčďă ŕő Ńěňňě 1 śşźěśšćşěš šőůłă y ∈ S, šăłă£ ůšő (a){(d) şďőćńěšćőř£¿šś£ ďń£ ŕőśšřőěŋŋżţ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć g_1, . . . , g_{r+1}, f_{r+1,r+2} , . . ., f_{r+1,s} ć šőůłě y. İšĺň ğăłăŋůĺćăěšś£ őŕĺśăŋĺě ÿăčă řěłşřśĺĺ.

Šăłĺň őąřăğőň, ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ňż ŕőśšřőĺň śĺśšěňş ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ψ_1, . . ., ψ_s ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ć ŋěłőšőřőľ šőůłě x ∈ V . ŃĚŇŇĂ 19 Śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă 0 ≤ C ∈ R, ĺ śşźěśšćş¿š ej ∈ R,

1 ≤ j ≤ s, šăłĺě ůšő

deg g_j ≤ e_j deg f_j , 1 ≤ j ≤ s, (92) e_j ≤ n^{2sC} , 1 ≤ j ≤ s. (93) ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋěřăćěŋśšćă (92) śŕřăćěď-

ńĺćż ďń£ ćśěţ 1 ≤ j ≤ r, čďě 0 ≤ r < s. Šőčďă ŕő Ńěňňě 18 ĺ Šěőřěňě 4 ňż ĺňěěň

a ≤ δ ≤ 1 + e_1 · . . . · e_r δ_1 · . . . · δ_s/ deg V ≤ 1 + a_se_1 · . . . · e_r .

Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ (87) ĺ (91) ňż ŕőńşůăěň

deg g_{r+1} ≤ δ_{r+1} + a_se_1 · . . . · e_r(−1 − r + ∑ 1≤j≤r e_j δ_j ).

Ŕőńőęĺň e_{r+1} = 1 + a_se_1 · . . . · e_r ∑ 1≤j≤r e_j . Šőčďă (92) ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ j = r + 1. Šěŕěřĳ śşźěśšćőćăŋĺě łőŋśšăŋšż C, šăłőľ ůšő śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă (92) ĺ (93) ďń£ ćśěţ 1 ≤ j ≤ s, śńěďşěš ĺğ Šěőřěňż 4 (śńşůăĺ n = 1 ĺńĺ s = 1 £ćń£¿šś£ šřĺćĺăńĳŋżňĺ). Ńěňňă ĺ Šěőřěňă 2 ďőłăğăŋż.

Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż

[1] Ŋěśšěřěŋłő đ. Ć., Őűěŋłĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ŕřőśšőčő ĺďěăńă. { Ňăšěňăšĺůěśłĺľ śąőřŋĺł, 1984, š. 123, ś. 11{34.

[2] Ţăřšśţőřŋ Ř., Ăńčěąřăĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£. { Ň., Ňĺř, 1981.

[3] Ţőďę Ć., Ŕĺďő Ď., Ňěšőďż ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, š. 1. { Ň., Ĺğďăšěńĳśšćő ĺŋőśšřăŋŋőľ ńĺšěřăšşřż, 1954.

[4] Ůĺśšőć Ă. Ń., Ăńčőřĺšň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śńőęŋőśšĺ ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋăţőęďěŋĺě łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ ć śşą¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě ćřěň£. { Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŃŐŇĹ, 1984, š. 137, ś. 124{188.

[5] Ůĺśšőć Ă. Ń., İťťěłšĺćŋă£ čńăďłă£ śšřăšĺťĺłăűĺ£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ć ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě ĺ ě-e ŕřĺńőęěŋĺ£. { St.Petersburg Mathematical Society Preprint # 1999-11, http://www.pdmi.ras.ru/spbmo/preprint/1999/index.html#11

[6] Chardin M., Une majoration de la function de Hilbert et ses cons«equences pour l’interpolation alg«ebrique. { Bull. Soc. Math. France, 1989, vol. 117, p. 305{318.

[7] Chistov A. L., Polynomial{time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero{characteristic. { Journal of Pure and Applied Algebra, 1997, vol. 117 & 118, p. 145{175.

[8] Chistov A. L., Polynomial-time computation of the degrees of algebraic varieties in zero-characteristic and its applications. { St.Petersburg Mathematical Society Preprint # 1999-03, http://www.pdmi.ras.ru/spbmo/preprint/1999/index.html#03, šăłęě ŕřĺŋ£šő ł ŕşąńĺłăűĺĺ ć: Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŔŐŇĹ, š. 258.

[9] Lazard D., Alg„ebre lin«eaire sur k[x_1, . . . , x_n] et «elimination. { Bull. Soc.

Math. France, 1977, vol. 105, p. 165{190.

[10] Lazard D., R«esolution des syst„emes d’«equations alg«ebrique. { Theoretical Computer Science, 1981, vol. 15, p. 77{110.

[11] Nakai Y., Mem. Coll. Sci. Univ. Kyoto A, 1950, vol. 26, N 2, p. 185{187.