SPb. Math. Society Preprint 1999-10 06 Dec 1999

Śĺńĳŋă£ ćěřśĺ£ őśŋőćŋőčő řăğřěÿă¿źěčő ăńčőřĺšňă ďń£ ¡łğĺśšěŋűĺőŋăńĳŋőľ šěőřĺĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšżţ ŕőńěľ

Ă. Ń. Ůĺśšőć^�

Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłĺľ ĺŋśšĺšşš ĺŋťőřňăšĺłĺ ĺ ăćšőňăšĺğăűĺĺ Řőśśĺľśłőľ ăłăďěňĺĺ ŋăşł, 199178 Śăŋłš-Ŕěšěřąşřč, Ć.Ő. 14-ă£ ńĺŋĺ£, 39 e-mail: sliss@iias.spb.su

1999

Ăŋŋőšăűĺ£

Ŕşśšĳ U { ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, łőšőřőě £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň ŋşńěľ śěňěľśšćă ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě d. Ŕşśšĳ Ui, i 2 I, { śěňěľśšćő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš U. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ U^{(s)}_i ğăňżłăŋĺě ć łńăśśĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ ňŋőęěśšćă ćśěţ čńăďłĺţ šőůěł řăğňěřŋőśšĺ s ňŋőčőőąřăğĺ£ Ui. Ć śšăšĳě őŕĺśżćăěšś£ ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă šőůěł S, łőšőřőě ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś łăęďőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ U^{(s)}_i ďń£ łăęďőčő i 2 I, 0 ˇ s ˇ n. Ůĺśńő šőůěł S őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n. Ăŋăńőčĺůŋżľ řěğşńĳšăš śŕřăćěďńĺć ďń£ ąăğĺśŋżţ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőęěśšć. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă (ďń£ śńşůă£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£) ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ d^n. Ąőńěě šőůŋżě řěğşńĳšăšż ťőřňşńĺřş¿šś£ ś ŕřĺćńěůěŋĺěň šřĺăŋčşń£űĺĺ U, ěśńĺ U őčřăŋĺůěŋő (śőőšćěšśšćěŋŋő łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ ŕő Ăńěłśăŋďřőćş ňŋőčőőąřăğĺ£ U, ěśńĺ U ŋě őčřăŋĺůěŋő).

�Śšăšĳ£ ŋăŕĺśăŋă ŕřĺ ůăśšĺůŋőľ ŕőďďěřęłě Volkswagen{Stiftung, Program on Computational Complexity.

Ććěďěŋĺě

Ŕşśšĳ U { ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, łőšőřőě £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň ŋşńěľ śěňěľśšćă ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě d. Ŕşśšĳ U_i, i ∈ I { śěňěľśšćő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš U . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ U^{(s)}_i ğăňżłăŋĺě ć łńăśśĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ ňŋőęěśšćă ćśěţ čńăďłĺţ šőůěł řăğňěřŋőśšĺ s ňŋőčőőąřăğĺ£ U_i. Ć śšăšĳě őŕĺśżćăěšś£ ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă šőůěł S, łőšőřőě ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś łăęďőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ U^{(s)}_i ďń£ łăęďőčő i ∈ I, 0 ≤ s ≤ n. Ůĺśńő šőůěł S őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n. Ăŋăńőčĺůŋżľ řěğşńĳšăš śŕřăćěďńĺć ďń£ ąăğĺśŋżţ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőęěśšć. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă (ďń£ śńşůă£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£) ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ d^n. Ąőńěě šőůŋżě řěğşńĳšăšż ťőřňşńĺřş¿šś£ ś ŕřĺćńěůěŋěň šřĺăŋčşń£űĺĺ U , ěśńĺ U őčřăŋĺůěŋő (śőőšćěšśšćěŋŋő łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ ŕő Ăńěłśăŋďřőćş ňŋőčőőąřăğĺ£ U , ěśńĺ U ŋě őčřăŋĺůěŋő).

Řăŋěě ĺğćěśšŋżě ăńčőřĺšňż ś šăłĺň ęě ćřěňěŋěň řăąőšż ŕőğćőń£ńĺ [15], [7] ŕőśšřőĺšĳ šőńĳłő łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő S^′ ś ůĺśńőň ¡ńěňěŋšőć őčřăŋĺůěŋŋżň śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n, łőšőřőě ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ńĺÿĳ ś łăęďőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£.

Ŕěřěľď-ěň ł šőůŋżň ťőřňşńĺřőćłăň. Ŕşśšĳ k_0 = Q(t_1, . . . , t_l, θ) { ćěźěśšćěŋŋőě şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕőńě, ŕřĺů-ěň t_1, . . . , t_l ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż

ŋăď Q, ĺ θ { ăńčěąřăĺůěśłĺľ ŋăď Q ¡ńěňěŋš ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň F ∈ Q[t1, . . . , tl, Z]. Śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš lcZF ňŋőčőůńěŋă F řăćěŋ 1.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ŕőńě k_0 şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş śćőľśšćş.

(A) Ŕşśšĳ łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě k_1 ⊃ k_0 ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšżţ ŕőńěľ ğăďăŋő śćőĺň ŕřĺňĺšĺćŋżň ¡ńěňěŋšőň ĺ ěčő ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň. Šőčďă ďń£ ćś£łőčő ¡ńěňěŋšă a ∈ k_1 ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ćěřŋő ńĺ, ůšő a > 0 ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.

Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ k_0 = Q, šő k_0 şďőćńěšćőř£ěš ¡šőňş śćőľśšćş. Ěśńĺ ε > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k_0, šő ćěźěśšćěŋŋőě şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕőńě k_0(ε) šăłęě şďőćńěšćőř£ěš śťőřňşńĺřőćăŋŋőňş śćőľśšćş.

Ŕşśšĳ ďăŋż ňŋőčőůńěŋż f_1, . . . , f_m ∈ k_0[X_1, . . . , X_n], ŕřĺů-ěň n ≥ 1, m ≥ 1. Řăśśňőšřĺň ğăňłŋşšőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő ĺńĺ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě (ć ¡šőľ śšăšĳě ňż ŋě řăğńĺůăěň ¡šĺ ŕőŋ£šĺ£)

V = {(x_1, . . . , x_n) : f_i(x_1, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k_0, ∀1 ≤ i ≤ m} ⊂ A^n (k_0) .

İšő ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . ., f_m ć A^n (k_0), čďě k_0 { ăńčěąřăĺůěśłőě ğăňżłăŋĺě k_0. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ďń£ łřăšłőśšĺ ¡šő ňŋőęěśšćő ůěřěğ Z(f_1, . . . , f_m). Ăŋăńőčĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ąşďşš šăłęě ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ňŋőęěśšć ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ (ć ăťťĺŋŋżţ ĺńĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, łăł ¡šő ąşďěš ćĺďŋő ĺğ łőŋšěłśšă) ďřşčĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Śńěďőćăšěńĳŋő, V = Z(f_1 , . . ., f_m).

Ŕşśšĳ R { ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšőě ŕőńě, śőďěřęăźěě ćěźěśšćěŋŋőě ğăňżłăŋĺě ~k_0 ŕőń£ k_0, ĺ C = R { ăńčěąřăĺůěśłőě ğăňżłăŋĺě ŕőń£ R. Ŕőńőęĺň V (R) = {(x_1, . . . , x_n) : f_i(x_1, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ R, ∀1 ≤ i ≤ m} ⊂ A^n (R) .

İšő ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m ć A^n (R). Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ďń£ łřăšłőśšĺ ¡šő ňŋőęěśšćő ůěřěğ Z_R(f_1, . . . , f_m). Ăŋăńőčĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ąşďşš šăłęě ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ňŋőęěśšć ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ (ć ăťťĺŋŋżţ ĺńĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, łăł ¡šő ąşďěš ćĺďŋő ĺğ łőŋšěłśšă) ďřşčĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Šăł ůšő V (R) = Z_R(f_1, . . . , f_m) £ćń£ěšś£ ćěźěśšćěŋŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőęěśšćőň ĺńĺ ćěźěśšćěŋŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň ŋăď R, śň. [8]. İńěňěŋšż ňŋőęěśšćă Z_R(f_1, . . . , f_m) śşšĳ ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m.

Łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ f = f_i ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ ć ťőřňě f = 1 a_0 ∑ i_1,...,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i1,...,in,j} θ^j X^{i1}_1 · · · X^{in}_n , čďě a_0, a_{i1,...,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], gcd_{i1,...,in,j}(a_0, a_{i1,...,in,j} ) = 1. Őŕřěďěńĺň ďńĺ- ŋş ğăŕĺśĺ l(a) űěńőčő ůĺśńă a ťőřňşńőľ l(a) = min{s ∈ Z: |a| < 2^{s−1}}. Ďńĺŋă ğăŕĺśĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć l(f) ňŋőčőůńěŋă f őŕřěďěń£ěšś£ łăł ňăłśĺňşň ďńĺŋ ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć a_0, a_{i1,...,in,j} , ĺ śšěŕěŋĳ deg_{tα} (f) = max_{i1,...,in,j}{deg_{tα} (a_0), deg_{tα} (a_{i1,...,in,j})} , čďě 1 ≤ α ≤ l. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őŕřěďěń£ěšś£ deg_{tα} F ĺ l(F ). Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ĺňě¿šś£ śńěďş¿źĺě őűěŋłĺ deg_{X1,...,Xn} (f_i) < d, deg_{tα} (f_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_Z (F ) < d_1, deg_{tα} (F ) < d_1, l(F ) < M_1 .

Řăğňěř (ĺńĺ ďńĺŋă ğăŕĺśĺ) L(f) ňŋőčőůńěŋă f őŕřěďěń£ěšś£ łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě l(f) ŋă ůĺśńő ćśěţ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋă f ć ŕńőšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ. Ĺňěěň

L(f_i) < ( ( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2M

Ăŋăńőčĺůŋő L(F ) < d^{l+1}_1 M_1. Ć ďăńĳŋěľÿěň, ěśńĺ ŋě őčőćőřěŋő ŕřőšĺćŋőě, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő l ťĺłśĺřőćăŋő.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 1 Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£

őąźŋőśšĺ, ůšő ňŋőčőůńěŋż f_1, . . . , f_m £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŋăď k_0. Śńěďőćăšěńĳŋő, dim V ≤ n − 1.

Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ, łőčďă V (R) őčřăŋĺůěŋő. Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřş¿ šřĺăŋčşń£űĺ¿ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R), śň. [8], š.ě. łőŋěůŋżľ śĺňŕńĺűĺăńĳŋżľ łőňŕńěłś K = ∪_{1≤i≤p}σ_i, őŕřěďěń-ěŋŋżľ ŋăď ŕőńěň R (ğďěśĳ ¡šő őğŋăůăěš śĺňŕńĺűĺăńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ă ŋě ăąśšřăłšŋş¿ śĺňŕńĺűĺăńĳŋş¿ śţěňş ŋă łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšćăţ, š.ě. K ⊂ R^N ďń£ ŋěłőšőřőčő N , ĺ ćś£łĺľ śĺňŕńěłś σ_i £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ ěčő ćěřÿĺŋ), ĺ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłĺľ čőňěőňőřťĺğň ϕ : K → V (R) őšŋőśĺšěńĳŋő šőŕőńőčĺĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕőń£. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďń£ łřăšłőśšĺ śĺňŕńěłś σ łőňŕńěłśă K ňăłśĺňăńĳŋżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ŋě £ćń£ěšś£ čřăŋĳ¿ łăłőčő-ńĺąő ďřşčőčő śĺňŕńěłśă ĺğ K. Ŕşśšĳ 0 ≤ s ≤ n − 1. Řăśśňőšřĺň ŋěŋşńěćőľ s{ňěřŋżľ űĺłń e = ∑ 1≤j≤q σpj ś

łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ Z/2Zśĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő łőňŕńěłśă K, šăłőľ ůšő σ_{pj} ňăłśĺňăńěŋ ďń£ ń¿ąőčő j, ĺ p_{j1} ≠ p_{j2} , ěśńĺ j_1 ≠ j_2. Śńěďőćăšěńĳŋő, řăğňěřŋőśšĳ dim σ_{pj} = s ďń£ łăęďőčő j. Őąőğŋăůĺň E = |e| = ∪_{1≤j≤q}ϕ(σ_{pj} ).

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 2 Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ ĺňěěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋě-

ŋšă W ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R) řăğňěřŋőśšĺ s ŋăď R, šő śşźěśšćşěš šăłęě űĺłń e, łăł ćżÿě, ĺ šăłőľ ůšő |e| śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň ćśěţ šőůěł řăğňěřŋőśšĺ s ňŋőčőőąřăğĺ£ W . İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ďń£ ćś£łőčő (s − 1)-ňěřŋőčő śĺňŕńěłśă t šřĺăŋčşń£űĺĺ W ůĺśńő s-ňěřŋżţ śĺňŕńěłśőć řăśśňăšřĺćăěňőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ, śőďěřęăźĺţ t łăł čřăŋĳ, ů-ěšŋő, śň. [8].

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ďăŋ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř y = (y_1, . . . , y_n) ∈ R^n. Śőčńăśŋő ŕřĺŋűĺŕş ŕěřěŋőśă, śň. [8], ťşŋłűĺ£ ∑ 1≤i≤n yiXi ĺňěěš ňăłśĺňşň ĺ ňĺŋĺ-

ňşň ŋă E. Őąőğŋăůĺň

m^′ = max( ∑ 1≤i≤n y_iX_i)(E), E^′ = {z ∈ E : ( ∑ 1≤i≤n y_iX_i)(z) = m^′}, m^{′′} = min( ∑ 1≤i≤n y_iX_i)(E), E^{′′} = {z ∈ E : ( ∑ 1≤i≤n y_iX_i)(z) = m^{′′}} (ůšőąż ĺğąěęăšĳ ďćşśňżśńěŋŋőśšĺ őąőğŋăůěŋĺľ ğăňěšĺň, ůšő ć śńěďş¿źĺţ řăğďěńăţ śšăšĳĺ ňż ąşďěň šăłęě řăśśňăšřĺćăšĳ śńşůăĺ, łőčďă łőőřďĺŋăšż y ŕřĺŋăďńěęăš ŋěłőšőřőňş řăśÿĺřěŋĺ¿ R).

ŠĚŐŘĚŇĂ 1 Ŕşśšĳ V (R) { őčřăŋĺůěŋŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě

ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m. Šőčďă ďń£ ğăďăŋŋőčő ćěłšőřă y ∈ k^n_0 ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő S_y šőůěł V (R), šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ s ≤ n − 1, ďń£ ćś£łőľ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ϕ : K → V (R) ĺ ćś£łőčő ŋěŋşńěćőčő s-ňěřŋőčő űĺłńă e ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ Z/2Z, őŕĺśăŋŋőčő ćżÿě, ŕěřěśěůěŋĺ£ S_y ∩E^′ ĺ S_y ∩E^{′′} ŋěŕşśšż. Ůĺśńő šőůěł ňŋőęěśšćă S_y őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ S_y ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćěłšőřă y.

Šěőřěňă 1 ąşďěš ćżćěďěŋă ĺğ ŋăÿěľ šěőřěňż śşźěśšćőćăŋĺ£, łőšőřă£ ťőřňşńĺřşěšś£ ĺ ďőłăğżćăěšś£ ć Řăğďěńě 2. Őšňěšĺň, ůšő ňőęěš śńşůĺšś£, ůšő E = E^′ = E^{′′}, ŋăŕřĺňěř, łőčďă s = 0, ĺ E śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ. Ŕřĺňěŋ££ Šěőřěňş 1 ł n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżň ćěłšőřăň y^{(1)}, . . . , y^{(n)} ĺ őŕřěďěń££ S = ∪_{1≤i≤n}S_y(i) , ňż ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 1 Ŕşśšĳ 1 ≤ s ≤ n − 1. Šőčďă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łőŋěů-

ŋőě ňŋőęěśšćő S šőůěł V (R), šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőľ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ϕ : K → V (R) ĺ ćś£łőčő s-ňěřŋőčő űĺłńă e ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ Z/2Z, šăłőčő łăł ćżÿě, ŕěřěśěůěŋĺě S ∩ E śőďěřęĺš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě řăğńĺůŋżě šőůłĺ. Ůĺśńő šőůěł ňŋőęěśšćă S őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ S ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

Ć őąźěň śńşůăě, š.ě. łőčďă V (R) ŋěőą£ğăšěńĳŋő őčřăŋĺůěŋő, ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, őčřăŋĺůěŋő ńĺ V (R), ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m. Ŋăŕőňŋĺň łőŋśšřşłűĺ¿ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V_1, šăłőčő ůšő

V_1(R) £ćń£ěšś£ łőňŕăłšĺťĺłăűĺěľ ŕő Ăńěłśăŋďřőćş V (R), ěśńĺ V (R) ŋě őčřăŋĺůěŋő. Ĺňěŋŋő, ŕőśšřőĺň šőůłş x^{(0)} ∉ V (R). Ňőęŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ůšő x^{(0)} = (0, . . ., 0), őśşźěśšćń££ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŕőďţőď£źěě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőőřďĺŋăš ć A^n (R). Ŕőńőęĺň

g_i = ( ∑ 1≤i≤n X^2_i )^{deg fi} f_i ( X_1 ∑ 1≤i≤n X 2 i , . . . , X_n ∑ 1≤i≤n X 2 i ) , 0 ≤ i ≤ m. Őŕřěďěńĺň V_1 = Z(g_1, . . . , g_m). Šăł ůšő V_1 őčřăŋĺůěŋő. Ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň ćěźěśšćěŋŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ι : V (R) → V_1(R) \ {x^{(0)}}, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżľ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ĺŋćěřśĺĺ (X_1, . . . , X_n) → ( X_1 ∑ 1≤i≤n X 2 i , . . . , X_n ∑ 1≤i≤n X 2 i ) . Ŕşśšĳ K, ϕ, s, e ĺňě¿š śňżśń ďń£ V_1(R) ăŋăńőčĺůŋżľ šőňş, ůšő ążń ŕřěęďě ďń£ V (R). Ŕřĺňěŋ££ Śńěďśšćĺě 1 ł ćěźěśšćěŋŋőňş ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ V_1(R), ňż ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 2 Ŕşśšĳ V (R) { ŋěőčřăŋĺůěŋŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ăťťĺŋŋőě

ňŋőčőőąřăğĺě, ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m. Šőčďă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő S šőůěł V (R), šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ s ≤ n − 1, ďń£ ćś£łőľ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ϕ : K → V_1(R) ňŋőčőőąřăğĺ£ V_1(R) ĺ ćś£łőčő ŋěŋşńěćőčő s-ňěřŋőčő űĺłńă e ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ Z/2Z, őŕĺśăŋŋőčő ćżÿě, ŕěřěśěůěŋĺě ι(S) ∩ E ŋěŕşśšő. Ůĺśńő šőůěł ňŋőęěśšćă S őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ S ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ g_1, . . . g_s ∈ k_0[X_1, . . . , X_n] { ŋěłőšőřżě ňŋőčőůńěŋż, şďőćńěšćőř£¿źĺě šěň ęě śăňżň őűěŋłăň ŋă śšěŕěŋĺ ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ůšő ĺ f_1, . . . , f_m. Řăśśňőšřĺň ąăğĺśŋőě ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő, śň. [15], [7],

U = {x ∈ R^n : f_1(x) = . . . = f_m(x) = 0 & g_1(x) > 0 & . . . & g_s(x) > 0}. (1)

Ŕşśšĳ s ≤ s^′n < s + n ĺ s^′ ∈ Z. Ěśńĺ s < n ŕőńőęĺň g_j = 1 ďń£ ćśěţ s + 1 ≤ j ≤ n. Ŕőńőęĺň s_j = s^′j ďń£ j = 0, . . . , n − 1 ĺ s_n = max{s, n}. Ŕşśšĳ Z_1, . . . , Z_n ĺ T { ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě. Řăśśňőšřĺň ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě U_1 ⊂ A^{n+2} , łőšőřőě £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć ∏ s_j�_1 +1≤i≤s_j gi − Zj, 1 ≤ j ≤ n; f1, . . ., fm ĺ T ∏ 1≤j≤n Zj − 1 (šăł ůšő ć śńşůăě, łőčďă s < n, ňŋőčőůńěŋż 1 − Zj , s + 1 ≤

j ≤ n, ŕřĺŋăďńěęăš řăśśňăšřĺćăěňőňş śěňěľśšćş).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ π : R^{2n+1} → R^n, (X_1, . . ., X_n, Z_1, . . . , Z_n, T ) → (X_1, . . . , X_n) ńĺŋěľŋş¿ ŕřőěłűĺ¿. Šőčďă ňŋőęěśšćő U śőćŕăďăěš ś π(U_2), čďě U_2 { őąžěďĺŋěŋĺě ŋěłőšőřżţ ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš U_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺňěŋ££ Śńěďśšćĺě 2 ĺ Ğăňěůăŋĺě 2 ł ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ U_1, ňż ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

ŠĚŐŘĚŇĂ 2 Řăśśňőšřĺň ąăğĺśŋőě ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő (1).

Ŕşśšĳ U_i, i ∈ I, { śěňěľśšćő ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőęěśšćă U , (śň., ŋăŕřĺňěř, [16]). Ŕşśšĳ U^{(s)}_i £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ć łńăśśĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ ňŋőęěśšćă ćśěţ čńăďłĺţ šőůěł řăğňěřŋőśšĺ s łőňŕőŋěŋšż U_i. Šőčďă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő S šőůěł U , łőšőřőě ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě śő ćś£łőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ łăęďőčő U^{(s)}_i ďń£ ń¿ążţ i ∈ I, 0 ≤ s ≤ n − 1. Ůĺśńő šőůěł ňŋőęěśšćă S őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš ((1 + s/n)d)^n. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ S ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš ((1 + s/n)d)^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 3 Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňőć ĺğ šěőřěň ďăŋŋőľ śšăšĳĺ

ĺ ĺţ śńěďśšćĺľ ŕő-śşźěśšćş šő ęě śăňőě, ůšő ĺ ďń£ řěÿěŋĺ£ śĺśšěň ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ś łőŋěůŋżň ůĺśńőň řěÿěŋĺľ ć ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šĺ šěőřěňż ňőčşš ążšĳ śťőřňşńĺřőćăŋż šăłęě ĺ ďń£ śńşůă£, łőčďă l ŋě ťĺłśĺřőćăŋő, śň. [5].

1 Őďĺŋ ăńčőřĺšň ŕřĺćěďěŋĺ£ ł őąźěňş ŕőńőęěŋĺ¿

Ŕşśšĳ V (R) { ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě šăłőě ęě, łăł ĺ ćő Ććěďěŋĺĺ. Šăł ůšő V (R) = Z_R(f_1, . . . , f_m), śň. Ććěďěŋĺě. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ¡šőň řăğďěńě, ůšő V (R) ŋěŕşśšő ĺ őčřăŋĺůěŋő, š.ě. śşźěśšćşěš a ∈ R, a > 0, šăłőě ůšő ∅ ≠ V (R) ⊂ {(x_1, . . . , x_n) ∈ R^n : ∑ 1≤i≤n x^2_i ≤ a} = B_a. Ŕřěďŕőńőęĺň ć ďăńĳŋěľÿěň šăłęě, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ś čřăŋĺűěľ ÿăřă B_a V (R) ∩ ∂B_a = V (R) ∩ Z_R( ∑ 1≤i≤n x^2_i − a) = ∅. (2)

Őąőğŋăůĺň f = ∑ 1≤i≤m f 2 i . Ŕşśšĳ g = 1 + X^{2d+2}_1 + . . . + X^{2d+2}_n .

Ŕşśšĳ ε > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R. Őąőğŋăůĺň f_ε = f − εg. Ŕşśšĳ ε^{(0)} ĺ ε^{(1)} { ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě,

Ŕőńőęĺň f = X^{2d+2}_0 f(X_1 /X_0, . . ., X_n/X_0), g = ∑ 0≤i≤n X 2d+2 i ĺ h = ε^{(0)}f − ε^{(1)}g ∈ R[ε^{(0)}, ε^{(1)}, X_0, . . . , X_n, ]

š.ě. h £ćń£ěšś£ P^1 × P^n-čőňőčěŋĺğăűĺěľ ňŋőčőůńěŋă f_ε, ŕřĺů-ěň łőőřďĺŋăšż

P^1 śşšĳ (ε^{(0)} : ε^{(1)}), ε = ε^{(0)}/ε^{(1)}, ĺ łőőřďĺŋăšż P^n śşšĳ (X0 : . . . : Xn).

Ŕşśšĳ y_2, . . ., y_n { ¡ńěňěŋšż ŋěłőšőřőčő ŕőń£, £ćń£¿źěčőś£ řăśÿĺřěŋĺěň R. Őąőğŋăůĺň y = (y_2, . . . , y_n), ĺ őŕřěďěńĺň ŕőń£

K_1 = R(y_2, . . . , y_n), C_1 = C(y_2, . . ., y_n), K_2 = R(ε, y_2, . . . , y_n), C_2 = C(ε, y_2, . . . , y_n).

Ć śńşůăě, łőčďă y_2, . . . , y_n { ¡ńěňěŋšż ćěźěśšćěŋŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ R, ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăłęě R_1 = K_1 ĺ R_2 = K_2. Ć ¡šőň śńşůăě R_i { ćěźěśšćěŋŋżě şŕőř£ďőůěŋŋżě ŕőń£, ĺ C_i ĺňě¿š ćěźěśšćěŋŋżě śšřşłšşřż, śň. [9], [10], ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň. Ć őąźěň śńşůăě ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ŕőńě K_1 śŋăąęěŋő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřőľ. Šőčďă őŋă ĺŋďşűĺřşěš ćěźěśšćěŋŋżě śšřşłšşřż ŋă C_1, K_2, C_2.

Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źş¿ śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n ĺ ε^{(0)}, ε^{(1)} { h = 0, ∂h ∂X_i − yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 ≤ i ≤ n. (3) ŃĚŇŇĂ 1 Ŕşśšĳ ε = ε^{(1)}/ε^{(0)}. Řăśśňőšřĺň (3) łăł śĺśšěňş őšŋőśĺ-

šěńĳŋő X_0, . . . , X_n. Šőčďă śĺśšěňă (3) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ ć

P^n(C2).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş { X^{2d+2}_0 + X^{2d+2}_1 + . . . + X^{2d+2}_n = 0, X^{2d+1}_i − y_iX^{2d+1}_1 = 0, 2 ≤ i ≤ n, (4) łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ğăňěŋőľ h ŋă g ć (3). Śĺśšěňă (4) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ ć P^n(C_1). Śńěďőćăšěńĳŋő, śř. [5] ĺńĺ [9], śńěďśšćĺě 4.1, śĺśšěňă (3) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ ć P^n(C_2). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 3 Ŕşśšĳ śĺśšěňă (3) ĺňěěš řěÿěŋĺě (η0 : . . . : ηn) ∈ P^n(C2), šăłőě ůšő η0 = 0. Šőčďă (η0 : . . . : ηn) ∈ P^n(C1) £ćń£ěšś£ řě-

ÿěŋĺěň śĺśšěňż (4). Šăłőě řěÿěŋĺě (η_0 : . . . : η_n) śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćş¿š űěńżě ůĺśńă j_2, . . . , j_n, ďń£ łőšőřżţ 1 + ∑ 2≤i≤n ζ^{ji}_{2d+1} y^{(2d+2)/(2d+1)} i = 0, čďě ζ_{2d+1} { ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőřěŋĳ śšěŕěŋĺ 2d + 1 ĺğ ěďĺŋĺűż.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ İšő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő deg f < 2d + 2. Śńěď-

śšćĺě ďőłăğăŋő.

Ŕşśšĳ ε^{(1)}/ε^{(0)} = ε. Šőčďă řěÿěŋĺ£ (η_0 : . . . : η_n) ∈ P^n(C_2) śĺśšěňż (3) ňőčşš ążšĳ śńěďş¿źĺţ šĺŕőć

(i) šăłĺě ůšő η_0 = 0, ĺ šőčďă (η_0 : . . . : η_n) ∈ P^n(C_1) ŕő Śńěďśšćĺ¿ 3,

(ii) šăłĺě ůšő η_0 = 1, ĺ ∑ 1≤i≤n |ηi| 2 £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C_1,

(iii) šăłĺě ůšő η_0 = 1, ĺ η_i ŋě £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C_1 ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ n.

Ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšňż ĺğ [5], [9], [10], ć śńşůăě łőčďă y_2, . . . , y_n ∈ k_0, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ćśě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż (3) šĺŕă (i) (śőőšćěšśšćěŋŋő (ii), (iii)) ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m ĺ řăğňěřă ćěłšőřă y.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ μ_2(y) = μ_2(y_2, . . . , y_n) (śőőšćěšśšćěŋŋő μ_0(y) = μ_0(y_2 , . . . , y_n)) ůĺśńő ćśěţ łőřŋěľ, şůĺšżćă£ łřăšŋőśšĺ, šĺŕă (iii) (śőőšćěšśšćěŋŋő šĺŕă (ii) ĺńĺ (iii)) śĺśšěňż (3). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě Ąěğş μ_0(y) ≤ (2d + 2)(2d + 1)^{n−1}.

ŃĚŇŇĂ 2 Ŕşśšĳ y2, . . . , yn { ¡ńěňěŋšż ćěźěśšćěŋŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő

ŕőń£, łőšőřőě £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň R. Šőčďă śĺśšěňă (3) ĺňěěš ŕő ňěŋĳÿěľ ňěřě ďćă řăğńĺůŋżţ łőřŋ£ η^′ ĺ η^{′′} šĺŕă (iii) ś łőőřďĺŋăšăňĺ ć ćěźěśšćěŋŋőň ğăňżłăŋĺĺ ~R_2 ŕőń£ R_2. Ćśě łőőřďĺŋăšż łőřŋěľ η^′ ĺ η^{′′} ŋě £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ (Śř. [16], [15].) Ğăňěŋĺň R ŋă R, ąěśłőŋěůŋő

ňăńş¿ ćěńĺůĺŋş ε ŋă ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő ε ∈ R, ŕşśšĳ y_2, . . . , y_n ∈ R. Šőčďă ňŋőęěśšćő ZR(f_ε) ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ε > 0 ĺňěěš ść£ğŋş¿ łőňŕőŋěŋšş W^′, łőšőřă£ śőďěřęĺšś£ ć B_a, śň. (2), ĺ ŋě ĺňěěš ŋĺłăłőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż W^{′′}, łőšőřă£ ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě śő śťěřőľ ∂B_a. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W_1 őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš W^′ ňŋőęěśšćă

ZR(fε), šăłĺţ ůšő W^′ śőďěřęĺšś£ ć Ba. Ňŋőęěśšćő ZR(f) = ZR(f/g) ⊂ ZR(∂(f/g)/∂X1 , . . . , ∂(f/g)/∂Xn) = W2. Ťşŋłűĺ£ f/g ŕőśšő£ŋŋă ŋă ćś£łőľ łşśőůŋő čńăďłőľ łřĺćőľ, śőďěřęăźěľś£ ć W_2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ťşŋłűĺ£ f/g ŕőśšő£ŋŋă ŋă ćś£łőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšě ňŋőęěśšćă W_2. Ŕő¡šőňş ZR(f) £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ŋěłőšőřżţ łőňŕăłšŋżţ ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ W_2. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš őšłřżšă£ ć łńăśśĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ őłřěśšŋőśšĳ U_1 ňŋőęěśšćă ZR(f), šăłă£ ůšő U_1 ∩ W_2 = ZR(f). Ťşŋłűĺ£ f/g ŕőńőęĺšěńĳŋă ć łăęďőľ šőůłě łőňŕăłšŋőčő ňŋőęěśšćă B_a \ U_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ε > 0 ňŋőęěśšćő W_1 ⊂ U_1. Ŕő¡šőňş W_1 £ćń£ěšś£ čńăďłőľ őčřăŋĺůěŋŋőľ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ¿ ć A^n (R) ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ε > 0.

Ŕőśłőńĳłş W_1 őčřăŋĺůěŋŋă£ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ, śşźěśšćş¿š ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě řăğńĺůŋżě šőůłĺ η^′, η^{′′} ňŋőęěśšćă W_1, ć łőšőřżţ őŕőřŋżě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ĺňě¿š ŋőřňăńĳŋżľ ćěłšőř ŕăřăńńěńĳŋżľ ł (1, y_2, . . . , y_n). İšĺ őŕőřŋżě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ £ćń£¿šś£ łăśăšěńĳŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć šőůłăţ η^′ ĺ η^{′′}. Šăł ůšő η^′ ĺ η^{′′} £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺ£ňĺ śĺśšěňż (3) ć A^n (R). Šěŕěřĳ ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ ŕřĺŋűĺŕă ŕěřěŋőśă, śň. [8]. Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ăąśőń¿šŋżě ćěńĺůĺŋż łőőřďĺŋăš ćśěţ šőůěł ĺğ V (R_2) őčřăŋĺůěŋż śćěřţş šěňĺ ęě śăňżňĺ łőŋśšăŋšăňĺ ĺğ R, ůšő ĺ ăąśőń¿šŋżě ćěńĺůĺŋż łőőřďĺŋăš ćśěţ šőůěł ĺğ V (R). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 4 Ŕşśšĳ y2, . . . , yn { ¡ńěňěŋšż ćěźěśšćěŋŋőčő şŕőř£ďő-

ůěŋŋőčő ŕőń£, £ćń£¿źěčőś£ řăśÿĺřěŋĺěň R. Šőčďă śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő μ_2(y) ≥ 2.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ

D(y) ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_0, . . . , U_n]

U -řěğşńĳšăŋš, śň., ŋăŕřĺňěř, [4], [13], śĺśšěňż (3), řăśśňăšřĺćăěňőľ łăł śĺśšěňă őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_n. Ňŋőčőůńěŋ D(y) řăćěŋ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ ĺğ R(ε^{(0)}, ε^{(1)}, y_2, . . . , y_n)) ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ∏ j∈J ( ∑ 0≤i≤n Uiη (j) i ), čďě η^{(j)} = (η^{(j)}_0 : . . . : η^{(j)}n ), j ∈ J, { śěňěľśšćő ćśěţ łőřŋěľ (şůĺšżćă£ łřăšŋőśšĺ) śĺśšěňż (3) ć P^n(C_2). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ J^′ (śőőšćěšśšćěŋŋő J^{′′}, J^{′′′}) ŕőďňŋőęěśšćő J, šăłőě ůšő j ∈ J^′ (śőőšćěšśšćěŋŋő j ∈ J^{′′}, j ∈ J^{′′′}) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łőřěŋĳ η^{(j)} śĺśšěňż (3) ĺňěěš šĺŕ (i) (śőőšćěšśšćěŋŋő (ii), (iii)).

Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ q { łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ňőŋőňě őš U_0, . . . , U_n U -řěğşńĳšăŋšă n őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć F_1, . . . , F_n őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n, šő q £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő łő¡ťťĺűĺěŋšőć F_i śšěŕěŋĺ ( ∏ 1≤j≤n deg Fj)/ deg Fi ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ n. Śńěďőćăšěńĳŋő,

śšěŕěŋĳ deg_ε(1)_{,ε}(0) D(y) = (2dn + 2n − 1)(2d + 1)^{n−2}.

Ŕşśšĳ L = l_0X_0 + . . . + l_nX_n ∈ Z[X_0, . . . , X_n] { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ l_i, 0 ≤ i ≤ n, šăłă£ ůšő L ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′ ⊂ P^n(C_2) řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3), ĺ L ≠ l_0X_0. Śőčńăśŋő [13], śň, šăłęě [5], ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ ¡šő şśńőćĺě ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ, ćłń¿ůă£ L.

Őŕřěďěńĺň ňŋőęěśšćő ńĺŋěľŋżţ ťőřň

L_N = { ∑ 0≤i≤n c^iX_i : 1 ≤ c ≤ N, c ∈ Z}. Ťőřňă L, şďőćńěšćőř£¿źă£ řăśśňăšřĺćăěňőňş şśńőćĺ¿, ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă ĺğ ňŋőęěśšćă L_N , ŕřĺů-ěň N ≤ P(d^n) ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕőńĺŋőňă P.

Ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć ŋĺłăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőčőůńěŋ

D(y)(1, ε, L − l_0X_0, −l_1X_0, . . . , −l_nX_0) ∈ K_1[L, X_0, ε]

ŋěŋşńěćőľ. İšőš ňŋőčőůńěŋ šőęďěśšćěŋŋő řăćěŋ ŋşń¿ ŋă W^′.

Őŕřěďěńĺň ι_0(y) (śőőšćěšśšćěŋŋő ι_1(L, y)) łăł ňăłśĺňăńĳŋőě űěńőě ůĺśńő a, šăłőě ůšő X^a_0 (śőőšćěšśšćěŋŋő ε^a) ďěńĺš ňŋőčőůńěŋ D(y)(1, ε, L − l_0X_0, −l_1X_0, . . . , −l_nX_0). Šőčďă ι_0(y) { ůĺśńő łőřŋěľ śĺśšěňż (3) šĺŕă (i) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă L. Ŕőńőęĺň G(y) = D(y)(1, ε, L − l_0, −l_1, . . . , −l_n) ∈ K_1[ε, L]. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ H(y) ∈ K_1[ε, L] śěŕăřăąěńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ, łőšőřżľ řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ćśěţ řăğńĺůŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőęĺšěńěľ ňŋőčőůńěŋă G(y), łőšőřżě ŋě ŕřĺŋăďńěęăš K_1[ε]. Śőčńăśŋő [13], śň. šăłęě [5], ňŋőčőůńěŋ G(y) ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n ĺ řăğňěřă ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ, ćłń¿ůă£ L.

Ňż ĺňěěň μ_0(y) = deg_L G(y) = deg_{U0,...,Un} D(y) − ι_0(y). Ŕřěďśšăćĺň G(y) = ε^{ι1 (L,y)} ∑ 0≤i≤μ_0(y) a_iL^i, čďě a_i ∈ K_1[ε] ďń£ ćśěţ i. Őšňěšĺň, ůšő a_i ğăćĺśĺš őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć l_0, . . . , l_n ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L. Šăł ůšő őąőğŋăůĺň šăłęě a_i = a_i(l_0, . . . , l_n).

ŃĚŇŇĂ 3 Ŕşśšĳ L { ŕřőĺğćőńĳŋă£ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ŋě őąřăźă¿źă£ś£

ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3). Ŕşśšĳ lc_ε(a_{μ0 (y)}(l_0, . . ., l_n)) { łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ śšăřÿěľ śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n) őšŋőśĺšěńĳŋő ε. Šőčďă ňŋőčőůńěŋ

ε^{ι1 (L,y)}a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n)/ lc_ε(a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n)) ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă L. Łřőňě šőčő,

ι_1(L, y) + deg_ε a_{μ0(y)}(l_0, . . . , l_n) = (2dn + 2n − 1)(2d + 1)^{n−2}.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕřěďśšăćĺň ňŋőčőůńěŋ D(y) = D1D2, čďě ňŋő-

čőůńěŋ D_1 (śőőšćěšśšćěŋŋő D_2) řăćěŋ ∏ j∈J0 ∑ 1≤i≤n Uiη (j) i (śőőšćěšśšćěŋŋő ∏ j∈J00_{∪J}000 ∑ 0≤i≤n Uiη (j) i ) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőęĺšěń£ ĺğ K_1[ε]. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő Śńěďśšćĺ¿ 3 ňőęŋő ćżąřăšĳ ¡šĺ ňŋőęĺšěńĺ šăł, ůšő D_1 ∈ K_1[U_0, . . . , U_n], ĺ D_2 ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_0, . . . , U_n]. Ŕřěďśšăćĺň

D_2 = ∑ 0≤i≤μ_0(y) A_iU^i_0,

čďě ćśě A_i ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_1, . . . , U_n] £ćń£¿šś£ őďŋőřőďŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő U_1, . . . , U_n śšěŕěŋĺ deg_{U1,...,Un} A_i = μ_0(y) − i. Ć ůăśšŋőśšĺ A_{μ0 (y)} ∈ K_1[ε^{(0)}, ε^{(1)}]. Šěŕěřĳ ňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň, ůšő

ε^{ι1 (L,y)}a_{μ0 (y)}(l_0 , . . ., l_n) = D_1(−l_1 , . . . , −l_n)A_{μ0 (y)}(1, ε).

Ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ĺğ ¡šőčő řăćěŋśšćă. Ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő D(y)(0, 1, U_0, . . . , U_n) £ćń£ěšś£ U -řěğşńĳšăŋšőň śĺśšěňż (4). Śńěďőćăšěńĳŋő,

0 ≠ A_{μ0(y)}(0, ε^{(1)}) = (ε^{(1)})^{(2dn+2n−1)(2d+1)n} �2 α, čďě α ∈ K_1. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕőńőęĺň μ_1(L, y) = deg_ε a_{μ0(y)}.

Őŕřěďěńĺň μ_2(L, y) łăł ňăłśĺňăńĳŋőě i, šăłőě ůšő ε ŋě ďěńĺš a_i. Ğăňěšĺň, ůšő μ_2(L, y) £ćń£ěšś£ ůĺśńőň łőřŋěľ, şůĺšżćă£ ĺţ łřăšŋőśšĺ, šĺŕă (ii) ĺńĺ (iii) śĺśšěňż (3), šăłĺţ ůšő |(L/X_0)(η)| ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C_1. Šăł ůšő μ_2(L, y) ≥ μ_2(y).

Ŕőńőęĺň μ_1(y) = μ_1(y_2, . . . , y_n) = max_L μ_1(L, y), čďě ňăłśĺňşň ąěř-ěšś£ ŕő ćśěň ńĺŋěľŋżň ťőřňăň L, ďń£ łőšőřżţ őŕřěďěńěŋő μ_1(L, y).

Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ŋě őąřăźă¿źă£ś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3). Řăśśňőšřĺň G(y) łăł ňŋőčőůńěŋ őš ε, L. Ŕşśšĳ (u_0, v_0), (u_1, v_1), . . ., (u_r , v_r) { ŕőśńěďőćăšěńĳŋżě ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă Ŋĳ¿šőŋă G(y), śř. [11], ć łőőřďĺŋăšăţ (ε, L), šăłĺě ůšő • (u_0, v_0) = ((2dn + 2n + 1)(2d + 1)^{n−2}, μ_0(y)),

• u_{i+1} < u_i ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ r − 1,

• u_r = ι_1(L, y).

Šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śşźěśšćşěš ŕő Ńěňňě 3 ĺ őŕřěďěńěŋĺ¿ ι_1(L, y). Śńěďőćăšěńĳŋő, r ≥ 0. Łřőňě šőčő, ĺğ ŋăÿĺţ őŕřěďěńěŋĺľ ćżšěłăěš, ůšő

• v_1 ≤ v_0 ĺ v_{i+1} < v_i ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ r − 1,

• u_0 − u_r = μ_1(L, y),

• v_r = μ_2(L, y), śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ y_2, . . . , y_n { ¡ńěňěŋšż ćěźěśšćěŋŋőčő şŕőř£ďőůěŋŋőčő ŕőń£, £ćń£¿źěčőś£ řăśÿĺřěŋĺěň R, šő v_r ≥ 2.

Őŕřěďěńĺň (u_{r+1}, v_{r+1}) = (ι_1(L, y), 0). Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ u_i = u_i(L, y), v_i = v_i(L, y) ĺ r = r(L, y), łőčďă ąşďěš śşźěśšćěŋŋă ğăćĺśĺňőśšĳ őš L ĺ y.

Ďń£ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L, šăłőľ łăł ćżÿě, ĺ y őŕřěďěńĺň w_i = w_i(L, y) ∈

Q, 0 ≤ i ≤ μ0(y), śńěďş¿źĺňĺ şśńőćĺ£ňĺ:

• w_{μ0(y)} = u_0, ěśńĺ v_1 < v_0,

• w_{μ0(y)} = u_1, ěśńĺ v_1 = v_0,

• w_i = u_{j+1} + (u_j − u_{j+1})(i − v_{j+1})/(v_j − v_{j+1}), ěśńĺ v_{j+1} ≤ i ≤ v_j ĺ 1 ≤ j ≤ r (ĺ v_r ≠ v_{r+1} ŕřĺ j = r).

Śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (w_i, i), μ_2(L, y) ≤ i ≤ μ_0(y) ŕřĺŋăďńěęăš ńőňăŋőľ Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă G(y). Ŕőńőęĺň w = w(L, y) = (w_0(L, y), . . . , w_{μ0(y)}(L, y)) ∈ Q^{μ0(y)+1}. Őŕřěďěńĺň ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă Q^{μ0(y)+1} śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ z = (z_0, . . . , z_{μ0 (y)}) ĺ z^′ = (z^′_0, . . . , z^′_{μ0(y)}) { ďćă ¡ńěňěŋšă Q^{μ0(y)+1}. Šőčďă z ≥ z^′ ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ z_i ≥ z^′_i ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ μ_0(y).

Ğăňěšĺň, ůšő μ_0(y), μ_1(L, y), μ_2(L, y), r(L, y), ćśě u_i(L, y), v_i(L, y), w(L, y) ňőčşš ążšĳ ćżůĺśńěŋż ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ, ćłń¿ůă£ L ĺ y.

ŃĚŇŇĂ 4 Ŕőńőęĺň N1 = (2d + 2)(2d + 1)^{n−1}n + 1. Šőčďă śşźěśšćşěš

ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L_1 ∈ L_{N1} , šăłă£ ůšő L_1 ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3), ĺ w(L_1, y) ≤ w(L, y) ďń£ ćś£łőľ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L, šăłőľ łăł ćżÿě. Ďăńěě, śşźěśšćşěš śěňěľśšćő, śőśšő£źěě ĺğ śăňőě ąőńĳÿěě (2d + 2)(2d + 1)^{n−1} čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ć (n + 1)-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, šăłőě ůšő, ěśńĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřőĺğćőńĳŋőľ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L ŋě ŕřĺŋăďńěęăš őąžěďĺŋěŋĺ¿ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ĺğ ¡šőčő śěňěľśšćă, šő L ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3), ĺ w(L, y) = w(L_1, y). ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ňż ĺśŕőńĳğşěň őąőğŋăůěŋĺ£ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă

Ńěňňż 3. Ťőřňă L ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă (i) ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ∑ 1≤i≤n liη (j) i ≠ 0 ďń£ ćśěţ j ∈ J^′. Ć ďăńĳŋěľÿěň ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő L = ∑ 0≤i≤n liXi ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě šĺŕă

(i) ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3).

Ŕşśšĳ ord_ε : C_2 → Q ∪ {+∞} { ťşŋłűĺ£ ŕőř£ďłă. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ord_ε(a) { ¡šő ŕőłăğăšěńĳ ňőŋőňă ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ć řăğńőęěŋĺĺ a ć ďřőąŋő-śšěŕěŋŋőľ ř£ď őšŋőśĺšěńĳŋő ε ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć C_1.

Ňż ĺňěěň G(y) = ε^{ι1 (L,y)}a_{μ0(y)}(l_0 , . . ., l_n) ∏ j∈J00_{∪J}000(L − (L/X0)(η^{(j)})), čďě η^{(j)} = (η^{(j)}_0 : . . . : η^{(j)}n ) { śěňěľśšćő ćśěţ łőřŋěľ, şůĺšżćă£ łřăšŋőśšĺ, šĺŕőć (ii) ĺńĺ (iii) śĺśšěňż (3) ć P^n(C_2). Śőčńăśŋő Ńěňňě 3 ńőňăŋă£ Ŋĳ¿- šőŋă (u_i, v_i), 0 ≤ i ≤ r, ňŋőčőůńěŋă G(y) ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěńěŋă ŕőř£ďłăňĺ ěčő łőřŋěľ (L/X_0)(η^{(j)}), j ∈ J^{′′}, ĺ w(L, y) £ćń£ěšś£ ŋăĺňěŋĳÿěľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

ord_ε(L/X_0)(η^{(j)}) = min_{0≤i≤n} ord_ε(η^{(j)}_i /η^{(j)}_0 ), (5)

ďń£ ćś£łőčő j ∈ J^{′′}. Šěŕěřĳ ğăňěšĺň, ůšő (5) ćżŕőńŋěŋő ďń£ ćś£łőčő j ∈ J^{′′} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă łő¡ťťĺűĺěŋšż L ŋě ŕřĺŋăďńěęăš ł őąžěďĺŋěŋĺ¿ śăňőě ąőńĳÿěě #J^{′′} čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ć (n + 1)-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Śńěďőćăšěńĳŋő, šřěąşěňă£ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L_1 ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă ĺğ L_{N1} . Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Őŕřěďěńĺň r(y) = r(L_1, y), u_i(y) = w(L_1, y), v_i(y) = w(L_1, y) ďń£ 1 ≤ i ≤ r(y) + 1 ĺ w(y) = w(L_1, y), čďě L_1 { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ Ńěňňż 4. Śńěďőćăšěńĳŋő, μ_1(y) = u_0(y) − u_{r(y)}(y) śőčńăśŋő ŋăÿĺň őŕřěďěńěŋĺ£ň.

Őŕřěďěńĺň μ(y) = (μ_0(y), w(y)) ∈ Z× Q^{μ0(y)+1}.

Řăśśňőšřĺň (3) łăł śĺśšěňş őšŋőśĺšěńĳŋő ε^{(0)}, ε^{(1)} ĺ X_0, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě K_1. Šőčďă őŋă ĺňěěš řěÿěŋĺ£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšć (P^1 × P^n)(C_1) ś łőőřďĺŋăšăňĺ ((ε^{(0)} : ε^{(1)}), (X_0 : . . . : X_n)). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď C_1 łőňŕőŋěŋš W ňŋőčőőąřăğĺ£ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3) ć (P^1 × P^n)(C_1), šăłĺţ ůšő W ŋě śőďěřęĺšś£ ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ Z(c_0ε^{(0)} + c_1ε^{(1)}) ďń£ ń¿ążţ c_0, c_1 ∈ C_1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, řăśśňőšřĺň śĺśšěňş (3) ŋăď ŕőńěň C_2, ĺ ŋăŕőňŋĺň, ůšő W^′ £ćń£- ěšś£ ňŋőčőőąřăğĺěň řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (3) ć P^n(C_2). Šőčďă, śň. [5] ĺńĺ [9], Śńěďśšćĺě 4.1, ćś£łă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă W ňŋőčőőąřăğĺ£ W ąĺěłšĺćŋő śőőšćěšśšćşěš ŕřĺ ńőłăńĺğăűĺĺ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě W^′, őŕřěďěń-ěŋŋőľ ŋăď ŕőńěň C_1(ε), ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′. Šăłĺň őąřăğőň, ćś£łă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă W ňŋőčőőąřăğĺ£ W śőőšćěšśšćşěš ŕőďňŋőęěśšćş řěÿěŋĺľ (3), śőďěřęăźěňşś£ ć W^′. Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ W^′ ťĺłśĺřőćăŋő, šő ćżŕőńŋěŋő őďŋő ĺğ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ:

• ďń£ ćś£łőčő η ∈ W^′ řěÿěŋĺě η { šĺŕă (i),

• ďń£ ćś£łőčő η ∈ W^′ řěÿěŋĺě η { šĺŕă (ii) ĺńĺ (iii).

Ŕőňĺňő ¡šőčő ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě łőňŕőŋěŋšż W £ćń£¿šś£ łřĺćżňĺ, š.ě. dim W = 1.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ V = V(y) őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W ňŋőčőőąřăğĺ£ W, śőőšćěšśšćş¿źĺţ řěÿěŋĺ£ň (3) šĺŕă (ii) ĺńĺ (iii). Šőčďă ŕěřěśěůěŋĺě V ∩ Z(X_0) ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋżň ŕő Śńěďśšćĺ¿ 3 ĺ, šăł łăł dim V = 1.

Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋş¿ ťőřňş L ∈ Z[X_0, . . . , X_n], šăłş¿ ůšő

(a) L ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě ňŋőęěśšćă W^′ šĺŕă (i),

(b) L ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě ňŋőęěśšćă V ∩ Z(X_0 ).

ŃĚŇŇĂ 5 Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ¿ (a),

śńěďőćăšěńĳŋő, w(L, y) őŕřěďěńěŋő. Šőčďă w(L, y) = w(y) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă L şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (b).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ňż ĺśŕőńĳğşěň őďĺŋ ťăłš ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă

Ńěňňż 4. Ŕşśšĳ ζ^{(j)}_0 , . . . , ζ^{(j)}n ∈ K_2, šăłĺě ůšő

ζ^{(j)} = (ζ^{(j)}_0 : . . . : ζ^{(j)}_n ) = (η^{(j)}_0 : . . . : η^{(j)}_n ) ∈ P^n(K_2), ord_ε(ζ^{(j)}_i ) ≥ 0 ďń£ ń¿ąőčő 0 ≤ i ≤ n, ĺ śşźěśšćşěš 1 ≤ i_0 ≤ n (őŋő ğăćĺśĺš őš j), šăłőě ůšő ord_ε(ζ^{(j)}_{i0} ) = 0. Šěŕěřĳ ŕşśšĳ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L = ∑ 0≤i≤n liXi şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b). Ĺňěěň V ∩ Z(X_0 ) ⊂ Z(ε^{(1)}). Śńěďőćăšěńĳŋő, V ∩ Z(X_0 ) = {st_ε(ζ^{(j)}) : j ∈ J^{′′}},

čďě st_ε : P^n(C_2) → P^n(C_1) { őšőąřăęěŋĺě śšăŋďăřšŋőľ ůăśšĺ, śň. [9], [10] (śšăŋďăřšŋă£ ůăśšĳ ¡ńěňěŋšă z ∈ P^n(C_2) ěśšĳ ¡ńěňěŋš z^′ ∈ P^n(C_1), łőšőřżľ ąěśłőŋěůŋő ąńĺğőł ł z). Śńěďőćăšěńĳŋő, 0 ∉ L(V ∩Z(X_0 )) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ćś£łőčő j ∈ J^{′′} śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő ord_ε( ∑ 0≤i≤n liζ (j) i ) = 0, š.ě. šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă

ord_ε( ∑ 0≤i≤n l_iζ^{(j)}_i ) = min_{0≤i≤n} ord_ε(ζ^{(j)}_i )

ďń£ ćś£łőčő j ∈ J^{′′}. İšő ¡łćĺćăńěŋšŋő şśńőćĺ¿, ůšő ďń£ ćś£łőčő j ∈ J^{′′}

ord_ε((L/X_0 )(η^{(j)})) = min_{0≤i≤n} ord_ε((X_i/X_0)(η^{(j)})).

Ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 4 şśšăŋőćńěŋő, ůšő ŕőśńěďŋěě ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş w(L, y) = w(y). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Śőčńăśŋő [9], [10] śšăŋďăřšŋă£ ůăśšĳ ¡ńěňěŋšă P^n(C_2) ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋă ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, şďőćńěšćőř£ěš ńĺ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ. Ŕőňĺňő ¡šőčő, ďń£ ćś£łőčő y, šăłă£ ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă ĺğ ňŋőęěśšćă L_{N2} ś N_2, őčřăŋĺůěŋŋżň śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n.

ŃĚŇŇĂ 6 Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň (a)

ĺ (b). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~_1 = K_1[V \ Z(X_0)] łőńĳűő řěčşń£řŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V \ Z(X_0) ĺ ůěřěğ ~_2 = K_1[ε, (L/X_0)|_{V\Z(X0 )}] ŕőďăńčěąřş ăńčěąřż ~_1, ŕőřőęď-ěŋŋş¿ ťşŋłűĺ£ňĺ ε ĺ L/X_0. Šőčďă ~_2 ⊂ ~_1 { łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ăńčěąř. Łřőňě šőčő, ĺňěěš ňěśšő ĺğőňőřťĺğň

~_2 −→ K_1[Z_1, Z_2]/(H(y)(Z_1 , Z_2)),

čďě Z_1, Z_2 { ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě, H(y) ∈ K_1[ε, L] { ňŋőčőůńěŋ, ććěď-ěŋŋżľ ćżÿě, ĺ ε → Z_1 mod H(y)(Z_1 , Z_2), L → Z_2 mod H(y)(Z_1 , Z_2) ŕřĺ ¡šőň ĺğőňőřťĺğňě.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Śşźěśšćşěš űěńőě ůĺśńő λ, šăłőě ůšő ε^{(0)} +λε^{(1)}

ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋĺ ć łăłőľ šőůłě ňŋőčőőąřăğĺ£ V ∩ Z(X_0). Řăśśňőšřĺň řăűĺőŋăńĳŋżľ ňőřťĺğň π : P^1 × P^n → P^2, őŕřěďěń-ěŋŋżľ ťőřňşńőľ

((ε^{(0)} : ε^{(1)}), (X_0 : . . . : X_n)) → ((ε^{(0)} + λε^{(1)})L : ε^{(1)}X_0 : ε^{(0)}X_0).

Śőčńăśŋő ćżąőřş L ĺ λ ňőřťĺğň π őŕřěďěń-ěŋ ćěğďě ŋă V. Ŕřőőąřăğ (π|_V )^{−1}(z) £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ z ∈ π(V). Šăłĺň őąřăğőň, π(V) ğăňłŋşšő ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő, ĺ ňőřťĺğň π|_V : V → π(V) łőŋěůěŋ. Ŕő¡šőňş łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ (X_i/X_0)|_{V\Z(X0 )} ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V \ Z(X_0) (őŋĺ řěčşń£řŋż ŋă ¡šőň ňŋőčőőąřăğĺĺ) £ćń£- ¿šś£ űěńżňĺ ŋăď ăńčěąřőľ K_1[ε, ((1 + λε)L/X_0)|_{V\Z(X0 )}] ďń£ ćśěţ i. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šĺ łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ šăłęě űěńż ŋăď ăńčěąřőľ K_1[ε, (L/X_0)|_{V\Z(X0 )}]. Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ĺ ňŋőčőůńěŋă H(y). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 5 Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň

(a) ĺ (b). Šőčďă μ_2(L, y) = μ_2(y).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ůĺśńő řěÿěŋĺľ η śĺśšěňż (3) šĺŕă (ii) ĺńĺ (iii),

ďń£ łőšőřżţ (L/X_0)(η) ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C_1 řăćŋő μ_2(L, y). Ďăńěě, śőčńăśŋő ďőłăğăŋŋőňş şšćěřęďěŋĺ¿ ő űěńőľ ğăćĺśĺňőśšĺ łőőřďĺŋăšŋżţ ťşŋłűĺľ, ěśńĺ (L/X_0)(η) ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺň (śőőšćěšśšćěŋŋő £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺň) őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C_1, šő (X_i/X_0)(η) { ŋě ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿă£ ćěńĺůĺŋă (śőőšćěšśšćěŋŋő ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿă£ ćěńĺůĺŋă) ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ n (śőőšćěšśšćěŋŋő ďń£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőčő 1 ≤ i ≤ n). Šăłĺň őąřăğőň, μ_2(y) = μ_2(L, y). Śńěďśšćĺě ďőłăğăŋő. Ďăŋŋőě śńěďśšćĺě ňőęěš ążšĳ ďőłăğăŋő šăłęě, ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 5.

ŃĚŇŇĂ 7 Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň (a) ĺ

(b). Šőčďă η £ćń£ěšś£ łőřŋěň šĺŕă (iii) (śőőšćěšśšćěŋŋő (ii)) śĺśšěňż (3) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă |(L/X_0)(η)| ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ćěńĺůĺŋőľ (śőőšćěšśšćěŋŋő £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ćěńĺůĺŋőľ) őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C_1. Łřőňě šőčő, śěňěľśšćő łőřŋěľ, şůĺšżćă£ łřăšŋőśšĺ, ňŋőčőůńěŋă G(y) śőćŕăďăěš ś śěňěľśšćőň {(L/X_0)(η^{(j)})}_{j∈J}00_{∪J}000, čďě {η^{(j)}}_{j∈J}00_{∪J}000 { śěňěľśšćő ćśěţ łőřŋěľ šĺŕă (ii) ĺńĺ (iii) śĺśšěňż (3).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ŋěŕőśřěď-

śšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ. Ćšőřőě ążńő şśšăŋőćńěŋő ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż (4). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Y_2, . . . , Y_n ŋőćżě ŕěřěňěŋŋżě. Ŕőńőęĺň Y = (Y_2, . . . , Y_n) Śńěďőćăšěńĳŋő, μ_0(Y ) ≥ μ_0(y) ĺ, ěśńĺ μ_0(Y ) = μ_0(y), šő w(Y ) ≤ w(y) ďń£ ćś£łőčő y. U -řěğşńĳšăŋš

D(Y ) ∈ R[Y_2, . . . , Y_n, ε^{(0)}, ε^{(1)}, U_0, . . . , U_n]

£ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš Y_2, . . ., Y_n. Ğăňěšĺň, ůšő śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă D(Y ) őšŋőśĺšěńĳŋő Y_2, . . . , Y_n őčřăŋĺůěŋă śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n.

ŃĚŇŇĂ 8 Ďń£ ćś£łőčő y śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ ˘2(y) ∈ R[Y2, . . . , Yn] śő

śšěŕěŋĳ¿, őčřăŋĺůěŋŋőľ śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n, šăłőľ ůšő ˘_2(y)(y_2 , . . . , y_n) ≠ 0, ĺ, ěśńĺ y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{(n−1)} (K_3), ˘_2(y)(y^′_2 , . . . , y^′_n) ≠ 0 (čďě K_3 { ŕřőĺğćőńĳŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ C_2), šő μ_0(y^′) ≥ μ_0(y) ĺ, ěśńĺ μ_0(y^′) = μ_0(y), šő w(y^′) ≤ w(y).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£

şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) ďń£ y. Šőčďă w(L, y) = w(y) ŕő Ńěňňě 5. Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋż G(y) ĺ G(Y ), śőőšćěšśšćş¿źĺě L. Ŕşśšĳ

G(Y ) = ∑ i,j≥0 g_{i,j}ε^iL^j , čďě ćśě g_{i,j} ∈ R[Y_2, . . . , Y_n]. Šőčďă G(y) = ∑ i,j g_{i,j}(y_2, . . . , y_n)ε^iL^j. Ŕşśšĳ r = r(y), u_i = u_i(L, y), v_i = v_i(L, y), 1 ≤ i ≤ r. Ŕőńőęĺň

˘_2(y) = ∏ 0≤i≤r g_{ui,vi} . Ňŋőčőůńěŋ ˘_2(y) { šřěąşěňżľ śőčńăśŋő Ńěňňě 4 ĺ Ńěňňě 5. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 6 Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő y ĺ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L, şďőćńěšćőř£-

¿źěľ (a), (b) ďń£ y śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ ˘_3(y) ∈ R[Y_2, . . . , Y_n] śő śšěŕěŋĳ¿, őčřăŋĺůěŋŋőľ śćěřţş ňŋőčőůńěŋőň őš d^n, šăłőľ ůšő ˘_3(y)(y_2 , . . ., y_n) ≠ 0 ĺ, ěśńĺ y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{(n−1)} (K_3), ˘_3(y)(y^′_2 , . . . , y^′_n) ≠ 0 (čďě K_3 { ŕřőĺğćőńĳŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ C_2), šő ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ (a) ďń£ y^′, ĺ ćżŕőńŋěŋő őďŋő ĺğ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ

• μ_0(y^′) > μ_0(y),

• μ_0(y^′) = μ_0(y) ĺ w(L, y^′) ≤ w(L, y).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ İšő ążńő şśšăŋőćńěŋő ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż. ŃĚŇŇĂ 9 Śşźěśšćş¿š ŋěŕşśšżě őšłřżšżě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő

ŕőďňŋőęěśšćă U_0, U_1 ć A^{(n−1)} (C_1), šăłĺě ůšő U_1 ⊂ U_0, ĺ

• y ∈ U_0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă μ_0(y) = μ_0(Y ),

• y ∈ U_1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă μ_0(y) = μ_0(Y ), ĺ w(y) = w(Y ).

Łřőňě šőčő, μ_0(Y ) = (2d + 2)(2d + 1)^{n−1}.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ĺňěěň μ0(Y ) = (2d + 2)(2d + 1)^{n−1} śőčńăśŋő ŋă-

ÿĺň őŕřěďěńěŋĺ£ň ĺ Śńěďśšćĺ¿ 3. Ŕşśšĳ Y_i −y_i, 2 ≤ i ≤ n, { ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňżě ąěśłőŋěůŋő ňăńżě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ K_1. Šőčďă ćśě šřěąşěňżě şšćěřęďěŋĺ£ śńěďş¿š ĺğ Ńěňňż 8. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ 7 Ďń£ ćś£łőčő y, ěśńĺ μ0(y) = μ0(Y ), šő ι0(y) = 0. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ İšő śńěďşěš ĺğ Śńěďśšćĺ£ 3 ĺ őŕřěďěńěŋĺ£ μ0(Y ).

Ŕşśšĳ ε > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ ¡ńěňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1, ¡ńěňěŋš ε_1 > 0 ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε) (ŋăŕőňŋĺň, ůšő R_2 = R_1(ε)), ĺ ¡ńěňěŋš ε_2 > 0 ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε, ε_1). Ăńčěąřăĺůěśłőě ğăňżłăŋĺě R_1(ε, ε_1, ε_2) śŋăąęěŋő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřőľ. Šăł ůšő ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ śĺśšěňż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś łćăďřăšăňĺ ăąśőń¿šŋżţ ćěńĺůĺŋ, śň. [9], [10]. Ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, X_1, . . . , X_n, Y_2, . . . , Y_n h = 0, ∂h ∂X_i − Yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 ≤ i ≤ n, ∑ 2≤i≤n |Yi − yi| 2 = ε_2, ∑ 0≤i≤n |Xi| 2 > ε^{−1}_1 , X_0 = 1. (6)

ŃĚŇŇĂ 10 (i) Ěśńĺ μ0(Y ) > μ0(y), šő śĺśšěňă (6) ĺňěěš řěÿěŋĺě ć

ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A^{2n} (R_1(ε, ε_1, ε_2)).

(ii) Ŕşśšĳ (1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n} (R_1(ε, ε_1, ε_2)) { ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (6). Šőčďă μ_0(y^′) > μ_0(y).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ćżąěřěň ¡ńěňěŋšż y^′_i ∈ R1(ε2), 2 ≤ i ≤ n, šăł ůšő • ∑ 2≤i≤n(y ′ i − y_i)^2 = ε_2,

• (y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ U_0,

ĺ ŕőńőęĺň y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n). Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) őďŋőćřěňěŋŋő ďń£ y, y^′ ĺ ŕěřěňěŋŋżţ Y .

Ŕşśšĳ μ_0(Y ) > μ_0(y). Šőčďă śšěŕěŋĳ deg_L G(y^′) > deg_L G(y). Łő¡ťťĺűĺěŋšż őąőĺţ ňŋőčőůńěŋőć D(y^′) ĺ D(y) ŕőńşůă¿šś£ ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć D(Y ) ŕőďśšăŋőćłőľ ğŋăůěŋĺľ Y_i = y_i ĺ Y_i = y^′_i śőőšćěšśšćěŋŋő. Łő¡ťťĺűĺěŋš G(Y ) ŕřĺ L^i ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ łăł ňŋőčőůńěŋ ψ_i(Z_2, . . . , Z_n) őš Z_j = Y_j − y_j, 2 ≤ j ≤ n. Šăł ůšő śőčńăśŋő ŋăÿĺň őŕřěďěńěŋĺ£ň, ěśńĺ i > deg_L G(y), šő śćőąőďŋżľ ůńěŋ ňŋőčőůńěŋă ψ_i řăćěŋ ŋşń¿. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš łőřěŋĳ L = λ^′ ∈ R_1(ε, ε_2) ňŋőčőůńěŋă G(y^′), šăłőľ ůšő |λ^′| { ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε, ε_1). Ŕő Ńěňňě 6 śşźěśšćş¿š η_1, . . . , η_n ∈ R_1(ε, ε_2), šăłĺě ůšő L(1, η_1, . . . , η_n) = λ^′, ĺ (1, η_1, . . ., η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) { šřěąşěňőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (6). Şšćěřęďěŋĺě (i) ďőłăğăŋő.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćşěš řěÿěŋĺě

(1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n} (R_1(ε, ε_1, ε_2))

śĺśšěňż (6). Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň (a), (b) őďŋőćřěňěŋŋő ďń£ Y , y ĺ y^′. Šăł łăł y^′_i − y_i £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ňăńżňĺ, šő ŕő Ńěňňě 8 μ_0(y^′) ≥ μ_0(y). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő μ_0(y^′) = μ_0(y). Šőčďă śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ ¯ ∈ R_1(ε)[L, Z_2, . . . , Z_n] śšěŕěŋĺ deg_L ¯ ≤ μ_0(y), šăłőľ ůšő ¯(L, 0, . . . , 0) = 0 ĺ, G(y^′) = G(y) + ¯(L, y^′_2 − y_2, . . . , y^′_n − y_n). (7)

Ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă G(y) ∈ R_2[L] (řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł ňŋőčőůńěŋ őš L) ŋě £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε). Śńěďőćăšěńĳŋő, ĺğ (7) ćżšěłăěš, ůšő ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă G(y^′) šăłęě ŋě £ćń£- ¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε). Šěŕěřĳ ŕő Ńěňňě 6 ňż ŕőńşůăěň, ůšő ∑ 0≤i≤n |η ′ i|^2 ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε). İšő ŕřőšĺćőřěůĺě. Şšćěřęďěŋĺě (ii) ĺ ćś£ ńěňňă ďőłăğăŋż.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ε_0 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1, ¡ńěňěŋš ε_1 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε_0), ¡ńěňěŋš ε_2 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε_0, ε_1), ĺ ε_3 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ ¡ńěňěŋš őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1(ε_0, ε_1, ε_2). Ăńčěąřăĺůěśłőě ğăňżłăŋĺě R_1(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3) śŋăąęěŋő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřőľ.

Ŕşśšĳ L şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) ďń£ y. Őąőğŋăůĺň r = r(L, y), 0 ≤ j ≤ r − 1, u_j = u_j(L, y), u_{j+1} = u_{j+1}(L, y), v_j = v_j(L, y), v_{j+1} = v_{j+1}(L, y). Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć őšŋőśĺšěńĳŋő ε, X_0, X_1, . . . , X_n, Y_2, . . . , Y_n h = 0, ∂h ∂X_i − Yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 ≤ i ≤ n, ∑ 2≤i≤n |Yi − yi| 2 = ε_1, Lε_3 = 1, ε_2ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1 )} 3 < |ε|^2 < ε_0ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1 )} 3 , X_0 = 1. (8)

ŃĚŇŇĂ 11 Ŕşśšĳ μ0(y) = μ0(Y ). Ŕşśšĳ 0 ≤ j ≤ r − 1, j ∈ Z. Ŕşśšĳ

u_i = u_i(L, Y ), v_i = v_i(L, Y ) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ j.

(i) Ŕşśšĳ v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} = v_j (L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j(L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) , ĺ u_{j+1} ≠ u_{j+1}(L, Y ). Šőčďă śĺśšěňă (8) ĺňěěš řěÿěŋĺě ć

A^{2n+1} (R1(ε1, ε3)).

(ii) Ŕşśšĳ

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R_1(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3)) (9)

{ ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (8). Šőčďă μ_0(y^′) = μ_0(Y ), u_{j+1}(L, y^′) < u_{j+1}, ĺ w(L, y^′) < w(L, y). ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ňż ĺśŕőńĳğşěň ťăłšż, şśšăŋőćńěŋŋżě ć ďőłă-

ğăšěńĳśšćě Ńěňňż 6. Ůšőąż ďőłăğăšĳ (i) ćżąěřěň ¡ńěňěŋšż y^′_i ∈ R_1(ε_1), 2 ≤ i ≤ n, šăł ůšő • ∑ 2≤i≤n(y ′ i − y_i)^2 = ε_1, • w(L, y^′_2, . . . , y^′_n) = w(L, Y ) (šăłĺě ¡ńěňěŋšż śşźěśšćş¿š ŕő Śńěďśšćĺ¿ 6) ĺ ŕőńőęĺň y^′ = (y^′_2, . . . , y^′_n). Ŕşśšĳ G(y) = ∑ i_1,i_2≥0 gi1,i2 ε i_1 Li_2 , čďě ćśě g i_1,i_2 ∈ R1. Ŕőńőęĺň

B_j = {(i_1, i_2) ∈ Z^2 : (v_{j+1} − v_j )i_1 − (u_{j+1} − u_j )i_2 = v_{j+1}u_j − u_{j+1}v_j }, A_j = {(i_1, i_2) ∈ B_j : u_{j+1} ≤ i_1 ≤ u_j},

G^∗(y) = ∑ (i_1,i_2)∈A_j g_{i1,i2} ε^{i1} . Šăłĺň őąřăğőň, A_j { ňŋőęěśšćő ćśěţ šőůěł ś űěńżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ, śőďěřęăźĺţś£ ć śšőřőŋě ś ćěřÿĺŋăňĺ (u_{j+1}, v_{j+1}), (u_j , v_j) ńőňăŋőľ Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă G(y). Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋ G^∗(y^′). Śőčńăśŋő şśńőćĺ£ň ńěňňż ĺ, šăł łăł w(L, y^′) = w(L, Y ), śşźěśšćşěš łőřěŋĳ ε^′_0 ∈ R_1(ε_1) ňŋőčőůńěŋă G^∗(y^′), řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł ňŋőčőůńěŋ őš ε, šăłőľ ůšő ε^′_0 ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, 2ε_2 < |ε^′_0|^2 < ε_0/2.

Řăśśňăšřĺćă£ ňŋőčőşčőńĳŋĺł Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă G(y^′) őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ ε ĺ L, ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš łőřěŋĳ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă ć ŕőńě ďřőąŋő-śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš ε_3 ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć R_1(ε_1), šăłőľ ůšő L = ε^{−1}_3 , ε = ε^′ = ε^′_0ε^{(vj −vj+1)/(uj −uj+1 )} 3 + ∑ 1≤i∈Z,i/ν>(v_j−v_{j+1})/(u_j −u_{j+1} ) ε^′_iε^{i/ν}_3 (10) čďě 0 < ν ∈ Zĺ ε^′_i ∈ R_1(ε_1) ďń£ ćśěţ i. Śńěďőćăšěńĳŋő, ε_2ε^{2(vj −vj+1 )/(uj −uj+1)} 3 < |ε^′|^2 < ε_0ε^{2(vj −vj+1 )/(uj −uj+1)} 3 . Ňŋőčőůńěŋ G(y^′)(L/X_0, ε), řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł ŕőńĺŋőň őš X_1/X_0, . . . , X_n/X_0, ε ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć R_1(ε_1), ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă ăťťĺŋŋőň ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V(y^′ ) \ Z(X_0). Ąőńěě šőčő, ŕő Ńěňňě 6 śşźěśšćşěš łőřěŋĳ śĺśšěňż (8), šăłőľ ůšő ¡ńěňěŋš ε^′ ĺğ (9) ĺ (10) £ćń£ěšś£ őďŋĺň ĺ šěň ęě. Şšćěřęďěŋĺě (i) ďőłăğăŋő.

Őąřăšŋő, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő (ii), šő μ_0(y^′) = μ_0(y), ĺ w(L, y^′) ≤ w(L, y), ŕőśłőńĳłş y^′ ŕřĺŋăďńěęĺš ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ y. Ďăńěě, ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş (i) ňż ćżćőďĺň, ůšő u_{j+1}(L, y^′) < u_{j+1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, w(L, y^′) < w(L, y). Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ L { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă, şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) ďń£ y. Őąőğŋăůĺň r = r(L, y), 0 ≤ j ≤ r, u_i = u_i(L, y), v_i = v_i(L, y) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ r + 1. Ŕőńőęĺň u_{−1} = u_0 + 1, v_{−1} = v_0 − 1. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć őšŋőśĺšěńĳŋő ε, X_0, X_1, . . . , X_n, Y_2, . . . , Y_n h = 0, ∂h ∂X_i − Yi ∂h ∂X_1 = 0, 2 ≤ i ≤ n, ∑ 2≤i≤n |Yi − yi| 2 = ε_1, Lε_3 = 1, ε_2|ε|^2 > ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1 )} 3 , ěśńĺ j ≤ r − 1, |ε|^2 < ε_2ε^{2(vj}�^{1−vj )/(uj}�^{1−uj )} 3 , X_0 = 1.

(11)

ŃĚŇŇĂ 12 Ŕşśšĳ μ0(y) = μ0(Y ). Ŕşśšĳ 0 ≤ j ≤ r, j ∈ Z. Ŕşśšĳ

r(L, Y ) ≥ j + 1, ĺ u_i = u_i(L, Y ), v_i = v_i(L, Y ) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ j. Ŕşśšĳ v_0 ≠ v_1, ěśńĺ j = 0.

(i) Ŕşśšĳ v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} > v_j (L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j(L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) , ěśńĺ j ≤ r−1. Šőčďă śĺśšěňă (11) ĺňěěš řěÿěŋĺě ć A^{2n+1} (R_1(ε_1, ε_3)).

(ii) Ŕşśšĳ

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R_1(ε_1, ε_2, ε_3)) (12)

{ ŕřőĺğćőńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (11). Šőčďă r(L, y^′) ≥ j + 1, v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} > v_j(L, y^′) − v_{j+1}(L, y^′) u_j(L, y^′) − u_{j+1}(L, y^′) ŕřĺ j ≤ r − 1, ĺ

v_j (L, y^′) − v_{j+1}(L, y^′) u_j (L, y^′) − u_{j+1}(L, y^′) > v_{j−1} − v_j u_{j−1} − u_j

Śńěďőćăšěńĳŋő, μ_0(y^′) = μ_0(Y ), ĺ w(L, y^′) < w(L, y).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (i) őŕřěďěńĺň y^′ šăłęě, łăł

ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 11. Ŕőśłőńĳłş u_j = u_j(L, Y ), v_j = v_j (L, Y ), šő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő v_j (L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j(L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) > v_{j−1} − v_j u_{j−1} − u_j . Řăśśňăšřĺćă£ ňŋőčőşčőńĳŋĺł Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă G(y^′) őšŋőśĺšěńĳŋő ε ĺ L, ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš łőřěŋĳ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă ć ŕőńě ďřőąŋőśšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš ε_2 ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć R_1(ε_1), šăłőľ ůšő

L = ε^{−1}_3 , ε = ε^′ = ∑ i_0≤i∈Z ε^′_iε^{i/ν}_3 , (13)

čďě 0 < ν ∈ Z,

i_0/ν < (v_j − v_{j+1})/(u_j − u_{j+1}), ěśńĺ j ≤ r − 1, i_0/ν > (v_{j−1} − v_j )/(u_{j−1} − u_j), ε^′_i ∈ R_1(ε_1 ) ďń£ ćśěţ i, ĺ 0 ≠ ε^′_{i0} £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ε_2|ε^′|^2 > ε^{2(vj −vj+1)/(uj −uj+1 )}

3 , ěśńĺ j ≤ r − 1, ĺ |ε^′|^2 < ε_2ε^{2(vj}�^{1 −vj )/(uj}�^{1−uj )}

3 . Őśšăćÿă£ś£ ůăśšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă şšćěřęďěŋĺ£ (i) ăŋăńőčĺůŋă ďőłăğăšěńĳśšćş ĺğ Ńěňňż 11.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (ii) řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ G(y^′), ěčő ńőňăŋş¿ Ŋĳ¿- šőŋă ĺ łőřěŋĳ (13) ŕőńĺŋőňă G(y^′). Ňż ĺňěěň μ_0(y^′) = μ_0(Y ), w(L, y^′) ≤ w(L, y), ĺ u_i(L, y^′) = u_i(L, Y ), v_i(L, y^′) = v_i(L, Y ) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ j, ŕőśłőńĳłş y^′ ŕřĺŋăďńěęĺš ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ y.

Őąőğŋăůĺň p_j = (v_j − v_{j+1})/(u_j − u_{j+1}), ěśńĺ j ≤ r − 1, ĺ q_j = (v_{j−1} − v_j )/(u_{j−1} − u_j). Ĺňěěň i_0/ν ≤ p_j , ěśńĺ j ≤ r − 1, ĺ i_0/ν ≥ q_j. Ďăńěě, i_0/ν > q_j, ŕőśłőńĳłş, ĺŋăůě, ε^′_{i0} { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1, ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš řăćěŋśšćăň u_j(L, y^′) = u_j(L, y), v_j (L, y^′) = v_j(L, y).

Ěśńĺ j = r ĺńĺ j ≤ r − 1, ĺ i_0/ν < p_j , šő ćśě šřěąşěňżě şšćěřęďěŋĺ£ ńěňňż ďőłăğăŋż.

Ŕşśšĳ j ≤ r−1, ĺ i_0/ν = p_j . Šőčďă ε^′_{i0} £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ R_1. İšő ćőğňőęŋő šőńĳłő ć śńşůăě, łőčďă ńőňăŋă£ Ŋĳ¿šőŋă ňŋőčőůńěŋă G(y^′) śőďěřęĺš śšőřőŋş e^′, ŕăřăńńěńĳŋş¿ śšőřőŋě e ś ćěřÿĺŋăňĺ (u_j , v_j), (u_{j+1}, v_{j+1}) ńőňăŋőľ Ŋĳ¿šőŋă ŕőńĺŋőňă G(y) (šăł ůšő e^′ ĺ e ńěęăš ŋă řăğńĺůŋżţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ (u_α(L, y^′), v_α(L, y^′)), (u_{α+1}(L, y^′), v_{α+1}(L, y^′)) { ćěřÿĺŋż e, šő α > j. Őšś¿ďă śńěďş¿š ćśě şšćěřęďěŋĺ£ ńěňňż ć řăśśňăšřĺćăěňőň śńşůăě. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕőńőęĺň N_3 = 2(2d + 2)(2d + 1)^{n−1}n + 1. Šőčďă ŕő Ńěňňě 4 ĺ Ńěňňě 5 śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋă£ ťőřňă L ∈ L_{N3} , şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) őďŋőćřěňěŋŋő ďń£ y ĺ Y .

Šěŕěřĳ ňż őŕĺÿěň ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ űěńżţ ůĺśěń z_2, . . . , z_n ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), šăłĺţ ůšő μ_0(Y ) = μ_0(z_2, . . . , z_n), ĺ w(Y ) = w(z_2, . . . , z_n). Ćżąěřěň űěńżě ůĺśńă y_2, . . ., y_n ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), śłăęěň, y_i = 0, 2 ≤ i ≤ n. Šăł ůšő śěľůăś R_1 = R. Ŕőśšřőĺň řěÿěŋĺě śĺśšěňż (6) ĺńĺ şśšăŋőćĺň, ůšő ¡šă śĺśšěňă ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, śň [9], [10] (ğďěśĳ śńěďşěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ şśńőćĺě (A) ĺğ Ććěďěŋĺ£).

Ć śńşůăě, łőčďă śĺśšěňă ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, ňż ĺňěěň μ_0(Y ) = μ_0(y) ŕő Ńěňňě 10. Ŕşśšĳ śĺśšěňă (6) ĺňěěš řěÿěŋĺě (1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈

A^{2n} (R(ε, ε1, ε2)). Šőčďă μ0(y^′_2 , . . ., y^′_n) > μ0(y) ŕő Ńěňňě 10.

Ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n ∈ Z, šăłĺě ůšő μ_0(y^{′′}_2 , . . ., y^{′′}_i , y^′_{i+1}, . . ., y^′_n) ≥ μ_0(y^′_2, . . . , y^′_n) ďń£ ń¿ąőčő 2 ≤ i ≤ n, śř. śő ćśŕőňőčăšěńĳŋżňĺ ăńčőřĺšňăňĺ ĺğ [9], [10]. Ŕěřěąĺřă£ űěńżě ğŋăůěŋĺ£ y^{′′}_2 = 0, . . . , N , čďě N őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n, ĺ ćżůĺśń££ łăęďżľ řăğ μ_0(y^{′′}_2 , y^′_3, . . . , y^′_n), ňż ŋăľď-ěň šřěąşěňőě y^{′′}_2 . Ŕőśńěďŋěě śńěďşěš ĺğ Ńěňňż 8. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕőśšřőĺň y^{′′}_3 , . . . , y^{′′}_n. Šěŕěřĳ ğăňěŋĺň y_2, . . . , y_n ŋă y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n ĺ ćěřŋ-ěňś£ ł ŋăůăńş, őŕĺśżćăěňőčő ăńčőřĺšňă.

Ğăňěšĺň, ůšő μ_0(Y ) őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n. Śńěďőćăšěńĳŋő, šăłĺţ ćőğćřăšőć ł ŋăůăńş ňőęěš ążšĳ śăňőě ąőńĳÿěě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš d^n ůĺśńő. Šăłĺň őąřăğőň, ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ňż ŕřĺď-ěň ł śńşůă¿, łőčďă śĺśšěňă (6) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, ĺ μ_0(Y ) = μ_0(y).

Ŕşśšĳ μ_0(Y ) = μ_0(y). Ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ ćśě ńĺŋěľŋżě ťőřňż L ∈ L_{N3} . Ŕőśšřőĺň ŕőďňŋőęěśšćő L^′ ňŋőęěśšćă L, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ńĺŋěľŋżţ ťőřň, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b). Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő ćżąőřş N_3 ćżŕőńŋěŋő w(L, y) = w(y) ďń£ ń¿ąőľ L ∈ L^′, ĺ śşźěśšćşěš L ∈ L^′, šăłă£ ůšő w(L, Y ) = w(Y ). Ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ ćśě ńĺŋěľŋżě ťőřňż L ∈ L^′.

Ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőľ ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L ŕőśšřőĺň ňŋőčőůńěŋ G(y) ĺ w(L, y). Ŕőńőęĺň r = r(L, y) ĺ u_i = u_i(L, y), v_i = v_i(L, y) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ r + 1. Ŕőńőęĺň u_{−1} = u_0 + 1, v_{−1} = v_0 − 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő 0 ≤ j ≤ r,

j ∈ Z(ąăğă řěłşřśĺĺ j = 0), ĺ ňż şęě şśšăŋőćĺńĺ, ůšő ui = ui(L, Y ),

v_i = v_i(L, Y ) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ j. Šăł ůšő, ěśńĺ j ≤ r − 1, šő v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} ≥ v_j (L, Y ) − v_{j+1}(L, Y ) u_j (L, Y ) − u_{j+1}(L, Y ) ďń£ ń¿ąőľ L ∈ L^′.

Ŕşśšĳ v_0 ≠ v_1, ěśńĺ j = 0. Šőčďă ďń£ ćś£łőľ L ∈ L^′ ŕőśšřőĺň řěÿěŋĺě śĺśšěňż (11) ĺńĺ şśšăŋőćĺň, ůšő őŋă ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, śň. [9], [10] (ğďěśĳ śńěďşěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ şśńőćĺě (A) ĺğ Ććěďěŋĺ£).

Ŕşśšĳ śĺśšěňă (11) ĺňěěš řěÿěŋĺě

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R(ε_1, ε_2, ε_3))

ďń£ ŋěłőšőřőľ L ∈ L^′. Šőčďă μ_0(y^′) = μ_0(Y ), ĺ w(L, y^′) < w(L, y) = w(y) ŕő Ńěňňě 12 (ii).

Ěśńĺ j = r, ĺ śĺśšěňă (11) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ďń£ ćśěţ L ∈ L^′, šő w(y) = w(Y ) ŕő Ńěňňě 12 (i) ĺ śőčńăśŋő ćżąőřş N_3. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőńőęĺň z_i = y_i ďń£ 2 ≤ i ≤ n.

Ŕşśšĳ j = 0 ĺ v_0 = v_1, ĺńĺ 0 ≤ j ≤ r−1, ĺ śĺśšěňă (11) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ďń£ ćśěţ L ∈ L^′. Šőčďă v_j − v_{j+1} u_j − u_{j+1} = v_j(Y ) − v_{j+1}(Y ) u_j(Y ) − u_{j+1}(Y )

(14)

ŕő Ńěňňě 12 (i) ĺ śőčńăśŋő ćżąőřş N_3. Ć ¡šőň śńşůăě śŋőćă ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ L ∈ L^′. Ďń£ ćś£łőľ L ∈ L^′ ŕőśšřőĺň řěÿěŋĺě śĺśšěňż (8) ĺńĺ şśšăŋőćĺň, ůšő őŋă ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, śň. [9], [10] (ğďěśĳ śńěďşěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ şśńőćĺě (A) ĺğ Ććěďěŋĺ£).

Ŕşśšĳ śĺśšěňă (8) ĺňěěš řěÿěŋĺě

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3))

ďń£ ŋěłőšőřőčő L ∈ L^′. Šőčďă μ_0(y^′) = μ_0(Y ), ĺ w(L, y^′) < w(L, y) = w(y) ŕő Ńěňňě 11 (ii).

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śĺśšěňă (8) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ďń£ ćśěţ L ∈ L^′ ĺ j ≤ r−1. Šőčďă ňż ĺňěěň u_{j+1} = u_{j+1}(Y ), ĺ v_{j+1} = v_{j+1}(Y ) ŕő Ńěňňě 11 (i) ĺ ŕő ćżąőřş N_3. Ć ¡šőň śńşůăě ňż ğăňěŋ£ěň j ŋă j + 1 ĺ ćőğćřăźăěňś£ ł ŋăůăńş őŕĺśżćăěňőčő ăńčőřĺšňă. Šěŕěřĳ j ąőńĳÿě, ůěň őŋő ążńő ŕěřćőŋăůăńĳŋő.

Šăłĺň őąřăğőň, őśšă-ěšś£ řăśśňőšřěšĳ śńşůăĺ, łőčďă śĺśšěňă (11) ĺńĺ śĺśšěňă (8) ĺňěěš řěÿěŋĺě

(ε^′, 1, η_1, . . . , η_n, y^′_2, . . . , y^′_n) ∈ A^{2n+1} (R(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3))

(ďń£ śĺśšěňż (11) ¡šő řěÿěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ε_0). Śńěďőćăšěńĳŋő, μ_0(y^′) = μ_0(Y ), ĺ w(L, y^′) < w(L, y) = w(y), śň. ćżÿě. Ŕőłăęěň, ůšő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n ∈ Z, šăłĺě ůšő μ_0(y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_i , y^′_{i+1}, . . . , y^′_n) = μ_0(Y ), ĺ w(y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_i , y^′_{i+1}, . . . , y^′_n) ≤ w(y^′_2, . . . , y^′_n) ďń£ ćśěţ 2 ≤ i ≤ n, śř. śő ćśŕőňőčăšěńĳŋżňĺ ăńčőřĺšňăňĺ ĺğ [9], [10]. Ŕěřěąĺřă£ űěńżě ğŋăůěŋĺ£ y^{′′}_2 = 0, . . ., N , čďě N őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n, ĺ ćżůĺśń££ łăęďżľ řăğ μ_0(y^{′′}_2 , y^′_3, . . . , y^′_n) ĺ w(y^{′′}_2 , y^′_3, . . . , y^′_n), ňż ŋăľď-ěň ć łőŋěůŋőň śů-ěšě šřěąşěňőě y^{′′}_2 . Ŕőśńěďŋěě śńěďşěš ĺğ Ńěňňż 8. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ŕőśšřőĺň y^{′′}_3 , . . . , y^{′′}_n. Šěŕěřĳ ğăňěŋĺň y_2, . . ., y_n ŋă y^{′′}_2 , . . . , y^{′′}_n ĺ ćěřŋ-ěňś£ ł ŋăůăńş őŕĺśżćăěňőčő ăńčőřĺšňă. Őŕĺśăŋĺě ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺě z_2, . . . , z_n ğăćěřÿěŋő.

Őšňěšĺň, ůšő ć řěłşřśĺĺ őŕĺśăŋŋőčő ăńčőřĺšňă ůăśšŋőě (v_j −v_{j+1})/(u_j− u_{j+1}) ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ śăňőě ąőńĳÿěě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš d^n ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ, ĺ, łőčďă ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő (14), űěńőě ůĺśńő u_{j+1} šăłęě ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ śăňőě ąőńĳÿěě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš d^n ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć őŕĺśăŋŋőň ăńčőřĺšňě ňőęěš ążšĳ śăňőě ąőńĳÿěě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš d^n ůĺśńő ćőğćřăšőć ł ŋăůăńş, łőčďă ğŋăůěŋĺě j őďŋő ĺ šő ęě. Ŕőśłőńĳłş ĺňěěšś£ ňăłśĺňşň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě őš d^n ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ j, őąźěě ůĺśńő ćőğćřăšőć ć ăńčőřĺšňě őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n.

Ğăňěšĺň, ůšő śšěŕěŋĺ ćśěţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć śĺśšěň (6), (11), (8) őšŋőśĺšěńĳŋő ćśěţ ŕěřěňěŋŋżţ řăćŋż O(d). Ŕőńě łő¡ťťĺűĺěŋšőć ć śĺśšěňě (8), (śőőšćěšśšćěŋŋő (11)) £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň R(ε_0, ε_1, ε_2, ε_3) (śőőšćěšśšćěŋŋő R(ε_1, ε_2, ε_3)) śšěŕěŋĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ őš d^n. Śőčńăśŋő [15], [6], śň. šăłęě [9], ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă, łőšőřżľ őŕřěďěń£ěš, ĺňě¿š ńĺ śĺśšěňż (6), (11), (8) řěÿěŋĺ£ ĺ śšřőĺš ¡šĺ řěÿěŋĺ£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m. Šăłĺň őąřăğőň, ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă, őŕĺśăŋŋőčő ć ¡šőň řăğďěńě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

2 Šěőřěňă śşźěśšćőćăŋĺ£

Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő R = Rć ¡šőň řăğďěńě. Ŕşśšĳ V = Z(f_1, . . . , f_m) { ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ĺğ ććěďěŋĺ£, ĺ V (R) { śőőšćěšśšćş¿źěě ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ¡šőň řăğďěńě, ůšő V (R) £ćń£ěšś£ ŋěŕşśšżň ĺ őčřăŋĺůěŋŋżň.

Ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ śńěďş¿źĺě ńěňňż.

ŃĚŇŇĂ 13 Ŕşśšĳ ďăŋő łőňŕăłšŋőě ňŋőęěśšćő C^′ ⊂ C^{m1 +1}, m1 ≥ 0.

Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ (b_0, . . . , b_{m1} ) ∈ C^′ łőőřďĺŋăšă b_0 ≠ 0. Ŕşśšĳ C = { ∑ 0≤i≤m_1 b_iZ^{m1 −i} : (b_0, . . ., b_{m1} ) ∈ C^′}

£ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň ňŋőčőůńěŋőć ψ = ∑ 0≤i≤m_1 biZ m_1 −i ∈ C [Z] śšě-

ŕěŋĺ deg ψ = m_1 ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ C^′. Ŕşśšĳ m_2 űěńőě ůĺśńő, šăłőě ůšő m_2 ≥ m_1, ĺ 0 < δ ∈ R. Ŕşśšĳ ~ψ ∈ C [Z] { ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ deg ~ψ ≤ m_2, šăłőľ ůšő ăąśőń¿šŋżě ćěńĺůĺŋż łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋă ~ψ − ψ ňěŋĳÿě, ůěň δ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ z_i ∈ C , 1 ≤ i ≤ m_1, (śőőšćěš-

śšćěŋŋő ~z_i ∈ C , 1 ≤ i ≤ deg ~ψ) śěňěľśšćő łőřŋěľ, şůĺšżćă£ ĺţ łřăšŋőśšĺ, ňŋőčőůńěŋă ψ (śőőšćěšśšćěŋŋő ~ψ). Šőčďă ďń£ ćś£łőčő δ_0 > 0 śşźěśšćşěš δ > 0, šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőčő ψ ∈ C, ďń£ ćś£łőčő ~ψ šăłőčő, łăł ćżÿě, śşźěśšćşěš ŕěřěśšăŋőćłă σ ňŋőęěśšćă 1, . . . , deg ~ψ, šăłă£ ůšő

• |~z_{σ(i)} − z_i| < δ_0 ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ m_1,

• |~z_{σ(i)}| > δ^{−1}_0 ďń£ ćśěţ m_1 + 1 ≤ i ≤ deg ~ψ.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕőśłőńĳłş C^′ łőňŕăłšŋő, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ

¡šş ńěňňş ďń£ ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ W ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă ψ_0 ćňěśšő łőňŕăłšă C^′. Řăśśňőšřĺň łőŋěůŋőě śěňěľśšćő ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ őłřşęŋőśšěľ c_α, α ∈ A, ś řăďĺşśăňĺ ňěŋĳÿě, ůěň δ_0/2, šăłőě ůšő ćŋşšřĺ ćś£łőľ őłřşęŋőśšĺ c_α ĺňěěšś£ šőńĳłő őďĺŋ, ňőęěš ążšĳ łřăšŋżľ, łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă ψ_0. Řăśśňőšřĺň šăłęě őłřşęŋőśšĳ c ś űěŋšřőň ć ŋşńě, śőďěřęăźş¿ ćŋşšřĺ ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă ψ_0, ś řăďĺşśőň, ąőńĳÿě, ůěň δ^{−1}_0 . Ŕşśšĳ ψ { ňŋőčőůńěŋ ĺğ ďőśšăšőůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ W ňŋőčőůńěŋă ψ_0. Ŕşśšĳ c^′ ěśšĳ c_α ďń£ ŋěłőšőřőčő α ĺńĺ c. Šőčďă ćżąěřěň δ ĺ W šăłĺňĺ ňăńżňĺ, ůšő ψ ĺ ~ψ ŋě ĺňě¿š łăłőčő-ńĺąő łőřŋ£ ŋă c^′, ĺ ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă łăęďőčő ĺŋšěčřăńă (2π √ −1)^{−1} ∫ c0(ψ^′(z)/ψ(z) − ~ψ^′(z)/ ~ψ(z))dz, ňěŋĳÿě, ůěň 1/2. Ńěňňă ďőłăğăŋă..

Šěŕěřĳ ŕşśšĳ űěńżě ůĺśńă y_2, . . . , y_n ĺňě¿š ďńĺŋż O(n log d). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć Řăğďěńě 1 ążńĺ őŕřěďěńěŋż μ_0(y), μ_1(y), μ_2(y), w(y) ĺ μ(y). Ŕşśšĳ μ(y_2, . . . , y_n) = μ(Y ), čďě Y = (Y_2, . . . , Y_n), śň. Řăğďěń 1. Ŋăŕőňŋĺň,ůšő ňŋőčőůńěŋ h ∈ R[ε^{(0)}, ε^{(1)}, X_0, . . . , X_n], ňŋőčőůńěŋ G(y) ∈

R[ε, L]. Ŕşśšĳ v2, . . . , vn ∈ R, ĺ 0 ≠ δ ∈ R. Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ v =

(v_2, . . . , v_n) ĺ |v|^2 = ∑ 2≤i≤n |vi| 2. Šăłęě őąőğŋăůĺň μ_i = μ_i(Y ), i = 1, 2, 3, μ = μ(Y ) ĺ w = w(Y ). Őŕřěďěńĺň F (y) = G(y)/ε^{ι1 (L,y)} ∈ R[ε, L].

Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źş¿ śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n. { h(1, δ, X_0, . . . , X_n) = 0, ∂h ∂X_i (1, δ, X0, . . . , Xn) − yi ∂h ∂X_1 (1, δ, X0, . . . , Xn) = 0, 2 ≤ i ≤ n. (15)

ŃĚŇŇĂ 14 Ŕşśšĳ μ(y) = μ. Šőčďă śşźěśšćşěš ν > 0, šăłőě ůšő ďń£

ń¿ążţ v_2, . . . , v_n ∈ R ďń£ ń¿ąőčő 0 ≠ δ ∈ R, ěśńĺ |v|^2 ≤ ν ĺ |δ| ≤ ν, šő μ(y + v) = μ(y), ĺ śĺśšěňă (15) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ ć P^n(C ).

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ćżąěřěň ńĺŋěľŋş¿ ťőřňş L ś űěńżňĺ łő¡ťťĺ-

űĺěŋšăňĺ, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b), śň. Řăğďěń 1. Ŕşśšĳ v

£ćń£ěšś£ ćěłšőřőň ś ďőśšăšőůŋő ňăńżň |v|^2. Šőčďă ŕő Ńěňňě 8 ňż ĺňěěň μ_0(y + v) = μ_0(y) ĺ w(L, y + v) = w(L, y). Śńěďőćăšěńĳŋő, ι_1(L, y + v) = ι_1(L, y), μ_2(L, y + v) = μ_2(L, y) = μ_2. Śńěďőćăšěńĳŋő, D(y + v)(1, δ, L − l_0, −l_1, . . . , −l_n) = δ^{ι1 (L,y)}F (y + v)(δ, L). Ăŋăńőčĺůŋőě řăćěŋśšćő ĺňěěš ňěśšő, ěśńĺ ğăňěšĺšĳ y + v ŋă y. Ŕőśłőńĳłş D(Y ) £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš Y_2, . . . , Y_n, ĺ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ μ_2(L, y) łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ L^{μ2(L,y)} ňŋőčőůńěŋă F (y + v)(δ, L) { ŋěŋşńěćőľ ďń£ ćśěţ δ ≠ 0 ĺ v ś ďőśšăšőůŋő ňăńżňĺ |δ| ĺ |v|^2. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ ďăŋŋżţ şśńőćĺ£ţ D(y +v) { ŋěŋşńěćőľ. Ŕő¡šőňş śĺśšěňă (15) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ v_2, . . . , v_n ∈ R, { šăłĺě ůšő |v|^2 ≤ ν. Ğăňěŋĺň ć śĺśšěňě (3) y ŋă y + v. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ

ξ^{(j)}(ε, v) = (1 : ξ^{(j)}_1 (ε, v) : . . . : ξ^{(j)}_n (ε, v)) ∈ P^n(C (ε)), 1 ≤ j ≤ μ_2,

śěňěľśšćő ćśěţ łőřŋěľ šĺŕă (iii) řăśśňăšřĺćăěňőľ śĺśšěňż. Ŕőńőęĺň

ξ^{(j)}(v) = (1 : st_ε(ξ^{(j)}_1 (ε, v)) : . . . : st_ε(ξ^{(j)}_n (ε, v))) ∈ P^n(C ), 1 ≤ j ≤ μ_2,

čďě st_ε { śšăŋďăřšŋă£ ůăśšĳ, őŕřěďěń-ěŋŋă£ ďń£ ¡ńěňěŋšőć ŕőń£ C (ε), łőšőřżě ŋě £ćń£¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ C , śň. [9], [10].

Ŕşśšĳ v ĺ δ, { šăłĺě ůšő śĺśšěňă (15) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ ć

P^n(C ). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ξ^{(j)}(δ, v) ∈ P^n(C ), 1 ≤ j ≤ μ0, (ŋăŕőňŋĺň,ůšő μ0 =

(2d + 2)(2d + 1)^{n−1}) śěňěľśšćő łőřŋěľ śĺśšěňż (15), şůĺšżćă£ łřăšŋőśšĺ. Őąőğŋăůĺň

ξ^{(j)}(δ, v) = (ξ^{(j)}_0 (δ, v) : ξ^{(j)}_1 (δ, v) : . . . : ξ^{(j)}_n (δ, v)),

čďě ξ^{(j)}_i (δ, v) ∈ C . Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ěśńĺ ξ^{(j)}_0 (δ, v) ≠ 0, šő ξ^{(j)}_0 (δ, v) = 1 ďń£ ćśěţ j.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 4 Ŕşśšĳ ŋěłőšőřőě ξ^{(j)}(ε, v) (śőőšćěšśšćěŋŋő ξ^{(j)}(v),

ξ^{(j)}(δ, v)) ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš čĺŕěřŕńőśłőśšĺ Z(X_0 ) ć P^n. Šőčďă ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ šě ęě śăňżě őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ ¡šőčő ¡ńěňěŋšă, řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł šőůłă ĺğ A^n . İšő ŋě ŕřĺćěď-ěš ł ďćşśňżśńěŋŋőśšĺ.

ŃĚŇŇĂ 15 Ŕşśšĳ μ(y) = μ. Ŕşśšĳ ν > 0 { ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ Ńěňňż 14.

Šőčďă śşźěśšćşěš 0 < ν_1 ≤ ν, , šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőčő δ_1 > 0 śşźěśšćşěš 0 < δ_2 ≤ ν, šăłőě ůšő ďń£ ćśěţ v_2, . . . , v_n ∈ R, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćş |v|^2 ≤ ν_1, ěśńĺ |δ| < δ_2, šő śşźěśšćşěš ŕěřěśšăŋőćłă σ ňŋőęěśšćă 1, . . . , μ_0, , šăłă£ ůšő

• ďń£ ń¿ąőčő 1 ≤ j ≤ μ_2 ¡ńěňěŋš ξ^{(σ(j))}_0 (δ, v) = 1, ĺ ∑ 0≤i≤n |ξ (σ(j)) i (δ, v)− ξ^{(j)}_i (v)|^2 < δ_1,

• ďń£ ń¿ąőčő μ_2 + 1 ≤ j ≤ μ_0, ěśńĺ ξ^{(σ(j))}_0 (δ, v) = 1, šő ∑ 0≤i≤n |ξ (σ(j)) i (δ, v)|^2 > δ^{−1}_1 .

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Śşźěśšćşěš śěňěľśšćő řăğńĺůŋżţ ńĺŋěľŋżţ

ťőřň L_u, 1 ≤ u ≤ (n − 1)μ_0! + 1, šăłőě ůšő

L_u = ∑ 0≤i≤n c^i_uX_i, c_u ∈ Z, ĺ ďń£ ń¿ąőčő u ťőřňă L_u şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň (a) ĺ (b) ďń£ y. Őąőğŋăůĺň ňŋőčőůńěŋż F (y) ĺ F (y + v), śőőšćěšśšćş¿źĺě ńĺŋěľŋőľ ťőřňě L_u, ůěřěğ F_u(y) ĺ F_u(y+v) śőőšćěšśšćěŋŋő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ J_u(δ, v) ⊂ {1, . . ., μ_0} ŕőďňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć, šăłőě ůšő ξ^{(j)}_0 (δ, v) ≠ 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă j ∈ J_u(δ, v). Őšňěšĺň, ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć #J_u(δ, v) = deg_{Lu} F_u(y + v). Ŕőśłőńĳłş D(Y ) £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őšŋőśĺšěńĳŋő Y_2, . . . , Y_n ňż ňőęěň ŕřěďśšăćĺšĳ

F_u(y + v) = ε¯_3(ε, L_u, v_2, . . ., v_n) + ¯_4(L_u, v_2, . . ., v_n),

čďě ňŋőčőůńěŋż ¯_3 ∈ R[ε, Z, Z_2, . . . , Z_n], ¯_4 ∈ R[Z, Z_2, . . ., Z_n]. Śőčńăśŋő ćżąőřş y ĺ L_u ňż ĺňěěň deg_Z ¯_4(Z, 0, . . ., 0) = μ_2. Łřőňě šőčő,

deg_Z ¯_4(Z, v_2, . . . , v_n) = deg_Z F_u(y + v)(0, Z) = μ_2(L, y + v) = μ_2

ŕő Śńěďśšćĺ¿ 6 ďń£ ćśěţ v ś ďőśšăšőůŋő ňăńżňĺ |v|^2.

Ŕő ŋăÿĺň őŕřěďěńěŋĺ£ň śěňěľśšćő łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă F_u(y + v) śőćŕăďăěš ś (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(δ, v)), j ∈ J_u(δ, v). Śěňěľśšćő łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă ¯_4(Z, v_2, . . . , v_n) śőćŕăďăěš ś (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(v)), 1 ≤ j ≤ μ_2.

Šěŕěřĳ Ńěňňă 13 ćńěů-ěš, ůšő śşźěśšćşěš ν_1 > 0, šăłőě ůšő ďń£ ń¿ąőčő δ_3 > 0 śşźěśšćşěš δ_2 > 0, šăłőě ůšő ďń£ ń¿ąőčő u, ďń£ ń¿ążţ v_2, . . . , v_n ∈ R ś |v|^2 ≤ ν_1, ěśńĺ |δ| < δ_2, šő śşźěśšćşěš ŕěřěśšăŋőćłă ρ = ρ_u (őŋă ğăćĺśĺš őš u) ňŋőęěśšćă {1, . . ., μ_0}, šăłă£ ůšő ρ(j) ∈ J_u(δ, v) ďń£ ń¿ąőčő 1 ≤ j ≤ deg_{Lu} F_u(y + v), ĺ

• |(L_u/X_0)(ξ^{(ρ(j))}(δ, v)) − (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(v))| < δ_3 ďń£ ćśěţ 1 ≤ j ≤ μ_2,

• |(L_u/X_0)(ξ^{(ρ(j))}(δ, v))| > δ^{−1}_3 ďń£ ćśěţ μ_2 + 1 ≤ j ≤ deg_Z F_u(y + v)(δ, Z).

Ďń£ ćś£łőčő u řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿

p_u : A^n (C ) → A^1 (C ), (X_1 , . . ., X_n) → L_u(1, X_1, . . . , X_n).

Ŕőńőęĺň ďń£ ćśěţ δ_1 > 0, δ_3 > 0, u ĺ 1 ≤ j ≤ μ_2

W_{u,j} (δ_3) = {z ∈ C : |z − (L_u/X_0)(ξ^{(j)}(v))| < δ_3},

W_j(δ_1 ) = {(z_1, . . . , z_n) ∈ A^n (C ) : ∑ 1≤i≤n |z_i − ξ^{(j)}_i (v))|^2 < δ_1}.

Ćżąěřěň δ_3 šăłĺň ňăńżň, ůšő ďń£ ćśěţ v ś |v|^2 ≤ ν_1, ďń£ ćśěţ 1 ≤ j ≤ μ_2, ďń£ ćśěţ 1 ≤ u_1 < . . . < u_n ≤ (n − 1)μ_0! + 1 ŕěřěśěůěŋĺě ⋂ 1≤i≤n p^{−1}_{ui} (W_{ui ,j}(δ_3)) ⊂ W_j(δ_1 ) (16)

(¡šő ćőğňőęŋő, šăł łăł ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_{u1} − X_0, . . . , L_{un} − X_0 ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż). Ğăňěšĺň, ůšő ťăłšĺůěśłĺ δ_3 ŋě ğăćĺśĺš őš v, ŕőśłőńĳłş ďőśšăšőůŋő şďőćńěšćőřĺšĳ (16) ć ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě. Łřőňě šőčő, ŕőšřěąşěň, ňőęěš ążšĳ, ćżąĺřă£ ňěŋĳÿěě δ_3, ůšőąż ďń£ ń¿ąőčő u ĺğ ŋěřăćěŋśšćă |(L_u/X_0)(1, z_1, . . . , z_n)| > δ^{−1}_3 śńěďőćăńő, ůšő ∑ 1≤i≤n |zi| 2 > δ^{−1}_1 .

Šěŕěřĳ őšňěšĺň, ůšő śşźěśšćşěš ŕěřěśšăŋőćłă σ ňŋőęěśšćă {1, . . ., μ_0} ĺ ĺŋďěłśż 1 ≤ u_1 < . . . < u_n ≤ (n − 1)μ_0! + 1, šăłĺě ůšő σ = ρ_{ui} ďń£ ń¿ąőčő 1 ≤ i ≤ n. Ŕěřěśšăŋőćłă σ { šřěąşěňă£. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŋăŕőňŋĺň,ůšő ďń£ ćśěţ v_2, . . . , v_n ∈ R, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćş ∑ 2≤i≤n |v| 2 ≤ ν, ćżŕőńŋěŋő μ_2(y + v) = μ_2(y) = μ_2.

ŃĚŇŇĂ 16 Ŕşśšĳ μ(y) = μ. Ŕşśšĳ ν > 0 { ĺğ ťőřňşńĺřőćłă Ńěňňż 14.

Šőčďă ďń£ ćś£łőčő δ > 0 śşźěśšćşěš 0 < ν_2 < ν, šăłőě ůšő ďń£ ń¿ążţ v_2, . . . , v_n ∈ R, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćş |v|^2 ≤ ν_2, śşźěśšćşěš ŕěřěśšăŋőćłă σ ňŋőęěśšćă 1, . . ., μ_2, šăłă£ ůšő |ξ^{(τ (j))}_i (v) − ξ^{(j)}_i (0)|^2 < δ ďń£ ń¿ąőčő 1 ≤ j ≤ μ_2.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ ńěňňż ăŋăńőčĺůŋő ďőłă-

ğăšěńĳśšćş Ńěňňş 15, ŋő £ćń£ěšś£ ąőńěě ŕřőśšżň. Őŋő śńěďşěš ĺğ Ńěňňż 13 ĺ šőčő, ůšő deg_Z ¯_4(Z, 0, . . . , 0) = μ_2, śň. ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 15. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 5 Ć ďăńĳŋěľÿěň ďń£ şďőąśšćă őąőğŋăůěŋĺľ, ŕřĺňěŋ££

Ńěňňş 15 ĺńĺ Ńěňňş 16, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő σ ĺ τ { šőęďěśšćěŋŋżě ŕěřěśšăŋőćłĺ. Ňż ąşďěň čőćőřĺšĳ ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ, ůšő śěňěľśšćă ξ^{(j)}(δ, v), 1 ≤ j ≤ μ_0, ĺ ξ^{(j)}(v), 1 ≤ j ≤ μ_2, (śőőšćěšśšćěŋŋő ξ^{(j)}(v), 1 ≤ j ≤ μ_2, ĺ ξ^{(j)}(0), 1 ≤ j ≤ μ_2), śőčńăśőćăŋż ŕő Ńěňňě 15 (śőőšćěšśšćěŋŋő Ńěňňě 16).

Ŋăŕőňŋĺň,ůšő śěňěľśšćő łőřŋěľ šĺŕă (iii) śĺśšěňż (3) ć A^n (C (ε)) ěśšĳ ξ^{(j)}(ε, 0), 1 ≤ j ≤ μ_2. Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ ďń£ ń¿ąőčő 1 ≤ j ≤ μ_2

ξ^{(j)} = (ξ^{(j)}_1 , . . . , ξ^{(j)}_n ) = ξ^{(j)}(0) =

st_ε(ξ^{(j)}(ε, 0)) = (st_ε(ξ^{(j)}_1 (ε, 0)), . . . , st_ε(ξ^{(j)}_1 (ε, 0))) ∈ A^n (C ).

Ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă z = (z_1, . . ., z_n) ∈ C^n őąőğŋăůĺň |z| = ( ∑ 1≤i≤n |zi| 2)^{1/2}.

Őŕřěďěńĺň šăłęě Re(z) ∈ R^n ĺ Im(z) ∈ R^n řăćěŋśšćőň z = Re(z) + √ −1 Im(z). Šăł ůšő |ξ^{(j)}|^2 = ∑ 1≤i≤n |ξ (j) i |^2 ďń£ 1 ≤ j ≤ μ_2.

Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřş¿ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłş¿ šřĺăŋčşń£űĺ¿ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R), śň. Ććěďěŋĺě, š.ě. łőŋěůŋżľ śĺňŕńĺűĺăńĳŋżľ łőňŕńěłś K = ∪_{1≤i≤p}σ_i (ğďěśĳ ¡šő őğŋăůăěš śĺňŕńĺűĺăńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, š.ě. K ⊂ R^N ďń£ ŋěłőšőřőčő N , ĺ ćś£łĺľ śĺňŕńěłś σ_i £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ ěčő ćěřÿĺŋ) ĺ ŕőńşăńčěąřăĺůěśłĺľ čőňěőňőřťĺğň ϕ : K → V (R).

ŠĚŐŘĚŇĂ 3 Ŕşśšĳ n ≥ 3, ĺ V (R) { őčřăŋĺůěŋŋőě ŋěŕşśšőě ćěźěśšćěŋ-

ŋőě ăťťĺŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m ∈ R[X_1, . . . , X_n], śň. Ććěďěŋĺě. Ŕşśšĳ dim V (R) ≤ n − 2. Ŕşśšĳ y_1 = 1, y_2, . . . , y_n ∈ R. Ŕşśšĳ μ = μ(Y_2, . . . , Y_n) = μ(y_2, . . . , y_n), śň. Řăğďěń 1. Ŕşśšĳ e = ∑ 1≤j≤q σpj { ŋěŋşńěćőľ s-ňěřŋżľ űĺłń ś łő¡ťťĺ-

űĺěŋšăňĺ ĺğ Z/2Zśĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő łőňŕńěłśă K, ŕřĺů-ěň ćśě śĺňŕńěłśż σ_{pj} ňăłśĺňăńĳŋż. Śńěďőćăšěńĳŋő, śň. Ććěďěŋĺě, E = ∪_{1≤j≤q}ϕ(σ_{pj} ) ⊂

V (R), m^′, E^′, m^{′′}, E^{′′} őŕřěďěńěŋż ďń£ ćěłšőřă (1, y2, . . . , yn). Ŕřěďŕőńő-

ęĺň, ůšő őąřăğ ćś£łőčő śĺňŕńěłśă ϕ(σ_{pj} ), 1 ≤ j ≤ q, ŋě śőďěřęĺšś£ ć łăłőľ-ńĺąő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ZR( ∑ 1≤i≤n yiXi − a), a ∈ R (šăł ůšő s ≥ 1). Šőčďă śşźěśšćş¿š ŕő łřăľŋěľ ňěřě ďćě řăğńĺůŋżě šőůłĺ ξ^{(j)}, 1 ≤ j ≤ μ_2, łőšőřżě ŕřĺŋăďńěęăš E. Ąőńěě šőůŋő, E^′ ∪ E^{′′} ⊂ {ξ^{(j)} : 1 ≤ j ≤ μ_2}. Ć ůăśšŋőśšĺ ŕřĺ şśńőćĺ£ţ ¡šőľ šěőřěňż ňŋőęěśšćă E^′ ĺ E^{′′} łőŋěůŋż.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Őśşźěśšćń££ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőőřďĺ-

ŋăš X_1 → X_1 + ∑ 2≤j≤n yj Xj , Xi → Xi, i = 0, 2, 3, . . ., n, ňż ąşďěň ŕřěďŕő- ńăčăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň, ůšő (y_2, . . ., y_n) = (0, . . . , 0), ĺ μ(0, . . ., 0) = μ. Šăłĺň őąřăğőň, (3) ś X_0 = 1 ¡łćĺćăńěŋšŋő śĺśšěňě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_1, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ R(ε) { f_ε = 0, ∂f_ε ∂X_i = 0, 2 ≤ i ≤ n. (17)

Ŋăŕőňŋĺň,ůšő m^′ = max X_1(E), ĺ E^′ = {z ∈ E : X_1(z) = m^′}. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő m^′ = 0, śďěńăć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě X_1 → X_1 +m^′. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W^′ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, łőšőřőě £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ňŋőęěśšćă E^′. Šőčďă dim W^′ < s, ŕőśłőńĳłş łăęďżľ śĺňŕńěłś ϕ(σ_{pj} ), 1 ≤ j ≤ q, ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ZR(X_1 − a),

a ∈ R. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćşěš šőůłă ξ^{(0)} ∈ E^′, ĺ ξ^{(0)} ≠ ξ^{(j)} ďń£

ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ μ_2.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ J_1 ⊂ {1, . . ., μ_2} ŕőďňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć, šăłĺţ ůšő j ∈ J_1 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă X_1(ξ^{(j)}) = 0, ĺ ξ^{(j)} ∈ R^n.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ J_2 ⊂ {1, . . ., μ_2} ŕőďňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć, šăłĺţ ůšő j ∈ J_2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă X_1(ξ^{(j)}) ≠ 0, ĺ ξ^{(j)} ∈ R^n.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ J_3 ⊂ {1, . . ., μ_2} ŕőďňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć, šăłĺţ ůšő j ∈ J_3 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ξ^{(j)} ∉ R^n.

Šăł ůšő {1, . . . , μ_2} = J_1 ∪ J_2 ∪ J_3, ĺ J_i ∩ J_j = ∅ ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≠ j ≤ 3. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿

p_1 : R^n → R^{n−1}, (X_1, . . . , X_n) → (X_2 , . . ., X_n).

Őšňěšĺň, ůšő šőůłă p_1(ξ^{(0)}) őšńĺůŋă őš ćś£łőľ šőůłĺ p_1(ξ^{(j)}), j ∈ J_1. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš C^∞-ťşŋłűĺ£ β : R^{n−1} → R, šăłă£ ůšő β(p_1 (ξ^{(j)})) < 0 ďń£ ćśěţ j ∈ J_1, ĺ β(p_1(ξ^{(0)})) > 0. Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ γ = β ∘ p_1. Šőčďă γ(ξ^{(j)}) < 0 ďń£ ćśěţ j ∈ J_1, ĺ γ(ξ^{(0)}) > 0.

Őŕřěďěńěŋĺě ϵ_1. Ćżąěřěň ϵ_1 > 0 šăłĺň ňăńżň, ůšő

(1a) ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_1 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő γ(ξ^{(j)} ) < −2ϵ_1,

(1b) ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_2 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |X_1(ξ^{(j)})| > 2ϵ_1,

(1c) ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_3 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő | Im(ξ^{(j)})| > 2ϵ_1,

(1d) γ(ξ^{(0)}) > 2ϵ_1.

Őŕřěďěńěŋĺě ϵ_2. Ćżąěřěň ϵ_2 > 0 šăłĺň ňăńżň, ůšő

(2a) ϵ_2 ≤ ν_1, čďě ν_1 { ĺğ Ńěňňż 15

Ğăňěšĺň, ůšő śşźěśšćşěš w > 0 šăłőě ňăńőě, ůšő (1a), (1b) ĺ (1c) ĺňě¿š ňěśšő, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ 2ϵ_1 ŋă 2ϵ_1 + w. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš δ^′ > 0, šăłőě ůšő, ěśńĺ z ∈ C^n , ĺ |z −ξ^{(j)}|^2 ≤ δ^′, šő ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_1 (śőőšćěšśšćěŋŋő j ∈ J_2, j ∈ J_3) śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő γ(Re(z)) < −2ϵ_1 (śőőšćěšśšćěŋŋő |X_1(z)| > 2ϵ_1, | Im(z)| > 2ϵ_1).

Ŋăŕőňŋĺň,ůšő ν_1 < ν. Šăł ůšő ŕőńőęĺň δ = δ^′, ŕřĺňěŋĺň Ńěňňş 16 ĺ Ğăňěůăŋĺě 5. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň, ůšő śőőšćěšśšćş¿źĺě śěňěľśšćă ξ^{(j)}(v), 1 ≤ j ≤ μ_2, ĺ ξ^{(j)}, 1 ≤ j ≤ μ_2, śőčńăśőćăŋż ŕő Ńěňňě 16. Ňż šřěąşěň, ůšőąż

(2b) ϵ_2 ≤ ν_2, čďě ν_2 śőőšćěšśšćşěš δ = δ^′ ŕő Ńěňňě 16.

Őšňěšĺň, ůšő ĺğ (2b) śńěďşěš, ůšő

(2i) ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_1, ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő γ(Re(ξ^{(j)}(v))) < −2ϵ_1,

(2ii) ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_2, ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1} šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |X_1(ξ^{(j)}(v))| > 2ϵ_1,

(2iii) ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_3, ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő | Im(ξ^{(j)}(v))| > 2ϵ_1,

(2iv) śşźěśšćşěš m_0 > 0, šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ μ_2, ďń£ ćś£łőčő v ∈

R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |ξ^{(j)}(v)|^2 < m0.

Őŕřěďěńěŋĺě ϵ_3. Ŕşśšĳ r : R → R { C^∞{ťşŋłűĺ£, šăłă£ ůšő r(x) = 1, ěśńĺ x ≤ −ϵ_1, r(x) = 0, ěśńĺ x ≥ ϵ_1, ĺ r £ćń£ěšś£ ňőŋőšőŋŋőľ şążćă¿źěľ ťşŋłűĺěľ ć őšłřżšőň ĺŋšěřćăńě −ϵ_1 < x < ϵ_1.

Ćżąěřěň őšłřżšżľ n-ňěřŋżľ ÿăř B ⊂ R^n ś űěŋšřőň ć šőůłě (0, . . ., 0), śőďěřęăźĺľ V (R). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ B ğăňżłăŋĺě ć łńăśśĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ ÿăřă B. Őąőğŋăůĺň r^′ = dr/dx. Ŕőńőęĺň

m_1 = max{r^′(x) : x ∈ R}

m_2 = max_{2≤i≤n} max{| ∂γ ∂X_i (z)| : z ∈ B & |γ(z)| ≤ ϵ_1}. Ňż šřěąşěň, ůšőąż

(3a) ϵ_3 < min{ √ ϵ_2/(n − 1)/(m_1m_2), ϵ_1/2}.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő (ϵ_3m_1m_2)^2(n − 1) < ϵ_2.

Őŕřěďěńěŋĺě ϵ_4. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ćś£łőľ ďőśšăšőůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ U ć łńăśśĺůěśłőľ šőŕőńőčĺĺ šőůłĺ ξ^{(0)} śşźěśšćşěš šőůłă z_0 ∈ U , šăłă£ ůšő (4i) šőůłă z_0 ∈ E,

(4ii) šőůłă z_0 { čńăďłă£ řăğňěřŋőśšĺ s ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V (R),

(4iii) łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő T_{z0,V (}R_) ŋě śőďěřęĺšś£ ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ

ZR(X1), š.ě. ćěłšőř (1, 0, . . ., 0) ŋě őřšőčőŋăńěŋ ł Tz0,V (R),

(4iv) γ(z_0 ) > 2ϵ_1.

İšĺ šřěąőćăŋĺ£ ňőčşš ążšĳ şďőćńěšćőřěŋż ć śĺńş šőčő, ůšő ćś£łĺľ śĺňŕńěłś ϕ(σ_{pj} ), 1 ≤ j ≤ q, ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ZR(X_1 − a), a ∈ R.

Ćżąěřěň ϵ_4 > 0, šăł ůšő (4a) ϵ_4 < ϵ_3/2, (4b) ŕěřěśěůěŋĺě E∩ZR(X_1 +ϵ_4) śőďěřęĺš šőůłş z_0, łőšőřă£ şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň (4i){(4iv).

Őŕřěďěńěŋĺě ϵ_5. Řăśśňőšřĺň n-ňěřŋżľ ÿăř B ⊂ R^n, ććěď-ěŋŋżľ ŕřěęďě. Ŕőńőęĺň m_4 = min{(f/g)(z) : z ∈ B ∩ (R^n \ B)}, Šőčďă m_4 > 0. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ m_5 řăďĺşś B. Ŕőńőęĺň m_6 = max{m_0 + 2, m_5 + 1}.

Őąőğŋăůĺň V_ϵ = ZR(f − ϵg) ∩ B, ěśńĺ 0 < ϵ ∈ R. Ňż šřěąşěň, ůšőąż (5a) 0 < ϵ_5 < m_4, (5b) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, V_ϵ £ćń£ěšś£ čńăďłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, śř. ś ďőłăğăšěńĳśšćőň Ńěňňż 2, (5c) ϵ_5 ≤ ν_1, čďě ν_1 { ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ Ńěňňż 15.

Śőčńăśŋő (2i){(2iv) śşźěśšćşěš δ^{′′} > 0, šăłőě ůšő ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, ďń£ ćś£łőčő z ∈ C^n , ěśńĺ |v|^2 ≤ ϵ_2, ĺ |z − ξ^{(j)}(v)|^2 ≤ δ^{′′}, šő

• ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_1 śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă γ(Re(z)) < −ϵ_1, ĺ |X_1(z) − X_1(ξ^{(j)}(v)))| < ϵ_3/2, • ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_2 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |X_1(z)| > ϵ_1, • ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_3 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő | Im(z)| > ϵ_1. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńőęĺň δ_1 = min{δ^{′′}, m^{−2}_6 }, ŕřĺňěŋĺň Ńěňňş 15 ĺ Ğăňěůăŋĺě 5. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň, ůšő śőőšćěšśšćş¿źĺě śěňěľśšćă ξ^{(j)}(ϵ, v), 1 ≤ j ≤ μ_0, ĺ ξ^{(j)}(v), 1 ≤ j ≤ μ_2, śőčńăśőćăŋż ŕő Ńěňňě 15, ěśńĺ 0 < ϵ < ϵ_5, |v|^2 ≤ ϵ_2. Ňż šřěąşěň, ůšőąż (5d) ϵ_5 ≤ δ_2, čďě δ_2 śőőšćěšśšćşěš δ_1 = min{δ^{′′}, m^{−2}_6 } ŕő Ńěňňě 15. Šőčďă (5d) ćńěů-ěš, ůšő (5i) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_1, ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő γ(Re(ξ^{(j)}(ϵ, v))) < −ϵ_1, (5ii) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_1 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, 0))| < ϵ_3/2, (5iii) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_2, ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, v))| > ϵ_1, (5iv) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőčő j ∈ J_3, ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő | Im(ξ^{(j)}(ϵ, v))| > ϵ_1,

(5v) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ μ_2 ďń£ ćś£łőčő v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2, śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő |ξ^{(j)}(ϵ, v)|^2 < m_0 + 1,

(5vi) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőčő μ_2 + 1 ≤ j ≤ μ_0, ďń£ ćś£łőčő

v ∈ R^{n−1}, šăłőčő ůšő |v|^2 ≤ ϵ2, ěśńĺ ξ^{(j)}_0 (ϵ, v) = 1, šő śŕřăćěďńĺćő

ŋěřăćěŋśšćő |ξ^{(j)}(ϵ, v)|^2 > m^2_6 − 1 > (max{m_0 + 1, m_5})^2.

Ğăňěšĺň, ůšő ĺğ (5i){(5iv) ĺ (3a) śńěďşěš, ůšő

(5vii) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ěśńĺ j ∈ J_1 ∪ J_2, ĺ γ(Re(ξ^{(j)}(ϵ, 0))) < −ϵ_1, šő |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, 0)) − ϵ_3| > ϵ_3/2,

(5viii) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ěśńĺ j ∈ J_2, šő |X_1(ξ^{(j)}(ϵ, 0))| > ϵ_3/2,

(5ix) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ěśńĺ j ∈ J_3, šő | Im(ξ^{(j)}(ϵ, 0))| > ϵ_3/2.

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň šőůłş z_0, őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ć (4i){(4iv) ĺ (4b). Ćżąěřěň ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_1, . . ., L_s ∈ R[X_1, . . . , X_n], šăł ůšő L_1 = X_1, ĺ ŕěřěśěůě- ŋĺě T_{z0 ,V (}R_) ∩ ZR(L_1, . . . , L_s) = {0}.

Šőčďă ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ z_0 { ĺğőńĺřőćăŋŋă£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£

V (R)∩ZR(L1 −L1(z0), . . . , Ls −Ls(z0)). Ść£ğŋă£ łőňŕőŋěŋšă B1 ŕěřěśěůěŋĺ£

{z : f(z) − ϵg(z) ≤ 0} ∩ ZR(L_1 − L_1(z_0), . . . , L_s − L_s(z_0)), (18)

śőďěřęăźă£ šőůłş z_0, śšřěňĺšś£ ł šőůłě z_0, łőčďă ϵ śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿. Ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ ϵ > 0 čřăŋĺűă S_1 = ∂B_1 £ćń£ěšś£ čńăďłĺň łőňŕăłšŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň, śř. ďőłăğăšěńĳśšćő Ńěňňż 2. Ŕőśłőńĳłş n − s − 1 > 0, ¡šő ňŋőčőőąřăğĺě £ćń£ěšś£ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ZR(f − ϵg) ∩ ZR(L1 − L1(z0), . . . , Ls − Ls(z0)). (19) Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ŕőńşăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő B_1 šřĺăŋčşńĺřőćăŋő, śň. [8]. Šőčďă ¡šă šřĺăŋčşń£űĺ£ ĺŋďşűĺřşěš šřĺăŋčşń£űĺ¿ ňŋőęěśšćă S_1. Ňŋőęěśšćő B_1 őŕřěďěń£ěš (n − s)-ňěřŋş¿ űěŕĳ b_1, ĺ S_1 őŕřěďěń£ěš (n − s − 1){ňěřŋżľ űĺłń s_1, łőšőřżľ £ćń£ěšś£ čřăŋĺűěľ b_1, š.ě. s_1 = ∂b_1.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ňż ćżďćĺŋěň śńěďş¿źĺě šřěąőćăŋĺ£.

(5e) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, čřăŋĺűă S_1 = ∂B_1 { čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺě, £ćń£¿źěěś£ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£,

(5f) ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ z^′ ∈ B_1 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő γ(z^′) ≥ ϵ_1.

Őŕřěďěńĺň C^∞-ťşŋłűĺ£ ω : R^n → R ťőřňşńőľ

ω(X_1, . . . , X_n) = X_1 − ϵ_3r(γ(X_1 , . . . , X_n)).

Ğăňěšĺň, ůšő ω(X_1, . . . , X_n) = X_1 − ϵ_3r(β(X_2 , . . . , X_n)). Ňż şšćěřęďăěň, ůšő ďń£ ćś£łőčő ϵ, 0 < ϵ < ϵ_5, ďń£ ćś£łőľ z ∈ V_ϵ, šăłőľ ůšő |ω(z)| ≤ ϵ_4, šőůłă z ŋě £ćń£ěšś£ łřĺšĺůěśłőľ šőůłőľ, śň. [1], ťşŋłűĺĺ ω ŋă łőňŕăłšŋőň čńăďłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V_ϵ, śň. (5a), (5b).

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěďŕőńőęĺň ŕřőšĺćŋőě, ůšő z { łřĺšĺůěśłă£ šőůłă ťşŋłűĺĺ ω. Ěśńĺ |γ(z)| > ϵ_1, šő čřăďĺěŋšż ťşŋłűĺľ f − ϵg ĺ ω ć šőůłě z ŕăřăńńěńĳŋż ćěłšőřş (1, 0, . . ., 0). Śńěďőćăšěńĳŋő, z = ξ^{(j)}(ϵ, 0) ďń£ ŋěłőšőřőčő 1 ≤ j ≤ μ_0. Şśńőćĺ£ (5v) ĺ (5vi) ćńěłşš, ůšő 1 ≤ j ≤ μ_2. Şśńőćĺě (5iv) (ĺńĺ (5ix)) ćńěů-ěš, ůšő j ∈ J_1 ∪ J_2. Šěŕěřĳ ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ω ĺ şśńőćĺľ (4a), (5vii) ĺ (5viii) ňż ŕőńşůăěň ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ěśńĺ |γ(z)| ≤ ϵ_1, šő čřăďĺěŋšż ťşŋłűĺľ f −ϵg ĺ ω ć šőůłě z ŕăřăńńěńĳŋż ćěłšőřş (

1, −ϵ_3 r^′(γ(z)) ∂γ ∂X_2 (z), . . . , −ϵ_3 r^′(γ(z)) ∂γ ∂X_n (z) ) . Ŕőńőęĺň

v_i = −ϵ_3 r^′(γ(z)) ∂γ ∂X_i (z), 2 ≤ i ≤ n. Ŋăŕőňŋĺň,ůšő V_ϵ ⊂ B. Śńěďőćăšěńĳŋő, (3a) ćńěů-ěš, ůšő |v|^2 ≤ ϵ_2. Ć ¡šőň śńşůăě z = ξ^{(j)}(ϵ, v) ďń£ ŋěłőšőřőčő 1 ≤ j ≤ μ_0. Ĺğ şśńőćĺľ (5v) ĺ (5vi) śńěďşěš, ůšő 1 ≤ j ≤ μ_2. Ňż ŕőńşůăěň ŕřőšĺćőřěůĺě ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ω ĺ şśńőćĺľ (4a), (5i), (3a), (5iii) ĺ (5iv). Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Šěŕěřĳ, śň. [1], ňż ŕőńşůăěň, ůšő śşźěśšćşěš ďĺťťěőňőřťĺğň

α : [−ϵ_4, ϵ_4] × (V_ϵ ∩ {z : ω(z) = −ϵ_4}) −→ V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| ≤ ϵ_4}, (20)

šăłőľ ůšő ω(α(a, w)) = a ďń£ ćś£łőčő −ϵ_4 ≤ a ≤ ϵ_4 ĺ w ∈ V_ϵ ∩ {z : ω(z) = −ϵ_4}. Őąőğŋăůĺň V_{ϵ,a} = V_ϵ ∩ {z : ω(z) = a} ďń£ ćśěţ −ϵ_4 ≤ a ≤ ϵ_4. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ i_a : V_{ϵ,a} → V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| ≤ ϵ_4} őšőąřăęěŋĺ£ ćłń¿ůěŋĺ£. Šőčďă ĺğ (20) śńěďşěš, ůšő čőňőňőřťĺğňż čřşŕŕ śĺŋčşń£řŋżţ čőňőńőčĺľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě i_a i_{a ∗} : H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) → H_{n−s−1}(V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| ≤ ϵ_4}, Z/2Z) ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě őąřăğ ďń£ ćśěţ −ϵ_4 ≤ a ≤ ϵ_4. Śńěďőćăšěńĳŋő, šő ęě śăňőě śŕřăćěďńĺćő ďń£ śłćőğŋżţ čőňőňőřťĺğňőć H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(V_ϵ ∩ {z : |ω(z)| ≤ ϵ_4}, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(V_ϵ, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ j(a) : H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) → H_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z) ¡šőš śłćőğŋőľ čőňőňőřťĺğň. Őąőğŋăůĺň j_− = j(−ϵ_4 ) ĺ j_+ = j(ϵ_4).

Ĺňěěň łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş čřşŕŕ čőňőńőčĺľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋş¿ ćńőęěŋĺ£ňĺ šőŕőńőčĺůěśłĺţ ŕřőśšřăŋśšć, H_{n−s−1}(V_{ϵ,a}, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}((R^n \ E) ∩ {z : ω(z) = a}, Z/2Z) ↓ ↓ H_{n−s−1}(V_ϵ, Z/2Z) −→ H_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z). Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő (R^n \ E) ∩ {z : ω(z) = ϵ_4} čőňěőňőřťŋő

R^{n−1}, šăł łăł E ∩ {z : ω(z) = ϵ4} = ∅. Śńěďőćăšěńĳŋő, čřşŕŕă čőňőńő-

čĺľ H_{n−s−1}((R^n \ E) ∩ {z : ω(z) = ϵ_4}, Z/2Z) = 0, ŕőśłőńĳłş n − s − 1 > 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, őąřăğ Im(j_+ ) = 0. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕő (5f) ĺ (5e) őąřăğ

Im(j_−) śőďěřęĺš čőňőńőčĺůěśłĺľ łńăśś űĺłńă s_1 ∈ Z_{n−s−1}(R^n \ E, Z/2Z), őŕřěďěń-ěŋŋőčő ćżÿě. Ŕőłăęěň, ůšő s_1 ŋě čőňőńőčĺůěŋ ŋşń¿ ć H_{n−s−1}(R^n \

E, Z/2Z). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕěřěśěůěŋĺě B1 ∩ E śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ ĺ

šřăŋśćěřśăńĳŋő ć ¡šőľ šőůłě. Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő őąźěľ šőŕőńőčĺůěśłőľ šěőřĺĺ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ, śň. [2], łő¡ťťĺűĺěŋš ğăűěŕńěŋĺ£ ć Z/2Z űĺłńőć e ĺ s_1 őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Őšś¿ďă ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő.

Ĺšăł, 0 ≠ Im(j_−) = Im(j_+ ) = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕěřćőŋăůăńĳŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő E^′ ⊄ {ξ^{(j)} : 1 ≤ j ≤ μ_2}, ćěď-ěš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿. Šăłĺň őąřăğőň, E^′ ⊂ {ξ^{(j)} : 1 ≤ j ≤ μ_2}. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň E^{′′} ⊂ {ξ^{(j)} : 1 ≤ j ≤ μ_2}. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 6 Śńěčłă ňőďĺťĺűĺřş£ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 3, ňő-

ęŋő řăśśňőšřěšĳ šăłęě śńşůăľ, łőčďă dim V (R) = n − 1.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 7 Şśńőćĺě, ůšő őąřăğ ćś£łőčő śĺňŕńěłśă ϕ(σp_j ), 1 ≤ j ≤

q, ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ZR( ∑ 1≤i≤n yiXi − a), a ∈ R, ćńěů-ěš, ůšő dim E^′, dim E^{′′} < s, ĺ ¡šő şśńőćĺě ĺśŕőńĳğşěšś£ šőńĳłő ďń£ šőčő, ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šĺ ŋěřăćěŋśšćă.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 8 Ć őąźěň śńşůăě, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ Šěőřěňż 3,

šő šőůłĺ ĺğ E^′ ĺ E^{′′} ňőčşš ŕřĺŋăďńěęăšĳ ňŋőčĺň řăğńĺůŋżň łőňŕőŋěŋšăň V (R) ďăęě ć śńşůăě, łőčďă E śőďěřęĺšś£ šőńĳłő ć őďŋőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě V (R).

3 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 1

Őšňěšĺň, ůšő śńşůăľ s = 0 ĺğćěśšěŋ, śň. [15]. Ăŋăńőčĺůŋő, ĺśŕőńĳğş£ [15], ňőęŋő ćż£śŋĺšĳ, ćěřŋő ńĺ, ůšő V (R) = ∅. Ŕő¡šőňş ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň, ůšő s ≥ 1, ĺ dim V (R) ≥ 1. Ďăńěě, ňőęŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő n ≥ 3, ĺ dim V (R) ≤ n − 2, řăśśňăšřĺćă£ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ćńőęěŋĺě A^n → A^{n+2} .

Śŋăůăńă řăśśňőšřĺň śńşůăľ, łőčďă R = R. Ŕőśšřőĺň ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňă ĺğ Řăğďěńă 1 ćěłšőř z = (1, z_2, . . ., z_n) ś űěńżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), šăłőľ ůšő μ(z_2 , . . ., z_n) = μ. Śďěńăć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^n , ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő z = (1, 0, . . ., 0), ĺ y_1 = 1. Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő y_2, . . . , y_n ∈ k_0.

Ŕşśšĳ V_s { ğăňżłăŋĺě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ňŋőęěśšćă ćśěţ čńăďłĺţ šőůěł ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R). Ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš V_s őčřăŋĺůěŋő śćěřţş P(d^n), čďě P { ŋěłőšőřżľ ŕőńĺŋőň, śň. [16].

Ŕő Ńěňňě 8 śşźěśšćşěš űěńőě ůĺśńő a ≠ 0, őčřăŋĺůěŋŋőě śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n, šăłőě ůšő μ(ac, ac^2, . . . , ac^{n−1}) = μ ďń£ ćśěţ űěńżţ ůĺśěń 1 ≤ c ≤ nP(d^n)+1. Ŕőśšřőĺň šăłőě ůĺśńő a ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš d^n ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ śőčńăśŋő Řăğďěńş 1. Ğăňěšĺň, ůšő ń¿ążě n ćěłšőřőć ĺğ ňŋőęěśšćă C = {(1, ac, ac^2 . . . , ac^{n−1}) : 1 ≤ c ≤ nP(d^n) + 1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ďń£ ń¿ąőčő śĺňŕńěłśă σ_{pj} řăśśňăšřĺćăěňőčő űĺłńă e őąřăğ ϕ(σ_{pj} ) śőďěřęĺšś£ ć ŋěłőšőřőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě ňŋőčőőąřăğĺ£ V_s, śň. [8]. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš c_0 ∈ C, šăłőě ůšő ń¿ąőľ ϕ(σ_{pj} ) ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ

Z(X_1 + ac_0X_2 + ac^2_0X_3 + . . . + ac^{n−1}_0 X_n − b), b ∈ R.

Őąőğŋăůĺň v_c = (1, ac, ac^2 . . . , ac^{n−1}) ďń£ ćśěţ c ĺ v_0 = v_{c0} .

Ŕő Ńěňňě 8 ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő μ(y + δv_0) = μ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ δ > 0. Łřőňě šőčő, łăęďżľ ϕ(σ_{pj} ) ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ

Z((1+δ)X_1 +(y_2 +δac_0)X_2 +(y_3 +δac^2_0)X_3 +. . .+(y_n +δac^{n−1}_0 )X_n −b), b ∈ R

ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ δ > 0.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ { f_ε = 0, (1 + δ)^{∂fε}_{∂Xi} − (y_i + δac^{i−1})^{∂fε}_{∂X1} = 0, 2 ≤ i ≤ n. (21) Ŕşśšĳ ňŋőęěśšćă E^′_δ ĺ E^{′′}_δ śőőšćěšśšćş¿š ćěłšőřş y + δv_0 ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł E^′, E^{′′} śőőšćěšśšćş¿š y. Šěőřěňă 3 ćńěů-ěš, ůšő ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ δ > 0 śşźěśšćş¿š šőůłĺ z^′_δ ∈ E^′_δ ĺ z^{′′}_δ ∈ E^{′′}_δ , łőšőřżě £ćń£¿šś£ śšăŋďăřšŋżňĺ ůăśš£ňĺ ŋěłőšőřżţ řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (21) ś c = c_0.

Ĺğ łőňŕăłšŋőśšĺ E ćżšěłăěš, ůšő śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ δ_i > 0, i = 1, 2, . . ., łőšőřă£ śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿, šăłă£ ůšő šőůłĺ z^′_{δi} ĺ z^{′′}_{δi} śšřěň£šś£ ł z^′ ∈ E^′ ĺ z^{′′} ∈ E^{′′}.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ δ { ŕěřěňěŋŋă£. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő W ćśěţ šőůěł, łőšőřżě £ćń£¿šś£ śšăŋďăřšŋżňĺ ůăśš£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ε řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (21) ć (A^n ×A^1 )(C(ε)), čďě A^n ĺňěěš łőőřďĺŋăšż X_1, . . . , X_n, ĺ A^1 ĺňěěš łőőřďĺŋăšş δ. Šőčďă W £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, ĺ őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ W , łőšőřżě ŋě śőďěřęăšś£ ć Z(1 + δ) £ćń£ěšś£ łřĺćőľ W_c, ŕőśłőńĳłş ďń£ ćś£łőčő δ ≠ −1 śĺśšěňă (21) ĺňěěš łőŋěůŋőě ůĺśńő řěÿěŋĺľ śőčńăśŋő Řăğďěńş 1. Ďăńěě, z^′, z^{′′} ∈ W_{c0} ∩ Z(δ). Šăł ůšő őŕřěďěńĺň S_y = ⋃ c∈C (W_c(R) ∩ Z(δ)). Ğăňěšĺň, ůšő ćś£łă£ łřĺćă£ W_c ňőęěš ążšĳ ŕőśšřőěŋă ğă šřěąşěňőě ćřěň£ ŕřĺ ŕőňőźĺ řăśśňőšřěŋĺ£ śšăŋďăřšŋżţ ůăśšěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ε řěÿěŋĺľ śĺśšěňż (21) ć A^n ((C(δ, ε)) śőčńăśŋő [5] ĺ, ĺśŕőńĳğş£ řăğńőęěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă- Ŕ¿ĺğě, śř. [9], [10], [11], [6]. Ďăńěě, ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ňŋőęěśšćő S_y . Šěőřěňă šěŕěřĳ ďőłăğăŋă ć śńşůăě, łőčďă R = R.

Ć őąźěň śńşůăě ňż ĺśŕőńĳğşěň ŕřĺŋűĺŕ ŕěřěŋőśă, śň. [8]. Ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ śńěďş¿źěě. Šő, ůšő ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ŕőńşăńčěąřăĺůěśłĺ šřĺăŋčşńĺřőćăŋő, ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋő ŋă £ğżłě šěőřĺĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšżţ ŕőńěľ. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż

[1] Ňĺńŋőř Ďę., Šěőřĺ£ Ňőřśă. { Ň., Ňĺř, 1965.

[2] Śŕěŋĳěř İ. Ăńčěąřăĺůěśłă£ šőŕőńőčĺ£. { Ň., Ňĺř, 1971.

[3] Ţăřšśţőřŋ Ř., Ăńčěąřăĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£. { Ň., Ňĺř, 1981.

[4] Ţőďę Ć., Ŕĺďő Ď., Ňěšőďż ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, š. 1. { Ň., Ĺğďăšěńĳśšćő ĺŋőśšřăŋŋőľ ńĺšěřăšşřż, 1954.

[5] Ůĺśšőć Ă. Ń., Ăńčőřĺšň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śńőęŋőśšĺ ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋăţőęďěŋĺě łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ ć śşą¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě ćřěň£. { Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŃŐŇĹ, 1984, š. 137, ś. 124{188.

[6] Ůĺśšőć Ă. Ń., Ăńčőřĺšňż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śńőęŋőśšĺ ďń£ ćżůĺśńĺšěńĳŋżţ ğăďăů šěőřĺĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ łřĺćżţ. { Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŃŐŇĹ, 1989, š. 176, ś. 127{150.

[7] Basu S., Pollack R., Roy M.-F., A New Algorithm to Find a Point in Every Cell De˛ned by a Family of Polynomials. { in: Quanti˛er Elimination and Cylindrical Algebraic Decomposition, B. Caviness and J. Johnson Eds., Springer-Verlag.

[8] Bochnak J., Coste M., Roy M.{F., G«eom«etrie alg«ebrique r«eelle. { Springer{ Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1987.

[9] Chistov A. L., Polynomial{Time Computation of the Dimension of Algebraic Varieties in Zero{Characteristic. { Journal of Symbolic Computation, 1996, vol. 22, N 1, p. 1{25.

[10] Chistov A. L., Polynomial{time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero{characteristic. { Journal of Pure and Applied Algebra, 1997, vol. 117 & 118, p. 145{175.

[11] Chistov A. L., Polynomial complexity of the Newton{Puiseux algorithm.

{ in: Lecture Notes in Computer Science, vol. 233, Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 1986 p. 247{255.

[12] Lazard D., Alg„ebre lin«eaire sur k[x_1, . . . , x_n] et «elimination. { Bull. Soc.

Math. France, 1977, vol. 105, p. 165{190.

[13] Lazard D., R«esolution des syst„emes d’«equations alg«ebrique. { Theoretical Computer Science, 1981, vol. 15, p. 77{110.

[14] Milnor J., On Betti numbers of real varieties. { Proceedings of the American Math. Soc., 1964, vol. 15, N 2, p. 275{280.

[15] Renegar J., A faster PSPACE algorithm for deciding the existential theory of reals. { in: Proc. 29th Annual Symp. on Foundations of Computer Sci., 1988, p. 291{295.

[16] Roy M.{F., Vorobjov N., Computing the Complexi˛cation of a Semialgebraic Set. { in: Proc. of ISSAC’96 conference, 1996, p. 26{34.