SPb. Math. Society Preprint 1999-11 06 Dec 1999

İťťěłšĺćŋă£ čńăďłă£ śšřăšĺťĺłăűĺ£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ć ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě ĺ ě-e ŕřĺńőęěŋĺ£

Ă. Ń. Ůĺśšőć

Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłĺľ ĺŋśšĺšşš ĺŋťőřňăšĺłĺ ĺ ăćšőňăšĺğăűĺĺ Řőśśĺľśłőľ ăłăďěňĺĺ ŋăşł, 199178 Śăŋłš-Ŕěšěřąşřč, Ć.Ő. 14-ă£ ńĺŋĺ£, 39 e-mail: sliss@iias.spb.su

1999

Ăŋŋőšăűĺ£

Řăśśňőšřĺň ŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V , ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ śěňěľśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋěľ ňěŋĳÿě, ůěň d őšŋőśĺšěńĳŋő n+1 ŕěřěňěŋŋżţ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ. Ňż ďőłăğżćăěň, ůšő V ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋő łăł őąžěďĺŋěŋĺě śăňőě ąőńĳÿěě C(n)dn (śőőšćěšśšćěŋŋő C(n)dn^(n^{+1)}=^2) čńăďłĺţ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ (śőőšćěšśšćěŋŋő ŕőŕăřŋő ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţś£ čńăďłĺţ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ) śő śšěŕěŋ£ňĺ (śšěŕěŋĳ łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ řăćŋă śšěŕěŋĺ ěčő ğăňżłăŋĺ£ ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő), őčřăŋĺůěŋŋżňĺ śćěřţş C(n)dn, čďě C(n) < 2^{2nC} ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż C > 0. Ďăńěě, ć śńşůăě ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŕřěďńăčă¿šś£ ăńčőřĺšňż ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ďń£ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ V . Śńőęŋőśšĳ ¡šĺţ ăńčőřĺšňőć ŕőńĺŋőňĺăńĳŋă őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ C(n)dn. Ŋăłőŋěű ć śńşůăě, łőčďă k £ćń£ěšś£ ŕőďŕőńěň R, ŕřěďńăčăěšś£ ăńčőřĺšň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ řăğňěřŋőśšĺ ňŋőęěśšćă V (R) ćśěţ R-šőůěł V śő śńőęŋőśšĳ¿ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ C(n)dn.

Ććěďěŋĺě

Ŕşśšĳ k { ŕőńě ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, ĺ P^n(k) { n-ňěřŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺň ğăňżłăŋĺěň k ŕőń£ k, ĺňě¿źěě őďŋőřőďŋżě łőőřďĺŋăšż X_0, . . . , X_n. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V , ğăďăŋŋőě łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ śěňěľśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě, ůěň d őšŋőśĺšěńĳŋő n+1 ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k.

ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹĚ 1 Čńăďłőě ŕőłřżšĺě ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V

ěśšĳ łőŋěůŋőě śěňěľśšćő V_α, α ∈ A, (1) čńăďłĺţ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ V_α ⊂ P^n(k), α ∈ A, šăłőě ůšő V ŕřěďśšăćń£ěšś£ łăł őąžěďĺŋěŋĺě V = ∪_{α∈A}V_α. Ďăńěě ňż šřěąşěň, ůšőąż ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż V_α ĺňěńĺ őďŋş ĺ šş ęě řăğňěřŋőśšĳ (łőšőřă£ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš α). Čńăďłă£ śšřăšĺťĺłăűĺ£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V { ¡šő čńăďłőě ŕőłřżšĺě V_α, α ∈ A, ňŋőčőőąřăğĺ£ V , šăłőě ůšő ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ďń£ ćś£łĺţ ďćşţ ĺŋďěłśőć α_1, α_2 ∈ A, ěśńĺ α_1 ≠ α_2, šő V_{α1} ∩ V_{α1} = ∅.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 1 Ŕşśšĳ l1 ĺ l2 { ďćě řăğńĺůŋżě ŕř£ňżě ć P^2. Šőčďă śěňěľ-

śšćő łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ l_1 ĺ l_2 \l_1 őŕřěďěń£ěš čńăďłş¿ śšřăšĺťĺłăűĺ¿ ňŋőčőőąřăğĺ£ l_1 ∪ l_2. İšőš ŕřĺňěř ŕőłăğżćăěš, ůšő ŋěłőšőřżě ňŋőčőőąřăğĺ£ V_α ňőčşš śőďěřęăšĳ čńăďłĺě šőůłĺ ĺ őśőążě šőůłĺ V őďŋőćřěňěŋŋő.

Ć ¡šőľ śšăšĳě ňż ććěď-ěň ŋőćőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ şďőąŋőě ś ăńčőřĺšňĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£. Ĺśŕőńĳğş£ ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě, ňż ďőłăğżćăěň śşźěśšćőćăŋĺě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ ĺ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ (1), šăłĺţ ůšő ďń£ ćś£łőčő α ∈ A śšěŕěŋĳ ğăňżłăŋĺ£ ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő deg V_α őčřăŋĺůěŋă śćěřţş ćěńĺůĺŋőľ 2^{2nC} d^n, čďě C > 0 { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă. Łřőňě šőčő, ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć #A őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ćěńĺůĺŋőľ 2^{2nC} d^n ďń£ śńşůă£ čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ ĺ 2^{2nC} d^{n(n+1)/2} ďń£ śńşůă£ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ. Ŕőďřőąŋżě ťőřňşńĺřőćłĺ śň. ć Šěőřěňě 2 ĺ Šěőřěňě 4 ĺğ Řăğďěńă 2. Łőŋśšăŋšă C (ă šăłęě ďřşčĺě łőŋśšăŋšż ŋĺęě) ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋă £ćŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ďőłăğăšěńĳśšć ĺğ śšăšĳĺ ĺ ĺğ [5].

Ĺśŕőńĳğş£ řěğşńĳšăšż ŋăśšő£źěľ śšăšĳĺ, [4], [6], ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ ć śńşůăě ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ăńčőřĺšňż ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ (śőőšćěšśšćěŋŋő čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ) V ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ 2^{2nC} d^n (śőőšćěšśšćěŋŋő 2^{2nC} d^{n(n+1)/2}) ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż C > 0, śň. Ğăňěůăŋĺě 3 ŋĺęě. Ć ďăńĳŋěľÿěň, ěśńĺ ąşďěš ĺŋšěřěś ł ¡šőľ šěňăšĺłě, ňż ŋăďěěňś£ őŕĺśăšĳ ¡šĺ ăńčőřĺšňż ć őďŋőľ ĺğ śńěďş¿źĺţ śšăšěľ. Ğďěśĳ śńěďşěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ řěğşńĳšăšż [4]. Ňěšőď [4] £ćń£ěšś£ ŕő-śşźěśšćş łńăśśĺůěśłĺň. Ăńčőřĺšň ĺğ [4] ĺňěěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋş¿ śńőęŋőśšĳ ĺ śőďěřęĺš ŕőşůĺšěńĳŋżě (ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šěőřĺĺ ćżůĺśńěŋĺľ) ĺďěĺ ĺğ ăńčěąřż ĺ ăŋăńĺğă.

Ć ăńčőřĺšňĺůěśłőľ ůăśšĺ śšăšĳĺ ć śńşůăě ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ĺ, łőčďă ŕőńě k £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőŕőřőęď-ěŋŋżň řăśÿĺřěŋĺěň Q, ňż őŕĺśżćăěň ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ďń£ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ 2^{2nC} d^n, čďě C > 0 £ćń£ěšś£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšőľ, śň. Šěőřěňş 1. Ć śńşůăě, łőčďă k £ćń£ěšś£ ŕőďŕőńěň R, śşźěśšćőćăŋĺě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£, ďőłăğăŋŋőě ć Šěőřěňě 2, ŕőğćőń£ěš ŕőśšřőĺšĳ ăńčőřĺšň ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ řăğňěřŋőśšĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R) ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ 2^{2nC} d^n, śň. Šěőřěňş 3.

Ć ŋăśšő£źěľ śšăšĳě ďőłăğăšěńĳśšćă őśŋőćżćă¿šś£ ŋă [5], [7]. Ć [5] őŕĺśăŋă ¡ťťěłšĺćŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ (ć ňăšěňăšĺůěśłőň śňżśńě, ąěğ ăńčőřĺšňőć) řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ć ńőłăńĳŋżţ łőńĳűăţ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ĺśŕőńĳğş£ ¡ťťěłšĺćŋżě őűěŋłĺ ďń£ śšěŕěŋěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ĺğ [5] ĺ řěğşńĳšăšż ĺğ [7], ňż ŕřěďńăčăěň ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ć ńőłăńĳŋőň łőńĳűě łőňŕőŋěŋšż řăğňěřŋőśšĺ n − s ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ n^{2sC} d^n.

Ŕěřěľď-ěň ł šőůŋżň ťőřňşńĺřőćłăň. Ŕşśšĳ ďăŋż őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż f_1, . . . , f_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] Řăśśňőšřĺň ğăňłŋşšőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőęěśšćő ĺńĺ ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě (ć ¡šőľ śšăšĳě ňż ŋě řăğńĺůăěň ¡šĺ ŕőŋ£šĺ£)

V = {(x_0 : . . . : x_n) ∈ P^n(k) : f_i(x_0, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k, ∀1 ≤ i ≤ m}.

İšő ňŋőęěśšćő ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m ć P^n(k). Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ďń£ łřăšłőśšĺ ¡šő ňŋőęěśšćő ůěřěğ Z(f_1 , . . . , f_m). Ăŋăńőčĺůŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ąşďşš šăłęě ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ďń£ ňŋőęěśšć ćśěţ őąźĺţ ŋşńěľ (ć ăťťĺŋŋżţ ĺńĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, łăł ¡šő ąşďěš ćĺďŋő ĺğ łőŋšěłśšă) ďřşčĺţ ňŋőčőůńěŋőć. Śńěďőćăšěńĳŋő, V = Z(f_1 , . . . , f_m). Ŕşśšĳ šěŕěřĳ k = Q(t_1, . . . , t_l, θ), čďě t_1, . . . , t_l ăńčěąřăĺůěśłĺ ŋěğăćĺśĺňż ŋăď Q, ĺ θ { ăńčěąřăĺůěśłĺľ ŋăď Q ¡ńěňěŋš ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň F ∈ Q[t_1, . . . , t_l, Z]. Śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš lc_Z F ňŋőčőůńěŋă F řăćěŋ 1. Łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ f = f_i ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ ć ťőřňě f = 1 a_0 ∑ i_0,...,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,...,in,j} θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , čďě a_0, a_{i0,...,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], gcd_{i0,...,in,j}(a_0, a_{i0,...,in,j} ) = 1. Őŕřěďěńĺň ďńĺ- ŋş ğăŕĺśĺ l(a) űěńőčő ůĺśńă a ťőřňşńőľ l(a) = min{s ∈ Z: |a| < 2^{s−1}}. Ďńĺŋă ğăŕĺśĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć l(f) ňŋőčőůńěŋă f őŕřěďěń£ěšś£ łăł ňăłśĺňşň ďńĺŋ ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć a_0, a_{i0,...,in,j} , ĺ śšěŕěŋĳ deg_{tα} (f) = max_{i0,...,in,j}{deg_{tα} (a_0), deg_{tα} (a_{i0,...,in,j})} , čďě 1 ≤ α ≤ l. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň őŕřěďěń£ěšś£ deg_{tα} F ĺ l(F ). Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ĺňě¿šś£ śńěďş¿źĺě őűěŋłĺ deg_{X0,...,Xn} (f_i) < d, deg_{tα} (f_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_Z (F ) < d_1, deg_{tα} (F ) < d_1, l(F ) < M_1 .

Řăğňěř (ĺńĺ ďńĺŋă ğăŕĺśĺ) L(f) ňŋőčőůńěŋă f őŕřěďěń£ěšś£ łăł ŕřőĺğćěďěŋĺě l(f) ŋă ůĺśńő ćśěţ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋă f ć ŕńőšŋőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ. Ĺňěěň

L(f_i) < ( ( d + n n ) d_1 + 1)d^l_2M

Ăŋăńőčĺůŋő L(F ) < d^{l+1}_1 M_1. Ć ďăńĳŋěľÿěň, ěśńĺ ŋě őčőćőřěŋő ŕřőšĺćŋőě, ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő l ťĺłśĺřőćăŋő.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 2 Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£

őąźŋőśšĺ, ůšő ňŋőčőůńěŋż f_1, . . . , f_m £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżňĺ ŋăď k. Śńěďőćăšěńĳŋő, dim V ≤ n − 1.

Ŕşśšĳ W { őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőě ŋăď k ŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ć P^n(k), ĺ řăğňěřŋőśšĳ dim W = n − s. Ŕşśšĳ

P = I(W ) ⊂ k[X0, . . . , Xn] { őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń, śőőšćěšśšćş¿-

źĺľ W . Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć [5] ććěďěŋż P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ĺňěŋŋő, řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć g_1, . . . , g_j ∈ P, 1 ≤ j ≤ s. Ŕşśšĳ 0 ≤ u < j { űěńőě ůĺśńő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W = W(P, u) ňŋőęěśšćő ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš W^′ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_u), šăłĺţ ůšő W^′ ⊃ V . Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő űěńőčő ůĺśńă 0 ≤ u < j, ňŋőčőůńěŋ g_{u+1} ∈ P £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň g ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, šăłĺň ůšő ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W^′ ∈ W ćżŕőńŋěŋő W^′ ⊄ Z(g). Šőčďă ćś£łă£ šăłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ g_1, . . . , g_j ŋăğżćăěšś£ P{ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ (ďńĺŋż j).

Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ g_1, . . . , g_j £ćń£ěšś£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿, šő ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ u ≤ j ćś£łă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_u) śőďěřęăźă£ V ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ n − u. Ć ůăśšŋőśšĺ, łőčďă j = s, ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ Z(g_1, . . . , g_s).

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő g_1, . . . , g_s { £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć čńăďłőľ šőůłě x_0 ∈ W ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ g_1, . . ., g_s ŕőřőęďă¿š ĺďěăń ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć ńőłăńĳŋőň łőńĳűě O_{x0,}Pn_{(k)} šőůłĺ x_0 ć P^n(k). Ďăńěě, g_1, . . . , g_s £ćń£ěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš čńăďłă£ šőůłă x_0 ∈ W , šăłă£ ůšő g_1, . . . , g_s { śĺśšěňă ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć šőůłě x_0.

ŠĚŐŘĚŇĂ 1 Ŕşśšĳ ďăŋă čńăďłă£ šőůłă x0 ∈ V (šő, ůšő x0 { čńăďłă£

šőůłă V ňőęěš ążšĳ ŕřőćěřěŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňă ĺğ [7]). İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺğćěśšěŋ ĺŋďěłś 0 ≤ i_0 ≤ n, šăłőľ ůšő X_{i0} (x_0) ≠ 0, ĺ ğăďăŋ ĺğőňőřťĺğň ŕőńěľ

k(x_0) = k((X_1 /X_{i0} )(x_0), . . . , (X_n/X_{i0} )(x_0)) = k[η] ≃ k[Z]/(˘), (2)

čďě η = ∑ 0≤i≤n ci(Xi/Xi0 )(x0), łő¡ťťĺűĺěŋšż ci ∈ Zğăďăŋż, ĺ ˘ ∈ k[Z]

{ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă η ŋăď k śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň lc_Z ˘ = 1 (šăł ůšő šőůłă x_0 őŕřěďěńěŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő śőŕř£ęěŋĺ£ ŋăď k). Ŕşśšĳ W { őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋŋă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ ŋăď k łőňŕőŋěŋšă ňŋőčőőąřăğĺ£ V , šăłă£ ůšő x_0 ∈ W . Ŕşśšĳ P = I(W ) ⊂ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń, śőőšćěšśšćş¿źĺľ W . Ŕşśšĳ dim W = n − s, čďě 1 ≤ s ≤ n. Šőčďă śŕřăćěďńĺćż śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£.

(i) Ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ s ĺ ŕőśšřőĺšĳ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ g_1, . . . , g_s ∈ k[X_0, . . . , X_n]. Śńěďőćăšěńĳŋő, deg g_i ≤ d ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ s ĺ śőčńăśŋő [5] deg g_1 · . . . · deg g_s ≤ n^{2sC} deg W, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ šőůłĺ x_0.

(ii) Ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] ĺ šőůłş x ∈ W , šăłĺě ůšő x £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ V , łőőřďĺŋăšă X_{i0} (x) ≠ 0, ĺ h_1/X^{deg h1}_{i0} , . . ., h_s/X^{deg hs}_{i0} £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć W ć šőůłě x, śšěŕěŋĺ deg_{X0,...,Xn} h_i ≤ n^{2sC} deg g_i ≤ n^{2sC} d, 1 ≤ i ≤ s, ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż 0 < C ∈ R. Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć h_1, . . . , h_s ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš n^{2sC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ šőůłĺ x_0, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

Őšňěšĺň ğďěśĳ, ůšő ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšňż ĺğ [7], ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ňŋőęěśšćő S, śőďěřęăźěě śĺśšěňş ŕřěďśšăćĺšěńěľ śěňěľśšćă ňŋőęěśšć čńăďłĺţ šőůěł ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš V , šăłőě ůšő ďńĺŋă ğăŕĺśĺ ćś£łőľ šőůłĺ ĺğ S őčřăŋĺůěŋă śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, ĺ ůĺśńő šőůěł #S ≤ d^n.

Ŕěřěď šěň, łăł ťőřňşńĺřőćăšĳ ŋăÿ śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš, ŋăň ŕőšřěąşěšś£ őŕĺśăšĳ, łăł ňż ąşďěň ŕřěďśšăćń£šĳ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ ć ¡šőľ śšăšĳě. Ŕşśšĳ W { łćăğĺŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ć P^n(k), ĺ W őŕřěďěńěŋő ŋăď k. Šőčďă ŕřěďśšăćĺň

W = W^{(1)} \ ∪_{2≤i≤a}W^{(i)}, (3)

čďě ćśě W^{(i)}, 1 ≤ i ≤ a { £ćń£¿šś£ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ ć P^n(k), őŕřěďěń-ěŋŋżňĺ ŋăď k. Ćś£łőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W^{(i)}, 1 ≤ i ≤ a, ğăďăŋő łăł őąžěďĺŋěŋĺě ŋěłőšőřżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) ⊂ P^n(k), čďě őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż f^{(i)}_1 , . . ., f^{(i)}_{m(i)} ∈ k[X_0, . . ., X_n] ğăďăŋż (ğďěśĳ ŋě śńěďşěš ŕşšăšĳ ćěřţŋĺľ ĺŋďěłś (i) ś ŕřőĺğćőďŋőľ). Ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ s ≤ n őąőğŋăůĺň ůěřěğ V^{(i)}s (śőőšćěšśšćěŋŋő W^{(i)}s ) őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš řăğňěřŋőśšĺ n − s ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f^{(i)}_1 , . . ., f^{(i)}_{m(i)}) (śőőšćěšśšćěŋŋő W^{(i)}). Śńěďőćăšěńĳŋő, W^{(i)}s £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ŋěłőšőřżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš V^{(i)}s . Ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ s ≤ n ğăďăŋő śěňěľśšćő ńĺŋěľŋżţ ťőřň L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n ∈ k[X_0, . . . , X_n] ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šăłőě ůšő ůĺśńő šőůěł #V^{(i)}_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . ., L^{(i)}_{s,n}) < +∞ (4) łőŋěůŋő, ćś£łă£ šőůłă ξ ∈ V^{(i)}s ∩Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n) £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}), ĺ ŕěřěśěůěŋĺě łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ć šőůłě ξ ňŋőčőőąřăğĺ£ V^{(i)}s ĺ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n) šřăŋśćěřśăńĳŋő, š.ě. T_{ξ,V} (i)_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}) = {ξ}. (5) Ğăďăŋő ňŋőęěśšćő šőůěł

¨^{(i)}_s = W^{(i)}_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}).

Śńěďőćăšěńĳŋő, ćżŕőńŋěŋő śńěďş¿źěě śćőľśšćő. Ŕşśšĳ ξ ∈ V^{(i)}s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}), ĺ V^′ { £ćń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋŋőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ ŋăď k łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V^{(i)}s , šăłőľ ůšő ξ ∈ V^′. Šőčďă ξ ∈ ¨^{(i)}s ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ V^′ £ćń£ěšś£ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ W^{(i)}.

Šăłĺň őąřăğőň, ťőřňăńĳŋő ŕřĺŋ£šőě ć ¡šőľ śšăšĳě ŕřěďśšăćńěŋĺě W £ćń£ěšś£ šřőľłőľ (f, L, ¨), (6) čďě f { śěňěľśšćő ňŋőčőůńěŋőć f^{(i)}_j , 1 ≤ j ≤ m(i), 1 ≤ i ≤ a, (7) L { śěňěľśšćő ńĺŋěľŋżţ ťőřň L^{(i)}_{s,j}, s + 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ i ≤ a, (8) ĺ ¨ { śěňěľśšćő łőŋěůŋżţ ňŋőęěśšć šőůěł ¨^{(i)}_s , 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ i ≤ a. (9) Őąőğŋăůĺň šăłęě ¨^{(i)} = ⋃ 1≤s≤n ¨^{(i)}_s . (10)

Őšňěšĺň, ůšő (4) ĺ (5) ňőčşš ążšĳ ćśěčďă ŕřőćěřěŋż, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšňż ĺğ [7]. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůłĺ y ∈ P^n(k) ňőęŋő řěÿĺšĳ, ćěřŋő ńĺ, ůšő y ∈ W^{(i)}s , ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňőć ĺğ [7] ĺ [3]. Ĺňěŋŋő, ŕőśšřőĺň ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż M_{s+2}, . . ., M_n, łőšőřżě £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n, šăłĺňĺ ůšő M_j(y) = 0, s+2 ≤ j ≤ n. Ŕőśšřőĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ğăďă¿źĺţ ćśě łřĺćżě V^{′′}, łőšőřżě £ćń£¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) ∩ Z(M_{s+2} , . . ., M_n), šăłĺňĺ ůšő V^{′′} ∩ ¨^{(i)}s ≠ ∅. Šőčďă y ∈ W^{(i)}s šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă y ∈ V^{′′} ďń£ ŋěłőšőřőľ łřĺćőľ V^{′′}.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ğăďăŋŋőľ šőůłĺ y ∈ P^n(k) ňőęŋő ćż£śŋĺšĳ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£, ćěřŋő ńĺ, ůšő y ∈ W^{(i)}, 1 ≤ i ≤ a, ĺ y ∈ W .

Łřőňě šőčő, ďń£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′, łőšőřőě ăŋăńőčĺůŋő W ĺ ğăďăŋő ŕőďőąŋżň ęě őąřăğőň, ňőęŋő ćż£śŋĺšĳ ćěřŋő ńĺ, ůšő W^′ = W ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. Ďőłăęěň ¡šőš ťăłš, łőčďă W ĺ W^′ £ćń£¿šś£ ŕřőěłšĺćŋżňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ. Ć ¡šőň śńşůăě ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő W \ W^′ = ∅ ĺ W^′ \ W = ∅. Ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő, ŋăŕřĺňěř, W \ W^′ = ∅ ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ¡šő řăćěŋśšćő ć őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ šőůłĺ ξ ∈ ¨^{(1)}. Śŋăůăńă ćż£śŋĺň, łăł ĺ ćżÿě, ćěřŋő ńĺ, ůšő ξ ∈ W^′ ĺ, ěśńĺ ξ ∈ W^′, ŕőśšřőĺň šőůłş ξ_1 ∈ W^′ ∩ W , łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłőľ ł ξ, ĺ ξ_1 £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′, śň. ćżÿě. Šěŕěřĳ, ěśńĺ W \ W^′ = ∅ ć ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ (őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ őŕřěďěńěŋĺ£ šőůłĺ ξ_1) őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ ξ_1, šő W \ W^′ = ∅ ć ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ ξ. Řăćěŋśšćő W \ W^′ = ∅ ć ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ ξ_1 ňőęěš ążšĳ ŕřőćěřěŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś ăąśőń¿šŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ, śň. [10], [11].

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 3 Őśŋőćżćă£śĳ ŋă [4], ňőęŋő ŕřěďńőęĺšĳ ŕőńĺŋőňĺăńĳ-

ŋżľ ăńčőřĺšň, ďń£ šőčő ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, ŕřĺŋăďńěęăš ńĺ ďćě ğăďăŋŋżě šőůłĺ ĺğ W őďŋőľ ĺ šőľ ęě ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě W , őŕřěďěń-ěŋŋőľ ŋăď k ĺńĺ k. Ć ůăśšŋőśšĺ ňőęŋő ćż£śŋĺšĳ, ćěřŋő ńĺ, ůšő W £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň. Ĺśŕőńĳğş£ řěğşńĳšăšż [4], [6], ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ăńčőřĺšňż ďń£ ćż£śŋěŋĺ£ šőčő, ćěřŋő ńĺ, ůšő W_1 ⊂ W_2 ďń£ ďćşţ łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ W_1 ĺ W_2, ğăďăŋŋżţ ć őŕĺśăŋŋőľ ğďěśĳ ťőřňě. Ňż ŋě ąşďěň őŕĺśżćăšĳ ¡šĺ ăńčőřĺšňż ć ¡šőľ śšăšĳě. Ăŋăńĺğĺřş£ ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2, śň. ŋĺęě, ňőęŋő şćĺďěšĳ, ůšő ¡šĺ ăńčőřĺšňż ŕőğćőń£¿š ŕőśšřőĺšĳ čńăďłőě ŕőłřżšĺě (śőőšćěšśšćěŋŋő čńăďłş¿ śšřăšĺťĺłăűĺ¿) V ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ 2^{2nC} d^n (śőőšćěšśšćěŋŋő 2^{2nC} d^{n(n+1)/2}) ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż C > 0. Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ čńăďłőě ŕőłřżšĺě V ŕőśšřőěŋő, šő Šěőřěňă 3, śň. ŋĺęě, £ćń£ěšś£ šřĺćĺăńĳŋőľ.

ŠĚŐŘĚŇĂ 2 Śşźěśšćşěš čńăďłőě ŕőłřżšĺě (śőőšćěšśšćěŋŋő čńăďłă£

śšřăšĺťĺłăűĺ£) V_α, α ∈ A, ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V , šăłőě ůšő (śőőšćěšśšćěŋŋő šăłă£ ůšő) ćś£łőě łćăğĺŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V_α őŕřěďěńěŋő ŋăď k, ŋěŕřĺćőďĺňő ŋăď k ĺ ŕřěďśšăćńěŋő ć őŕĺśăŋŋőň ćżÿě ćĺďě. Ŕşśšĳ dim V_α = n − s, čďě 1 ≤ s ≤ n, ĺ s = s(α) ğăćĺśĺš őš α. Ŕşśšĳ (6) { ŕőśšřőěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě V_α. Őąőğŋăůĺň h_{α,j} = f^{(1)}_j , 1 ≤ j ≤ m(1), ĺ ´_α = f^{(2)}_1 , ěśńĺ a ≥ 2, śň. (7). Šőčďă ŕőśšřőěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě V_α şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň śćőľśšćăň.

(i) Ć śńşůăě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ a = 2, ěśńĺ s < n, ĺ a = 1, ěśńĺ s = n.

Ć śńşůăě čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ a ≤ 2^{2nC} d^{n(n+1)/2}, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

(ii) m(1) = s ĺ, ěśńĺ a ≥ 2, šő m(2) = 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ a ≥ 2, šő V_α £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_{α,1}, . . . , h_{α,s}) \ Z(´_α) ć śńşůăě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ (śőőšćěšśšćěŋŋő őšłřżšżň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŕőďňŋőęěśšćőň ŕőśńěďŋěčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ć śńşůăě čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ).

(iii) Śşźěśšćş¿š ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n], šăłĺě ůšő X_i = ∑ 0≤j≤n xi,jYj , ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż xi,j ∈ k,

ćśě x_{i,j} £ćń£¿šś£ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(2^{nC} + n log d), čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă, ĺ

´_α = det(∂h_{α,i}/∂Y_j )_{1≤i,j≤s} = det( ∑ 0≤v≤n x_{v,j}∂h_{α,i}/∂X_v)_{1≤i,j≤s}. Śńěďőćăšěńĳŋő, V_α £ćń£ěšś£ čńăďłĺň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ. Łřőňě šőčő, ć śńşůăě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ ňőęŋő ćğ£šĳ Y_i = X_{σ(i)} ďń£ ŋěłőšőřőľ ŕěřěśšăŋőćłĺ σ ňŋőęěśšćă 0, . . . , n.

(iv) Ďńĺŋż ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ńĺŋěľŋżţ ťőřň ĺğ śěňěľśšćă L řăćŋż O(2^{nC} + n log d), čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

(v) Ďń£ ćśěţ α ∈ A, 1 ≤ j ≤ s(α) śšěŕěŋĺ deg_{X0,...,Xn} h_{α,j} ňěŋĳÿě, ůěň

n^{2s(α)C} d ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż 0 < C ∈ R. Ć śńşůăě čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ ďń£ ćśěţ i > 2, j śšěŕěŋĺ deg_{X0,...,Xn} f^{(i)}_j ňěŋĳÿě, ůěň 2^{2nC} d.

(vi) Ďń£ ćśěţ α ∈ A, 1 ≤ j ≤ s(α) ďńĺŋż ğăŕĺśĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć h_{α,j} őčřăŋĺůěŋż śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš n^{2s(α)C} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă. Ć śńşůăě čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ ďń£ ćśěţ i > 2, j ďńĺŋż ğăŕĺśĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć f^{(i)}_j őčřăŋĺůěŋż śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš 2^{2nC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

(vii) Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć #A ňŋőęěśšćă A őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ćěńĺůĺŋőľ 2^{2nC} d^n ć śńşůăě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ (śőőšćěšśšćěŋŋő 2^{2nC} d^{n(n+1)/2} ć śńşůăě čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ) ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż 0 < C ∈ R. ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 4 Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ ŕőńşůěŋż őűěŋłĺ (ć ŋăśšő£źěě

ćřěň£ őŋĺ ŋě ŕőńşůěŋż) ďń£ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ŋăď śőćěřÿěŋŋżňĺ ŕőń£ňĺ ŋěŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ, ăŋăńőčĺůŋżě őűěŋłăň ĺğ [5], šő ćśě şšćěřęďěŋĺ£ Šěőřěňż 2 (ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň şšćěřęďěŋĺľ ő ďńĺŋăţ ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć) šăłęě śŕřăćěďńĺćż ŋăď śőćěřÿěŋŋżňĺ ąěśłőŋěůŋżňĺ ŕőń£ňĺ ŋěŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ. Ďőłăğăšěńĳśšćő őśšă-ěšś£ ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ ďń£ šăłĺţ ąěśłőŋěůŋżţ ŕőńěľ. Śőőšćěšśšćěŋŋő ďń£ łőŋěůŋżţ ŕőńěľ šřěąş¿šś£ šőńĳłő ŋěğŋăůĺšěńĳŋżě ĺğňěŋěŋĺ£ ć ťőřňşńĺřőćłě ĺ ďőłăğăšěńĳśšćě Šěőřěňż 2.

Őšňěšĺň, ůšő śşźěśšćőćăŋĺě šřěąşěňżţ ńĺŋěľŋżţ ťőřň ĺğ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (6) ć Šěőřěňě 2 śńěďşěš, śň. [7], ăćšőňăšĺůěśłĺ ĺğ śşźěśšćőćăŋĺ£ ćśěţ ďřşčĺţ őąžěłšőć ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ ¡šőľ šěőřěňż.

Łń¿ůőň ł ďőłăğăšěńĳśšćş Šěőřěňż 2 ďń£ śńşůă£ čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ £ćń£ěšś£ Šěőřěňă 4, łőšőřă£ ťőřňşńĺřşěšś£ ć Řăğďěńě 2. Śńşůăľ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ šřěąşěš şŕőř£ďőůĺćăŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ. İšő şŕőř£ďőůĺćăŋĺě őŕĺśăŋő ć Řăğďěńě 4. Šěőřěňă 2 ďń£ śńşůă£ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ ďőłăğăŋă ć Řăğďěńě 5. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ćőŕřőś ő šőň, ćőğňőęŋő ńĺ ŕőśšřőĺšĳ čńăďłş¿ śšřăšĺťĺłăűĺ¿ ś #A ≤ 2^{2nC} d^n (ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ Šěőřěňż 2) £ćń£ěšś£ ŋě ĺśśńěďőćăŋŋżň.

Šěŕěřĳ ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő k { ćěźěśšćěŋŋőě şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕőńě. Ŕşśšĳ k şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿.

(A) Ŕşśšĳ łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě K ⊃ k ćěźěśšćěŋŋżţ şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕőńěľ ğăďăŋő ŕřĺňĺšĺćŋżň ¡ńěňěŋšőň ĺ ěčő ňŋőčőůńěŋőň. Šőčďă ďń£ ¡ńěňěŋšă a ∈ K ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ćěřŋő ńĺ, ůšő a > 0 ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£.

Ğăňěšĺň, ůšő, ěśńĺ k = Q, šő k şďőćńěšćőř£ěš ¡šőňş śćőľśšćş. Ěśńĺ ŕőńě k şďőćńěšćőř£ěš ¡šőňş śćőľśšćş, šő ćś£łőě łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě k_1, £ćń£- ¿źěěś£ ćěźěśšćěŋŋżň şŕőř£ďőůěŋŋżň ŕőńěň, šăłęě şďőćńěšćőř£ěš ¡šőňş śćőľśšćş. Ěśńĺ ε > 0 £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k, šő ćěźěśšćěŋŋőě şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕőńě k(ε) şďőćńěšćőř£ěš ¡šőňş śćőľśšćş.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšőě ŕőńě, £ćń£¿źěěś£ řăśÿĺřěŋĺěň k. Ďń£ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V , őŕřěďěń-ěŋŋőčő ŋăď k, őąőğŋăůĺň ůěřěğ V (R) ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ŋăď ŕőńěň R, śőőšćěšśšćş¿źěě V (š.ě. ňŋőęěśšćő šőůěł V (R) £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň šőůěł V ś łőőřďĺŋăšăňĺ ĺğ R). Ćś£łőě ćěźěśšćěŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋő šăłĺň őąřăğőň. Őŕřěďěńěŋĺě ćěźěśšćěŋŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ śň. ć [8]. Řăğňěřŋőśšĳ dim V (R) ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R) őŕřěďěń£ěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň łăł ňăłśĺňşň řăğňěřŋőśšěľ ěčő čńăďłĺţ šőůěł, śň. [8].

ŠĚŐŘĚŇĂ 3 Ŕşśšĳ k { ćěźěśšćěŋŋőě şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕőńě, şďőćńěšćő-

ř£¿źěě şśńőćĺ¿ (A), ĺ R { ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšőě ŕőńě, śőďěřęăźěě k. Šőčďă řăğňěřŋőśšĳ dim V (R) ňŋőęěśšćă R-šőůěł ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčő-

őąřăğĺ£ V ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ őš 2^{2nC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, čďě 0 < C ∈ R { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ ŋă ćżţőďě ăńčőřĺšňă dim V (R) = n − s, šő ťăłšĺůěśłĺ ćřěň£ řăąőšż

ăńčőřĺšňă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš n^{2sC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

1 Ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć

Ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [7], řăğďěń 3, ŕőśšřőĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_0, Y_{s+1}, Y_{s+2}, . . ., Y_n ∈ k(x_0)[X_0, . . . , X_n], šăłĺě ůšő Y_0(x_0) ≠ 0, šőůłă x_0 £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ W ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n), ĺ ŕěřěśěůěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ć šőůłě x_0 ĺ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) šřăŋśćěřśăńĳŋő, š.ě. T_{x0,W} ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) = {x_0}. Ŕşśšĳ V^′ { ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě, őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď k, ĺ V^′ = ∪_{j∈J} V^′_j { řăğńőęěŋĺě V ć őąžěďĺŋěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ŋăď k. Ŕşśšĳ x ∈ V^′. Šőčďă őŕřěďěńěŋă łřăšŋőśšĳ μ(x, V^′_j ) ≥ 0 šőůłĺ x ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V^′_j , śř. [7]. Şďőąŋő šěŕěřĳ őŕřěďěńĺšĳ łřăšŋőśšĳ μ(x, V ) = ∑ j∈J μ(x, V^′_j ).

ŃĚŇŇĂ 1 Ŕşśšĳ ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ Šěőřěňż 1, ŕşśšĳ 1 ≤ j ≤ s ĺ

ψ_1, . . ., ψ_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż, šăłĺě ůšő Z(ψ_1, . . . , ψ_j ) ⊃ W , řăğňěřŋőśšĳ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż Z(ψ_1, . . . , ψ_j), śőďěřęăźěľ W , řăćŋă n − j, ĺ deg ψ_i ≤ D ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ j. Ŕşśšĳ ψ ∈ k[X_0, . . . , X_n] { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ, ĺ deg ψ ≤ D. Šőčďă ňőęŋő ćż£śŋĺšĳ, őąřăźăěšś£ ńĺ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ψ ŋă W . Ěśńĺ ψ ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W , šő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šőůłş x^′ ∈ W ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^′_{s+1}, . . . , L^′_n ∈ k(x_0)[X_0, . . . , X_n], şďőćńěšćőř£¿źĺě śńěďş¿źĺň şśńőćĺ£ň.

(i) x^′ { čńăďłă£ šőůłă ňŋőčőőąřăğĺ£ V (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, čńăďłă£ šőůłă W ).

(ii) Y_0(x^′) ≠ 0.

(iii) L^′_{s+1}, L^′_{s+2}, . . . , L^′_n { ńĺŋěľŋżě ťőřňż őšŋőśĺšěńĳŋő Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log(dD)).

(iv) Šőůłă x^′ £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ W ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n).

(v) Ŕěřěśěůěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć šőůłě x^′ ĺ Z(L^′_{s+1}, . . ., L^′_n) šřăŋśćěřśăńĳŋő, š.ě. T_x0_{,W} ∩ Z(L^′_{s+1} , . . ., L^′_n) = {x^′}. (vi) ψ(x^′) ≠ 0.

(vii) μ(x^′, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) = min_{x∈W} μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)).

Ćřěň£ řăąőšż ăńčőřĺšňă ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ šőůłĺ x^′ ĺ ńĺŋěľŋżţ ťőřň L^′_{s+1}, . . . , L^′_n ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő őš ďńĺŋż ğăŕĺśĺ ćţőďŋżţ ďăŋŋżţ ĺ (dD)^n.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕőśšřőĺň ćěźěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş ŋă ŕőńě k,

śň. [10], [11]. Ŕşśšĳ ε_1 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k, ĺ ε_2 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k(ε_1). Ŕőńőęĺň K = k(ε_1, ε_2). Šăł ůšő K śŋăąęěŋő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřőľ, ĺ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ śĺśšěňż ăńčěąřăĺůěśłĺţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś łćăďřăšăňĺ ăąśőń¿šŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋăď K ĺ řěÿăšĳ ĺţ ŋăď K, śň. [10], [11]. Šő ęě śăňőě śŕřăćěďńĺćő, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ K ŋă k(ε_1). Ŕşśšĳ x_0 = (x_{0,0} : . . . : x_{0,n}), čďě ćśě x_{0,j} ∈ k(x_0), 0 ≤ j ≤ n. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ K őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_n, Z ∑ 0≤i≤n |Xi − x0,i| 2 < ε_1, f_i = 0, 1 ≤ i ≤ m, ψZ − 1 = 0. (11)

Šőčďă, śř. [11], [7], śĺśšěňă (11) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć A^{n+2} (k(ε_1)), šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőčőůńěŋ ψ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W . Ć ďăńĳŋěľÿěň ć ďőłăğăšěńĳśšćě ¡šőľ ńěňňż ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő śĺśšěňă (11) ĺňěěš řěÿěŋĺě.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő x^{′′} ∈ W , ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n ∈ k(x_0)[X_0, . . . , X_n] şďőćńěšćőř£¿š şśńőćĺ£ň, łőšőřżě ŕőńşůěŋż ĺğ (i){(v) ğăňěŋőľ x^′ ĺ L^′_{s+1}, . . . , L^′_n ŋă x^{′′} ĺ L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n. Śńěďőćăšěńĳŋő, μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) ≥ min_{x∈W} μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)). (12)

Ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ ňż ğŋăěň ğăřăŋěě, ůšő x^{′′} ∈ W , šő ňż ňőęěň ŕřőćěřĺšĳ, şďőćńěšćőř£¿š ńĺ šőůłă x^{′′} ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n şśńőćĺ£ň (i){(vi) (čďě x^′ ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^′_j ğăňěŋěŋż ŋă x^{′′} ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^{′′}_j ), ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšňż ĺğ [7]. Ňż ňőęěň ćżůĺśńĺšĳ šăłęě łřăšŋőśšĳ μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)). Ŕőłăęěň, ůšő ňż ňőęěň ćż£śŋĺšĳ, ĺňěěš ńĺ ňěśšő řăćěŋśšćő ć (12) ĺ, ěśńĺ (12) £ćń£ěšś£ śšřőčĺň ŋěřăćěŋśšćőň, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ ŋőćş¿ šőůłş x^{′′′} ĺ ŋőćżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^{′′′}_{s+1}, . . . , L^{′′′}_n ăŋăńőčĺůŋżě x^{′′} ĺ L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n ĺ, šăłĺě ůšő ψ(x^{′′′}) ≠ 0, ĺ μ(x^{′′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) < μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . ., ψ_j)). Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ x^{′′}_0 , . . . , x^{′′}_n ∈ k £ćń£¿šś£, šăłĺňĺ ůšő x^{′′} = (x^{′′}_0 : . . . :

x^{′′}_n). Ćżůĺśńĺň, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [7], řăğňěřŋőśšĳ r = dim_x00 Z(ψ_1 , . . . , ψ_j ) ć šőůłě x^{′′}, š.ě. ňăłśĺňşň řăğňěřŋőśšěľ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W_2 ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(ψ_1, . . . , ψ_j), šăłĺţ ůšő x^{′′} ∈ W_2. Ŕőśšřőĺň, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [7], ńĺŋěľŋżě ťőřňż M_0, M_{r+1}, M_{r+2}, . . . , M_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log D), šăłĺě ůšő Z(ψ_1, . . . , ψ_j) ∩ Z(M_0 , M_{r+1}, M_{r+2}, . . . , M_n) = ∅ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ x^{′′}.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ K őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_n, Z_0, . . . , Z_n, Z ∑ 0≤i≤n |Xi − x ′′ i |^2 ≤ ε_1, ∑ 0≤i≤n |Zi − x ′′ i |^2 ≤ ε_1, ∑ 0≤i≤n |Xi − Zi| 2 ≥ ε_2, M_i(X_0 − Z_0, . . . , X_n − Z_n) = 0, i = 0, r + 1, r + 2, . . ., n, f_i = 0, 1 ≤ i ≤ m, ψ_i(Z_0, . . . , Z_n) = 0, 1 ≤ i ≤ j, ψZ − 1 = 0.

(13)

Šőčďă, śř. [11], [7], śĺśšěňă (13) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć A^{2n+3} (K) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (12) £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćőň.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śĺśšěňă (13) ĺňěěš řěÿěŋĺě. Šőčďă ŕőśšřőĺň ¡šő řěÿěŋĺě x^∗_0, . . . , x^∗_n, z^∗_0 , . . . , z^∗_n, z^∗. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śĺśšěňă (13) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, šőčďă ŕőśšřőĺň řěÿěŋĺě x^∗_0, . . . , x^∗_n, z^∗ śĺśšěňż (11).

Őąőğŋăůĺň x^∗ = (x^∗_0 : . . . : x^∗_n) ∈ P^n(K). Šőčďă ψ(x^∗) ≠ 0 ĺ, śř. [7], μ(x^∗, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) < μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) ć śńşůăě, łőčďă śĺśšěňă (13) ĺňěěš řěÿěŋĺě, ĺ μ(x^∗, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) = min_{x∈W} μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) ć śńşůăě, łőčďă śĺśšěňă (13) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ. Ŕőńőęĺň L^∗_i = L^{′′}_i − (L^{′′}_i /Y_0)(x^∗)Y_0 ďń£ ćśěţ s + 1 ≤ i ≤ n. Šőčďă šőůłă x^∗ ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^∗_{s+1}, . . . , L^∗_n şďőćńěšćőř£¿š śćőľśšćăň, łőšőřżě šřěąş¿šś£ ďń£ šőůłĺ x^{′′′} ĺ L^{′′′}_{s+1}, . . . , L^{′′′}_n , ŋő x^∗ ∈ P^n(K) ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ńĺŋěľŋżě ťőřňż ĺňě¿š łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺğ ŕőń£ K.

Ŕřěďśšăćĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^∗_i , s+1 ≤ i ≤ n łăł ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ l_{i,j} ∈ K, ŕřĺů-ěň l_{i,j} { łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ Y_j ńĺŋěľŋőľ ťőřňż L^∗_i . Ďăńěě, śř. [11], [7], ňż ňőęěň ğăňěŋĺšĳ ć ńĺŋěľŋżţ ťőřňăţ L^∗_i , s + 1 ≤ i ≤ n őďĺŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš l_{i,j} ŋă űěńżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ś ďńĺŋőľ ğăŕĺśĺ O(n log(dD)) ĺ ŕőńşůĺšĳ ńĺŋěľŋżě ťőřňż ~L_{s+1}, . . . , ~L_n ĺ šőůłş ~x, şďőćńěšćőř£¿źĺě šěň ęě śăňżň śćőľśšćăň, ůšő ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^∗_{s+1}, . . ., L^∗_n ĺ šőůłă x^∗. Ąőńěě šőůŋő, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż ţőšĺň ğăňěŋĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋš l_{0,s+1} ŋă űěńżľ łő¡ťťĺűĺěŋš. Ňż ŕěřěąĺřăěň ćőğňőęŋżě űěńżě ğŋăůěŋĺ£ ¡šőčő ğăňěŋ£ěňőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă ĺ ŕřőćěř£ěň łăęďżľ řăğ ćżŕőńŋ£¿šś£ ńĺ šřěąşěňżě śćőľśšćă. Ŕěřěśěůěŋĺě V ∩ Z(L^∗_{s+2} , . . . , L^∗_n) ĺňěěš őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ŋěŕřĺćőďĺňş¿ łőňŕőŋěŋšş Q, šăłş¿ ůšő x^∗ ∈ Q, ĺ Q £ćń£ěšś£ łřĺćőľ, śőďěřęăźěľś£ ć W . İšă łřĺćă£ Q ňőęěš ążšĳ ŕőśšřőěŋă ŕřĺ ŕőňőźĺ ăńčőřĺšňă ĺğ [3]. Ňż ćżąěřěň ~x ∈ Q. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ĺňěěň łřĺšěřĺľ ďń£ ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő ~x ∈ W . Ĺśŕőńĳğş£ łřĺšěřĺľ ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ łřăšŋőśšĺ šőůłĺ ĺğ [7], ňż ćĺďĺň šăłęě, ůšő ůĺśńő šőůěł y ∈ Q, šăłĺţ ůšő μ(x^∗, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) < μ(y, Z(ψ_1 , . . . , ψ_j)) őčřăŋĺůěŋő śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš (Dd)^n. Ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăĺ, łőčďă ŋě şďőćńěšćőř£ěšś£ őďŋő ĺğ śćőľśšć ăŋăńőčĺůŋżţ (i){(vi).

Śńěďőćăšěńĳŋő, ğăňěŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ć ńĺŋěľŋżţ ťőřňăţ L^∗_{s+1}, . . ., L^∗_n ŋă űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log(dD)), ňż ŕőńşůĺň ć łőŋěůŋőň śů-ěšě šřěąşěňżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^{′′′}_{s+1}, . . . , L^{′′′}_n ĺ šőůłş x^{′′′}. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ć śńşůăě, łőčďă śĺśšěňă (13) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ, ĺ ψ(x^′) ≠ 0, ňż ňőęěň ćğ£šĳ ŕřőśšő x^{′′′} = x^′ ĺ L^{′′′}_j = L^′_j ďń£ ćśěţ j. Šěŕěřĳ ćőğĳň-ěň ć łăůěśšćě ąăğż x^{′′} = x_0 ĺ ŕřĺňěŋĺň őŕĺśăŋŋş¿ ŕřőűěďşřş řěłşřśĺćŋő, š.ě. ąşďěň ğăňěŋ£šĳ łăęďżľ řăğ, łőčďă ŕőśšřőěŋă x^{′′′}, šőůłş x^{′′} ŋă x^{′′′} ĺ ćőğćřăźăšĳś£ ł ŋăůăńş. Šăłĺň őąřăğőň, ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ňż ŕřĺď-ěň ł śńşůă¿, łőčďă śĺśšěňă (13) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőńőęĺň x^′ = x^{′′′} ĺ L^′_i = L^{′′′}_i , s + 1 ≤ i ≤ n. Őűěŋłă ďń£ ćřěňěŋĺ řăąőšż őŕĺśăŋŋőčő ăńčőřĺšňă śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő ĺğ őűěŋőł ďń£ ćřěňěŋĺ řăąőšż ĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ ăńčőřĺšňőć. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 5 Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ć şśńőćĺ£ţ Ńěňňż 1 űěńőě ůĺśńő

1 ≤ j_1 ≤ j, ĺ x_0 { čńăďłă£ šőůłă ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(ψ_1, . . . , ψ_{j1} ). Šőčďă ł śćőľśšćăň (i){(vii) ć ťőřňşńĺřőćłě Ńěňňż 1 ňőęŋő ďőąăćĺšĳ śńěďş¿źěě.

(viii) Šőůłă x^′ £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(ψ_1, . . . , ψ_{j1} ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ćăřĺăŋšă ńěňňż ăŋăńőčĺůŋő ĺśţőďŋőňş, šăł łăł śőčńăśŋő [7] ĺňěěšś£ łřĺšěřĺľ, ůšőąż ćż£śŋĺšĳ, £ćń£ěšś£ ńĺ šőůłă čńăďłőľ.

Ŋăÿă űěńĳ šěŕěřĳ { ďőłăğăšĳ Šěőřěňş 1. Śŋăůăńă ďőłăęěň şšćěřęďěŋĺě (i). Ŕőńőęĺň δ^{(0)} = 1, j_0 = 0. Ďăńěě řěłşřśĺćŋő ŋă ÿăčě a ≥ 1 ňż ŕőśšřőĺň śńěďş¿źĺě őąžěłšż.

• Űěńżě ůĺśńă j_a ≥ 1 ĺ δ^{(a)} ≥ 1.

• P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ g1, g2, . . . , gj_a , šăłş¿ ůšő śšěŕěŋĳ deg gj_a = δ^{(a)}.

• Šőůłş x_a ∈ W (łőšőřă£ ğăďăŋă ăŋăńőčĺůŋő šőůłě x_0), šăłş¿ ůšő x_a £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ V , Y_0(x_a) ≠ 0, ĺ μ(x_a, Z(g_1, . . . , g_{ja} )) = min_{x∈W} μ(x, Z(g_1, . . . , g_{ja} )). (14) • Ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_{a,s+1}, L_{a,s+2}, . . ., L_{a,n} őšŋőśĺšěńĳŋő Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log(dδ^{(a)})), šăłĺě ůšő Y_0(x_a) ≠ 0, šőůłă x_a £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ W ∩ Z(L_{a,s+1}, . . . , L_{a,n}), ĺ ŕěřěśěůěŋĺě łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă W ć šőůłě x_a ĺ Z(L_{a,s+1} , . . . , L_{a,n}) šřăŋśćěřśăńĳŋő, š.ě. T_{x0,W} ∩ Z(L_{a,s+1} , . . . , L_{a,n}) = {x_a}. Ÿăč a £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă j_a = s = n − dim W .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ÿăč (a−1) ŋě £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺň, ĺńĺ a = 1. Őŕĺÿěň ÿăč a řěłşřśĺĺ. Ŕşśšĳ x_{a−1,0}, . . . , x_{a−1,n} ∈ k £ćń£¿šś£, šăłĺňĺ ůšő x_{a−1} = (x_{a−1,0} : . . . : x_{a−1,n}). Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ j_{a−1} = r. Śőčńăśŋő (14), ś a ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă a − 1, ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W_1 ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . ., g_r), šăłőľ ůšő x_{a−1} ∈ W_1, ćżŕőńŋěŋő W_1 ⊃ W , ĺ řăğňěřŋőśšĳ dim W_1 = n − r. Ŕőśšřőĺň, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [7] Řăğďěń 6 (ğďěśĳ ňż őśšăćń£ěň ŕřőśšőě şŕřăęŋěŋĺě ďń£ ůĺšăšěń£), ńĺŋěľŋżě ťőřňż M_0, M_{r+1}, M_{r+2}, . . . , M_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log(δ + 1)), šăłĺě ůšő x_{a−1} £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ Z(g_1, . . . , g_r) ∩ Z(M_{r+1} , M_{r+2}, . . . , M_n) ć P^n(k), ńĺŋěľŋă£ ťőřňă M0(xa−1) ≠ 0, ĺ ŕěřěśěůěŋĺě

Z(g_1, . . . , g_r) ∩ Z(M_{r+1} − ε_1M_0, M_{r+2}, M_{r+3} . . . , M_n) = T

śőďěřęĺš μ(x_{a−1}, Z(g_1, . . ., g_r)) řăğńĺůŋżţ šőůěł ć P^n(k(ε_1 )), łőšőřżě £ćń£- ¿šś£ ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłĺňĺ ł x_{a−1}. Ćśě šőůłĺ ĺğ T £ćń£¿šś£ čńăďłĺňĺ šőůłăňĺ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_r), śň. [7].

Ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ δ = δ^{(a−1)}, δ^{(a−1)} + 1, . . .. Ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőčő ğŋăůěŋĺ£ δ ŕőśšřőĺň ąăğĺś ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć g ∈ k[X_0, . . . , X_n] śšěŕěŋĺ δ, šăłĺţ ůšő g(x_i) = 0 ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ a − 1. İšő ňőęěš ążšĳ śďěńăŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋăď k, ĺśŕőńĳğş£ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ šőůěł x_i, ăŋăńőčĺůŋżě (2), łőšőřżě ŕőśšřőěŋż ŋă ŕřěďżďşźĺţ ÿăčăţ řěłşřśĺĺ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S ňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć ŕőśšřőěŋŋőčő ąăğĺśă.

Ěśńĺ S ŕşśšő, šő ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěňş ğŋăůěŋĺ¿ δ, š.ě. ł δ + 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňŋőęěśšćő S ŋěŕşśšő. Šőčďă ňż ŕěřěąĺřăěň ¡ńěňěŋšż g ∈ S. Ďń£ g ∈ S ŕřĺňěŋĺň Ńěňňş 1 ś j = j_{a−1}, ψ_i = g_i, 1 ≤ i ≤ j, ψ = g ĺ ćż£śŋĺň, őąřăźăěšś£ ńĺ g ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő g ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W . Šőčďă, ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 1, ŕőśšřőĺň šőůłş x^′ ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^′_{s+1} , . . ., L^′_n. Ŕőńőęĺň x_a = x^′ ĺ L_{a,j} = L^′_j, s + 1 ≤ j ≤ n. Ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ

[3], ŕőśšřőĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě ăŋăńőčĺůŋőě (2) ďń£ šőůłĺ x_a. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőńőęĺň j_a = j_{a−1}, δ^{(a)} = δ^{(a−1)}.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő g őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W . Ŕşśšĳ z ∈ T . Ŕşśšĳ z_0, . . . , z_n ∈ k(ε_1), ĺ z = (z_0 : . . . : z_n). Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ K őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřěňěŋŋżţ X_0, . . . , X_n, Z ∑ 0≤i≤n |Xi − zi| 2 < ε_2, g_i = 0, 1 ≤ i ≤ r, gZ − 1 = 0. (15)

Śĺśšěňă (15) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć A^{n+2} (k(ε_1, ε_2)) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă g őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě W_1 ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_r), šăłőľ ůšő z ∈ W_1, śř. [10], [11]. Ćż£śŋĺň ďń£ ćś£łőčő z ∈ T , ĺňěěš ńĺ śĺśšěňă (15) řěÿěŋĺě ć A^{n+2} (k(ε_1 , ε_2)) ĺ ŕőśšřőĺň ŕőďňŋőęěśšćő T (g) ⊂ T , śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ šőůěł z ∈ T , šăłĺţ ůšő śĺśšěňă (15) ĺňěěš řěÿěŋĺě ć A^{n+2} (k(ε_1, ε_2)).

Ğăšěň ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěňş ¡ńěňěŋšş g ∈ S. Ěśńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ĺğ S ŕěřěąřăŋż, šő ŕőśšřőĺň ŕőďňŋőęěśšćő S_1 ⊂ S, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć g, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W , ĺ ćż£śŋĺň, ćěřŋő ńĺ, ůšő ∪_{g∈S1} T (g) = T . Ěśńĺ ∪_{g∈S1} T (g) ≠ T , šő śşźěśšćşěš ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă W_1 ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_r), ĺ z ∈ T , šăłĺě ůšő z ∈ W_1, ĺ ćśě ňŋőčőůńěŋż ĺğ S őąřăźă¿šś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő W_1 ⊃ W . Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋě śşźěśšćşěš P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ g_1, . . . , g_{ja}�_1 , ~g, šăłőľ ůšő ~g ŕřĺŋăďńěęĺš ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ś ąăğĺśőň S. Šăł ůšő ňż ŕěřěţőďĺň ć ¡šőň śńşůăě ł śńěďş¿źěňş ğŋăůěŋĺ¿ δ, š.ě. ł δ + 1.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ∪_{g∈S1} T (g) = T . Šőčďă ŕőśšřőĺň, śř. [11], [7], řăśśňăšřĺćă£ śĺśšěňż ăŋăńőčĺůŋżě (15), ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ q = ∑ g∈S_1 c_g g, čďě c_g £ćń£¿šś£ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(r log(δ + 1)), šăłş¿ ůšő q ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě W_1 ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . . , g_r), ďń£ łőšőřőľ x_{a−1} ∈ W_1. Ŕőńőęĺň j_a = j_{a−1} + 1, δ^{(a)} = δ ĺ g_{ja} = q. Ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 1 (ś ψ = 1), ŕőśšřőĺň šřěąşěňżě šőůłş x_a ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_{a,s+1}, . . . , L_{a,n}. Ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [3], ŕőśšřőĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě ăŋăńőčĺůŋőě (2) ďń£ šőůłĺ x_a. İšĺň ğăłăŋůĺćăěšś£ őŕĺśăŋĺě ÿăčă a ĺ ćśěčő ăńčőřĺšňă.

Ğăňěšĺň, ůšő a ≤ δ^{(a)}

(_δ(a)_{+n} n ) . Šěŕěřĳ őűěŋłă ďń£ ćřěňěŋĺ řăąőšż őŕĺśăŋŋőčő ăńčőřĺšňă śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő ĺğ [5] ĺ őűěŋőł ďń£ ćřěňěŋĺ řăąőšż ŕřĺňěŋ-ěŋŋżţ ăńčőřĺšňőć. Şšćěřęďěŋĺě (i) Šěőřěňż 1 ďőłăğăŋő.

Šěŕěřĳ ŋăÿă űěńĳ { ďőłăğăšĳ şšćěřęďěŋĺě (ii) Šěőřěňż 1. Ĺśŕőńĳğş£ (i), ŕőśšřőĺň P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ g_1, . . ., g_s. Ŕşśšĳ 0 ≤ r < s { űěńőě ůĺśńő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şęě ŕőśšřőĺńĺ, ĺśŕőńĳğş£ řěłşřśĺ¿ ŕő r, šőůłş x ∈ W , łőšőřă£ £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ Z(g_1, . . ., g_s), ĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . . , h_r, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s} ∈ k[X_0, . . . , X_n], šăłĺě ůšő

(a) x £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ Z(h_1, . . . , h_r),

(b) W £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ Z(h_1, . . . , h_r, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s}),

(c) x £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ Z(h_1, . . . , h_r, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s}),

(d) g_{r,j} = ∑ 1≤v≤j qr,j,vgv, čďě qr,j,v ∈ k[X0, . . ., Xn] £ćń£¿šś£ őďŋőřőď- ŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ, ĺ deg q_{r,j,v} = deg g_j − deg g_v ďń£ ćśěţ 1 ≤ v ≤ j.

(šăł ůšő ć śńşůăě ąăğż řěłşřśĺĺ r = 0 ďăŋă čńăďłă£ šőůłă x = x_0 ∈ W , ĺ ňż ŕőńőęĺň g_{0,j} = g_j ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ s). Ŋăÿă űěńĳ { ŕőśšřőĺšĳ ňŋőčőůńěŋ h_{r+1} ĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_{r+1,r+2}, . . . , g_{r+1,s}, šăłĺě ůšő śćőľśšćă (a){(d) ąşďşš şďőćńěšćőř£šĳś£, ěśńĺ ğăňěŋĺšĳ r ŋă r + 1 (ňőęěš ążšĳ ś ďřşčőľ šőůłőľ x).

Ŕşśšĳ X_{i0} (x) ≠ 0. Śďěńăć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłş łőőřďĺŋăš ňŋőčőőąřăğĺ£ P^n(k), ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő i_0 = 0.

Őąőğŋăůĺň ψ_i = h_i/X^{deg hi}_0 , 1 ≤ i ≤ r, ĺ ρ_j = g_{r,j} /X^{deg gr,j}_0 , r + 1 ≤ j ≤ s. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Z_i = X_i/X_0 − (X_i/X_0)(x), 1 ≤ i ≤ n, łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A^n (k) = P^n(k) \ Z(X_0). Śńěďőćăšěńĳŋő, ψ_j , ρ_w ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] ďń£ ćśěţ j, w.

Ŕőśšřőĺň, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [7], łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő T_{x,W} ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć šőůłě x. Ąőńěě šőůŋő, ŕőśšřőĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_1, . . ., Y_s ∈ k(x)[Z_1, . . ., Z_n] (ŋăŕőňŋĺň, ůšő k(x) { ŕőńě, ŕőřőęď-ěŋŋőě ŋăď k ăťťĺŋŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (X_i/X_0)(x), 1 ≤ i ≤ n, šőůłĺ x), šăłĺě ůšő T_{x,W} = Z(Y_1 , . . ., Y_s), ĺ d_xψ_i = Y_i ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ r. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżě ňŋőčőůńěŋż φ_j ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], r + 1 ≤ j ≤ s, ĺ ĺŋďěłśż 1 ≤ i_{s+1} < . . . < i_n ≤ n, šăłĺě ůšő ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć šőůłě x, ďĺťťěřěŋűĺăńż d_xφ_i = Y_i ďń£ ćś£łőčő r + 1 ≤ i ≤ s, ĺ ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{is+1} , . . . , Z_{in} £ćń£ěšś£ śĺśšěňőľ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ {x}, śőśšő£źěčő ĺğ őďŋőľ šőůłĺ x. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő i_j = j ďń£ ćśěţ s + 1 ≤ j ≤ n.

Śďěńăć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłş łőőřďĺŋăš Z_1, . . ., Z_s, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ňĺŋőř ňăšřĺűż §łőąĺ ć šőůłě x det ((∂ψ_i/∂Z_j ) (x))_{1≤i,j≤r} ≠ 0. (16)

Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ˙ = k[[ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . ., φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]]. (17) İšő łőńĳűő śőćŕăďăěš ś łőńĳűőň ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš Z_1, . . . , Z_n ŋăď k. Śńěďőćăšěńĳŋő, őŋő śőďěřęĺš łőńĳűő k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš F łőńĳűă ˙ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ ć ćĺďě F = ∑ i_1,...,i_n≥0 F_{i1,...,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , (18) čďě ćśě F_{i1,...,in} ∈ k. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~P = (ψ1, . . . , ψr, φr+1, . . . , φs) ĺďěăń łőńĳűă ˙, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ¡ńěňěŋšăňĺ ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s. Ŕşśšĳ F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Šőčďă

F ∈ ~P šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă Z(F ) ⊃ V \ Z(X_0 ). (19)

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă F őąőğŋăůĺň ord F = min{i_{r+1} + . . . + i_s : F_{0,...,0,ir+1,...,in} ≠ 0}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ord F { ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě űěńőě ůĺśńő ĺńĺ +∞.

Ŕşśšĳ ďń£ ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă F ćżŕőńŋěŋő (18). Ŕőńőęĺň ν_0 = ν_0(x, F ) = min{i_{r+1} + . . . + i_n : F_{0,...,0,ir+1,...,in} ≠ 0}, lf(x, F ) = ∑ i_{r+1}+...+i_n =ν_0 F_{0,...,0,ir+1,...,in} φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n . Śńěďőćăšěńĳŋő, lf(x, F ) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Lf(x, F ) ∈ k[Y_{r+1}, . . ., Y_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] ňŋőčőůńěŋ, šăłőľ ůšő Lf(x, F )(φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n) = lf(x, F ).

Ććěď-ěň őŕěřăšőřż ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ D_j, r + 1 ≤ j ≤ s ŋă łőńĳűě˙ ťőřňşńăňĺ

D_j(F ) = det ∂ψ_1/∂Z_1 . . . ∂ψ_1/∂Z_r ∂ψ_1/∂Z_j . . . . . . . . ∂ψ_r /∂Z_1 . . . ∂ψ_r/∂Z_r ∂ψ_r /∂Z_j ∂F/∂Z_1 . . . ∂F/∂Z_r ∂F/∂Z_j .

Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ F ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], šő śšěŕěŋĺ őšŋőśĺšěńĳŋő Z_1, . . . , Z_n

deg D_i(F ) ≤ deg F + deg h_1 + . . . + deg h_r − r − 1. (20)

Ěśńĺ F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0], šő D_i(F ) ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0] ďń£ ćś£- łőčő r + 1 ≤ i ≤ s. Ŕő Šěőřěňăň 1, 2 ĺ Ńěňňě 18 ĺğ [5] ňż ĺňěěň

ord ρ_{r+1} ≤ 1 + deg h_1 · . . . · deg h_r deg g_{r+1} · . . . · deg g_s deg W ≤ n^{2sC0} ďń£ ŋěłőšőřőľ ăąśőń¿šŋżľ łőŋśšăŋšż C_0 > 0.

Ŕşśšĳ μ_0 = min{μ(z, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) : z ∈ W }. Ŕőśšřőĺň, ĺśŕőńĳğş£ Ńěňňş 1, šőůłş x^′ ăŋăńőčĺůŋş¿ x ĺ, šăłş¿ ůšő

μ(x^′, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1} )) = μ_0.

Ğăňěŋ££ šőůłş x ŋă x^′, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő x = x^′.

ŃĚŇŇĂ 2 Ŕşśšĳ ν = ord ρr+1 . Ŕřěďśšăćĺň ρr+1 łăł ¡ńěňěŋš łőńĳűă˙

ρ_{r+1} = ∑ i_1,...,i_n≥0 a_{i1,...,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n ,

čďě ćśě a_{i1,...,in} ∈ k. Šőčďă ν = ν_0(x, ρ_{r+1}) ĺńĺ, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő, lf(x, ρ_{r+1} ) ∈ k[φ_{r+1} , . . ., φ_s].

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R ńőłăńĳŋőě łőńĳűő ăńčěąřă-

ĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . ., h_r)\Z(X_0 ) = Z(ψ_1, . . ., ψ_r) ć šőůłě x. Šăł ůšő R £ćń£ěšś£ řěčşń£řŋżň ńőłăńĳŋżň łőńĳűőň ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ťăłšőřĺăńĳŋżň łőńĳűőň. Ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě ćńőęěŋĺě R −→ k[[φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]] = ˙_1, čďě ˙_1 { łőńĳűő ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć őš φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n ŋăď k. Śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ ¡ŕĺňőřťĺğň p : ˙ → ˙_1. Ŕşśšĳ z ∈ R, ĺ ~z { ¡ńěňěŋš łőńĳűă ˙, šăłőľ ůšő p(~z) = z. Ŕőńőęĺň ν_0(x, z) = ν_0(x, ~z) ĺ lf(x, z) = p(lf(x, ~z)). Šőčďă ν_0(x, z) ĺ lf(x, z) ŋě ğăćĺś£š őš ćżąőřă ~z. Ŕşśšĳ ρ_{r+1} ∈ R { őąřăğ ρ_{r+1}. Ŋăň ŋěőąţőďĺňő ďőłăğăšĳ, ůšő lf(x, ρ_{r+1} ) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s]. Ŕřěďśšăćĺň

ρ_{r+1} = λ ∏ i∈I η^{ei}_i , čďě η_i { ŋěŕřĺćőďĺňżě ¡ńěňěŋšż R, ĺ λ £ćń£ěšś£ őąřăšĺňżň ¡ńěňěŋšőň R. Ćżąěřěň ¡ńěňěŋšż ~η_i ∈ k(Z_1, . . . , Z_n) ∩ ˙, šăłĺě ůšő p(~η_i) = η_i ďń£ ćś£łőčő i ∈ I. Šőčďă Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1}) śőćŕăďăěš ś ∪_{i∈I} Z(~η_i, ψ_1, . . . , ψ_r) ć őłřěśšŋőśšĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő šőůłĺ x. Ďăńěě, łřăšŋőśšĳ μ(x, Z(~η_i, ψ_1, . . . , ψ_r)) = ν_0(x, η_i), łăł ¡šő śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ łřăšŋőśšĺ, ĺśŕőńĳğş£ ňŋőčőůńěŋ Čĺńĳąěřšă- Śăň¿¡ń£, śň. [2]. Śńěďőćăšěńĳŋő, μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) = ∑ i∈I ν_0(x, η_i). (21)

Ňż ĺňěěň lf(x, ρ_{r+1} ) = lf(x, λ) ∏ i∈I lf(x, η_i)^{ei} . Śńěďőćăšěńĳŋő, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő lf(x, η_i) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s] ďń£ ćś£łőčő i ∈ I.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő lf(x, ρ_{r+1} ) ∉ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s]. Šőčďă śşźěśšćşěš i_0 ∈ I, šăłőě ůšő lf(x, η_{i0} ) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . ., Z_n] \ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s]. Ŕşśšĳ ε_i { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k(ε_{s+1}, . . . , ε_{i−1}) ďń£ ćś£łőčő s + 1 ≤ i ≤ n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ x^{′′} ∈ W (k(ε_{s+1} , . . ., ε_n)) šőůłş, £ćń£¿źş¿ś£ ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłőľ ł x, šăłş¿ ůšő Z_j (x^{′′}) = ε_j , s + 1 ≤ j ≤ n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ R^{′′} ńőłăńĳŋőě łőńĳűő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W ć šőůłě x^{′′}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ρ_{r+1}, η_i ∈ R^{′′}, i ∈ I, ĺ λ { őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă R^{′′}. Řăśśňőšřĺň łőńĳűő ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ˙^{′′} = k[[ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1} − Z_{s+1}(x^{′′}), . . ., Z_n − Z_n(x^{′′})]]. (22)

Ďń£ ¡ńěňěŋšă F ∈ ˙^{′′} őŕřěďěńĺň ν_0(x^{′′}, F ) ĺ lf(x^{′′}, F ), ğăňěŋ££ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ν_0(x, F ) ĺ lf(x, F ) łőńĳűő ˙ ŋă ˙^{′′} ĺ Z_{s+1}, . . . , Z_n ŋă Z_{s+1} − Z_{s+1} (x^{′′}), . . . , Z_n − Z_n(x^{′′}).

Śńěďőćăšěńĳŋő, ν_0(x^{′′}, η_i) ≤ ν_0(x, η_i), i ∈ I, ĺ ν_0(x^{′′}, η_{i0} ) < ν_0(x, η_{i0} ) śőčńăśŋő ćżąőřş i_0 ĺ šőůłĺ x^{′′}. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ăŋăńőčĺůŋő (21) ňż ĺňěěň μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) ≤ ∑ i∈I ν_0(x^{′′}, η_i). Šăłĺň őąřăğőň, μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . ., ψ_r, ρ_{r+1} )) < μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})). Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš ńěňňş.

ŃĚŇŇĂ 3 Ŕşśšĳ F ∈ R { ¡ńěňěŋš, šăłőľ ůšő lf(x, F ) ∈ k[φr+1, . . . , φs]

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Lf(x, F ) ∈ k[Y_{r+1}, . . . , Y_s]. Šőčďă śşźěśšćşěš r + 1 ≤ j ≤ s, šăłőě ůšő ord(D_j (F )) = ord(F ) − 1, ĺ

lf(x, D_j(F )) = ∑ r+1≤i≤s ∂ Lf(x, F ) ∂Y_i (φ_{r+1} , . . . , φ_s) lf(x, D_j(φ_i)).

Śńěďőćăšěńĳŋő, lf(x, D_j(F )) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s] ďń£ ¡šőčő j.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ őŕěřăšőřőć Di, şśńőćĺ¿ (16)

ĺ, šăł łăł ćś£łă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ¡ńěňěŋšőć ψ_{r+1}, . . . , ψ_s £ćń£ěšś£ ńőłăńĳŋżň ŕăřăňěšřőň ć šőůłě x, ćěłšőřż (D_{r+1} (ψ_i)(x), . . ., D_s(ψ_i)(x)) ∈ (k)^{s−r}, r + 1 ≤ i ≤ s, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď k. Őšś¿ďă şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő.

Łőŋśšřşĺřş£ ŕěřćżě ůńěŋż řăğńőęěŋĺ£ ρ_{r+1} ć łőńĳűě ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć k(x)[[Y_1, . . . , Y_s, Z_{s+1}, . . ., Z_n]], ćżůĺśńĺň Lf(x, ρ_{r+1}) ĺ ν_0(x, ρ_{r+1} ). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő 0 ≤ α ≤ ν_0(x, ρ_{r+1}) − 2 ňż şęě ŕőśšřőĺńĺ ĺŋďěłśż r + 1 ≤ j_1, . . . , j_α ≤ s, šăłĺě ůšő

ord D_{jα} . . . D_{j1} ρ_{r+1} = ν_0(x, ρ_{r+1}) − α, Lf(x, D_{jα} . . . D_{j1} ρ_{r+1}) ∈ k(x)[Y_{r+1}, . . . , Y_s] (ąăğă řěłşřśĺĺ ěśšĳ α = 0). Ŋă śńěďş¿źěň ÿăčě řěłşřśĺĺ ŕřĺňěŋĺň Ńěňňş 3 ł F = D_{jα} . . . D_{j1} ρ_{r+1} ĺ ćżůĺśńĺň ĺŋďěłś j_{α+1}, šăłőľ ůšő śťőřňşńĺřőćăŋŋżě śćőľśšćă ąşďşš şďőćńěšćőř£šĳś£ ďń£ α + 1. Ć łőŋěůŋőň śů-ěšě ňż ŕőńşůĺň ĺŋďěłśż r + 1 ≤ j_1, . . . , j_β ≤ s, β = ν_0(x, ρ_{r+1}) − 1. Ğăšěň ŕőńőęĺň

ψ_{r+1} = D_{jβ} . . . D_{j1} ρ_{r+1} ∈ k(x)[Z_1, . . . , Z_n], h_{r+1} = ψ_{r+1}X^{degZ1,...,Zn ψr+1} 0 ∈ k[X_0, . . ., X_n]. Šăłĺň őąřăğőň, h_{r+1} őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W , ĺ x £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . ., h_{r+1}).

Ŕőłăęěň, łăł ŕőśšřőĺšĳ ćśě ňŋőčőůńěŋż g_{r+1,j} ĺ q_{r+1,j,v}, šăłĺě ůšő şśńőćĺ£ (b) ĺ (d) şďőćńěšćőř£¿šś£ ś r, ğăňěŋ-ěŋŋżň r + 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şęě ŕőśšřőĺńĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_{r+1,j}, q_{r+1,j,v} ďń£ ćśěţ α ≤ j ≤ s, 1 ≤ v ≤ j ďń£ ŋěłőšőřőčő r + 3 ≤ α ≤ s + 1, ĺ řăğňěřŋőśšĳ łăęďőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż, śőďěřęăźěľ šőůłş x, ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r+1,α}, . . . , g_{r+1,s}) = S_α ěśšĳ n − r − s + α − 2. Ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ Z(h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s}) = Z(h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,α−1}, g_{r+1,α}, . . . , g_{r+1,s}) = S_α ∩ Z(g_{r,r+1} , . . . , g_{r,α−1}). Śőčńăśŋő [7] ňż ňőęěň ćżůĺśńĺšĳ řăğňěřŋőśšĳ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ (łőšőřőě ğăďăŋő śĺśšěňőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ) ć šőůłě x, š.ě. ňăłśĺňşň řăğňěřŋőśšěľ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš řăśśňăšřĺćăěňőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, śőďěřęăźĺţ šőůłş x. Śńěďőćăšěńĳŋő, śř. [10], [11], ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_{r+1,α−1}, q_{r+1,α−1,v}, 1 ≤ v ≤ α − 1, šăłĺě ůšő deg q_{r+1,α−1,v} = deg g_{α−1} − deg g_v, ĺ ňŋőčőůńěŋ g_{r+1,α−1}, ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă łăęďőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě, śőďěřęăźěľ šőůłş x, ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ S_α.

Śńěďőćăšěńĳŋő, řăğňěřŋőśšĳ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż, śőďěřęăźěľ šőůłş x, ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ S_{α−1} ěśšĳ n − r − s + α − 3.

Šăłĺň őąřăğőň, ĺśŕőńĳğş£ řěłşřśĺ¿ ŕő α, ňż ŕőśšřőĺň ćśě ňŋőčőůńěŋż g_{r+1,v} ĺ q_{r+1,j,v}, šăłĺě ůšő şśńőćĺ£ (b) ĺ (d) şďőćńěšćőř£¿šś£ ś r, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă r + 1. Ŋăłőŋěű, ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş 1 ĺ Ğăňěůăŋĺě 5, ć śńşůăě, łőčďă ψ = 1, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ψ_1, . . . , ψ_j ěśšĳ h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r+1,r+2} , . . . , g_{r+1,s} (šăł ůšő j = s) ĺ j_1 = r + 1, ŕőśšřőĺň x^′ ĺ ğăňěŋĺň x ŋă x^′. Šěŕěřĳ şśńőćĺ£ (a){(d) şďőćńěšćőř£¿šś£ ś r, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă r + 1.

Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőśšřőĺň ć łőŋěůŋőň śů-ěšě šřěąşěňżě ć şšćěřęďěŋĺĺ (ii) Šěőřěňż 1 őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . . , h_s. Šő, ůšő Lf(x, ρ_{r+1}) ∈ k[Y_{r+1}, . . . , Y_s], ĺ ŋěřăćěŋśšćő ord ρ_{r+1} ≤ n^{2sC0} ćăęŋő ďń£ őűěŋőł ćřěňěŋĺ řăąőšż őŕĺśăŋŋőčő ăńčőřĺšňă. Ŋěřăćěŋśšćă deg h_i < n^{2sC} deg g_i, 1 ≤ i ≤ s, śńěďş¿š ĺğ őűěŋłĺ ďń£ ord ρ_{r+1} ĺ (20), śř. Ńěňňă 19 [5]. Őűěŋłă ďń£ ćřěňěŋĺ řăąőšż őŕĺśăŋŋőčő ăńčőřĺšňă šěŕěřĳ śńěďşěš ŋěňěďńěŋŋő ĺğ őűěŋőł ďń£ ćřěňěŋĺ řăąőšż ĺśŕőńĳğőćăŋŋżţ ăńčőřĺšňőć. Šěőřěňă 1 ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă.

2 Ĺğňěńĳůěŋĺě ŕőłřżšĺ£

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż 2 ć śńşůăě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ ňż śťőřňşńĺřşěň ąőńěě šőůŋżľ řěğşńĳšăš. Ŕşśšĳ V_α, α ∈ A_1 { śěňěľśšćő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřă-

ğĺľ P^n(k). Ŕşśšĳ dim Vα = n − s čďě 1 ≤ s = s(α) ≤ n. Ďń£ ćś£łőčő α ∈ A1

ŕşśšĳ ďăŋż őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] ĺ ĺŋďěłśż 0 ≤ i_1 < . . . < i_s ≤ n (¡šĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ĺ ĺŋďěłśż ğăćĺś£š őš α). Őąőğŋăůĺň ´_α = det(∂h_v/∂X_{iw} )_{1≤v,w≤s}.

Ŕşśšĳ V_α £ćń£ěšś£ őŕřěďěń-ěŋŋőľ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőľ ŋăď k łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1 , . . ., h_s) \ Z(´_α) ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_1.

ŠĚŐŘĚŇĂ 4 Ŕşśšĳ V { ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ĺğ Ććěďěŋĺ£.

Ŕşśšĳ W_β , β ∈ B { śěňěľśšćő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k ŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ. Ŕşśšĳ dim W_β = n − s(β), čďě 1 ≤ s(β) ≤ n. Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)} ∈ k[X_0, . . . , X_n]. Őąőğŋăůĺň Z(g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)}) = S_β . Ŕşśšĳ W_β ⊂ Z(g_{β,1} , . . ., g_{β,m(β)} ) = S_β ⊂ V ďń£ ćś£łőčő β ∈ B. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő V \ ⋃ β∈B W_β ⊂ ⋃ α∈A_1 V_α. (23)

Šőčďă ďń£ ćś£łőčő β ∈ B śşźěśšćşěš łőŋěůŋőě śěňěľśšćő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k ŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ W_{β,γ} , γ ∈ `_β, ś dim W_{β,γ} = n − s(γ), 1 ≤ s(γ) ≤ n, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śńěďş¿źĺň śćőľśšćăň.

(a) Ďń£ ćś£łĺţ β ∈ B, γ ∈ `_β ĺňěěš ňěśšő ćłń¿ůěŋĺě W_{β,γ} ⊂ W_β . (b) Ĺňěěš ňěśšő ćńőęěŋĺě V \ ⋃ β∈B ⋃ γ∈Γ_β W_{β,γ} ⊂ ⋃ α∈A_1 V_α.

(c) Ďń£ ćś£łĺţ β ∈ B, γ ∈ `_β śşźěśšćş¿š ĺŋďěłśż α_1, . . . , α_r ∈ A_1 (ğďěśĳ ¡šĺ ĺŋďěłśż ĺ r ğăćĺś£š őš γ), šăłĺě ůšő dim W_{β,γ} < dim V_{αi} ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ r, ĺ W_{β,γ} £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)}, ´_{α1} , . . . , ´_{αr} ). (d) Śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

( max_{1≤i≤r} deg ´_{αi} )^{n−s(β)} deg W_β ≥ ∑ γ∈Γ_β ( max_{1≤i≤r} deg ´_{αi} )^{n−s(γ)} deg W_{β,γ} .

(e) Ďń£ ćś£łĺţ β_1, β_2 ∈ B, γ_1 ∈ `_{β1} , γ_2 ∈ `_{β2} , ěśńĺ (β_1, γ_1) ≠ (β_2, γ_2), šő W_{β1,γ1} ⊄ W_{β2,γ2} . (f) Ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_1, ďń£ ćś£łĺţ β ∈ B, γ ∈ `_β śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő dim V_α ∩ W_{β,γ} < dim W_{β,γ} .

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ňż ňőęěň ŕőńőęĺšĳ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ `β =

∅ ďń£ ŋěłőšőřőčő β. Śńěďőćăšěńĳŋő, ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő W_{β1} ⊄ W_{β2} , ěśńĺ β_1 ≠ β_2, ĺ W_{β1} ⊄ ∪_{α∈A1} V_α ďń£ ćśěţ β_1, β_2 ∈ B. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ F śěňěľśšćő ćńőęěŋĺľ W_β ⊂ S_β , β ∈ B.

Šěŕěřĳ ňż őŕĺÿěň őąźĺľ ŕńăŋ ďőłăğăšěńĳśšćă. Ŕőśšřőěŋĺě šřěąşěňőčő śěňěľśšćă W_{β,γ} , γ ∈ `_β, β ∈ B, őśşźěśšćń£ěšś£ řěłşřśĺćŋő ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő (¡šő ąşďěš ďőłăğăŋő) ÿăčőć, ŋăůĺŋă£ ś ŕěřćőčő ÿăčă. Ŋă i-őň ÿăčě ňż ŕőśšřőĺň ďěřěćő T_i ĺ śěňěľśšćő F_i ćńőęěŋĺľ W_β ⊂ S_β , β ∈ B_i, ŕřĺů-ěň F_i ĺ B_i ăŋăńőčĺůŋż F ĺ B. Ďěřěćő T_{i−1} £ćń£ěšś£ ŕőďďěřěćőň T_i ďń£ ćś£łőčő i ≥ 1 (ďěřěćő T_0 ąşďěš őŕřěďěńěŋő). Ňż ŕőśšřőĺň šăłęě ŕőďňŋőęěśšćő E_i ⊂ B_i, šăłőě ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ β_1 , β_2 ∈ B_i \ E_i ňż ĺňěěň W_{β1} ⊄ W_{β2} , ěśńĺ β_1 ≠ β_2, ĺ W_{β1} ⊄ ∪_{α∈A1} V_α. Ňŋőęěśšćő ńĺśšĳěć ďěřěćă T_i řăćŋő B_i. Ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_i ćńőęěŋĺě W_β ⊂ S_β śőőšćěšśšćşěš ńĺśšş β. Őąőğŋăůĺň dim W_β = n − s(β), β ∈ B_i.

Ąşďěš ďőłăğăŋő ćłń¿ůěŋĺě V \ ⋃ β∈B_i \E_i W_β ⊂ ⋃ α∈A_1 V_α. (24)

Ďń£ ćś£łőčő β ∈ B őąőğŋăůĺň ůěřěğ `_{i,β} ňŋőęěśšćő ćśěţ γ ∈ B_i \ E_i, £ćń£¿- źĺţś£ ŕőšőňłăňĺ β ĺńĺ śőćŕăďă¿źĺţ ś β. Ďń£ ćś£łőčő β ∈ B, ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i,β} ąşďěš şśšăŋőćńěŋő ćłń¿ůěŋĺě

W_γ ⊂ W_β . (25)

Ňż ďőłăęěň, ůšő ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i,β} śşźěśšćş¿š ĺŋďěłśż α_1, . . . , α_r ∈ A_1 (ğďěśĳ ¡šĺ ĺŋďěłśż ĺ r ğăćĺś£š őš γ), šăłĺě ůšő dim W_γ < dim V_{αi} ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ r, ĺ S_γ = Z(g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)}, ´_{α1} , . . . , ´_{αr} ). (26) Ąşďěš şśšăŋőćńěŋő šăłęě ŋěřăćěŋśšćő

( max_{1≤i≤r} deg ´_{αi} )^{n−s(β)} deg W_β ≥ ∑ γ∈Γ_{i,β} ( max_{1≤i≤r} deg ´_{αi} )^{n−s(γ)} deg W_{β,γ} . (27)

Ŕőńőęĺň F_0 = F, B_0 = B ĺ E_0 = ∅. Ďěřěćő T_0 ĺňěěš łőřěŋĳ v^∗ (ğďěśĳ ňż ććőďĺň ŋőćżľ ¡ńěňěŋš). Ćśě ńĺśšĳ£ β ∈ B ¡šőčő ďěřěćă £ćń£¿šś£ śżŋőćĳ£ňĺ v^∗. Ŕőńőęĺň `_{0,β} = {β} ďń£ ćś£łőčő β ∈ B. Ďń£ i = 0 ćłń¿ůěŋĺě (24) śńěďşěš ĺğ (23). Ćłń¿ůěŋĺě (25) šřĺćĺăńĳŋő. Ŋěřăćěŋśšćő (26) śŕřăćěďńĺćő ć ¡šőň śńşůăě. Ŋěřăćěŋśšćő (27) šăłęě ćżŕőńŋěŋő ś r = 0.

Ŕşśšĳ i ≥ 0. Ÿăč i £ćń£ěšś£ ğăłń¿ůĺšěńĳŋżň (ĺńĺ, ěśńĺ i = 0, ŋě šřěąşěšś£ ŋĺłăłőľ łőŋśšřşłűĺĺ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ďń£ ćś£łőčő u ∈ B_i \ E_i ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W_u £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ S_u, ĺ ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_1 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő dim V_α ∩ W_u < dim W_u. Ŕşśšĳ N { ŋőňěř ŕőśńěďŋěčő ÿăčă řăśśňăšřĺćăěňőľ łőŋśšřşłűĺĺ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň `_β = `_{N,β} ďń£ ćś£łőčő β ∈ B ĺ W_{β,γ} = W_γ ďń£ ćś£- łĺţ β ∈ B, γ ∈ `_β. Šőčďă šřěąşěňżě şšćěřęďěŋĺ£ (a){(d) śńěďş¿š ĺğ (25), (24), (26) ĺ (27) ďń£ i = N . Şšćěřęďěŋĺě (e) šěőřěňż ćżŕőńŋěŋő, ŕőśłőńĳłş ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ β_1, β_2 ∈ B_N \ E_N ňż ĺňěěň W_{β1} ⊄ W_{β2} . Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě (f) śŕřăćěďńĺćő, šăł łăł ďń£ ćś£łĺţ α ∈ A_1, β ∈ B_N \ E_N śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő dim V_α ∩ W_β < dim W_β .

Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ŋăÿă łőŋśšřşłűĺ£ śőďěřęĺš ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ÿăč.

Ŕěřěľď-ěň ł ŕőďřőąŋőśš£ň. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő (i−1)-żľ ÿăč ŋě £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺň, ĺńĺ i = 1. Őŕĺÿěň, łăł ćżŕőńŋĺšĳ i-żľ ÿăč. Ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő T_{i−1}, F_{i−1} ĺ E_{i−1} şęě ŕőśšřőěŋż, ĺ (24), (25), (26), (27) ďőłăğăŋż ďń£ i − 1, ěśńĺ i > 1. Ć śńşůăě, łőčďă i − 1 = 0 (24), (25), (26), (27) šăłęě ćżŕőńŋ£¿šś£, łăł ňż ćĺďěńĺ ćżÿě.

Ŕőśłőńĳłş (i−1)-żľ ÿăč ŋě £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺň ĺńĺ i = 1, šő ćżŕőńŋěŋő ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋő ĺğ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ:

(a) śşźěśšćş¿š u ∈ B_{i−1} \ E_{i−1} ĺ őŕřěďěń-ěŋŋă£ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňă£ ŋăď k łőňŕőŋěŋšă W ňŋőčőőąřăğĺ£ S_u, šăłĺě ůšő W_u ⊂ W ĺ W_u ≠ W .

(b) śşźěśšćşěš α ∈ A_1, šăłőě ůšő dim V_α ∩ W_u = dim W_u.

Ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő (a), šő W ⊄ ⋃ β∈B_i�_1 \E_i�_1 Wβ . Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő (24)

(ďń£ i − 1) śşźěśšćşěš α ∈ A_1, šăłőě ůšő V_α ∩ W śőďěřęĺš ŋěŕşśšőě őšłřżšőě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŕőďňŋőęěśšćő W . Śńěďőćăšěńĳŋő, ğăňżłăŋĺě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő V_α ⊃ W ĺ

V_α ⊃ W_u. (28)

Ćšőřőě şśńőćĺě dim V_α ∩ W_u = dim W_u šăłęě ćńěů-ěš (28). Ćżąěřěň ĺŋďěłś α, šăłőľ ůšő śŕřăćěďńĺćő (28), ĺ, ěśńĺ ćżŕőńŋěŋő (a), šő V_α ⊃ W .

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Z(´_α) ⊃ W_u (śńěďőćăšěńĳŋő, ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě (a)). Šőčďă ćěřÿĺŋă u ďěřěćă T_i ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőčő śżŋă u_1 (ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ¡šőš ŋőćżľ ĺŋďěłś u_1 ŋě £ćń£ěšś£ űěńżň ůĺśńőň ĺ ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš ŋĺłăłőňş ňŋőęěśšćş ĺŋďěłśőć B_ι, ććěď-ěŋŋőňş řăŋěě). İšőňş śżŋş u_1 ňż ŕřĺŕĺśżćăěň ćńőęěŋĺě W_u ⊂ S_u ∩ Z(´_α). Šăł ůšő W_{u1} = W_u ĺ S_{u1} = S_u ∩ Z(´_α). Ňŋőęěśšćő ńĺśšĳěć ďěřěćă T_i ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ B_{i−1} ∪ {u_1} \ {u} ĺ E_i = E_{i−1}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ β_1, β_2 ∈ B_i \ E_i ňż ĺňěěň W_{β1} ⊄ W_{β2} . Šăłĺň őąřăğőň, ďěřěćő T_i ŕőśšřőěŋő ć ¡šőň śńşůăě. Šřěąşěňżě (24), (25), (26), (27) ďń£ i śńěďş¿š ĺğ šěţ ęě śăňżţ şšćěřęďěŋĺľ ďń£ i − 1 ć ¡šőň śńşůăě. Őšňěšĺň ğďěśĳ, ůšő W ⊄ S_{u1} ć řăśśňăšřĺćăěňőň śńşůăě.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Z(´_α) ⊅ W_u. Ŕřěďśšăćĺň

Z(´_α) ∩ W_u = ⋃ β∈B_u W_β, čďě W_β , β ∈ B_u, £ćń£ěšś£ śěňěľśšćőň ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(´_α) ∩ W_u (ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ćśě ĺŋďěłśż B_u ŋě £ćń£- ¿šś£ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ ĺ ŋě ŕřĺŋăďńěęăš ŋĺłăłőňş ňŋőęěśšćş ĺŋďěłśőć B_ι, ććěď-ěŋŋőňş řăŋěě).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ E_u ŕőďňŋőęěśšćő ćśěţ β ∈ B_u, šăłĺţ ůšő śşźěśšćşěš β_1 ∈ B_{i−1} \ (E_{i−1} ∪ {u}) ś W_β ⊂ W_{β1} ĺńĺ W_β ⊂ ∪_{α∈A1} V_α.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňŋőęěśšćő śżŋőćěľ u ć ďěřěćě T_i ěśšĳ B_u. Łăęďőňş β ∈ B_u śőŕőśšăćĺň ćńőęěŋĺě W_β ⊂ S_u ∩ Z(´_α) = S_β . Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňŋőęěśšćő ńĺśšĳěć ďěřěćă T_i ěśšĳ B_i = (B_{i−1} ∪ B_u) \ {u}.

Ŕőńőęĺň ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ E_i = (E_{i−1} ∪ E_u) \ {u}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ β_1, β_2 ∈ B_i \ E_i ňż ĺňěěň W_{β1} ⊄ W_{β2} . Šăłĺň őąřăğőň, ďěřěćő T_i ŕőśšřőěŋő ć ¡šőň śńşůăě.

Ğăňěšĺň, ůšő B_i \ E_i = (B_{i−1} \ (E_{i−1} ∪ {u})) ∪ (B_u \ E_u). Śńěďőćăšěńĳŋő, W_u \ ⋃ β∈B_u\E_u W_β ∪ ⋃ β∈B_i�_1 \(E_i�_1 ∪{u}) W_β ⊂ W_u \ Z(´_α) ⊂ V_α ć řăśśňăšřĺćăěňőň śńşůăě. Śńěďőćăšěńĳŋő, (24) ďń£ i śńěďşěš ĺğ šőčő ęě śăňőčő ćłń¿ůěŋĺ£ ďń£ i − 1. Šřěąşěňżě (25), (26), (27) ďń£ i śńěďş¿š ĺğ šěţ ęě śăňżţ şšćěřęďěŋĺľ ďń£ i − 1 ĺ šěőřěňż Ąěğş ć ¡šőň śńşůăě.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăÿă łőŋśšřşłűĺ£ śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă ÿăčőć ňż ććěď-ěň ĺŋćăřĺăŋš a(F), śőőšćěšśšćş¿źĺľ śěňěľśšćş F (ĺńĺ ăŋăńőčĺůŋőňş) ćńőęěŋĺľ W_β ⊂ S_β , β ∈ B ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ šěőřěňż (ŕřĺů-ěň B ŋě £ćń£ěšś£ ťĺłśĺřőćăŋŋżň ďń£ ¡šőčő ĺŋćăřĺăŋšă).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Z_+ = {z ∈ Z : z ≥ 0} ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń. Ŕőńőęĺň Z(j) = Z^{j+2}_+ ďń£ j ∈ Z_+. Řăśśňőšřĺň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă Z(j). Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ x = (x_1, . . . , x_{j+2}), y = (y_1, . . . , y_{j+2}) { ďćă ¡ńěňěŋšă ĺğ Z(j). Šőčďă x > y, ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ śşźěśšćşěš i, šăłőě ůšő 1 ≤ i ≤ j + 2 ĺ

x_1 = y_1, . . . , x_{i−1} = y_{i−1} ĺ x_i > y_i.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň Z^∗ = Z(1) × Z(2) × . . . × Z(n). Řăśśňőšřĺň ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě Z^∗. Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ x = (x_1, . . . , x_n), y = (y_1, . . . , y_n) { ďćă ¡ńěňěŋšă ĺğ Z^∗. Šőčďă x > y ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ śşźěśšćşěš i, šăłőě ůšő 1 ≤ i ≤ n ĺ

x_1 = y_1, . . . , x_{i−1} = y_{i−1} ĺ x_i > y_i.

Ğăňěšĺň, ůšő ćś£łă£ śšřőčő şążćă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă Z^∗ £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőľ, š.ě. Z^∗ şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ őąřżćă şążćă¿źĺţ űěŕěľ.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S_{β,i} őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš W ňŋőčőőąřăğĺ£ S_β, šăłĺţ ůšő řăğňěřŋőśšĳ dim W = n − i, ĺ W ⊃ W_β. Šăł ůšő, ěśńĺ S_{β,i} ≠ ∅, šő 0 ≤ i ≤ s(β). Ŕőńőęĺň deg S_{β,i} = s_{β,i} ĺ deg W_β = w_β ďń£ ćśěţ i, β.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő

B ∩ Z= ∅, ććőď£ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŋőćżě ĺŋďěłśż. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ B^{(j)},

1 ≤ j ≤ n, ňŋőęěśšćő ćśěţ β ∈ B, šăłĺţ ůšő s(β) = j. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň

w_j = ∑ β∈B^{(j)} w_β, 1 ≤ j ≤ n, s_{j,i} = ∑ β∈B^{(j)} s_{β,i}, 0 ≤ i ≤ j, 1 ≤ j ≤ n, a_j = (w_j, s_{j,0}, s_{j,1}, . . . , s_{j,j}) ∈ Z(j), 1 ≤ j ≤ n, a(F) = (a_1, . . . , a_n) ∈ Z^∗.

Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő i ≥ 1, ěśńĺ őŕĺśăŋŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ śěňěľśšćă W_{β,γ} , γ ∈ `_β, β ∈ B, śőśšőĺš ŕő łřăľŋěľ ňěřě ĺğ i ÿăčőć, šő a(F_{i−1}) > a(F_i). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő şśńőćĺ¿ őąřżćă şążćă¿źĺţ űěŕěľ śşźěśšćşěš šőńĳłő łőŋěůŋőě ůĺśńő N ÿăčőć. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ 6 Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ ć şśńőćĺ£ţ Šěőřěňż 4 ďőŕőńŋĺ-

šěńĳŋő ďń£ ćśěţ α ∈ A_1, β ∈ B ňż ĺňěěň W_β ⊅ V_α, šő ďń£ ćśěţ α ∈ A_1, β ∈ B, γ ∈ `_β śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő dim V_α ∩ W_{β,γ} < dim V_α.

3 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2 ďń£ śńşůă£ čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£

Ć şśńőćĺ£ţ Šěőřěňż 4 ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ďń£ ćś£łĺţ řăğńĺůŋżţ β_1, β_2 ∈ B ŕěřěśěůěŋĺě `_{β1} ∩ `_{β2} = ∅. Őąőğŋăůĺň W_γ = W_{β,γ} ďń£ ćś£łĺţ β ∈ B, γ ∈ `_β .

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋőćżě őąőğŋăůěŋĺ£, őšńĺůŋżě őš őąőğŋăůěŋĺľ ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňă 4. Ŕşśšĳ i ≥ 1 { űěńőě ůĺśńő. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A_i, B_i ĺ `_i śőőšćěšśšćěŋŋő ňŋőęěśšćă A_1, B ĺ ∪_{β∈B} `_β ć śšăřżţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ Šěőřěňż 4. Šőčďă ć łőŋśšřşłűĺĺ Šěőřěňż 4 ŋă ćţőďě ĺňěěšś£ ŕăřă śěňěľśšć V_α, α ∈ A_i, W_β ⊂ S_β , β ∈ B_i, (29) ă ŋă ćżţőďě ŕăřă śěňěľśšć V_α, α ∈ A_i, W_γ ⊂ S_γ , γ ∈ `_i. (30) Łőŋśšřşłűĺ£ šřěąşěňőčő čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ V_α, α ∈ A őśşźěśšćń£ěšś£ řěłşřśĺćŋő ğă łőŋěůŋőě ůĺśńő ÿăčőć, ŋăůĺŋă£ ś ŕěřćőčő ÿăčă. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W_γ , γ ∈ `_0 śěňěľśšćő ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš V ĺ ŕőńőęĺň S_γ = Z(f_1 , . . ., f_m) ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_0. Ŕőńőęĺň A_0 = ∅. Ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő `_0 ≠ ∅.

Őŕĺÿěň i-żľ ÿăč, i ≥ 1. Ć ŋăůăńě ¡šőčő ÿăčă ŕőśšřőěŋă ŕăřă śěňěľśšć (30) ś i, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă i − 1, ĺ `_{i−1} ≠ ∅. Ŕőńőęĺň

B_i = `_{i−1}, A_i = A_{i−1} ∪ `_{i−1}

(ňż ňőęěň ğďěśĳ ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő A_{i−1} ∩ `_{i−1} = ∅, ććőď£ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ŋőćżě ĺŋďěłśż). Ŕşśšĳ dim W_β = n − s(β), čďě 1 ≤ s(β) ≤ n ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_i. Ŕřĺňěŋ££ Šěőřěňş 1, ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_i ŕőśšřőĺň śěňěľśšćő őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n], ĺŋďěłśż 0 ≤ i_1 < . . . < i_s ≤ n (¡šĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ĺ ĺŋďěłśż ğăćĺś£š őš β, s = s(β)) ĺ ňŋőčőůńěŋ ´_β = det(∂h_v /∂X_{iw} )_{1≤v,w≤s}, šăłĺě ůšő W_β \ Z(´_β ) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(´_β). Śńěďőćăšěńĳŋő, W_β \ Z(´_β) £ćń£ěšś£ čńăďłĺň łćăğĺŕřőěłšĺćŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň. Ŕőńőęĺň V_β = W_β \ Z(´_β) ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_i.

Šőčďă ŕřĺňěŋ££ Šěőřěňş 4 ł (29), ňż ŕőńşůăěň ŕăřş śěňěľśšć (30). Ěśńĺ `_i = ∅, šő V_α, α ∈ A_i £ćń£ěšś£ šřěąşěňżň čńăďłĺň ŕőłřżšĺěň. Ěśńĺ `_i ≠ ∅, šő ňż ŕěřěţőďĺň ł (i + 1)-őňş ÿăčş.

Śőčńăśŋő şšćěřęďěŋĺ¿ (f) Šěőřěňż 4 ć řăśśňăšřĺćăěňőľ łőŋśšřşłűĺĺ ňőęěš ążšĳ śăňőě ąőńĳÿěě n ÿăčőć. Šřěąşěňżě ć Šěőřěňě 2 őűěŋłĺ ďń£ śšěŕěŋěľ ĺ ďńĺŋ ğăŕĺśĺ śńěďş¿š ŋěňěďńěŋŋő ĺğ Šěőřěňż 1 ĺ Šěőřěňż 4, śň. šăłęě ğăňěůăŋĺ£ ő ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (6) ćő Ććěďěŋĺĺ. Šěőřěňă 2 ďń£ śńşůă£ čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ ďőłăğăŋă.

4 Łőŋśšřşłűĺ£ ůăśšĺůŋőčő ŕőř£ďłă ŋă ňŋőęěśšćě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ

Ŕşśšĳ W_β , β ∈ B, { śěňěľśšćő őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ğăďăŋő ć ćĺďě (6) ĺğ Ććěďěŋĺ£. Šăł ůšő dim W_β = n − s(β), 1 ≤ s(β) ≤ n. Ŕşśšĳ W_{β1} ≠ W_{β2} ďń£ ćś£łĺţ β_1 ≠ β_2. Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ŕőśšřőĺň ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ĺ ńĺŋěľŋżľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě {W_β : β ∈ B} ĺńĺ, ůšő ¡łćĺćăńěŋšŋő, ŋă B. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ B_s ŕőďňŋőęěśšćő ćśěţ β ∈ B, šăłĺţ ůšő dim W_β = n−s, 1 ≤ s ≤ n. Ďń£ ćś£łĺţ 1 ≤ s_1 < s_2 ≤ n, ďń£ ćś£łĺţ β_1 ∈ B_{s1} , β_2 ∈ B_{s2} ŕőńőęĺň β_1 < β_2. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůăěň ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă B, łőšőřżľ ňż ŋăğőć-ěň ŕřěďćăřĺšěńĳŋżň. Šěŕěřĳ ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ĺ ńĺŋěľŋżľ ŕőř£ďőł ŋă łăęďőň ňŋőęěśšćě B_s, 1 ≤ s ≤ n. Šăł ůšő ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő s ťĺłśĺřőćăŋő.

Ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_s řăśśňőšřĺň, śň. Šěőřěňş 1, śěňěľśšćő őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n], ĺŋďěłśż 0 ≤ i_1 < . . . < i_s ≤ n (¡šĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ĺ ĺŋďěłśż ğăćĺś£š őš β) ĺ ňŋőčőůńěŋ ´_β = det(∂h_v /∂X_{iw} )_{1≤v,w≤s}, šăłĺě ůšő W_β \ Z(´_β ) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(´_β). Śńěďőćăšěńĳŋő, W_β \ Z(´_β) £ćń£ěšś£ čńăďłĺň łćăğĺŕřőěłšĺćŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăłęě h_i = h_{β,i}, 1 ≤ i ≤ s, łőčďă ğăćĺśĺňőśšĳ őš β ąşďěš śşźěśšćěŋŋă. Őŕřěďěńĺň śěňěľśšćő H = {h_{β,i}}_{β∈Bs , 1≤i≤s}. Ŕşśšĳ δ_s = max_{β∈Bs ,1≤i≤s} deg h_{β,i}. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ůšő deg h_{β,i} = δ_s ďń£ ćśěţ β ∈ B_s, 1 ≤ i ≤ s, ďőňŋőęă£ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ łăęďżľ h_{β,i} ŋă ŋěłőšőřżľ ňőŋőň, ŋě őąřăźă¿źĺľś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_β.

Őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ σ(H) : B_s × B_s −→ {0, 1} śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ σ = σ(H). Ŕőńőęĺň σ(β, β^′) = 1 (śőőšćěšśšćěŋŋő σ(β, β^′) = 0) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőčőůńěŋż h_{β,1}, . . ., h_{β,s} őąřăźă¿šś£ (śőőšćěšśšćěŋŋő ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć h_{β,1}, . . . , h_{β,s} ŋě őąřăźăěšś£) ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ W_β0. Ďń£ ćś£łőčő (β, β^′) ∈ B_s × B_s, šăłőčő ůšő σ(β, β^′) = 0, őŕřěďěńĺň šăłęě ĺŋďěłś i_0 = i_0(β, β^′), ďń£ łőšőřőčő h_{β,i0} ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_β0.

Ďń£ ćś£łőčő τ ∈ B_s őŕřěďěńĺň ňŋőęěśšćă

B^′_τ = B^′_τ (H) = {(β^′, β) ∈ B_s × B_s : σ(β^′, τ ) = 1 & σ(τ, β) = 1 & σ(β^′, β) = 0 }, B_τ = B_τ (H) = {β : ∃β^′( (β^′, β) ∈ B^′_τ ) }.

Ďőłăęěň, ůšő ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ śěňěľśšćő ~H = {~h_{β,i}}_{β∈Bs, 1≤i≤s} ăŋăńőčĺůŋőě H, šăłőě ůšő, ğăňěŋ££ H ŋă ~H, ňż ŕőńşůăěň ŋőćőě śěňěľśšćő H, ďń£ łőšőřőčő ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ćżŕőńŋěŋő (35), śň. ŋĺęě. Ŕşśšĳ τ ∈ B_s. Śŋăůăńă ŕőłăęěň, łăł ŕőśšřőĺšĳ ŋőćőě śěňěľśšćő ~H ĺ ťşŋłűĺ¿ σ( ~H) ăŋăńőčĺůŋżě H ĺ σ(H), šăłĺě ůšő ďń£ ćś£łőčő τ ∈ B_s, ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_τ (H) σ( ~H)(τ, β) = 0, (31) ĺ ďń£ ćś£łĺţ τ, β ∈ B_s σ( ~H)(τ, β) ≤ σ(H)(τ, β). (32) Ŕőńőęĺň ~h_{τ,i} = h_{τ,i} ďń£ ćśěţ τ ∈ B_s, 1 ≤ i ≤ s − 1. (33)

Őśšă-ěšś£ őŕřěďěńĺšĳ ~h_{τ,s} ďń£ ćśěţ τ .

Ŕőśšřőĺň ťşŋłűĺ¿ ρ : B_τ → B_s, şďőćńěšćőř£¿źş¿ şśńőćĺ¿, ůšő (ρ(β), β) ∈ B^′_τ ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_τ . Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăłęě ρ = ρ(τ, H).

Ŕőńőęĺň ďń£ ćśěţ τ ∈ B_s ~h_{τ,s} = h_{τ,s} + ∑ β∈B_τ c_βh_{ρ(β),i0(ρ(β),β)} , (34) čďě c_β, β ∈ B_τ , { ŋěłőšőřżě ¡ńěňěŋšż ŕőń£ k (łőšőřżě śńěďşěš ćżąřăšĳ), šăłĺě ůšő ćżŕőńŋěŋż šřěąşěňżě śćőľśšćă (31), (32), ĺ ťşŋłűĺ£ ~´_τ = det(∂~h_u/∂X_{iv} )_{1≤u,v≤s} ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_τ (ğďěśĳ ĺŋďěłśż 0 ≤ i_1 < . . . < i_s ≤ n { šě ęě śăňżě, łőšőřżě ążńĺ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ´_τ ). Łřőňě šőčő, ňż ćżąěřěň c_β ∈ Zś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ l(c_β) = O(log(2 + #B_s)) ďń£ ćśěţ β ∈ B_τ .

Ďń£ ćś£łőčő τ ∈ B_s őŕřěďěńĺň ňŋőęěśšćă B^′_τ ( ~H), B_τ ( ~H) ĺ ťşŋłűĺ¿ ρ(τ, ~H), ğăňěŋ££ ć őŕřěďěńěŋĺ£ţ B^′_τ (H), B_τ (H) ĺ ρ(H) śěňěľśšćő H ŋă ~H.

ŃĚŇŇĂ 4 Ďń£ ćś£łőčő τ ∈ Bs ňŋőęěśšćő Bτ (^~H) = ∅. ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ β^′ ∉ Bτ (H), šő σ(H)(τ, β^′) =

σ( ~H)(τ, β^′). Ć śăňőň ďěńě, ňż ĺňěěň σ(H)(τ, β^′ ) ≥ σ( ~H)(τ, β^′) ďń£ ćśěţ τ , β^′. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă σ(H)(τ, β^′) = 1. Şśńőćĺě β^′ ∉ B_τ (H) ćńěů-ěš, ůšő ďń£ ćś£łőčő β ∈ B_τ (H) ňŋőčőůńěŋ h_{ρ(β),i0(ρ(β),β)} őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_β0. Śńěďőćăšěńĳŋő, śőčńăśŋő (33) ĺ (34) σ( ~H)(τ, β^′) = 1, ůšő ďőłăğżćăěš ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě.

Šěŕěřĳ ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő β ∈ B_τ ( ~H) ≠ ∅ ďń£ ŋěłőšőřőčő τ . Ŕőńőęĺň β_1 = ρ(τ, ~H)(β). Šőčďă σ(H)(β_1 , β) = 1, ŕőśłőńĳłş, ĺŋăůě, σ( ~H)(τ, β) = 0.

Ěśńĺ β ∉ B_{β1} (H), šő, łăł ążńő ďőłăğăŋő, σ( ~H)(β_1 , β) = 1. İšő ŕřĺćőďĺš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Śńěďőćăšěńĳŋő, β ∈ B_{β1} (H). Ŕőńőęĺň β_2 = ρ(β_1, H)(β). Šăł ůšő σ(H)(β_2 , β) = 0 ĺ σ(H)(β_2 , β_1) = 1. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż,

σ(H)(β_1 , τ ) = σ( ~H)(β_1, τ ) = 1.

Śńěďőćăšěńĳŋő, σ(H)(β_2 , τ ) = 1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő σ(H)(τ, β) = σ( ~H)(τ, β) = 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, σ(H)(β_2 , β) = 1. Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš ńěňňş.

Šěŕěřĳ ğăňěŋ££ śěňěľśšćő H ŋă ~H, ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň, ůšő B_τ (H) = ∅ ďń£ ćśěţ τ ∈ B_s. (35)

Őŕřěďěńĺň őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋă ňŋőęěśšćě B_s śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ďćă ¡ńěňěŋšă β, τ ∈ B_s ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă σ(β, τ ) = 1 ĺ σ(τ, β) = 1 (šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ ¡šőčő őšŋőÿěŋĺ£ śńěďşěš ĺğ (35)). Ŕőśšřőĺň ťăłšőřňŋőęěśšćő B_s ňŋőęěśšćă B_s őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ π : B_s −→ B_s, π(β) = β, ěśšěśšćěŋŋş¿ ŕřőěłűĺ¿. Śőčńăśŋő (35) ťşŋłűĺ£ σ ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă ć ćĺďě σ = σ∘(π ×π) ďń£ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋŋőľ ťşŋłűĺĺ σ : B_s ×B_s −→ {0, 1}.

Ććěď-ěň ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă ňŋőęěśšćě B_s śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ u, v ∈ B_s. Šőčďă u ≥ v šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă σ(u, v) = 1 (šřăŋğĺšĺćŋőśšĳ ¡šőčő ůăśšĺůŋőčő ŕőř£ďłă śńěďşěš ĺğ (35)).

Ďń£ ćś£łĺţ u, v ∈ B_s, β ∈ u, τ ∈ v, šăłĺţ ůšő u > v ŕőńőęĺň ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ β > τ . Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůăěň ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă B_s. Šřěąşěňżľ ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă B ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ůăśšĺůŋżň ŕőř£ďłőň (¡šő ŕőďňŋőęěśšćő B × B), śőďěřęăźĺň ćśě ŕőśšřőěŋŋżě ŕőř£ďłĺ ŋă B_s, 1 ≤ s ≤ n, ĺ ŕřěďćăřĺšěńĳŋżľ ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă B, őŕĺśăŋŋżľ ć ŋăůăńě řăğďěńă.

Ĺğćěśšŋő, ůšő ćś£łĺľ ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě ňőęěš ążšĳ ŕřőďőńęěŋ ďő ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă. Šăł ůšő ňż ŕřőďőńęăěň ŕőśšřőěŋŋżľ ůăśšĺůŋżľ ŕőř£ďőł ŋă B ďő ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă. Ŕőńşůěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ŕőř£ďőł £ćń£ěšś£ šřěąşěňżň ńĺŋěľŋżň ŕőř£ďłőň ŋă B.

Řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ťőřň

Y_i = ∑ 0≤j≤n y_{i,j}X_j , 0 ≤ i ≤ n, (36) čďě y_{i,j} ∈ k ďń£ ćśěţ i, j. Ŕřěďśšăćĺň šăłęě

X_i = ∑ 0≤j≤n x_{i,j}Y_j , 0 ≤ i ≤ n, (37) čďě x_{i,j} ∈ k ďń£ ćśěţ i, j. Ďń£ ćś£łőčő u ∈ B_s řăśśňőšřĺň őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_{u,i} = ∑ β∈u c_{β,i}h_{β,i}, 1 ≤ i ≤ s, (38) čďě c_{β,i} ∈ k ďń£ ćśěţ β, i. Ŕőńőęĺň

´_u = det(∂h_{u,i}/∂Y_j )_{1≤i,j≤s} = det( ∑ 0≤v≤n x_{v,j}∂h_{u,i}/∂X_v)_{1≤i,j≤s}. Ňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěň (řăśśňăšřĺćă£ śŋăůăńă ćśě x_{i,j} ĺ c_{β,i}, łăł ŕěřěňěŋŋżě), ůšő śşźěśšćş¿š ńĺŋěľŋżě ťőřňż (36) ĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż (38), šăłĺě ůšő

• ďń£ ćś£łőčő τ ∈ B_s ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W_τ ⊂ Z(h_{u,1}, . . . , h_{u,s}) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă u ≥ τ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőśšřőěŋŋőčő ůăśšĺůŋőčő ŕőř£ďłă ŋă B_s.

• ďń£ ćś£łőčő τ ∈ u ňŋőčőůńěŋ ´_u ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W_τ (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, W_τ \ Z(´_u) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ Z(h_{u,1}, . . . , h_{u,s}) \ Z(´_u)).

Łřőňě šőčő, ňőęŋő ćżąřăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ćśě x_{i,j}, c_{β,i} ∈ Zś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n + log(1 + #B_s)).

5 Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż 2 ďń£ śńşůă£ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ

Ňż ďőłăęěň Šěőřěňş 2 ć ŋěśłőńĳłő ąőńěě őąźěľ śĺšşăűĺĺ. Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ ŕřőěłšĺćŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£ V^{(i)}, 1 ≤ i ≤ b, ăŋăńőčĺůŋż W^{(i)}, 1 ≤ i ≤ a, ĺğ Ććěďěŋĺ£. Ŕşśšĳ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż g^{(i)}_j , 1 ≤ i ≤ b, 1 ≤ j ≤ μ(i), ăŋăńőčĺůŋż ňŋőčőůńěŋăň f^{(i)}_j , 1 ≤ i ≤ a, 1 ≤ j ≤ m(i) ĺğ Ććěďěŋĺ£. Śńěďőćăšěńĳŋő, V^{(i)}, 1 ≤ i ≤ b, £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ŋěłőšőřżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g^{(i)}_1 , . . . , g^{(i)}_{μ(i)}). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő V^{(1)} = V ĺ g^{(1)}_j = f_j , 1 ≤ j ≤ m = μ(1). Ŕőńőęĺň

V^′ = V^{(1)} \ ⋃ 2≤i≤b V^{(i)}.

Ŕşśšĳ śšěŕěŋĺ ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć g^{(i)}_j , 1 ≤ i ≤ b, 1 ≤ j ≤ μ(i), şďőćńěšćőř£¿š šěň ęě śăňżň őűěŋłăň, ůšő ĺ śšěŕěŋĺ ĺ ďńĺŋż ğăŕĺśĺ űěńżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ňŋőčőůńěŋőć f_1, . . . , f_m. Ğăňěŋ££ ć Őŕřěďěńěŋĺĺ 1 V ŋă V^′, ňż ŕőńşůăěň őŕřěďěńěŋĺě čńăďłőčő ŕőłřżšĺ£ ĺ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. Ğăňěŋĺň ć ťőřňşńĺřőćłě Šěőřěňż 2 ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V ŋă V^′. Ňż ďőłăęěň Šěőřěňş 2 ć śńşůăě čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ ć ¡šőľ ŋőćőľ ťőřňşńĺřőćłě ďń£ łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V^′.

Łőŋěůŋő, ŋőćă£ ťőřňşńĺřőćłă Šěőřěňż 2 £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň ĺśţőďŋőľ (ďń£ V ), őďŋăłő ĺňěěšś£ ŋěłőšőřă£ řăğŋĺűă. Ĺňěŋŋő, ňőęěš śńşůĺšĳś£, ůšő dim V^′ < dim V , ĺ ć ¡šőň śńşůăě ŋőćă£ ťőřňşńĺřőćłă Šěőřěňż 2 £ćń£ěšś£ ćăęŋőľ ďń£ ŕřĺňěŋěŋĺ£ ĺŋďşłűĺőŋŋőčő ŕřěďŕőńőęěŋĺ£, śň. ŋĺęě.

Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ć ¡šőň řăğďěńě šřěąşěňş¿ čńăďłş¿ śšřăšĺťĺłăűĺ¿ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V^′ ůěřěğ V^′_α, α ∈ A. Ŕşśšĳ dim V^′_α = n − s(α), čďě 1 ≤ s(α) ≤ n ďń£ ćś£łőčő α ∈ A. Ňż ďőłăęěň, ůšő śşźěśšćşěš ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă C_1 > 0, šăłă£ ůšő, ěśńĺ dim V^′ ≤ n−s, čďě 1 ≤ s ≤ n, šő ∑ α∈A d^{n−s(α)} deg V^′_α ≤ n^{2(n(n}

�s+1))^C1 d^{(n+s)(n−s+1)/2}, (39)

čďě V^′_α £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V^′_α.

Ć ŋăÿěľ łőŋśšřşłűĺĺ ňż ĺśŕőńĳğşěň ĺŋďşłűĺ¿ ŕő dim V^′. Ąăğă dim V^′ = −1, š.ě. V^′ = ∅, šřĺćĺăńĳŋă.

Łőŋśšřşłűĺ£ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ V^′_α, α ∈ A, őśşźěśšćń£ěšś£ řěłşřśĺćŋő ğă ŋěśłőńĳłő ÿăčőć, ŋăůĺŋă£ ś ŕěřćőčő (¡šă řěłşřśĺ£ ŋě £ćń£ěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő dim V^′).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W_γ , γ ∈ `_0, śěňěľśšćő ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš V (ůšőąż ĺğąěęăšĳ ďćşśňżśńěŋŋőśšĺ ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ćśě ¡ńěňěŋšż `_0 ŋě £ćń£¿šś£ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ). Ğăňěŋĺň ć Řăğďěńě 4 śěňěľśšćő W_β , β ∈ B, ŋă W_γ , γ ∈ `_0, ĺ ŕőśšřőĺň ńĺŋěľŋżľ ŕőř£ďőł ŋă `_0, ĺśŕőńĳğş£ ňěšőď ĺğ ¡šőčő řăğďěńă. Ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_0 ŕőśšřőĺň šăłęě őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_j = h_{γ,j} ∈ k[X_0, . . ., X_n], 1 ≤ j ≤ s ĺ ňŋőčőůńěŋ ´_γ , čďě γ ∈ (`_0)_s, śň. Řăğďěń 4. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăłęě h_{γ,j} = h_{γ,j}, 1 ≤ j ≤ s = s(γ), łőčďă ğăćĺśĺňőśšĳ őš γ ąşďěš śşźěśšćěŋŋă. Őąőğŋăůĺň ´_γ = ´_γ ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_0. Ŕőńőęĺň

W^′_{0,γ} = W_γ \ ⋃ τ<γ, τ∈Γ_0 W_τ ∪ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)}

ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_0 (ğďěśĳ ĺ ŋĺęě ć ăŋăńőčĺůŋżţ śĺšşăűĺ£ţ τ < γ őğŋăůăěš ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ććěď-ěŋŋőňş ńĺŋěľŋőňş ŕőř£ďłş ŋă `_0). Ŕőńőęĺň A_0 = ∅. Ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő `_0 ≠ ∅.

Őŕĺÿěň őąžěłšż ĺğćěśšŋżě ć ŋăůăńě i-őčő ÿăčă, i ≥ 1.

• Ŕőśšřőěŋő śěňěľśšćő V_α, α ∈ A_{i−1}, őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ k łćăğĺŕřőěłšĺćŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ć P^n(k). Ŕşśšĳ dim V_α = n − s, čďě 1 ≤ s = s(α) ≤ n. Ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_{i−1} ďăŋż őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż

h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] (40)

ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_0, . . ., Y_n ∈ k[X_0, . . ., X_n] (¡šĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż ğăćĺś£š őš α, s = s(α), ĺ ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ šăłęě h_j = h_{α,j}, łőčďă ğăćĺśĺňőśšĳ őš α ąşďěš śşźěśšćěŋŋă). Śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă deg h_{α,j} ≤ n^{2s(α)C2} d, 1 ≤ j ≤ s(α), (41) ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_{i−1}, čďě C_2 > 0 { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă. Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ćżŕőńŋěŋż (36) ĺ (37), Řăğďěń 4. Őąőğŋăůĺň ´_α = det(∂h_v/∂Y_w)_{1≤v,w≤s} = det( ∑ 0≤u≤n x_{u,w}∂h_v/∂X_u)_{1≤v,w≤s}. Ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V_α £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_{α,1}, . . . , h_{α,s}) \ Z(´_α) ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_{i−1}. Ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_{i−1} őąőğŋăůĺň W_α = V_α, čďě V_α £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V_α.

• Ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_{i−1} ŕőśšřőěŋő őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőě ŋăď k łćăğĺŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V^′_α ⊂ V_α \ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)},

šăłőě ůšő V^′_α £ćń£ěšś£ ŋěŕşśšżň őšłřżšżň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŕőďňŋőęěśšćőň V_α (śńěďőćăšěńĳŋő, V^′_α { čńăďłőě ĺ V_α ⊄ ⋃ 2≤j≤b V (j)).

• Ŕőśšřőěŋő ŕőďňŋőęěśšćő `_{i−1} ⊂ `_0, šăłőě ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć #`_{i−1} ≤ 1 − i +#`_0 , ĺ ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i−1}, ďń£ ćś£łőčő γ_1 ∈ `_0 \ `_{i−1} śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő γ > γ_1, š.ě. ďń£ ćś£łőčő j > 0 ňŋőęěśšćő `_j śőďěřęĺšś£ ć ňŋőęěśšćě, łőšőřőě ŕőńşůěŋő ĺğ `_{j−1} şďăńěŋĺěň ňĺŋĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă.

• Ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i−1} ŕőśšřőěŋő őŕřěďěń-ěŋŋőě ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňőě ŋăď k łćăğĺŕřőěłšĺćŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W^′_{i−1,γ} ⊂ W_γ \ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)},

šăłőě ůšő W^′_{i−1,γ} £ćń£ěšś£ ŋěŕşśšżň őšłřżšżň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ŕőďňŋőęěśšćőň W_γ (ć ůăśšŋőśšĺ, W^′_{i−1,γ} ⊄ ⋃ 2≤j≤b V (j)).

Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă şďőćńěšćőř£¿šś£ ć ŋăůăńě i-őčő ÿăčă: ⋃ α∈A_i�_1 V^′_α ∪ ⋃ γ∈Γ_i�_1

W^′_{i−1,γ} = V^′, (42) W_τ \ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)} ⊂ ⋃ α∈A_i�_1 V^′_α ďń£ ćś£łőčő τ ∈ A_{i−1}, (43)

V^′_{α1} ∩ V^′_{α2} = ∅ ďń£ ćś£łĺţ řăğńĺůŋżţ α_1, α_2 ∈ A_{i−1}, (44) W_α ∩ W^′_{i−1,γ} = ∅ ďń£ ćś£łĺţ α ∈ A_{i−1}, γ ∈ `_{i−1}, (45) W_γ \ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)} ⊂ ⋃ τ≤γ, τ∈Γ_i�_1 W^′_{i−1,τ} ∪ ⋃ α∈A_i�_1 V^′_α (46) ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i−1}.

Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šĺ śćőľśšćă ćżŕőńŋěŋż ďń£ i − 1 = 0.

Őŕĺÿěň i-żľ ÿăč, i ≥ 1. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő ćśě ććőďĺňżě ĺŋďěłśż (śőőšćěšśšćěŋŋő ňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć) őšńĺůŋż őš ćśěţ ĺŋďěłśőć (śőőšćěšśšćěŋŋő ŋě ŕěřěśěłă- ¿šś£ śő ćśěňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ĺŋďěłśőć), řăśśňăšřĺćăěňżţ (śőőšćěšśšćěŋŋő řăśśňăšřĺćăěňżňĺ) řăŋěě.

Ŕşśšĳ γ_i { ŋăĺňěŋĳÿĺľ ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă `_{i−1}. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W^′_τ , τ ∈ D_i, śěňěľśšćő ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k, ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′_{i−1,γi} ∩ Z(´_{γi} ). Śńěďőćăšěńĳŋő, W^′_{i−1,γi} ∩ Z(´_{γi} ) = ⋃ τ∈D_i W^′_τ . Ďń£ ćśěţ τ ∈ D_i ŕőńőęĺň W_τ = W^′_τ ,

čďě W^′_τ őąőğŋăůăěš ğăňżłăŋĺě ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ W^′_τ .

ŃĚŇŇĂ 5 Ŕşśšĳ τ ∈ Di. Šőčďă W^′_τ £ćń£ěšś£ őŕřěďěń-ěŋŋőľ ŋăď k ĺ

ŋěŕřĺćőďĺňőľ ŋăď k łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£

Z(f_1 , . . . , f_m, h_{γi ,1}, . . . , h_{γi,s(γi)}, ´_{γi} ) \ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)} . (47)

Łřőňě šőčő, řăğňěřŋőśšĳ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ (47) řăćŋă śăňőě ąőńĳÿěě −1 + dim W_{γi} .

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Śőčńăśŋő (45), (46) ňż ĺňěěň W^′_{i−1,γi} = W_{γi} \ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)} . Śńěďőćăšěńĳŋő,

W^′_τ = W_τ \ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)} . Śńěďőćăšěńĳŋő, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż.

Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ (47) dim W < dim W_{γi} . Śőčńăśŋő (42), (44) ďń£ ćś£łőčő γ < γ_i, γ ∈ `_0, śşźěśšćşěš α ∈ A_{i−1}, šăłőě ůšő W_α = W_γ . Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż W ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ (47) śşźěśšćşěš γ ≥ γ_i, šăłőě ůšő W ⊂ W_γ . Ěśńĺ dim W_γ < dim W_{γi} , šő ńěňňă ďőłăğăŋă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő dim W_γ ≥ dim W_{γi} . Šőčďă dim W_γ = dim W_{γi} , ĺ W_γ ⊄ Z(h_{γi ,1}, . . . , h_{γi,s(γi)}, ´_{γi} ) ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ńĺŋěľŋőčő ŕőř£ďłă ŋă `_0. Śńěďőćăšěńĳŋő, W_γ ≠ W ĺ

dim W_{γi} = dim W_γ > dim W.

Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S_{γi} ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě (47). Ĺśŕőńĳğş£ ĺŋďşłűĺőŋŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ŕőśšřőĺň čńăďłş¿ śšřăšĺťĺłăűĺ¿ V^′_α, α ∈ A_{γi} , łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ S_{γi} (ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő (A_{i−1} ∪`_{i−1})∩A_{γi} = ∅). Ňż šăłęě ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕőśšřőěŋż śőőšćěšśšćş¿źĺě V_α, ´_α ĺ őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż (40) (ğăćĺś£źĺě őš α) ďń£ ćś£łőčő α ∈ A_{γi} .

Ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i−1} \ {γ_i} ŕőńőęĺň W^′_{i,γ} = W^′_{i−1,γ} \ S_{γi} , čďě S_{γi} £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ S_{γi} . Ŕőśłőńĳłş W^′_{i−1,γ} ∩ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 2≤j≤b V^{(j)} = ∅, ňż ĺňěěň W^′_{i,γ} = W^′_{i−1,γ} \ S_{γi} ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_{i−1} \ {γ_i}.

Ŕőńőęĺň V^′_{γi} = W^′_{i−1,γi} \ Z(´_{γi} ) = W^′_{i−1,γi} \ S_{γi} ĺ V_{γi} = W_{γi} \ Z(´_{γi} ). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő şęě ŕőśšřőěŋż őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_{γi,1}, . . . , h_{γi,s(γi)}.

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńőęĺň `_i = {γ ∈ `_{i−1} : W^′_{i,γ} ≠ ∅ & γ ≠ γ_i}, A_i = A_{i−1} ∪ A_{γi} ∪ {γ_i}. Ďőłăęěň śćőľśšćă (42){(46) ś i − 1, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă i. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ¡šĺ ŋőćżě śćőľśšćă śńěďş¿š ŋěňěďńěŋŋő ĺğ śćőľśšć (42){(46) (ďń£ i − 1) ĺ őŕřěďěńěŋĺľ.

Ďőłăęěň ŋěřăćěŋśšćő (41) ďń£ ćśěţ α ∈ A_i. Ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śńşůăľ, łőčďă α ∈ A_{γi} ∪ {γ_i}. Ěśńĺ α = γ_i, šő (41) śńěďşěš ĺğ Šěőřěňż 1 (ii), ŕřĺňěŋ-ěŋŋőľ ł ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ W_{γi} , łőšőřőě £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ V . Ŕşśšĳ α ∈ A_γ . Šőčďă W_α £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ (47). Őűěŋłĺ ďń£ deg h_{γi,j} , deg ´_{γi} śńěďş¿š ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ĺğ Šěőřěňż 1 (ii), ŕřĺňěŋ-ěŋŋőľ ł ăńčěąřăĺůěśłőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ W_{γi} . Ŕşśšĳ C { łőŋśšăŋšă ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ Šěőřěňż 1 (ii). Ŕşśšĳ C_2 > C. Šőčďă śšěŕěŋĺ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, łőšőřżě őŕřěďěń£¿š ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě (47), őčřăŋĺůěŋż śćěřţş ćěńĺůĺ- ŋőľ (s(α) − 1)n^{2(s(α)}

�1)^C2 d. (48)

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ α ∈ A_{γi} ŋěřăćěŋśšćő (41) (ś ŕőďţőď£źĺň C_2, ğăćĺś£źĺň őš C) śńěďşěš ĺğ Šěőřěňż 1 (ii).

Šěŕěřĳ, ěśńĺ `_i ≠ ∅, ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěňş (i + 1)-őňş ÿăčş. Ěśńĺ `_i = ∅ ŕőńőęĺň A = A_i. Šőčďă V^′_α, α ∈ A £ćń£ěšś£ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺěľ V śőčńăśŋő (42), (44).

Őśšă-ěšś£ ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő (39).

ŃĚŇŇĂ 6 Śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő ∑ γ∈Γ_0 d^{n−s(γ)} deg W_γ ≤ d^n.

ĎŐŁĂĞĂŠĚŃĲŚŠĆŐ Ć ďőłăğăšěńĳśšćě ¡šőľ ńěňňż ňż ąşďěň ŕřěď-

ŕőńăčăšĳ, ůšő deg f_i = d ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ m, ğăňěŋ££ śěňěľśšćő f_i, 1 ≤ i ≤ m ŋă f_iX^{d−deg fi} j , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n. Ďăńěě, śşźěśšćş¿š ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ h_j = c_{j,1}f_1 + . . . + c_{j,m}f_m, 1 ≤ j ≤ n, śő ćśěňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ c_{j,i} ∈ k, šăłĺňĺ ůšő ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ s ≤ n, ďń£ ćś£łőčő γ ∈ `_0, ěśńĺ s(γ) ≤ s, šő W_γ £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£

Z(h_1, . . . , h_s). (49)

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W_γ , γ ∈ H_s, śěňěľśšćő ćśěţ őŕřěďěń-ěŋŋżţ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŋăď k łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ (49). Ĺśŕőńĳğş£ ĺŋďşłűĺ¿ ŕő s ĺ šěőřěňş Ąěğş, ňż ŕőńşůĺň ŋěřăćěŋśšćő ∑ γ∈H_s d^{s−s(γ)} deg W_γ ≤ d^s. Šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě ńěňňż śńěďşěš ĺğ ŕőśńěďŋőčő ŋěřăćěŋśšćă ďń£ s = n. Ńěňňă ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ N { ůĺśńő ÿăčőć őŕĺśăŋŋőľ łőŋśšřşłűĺĺ. Šăł ůšő N ≤ #`_0. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő α ∈ A ňż ĺňěěň W_α = W_{γi} , ĺńĺ α ∈ A_{γi} ďń£ ŋěłőšőřőčő γ_i ∈ `_0.

Őąőğŋăůĺň ďń£ łřăšłőśšĺ s(γ_i) = s_i. Ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, ŕřĺňěŋ-ěŋŋőňş ł S_{γi} , ĺ, ŕőśłőńĳłş śšěŕěŋĺ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, łőšőřżě ğăďă¿š ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě (47), őčřăŋĺůěŋż śćěřţş ćěńĺůĺŋőľ (48), śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő ∑ α∈A_{γi} (s_in^{2sC2i} d)^{n−s(α)} deg W_α ≤ n^{2(n(n}

�s_i ))^C1 (s_in^{2sC2i} d)^{(n+si+1)(n−si)/2} ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ N . Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő Ńěňňě 6 (ĺ ě-ě ďőłăğăšěńĳśšćş) ∑ α∈A d^{n−s(α)} deg W_α ≤ ∑ 1≤i≤N d^{n−si} deg W_{γi} + ∑ α∈A_{γi} (s_in^{2sC2i} d)^{n−s(α)} deg W_α ≤ ∑ 1≤i≤N ( d^{n−si} deg W_{γi} + n^{2(n(n} �s_i ))^C1 (s_in^{2sC2i} d)^{(n+si+1)(n−si)/2} ) ≤

d^n + ∑ 1≤i≤N n^{2(n(n} �s_i ))^C1 (s_in^{2sC2i} d)^{(n+si+1)(n−si)/2} ≤ d^n + n^{2(n(n}

�s))^C1 ∑ s≤j≤n (nn^{2nC2} d)^{(n+j+1)(n−j)/2}d^j ≤ n^{2(n(n} �s+1))^C1 d^{(n+s)(n−s+1)/2}. ďń£ ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż C_1 > 0. Šăłĺň őąřăğőň, ŋěřăćěŋśšćő (39) ďőłăğăŋő. Šřěąşěňżě ć Šěőřěňě 2 őűěŋłĺ ďń£ śšěŕěŋěľ ĺ ďńĺŋ ğăŕĺśĺ śńěďş¿š ŋěňěďńěŋŋő ĺğ Šěőřěňż 1, śň. šăłęě ğăňěůăŋĺ£ ő ŕřěďśšăćńěŋĺĺ (6) ćő Ććěďěŋĺĺ. Šěőřěňă 2 ďń£ śńşůă£ čńăďłőľ śšřăšĺťĺłăűĺĺ ďőłăğăŋă.

6 Ćżůĺśńěŋĺě řăğňěřŋőśšĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£

Ŕşśšĳ k { ćěźěśšćěŋŋőě şŕőř£ďőůěŋŋőě ŕőńě ś ćěźěśšćěŋŋżň ğăňżłăŋĺěň R, ĺ V { ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě ĺğ Ććěďěŋĺ£. Śńěďőćăšěńĳŋő, V (R) £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň šőůěł ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. Ŋăÿă űěńĳ { ćżůĺśńĺšĳ řăğňěřŋőśšĳ V (R) ĺ ďőłăğăšĳ Šěőřěňş 3. Ďőśšăšőůŋő ŋăľšĺ řăğňěřŋőśšĳ (n + 1)-őčő ăťťĺŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V (R) \ Z(X_i), 0 ≤ i ≤ n. Ňż ŕőłăęěň, łăł ćżůĺśńĺšĳ dim V (R) \ Z(X_0 ). Řăğňěřŋőśšĺ ďřşčĺţ řăśśňăšřĺćăěňżţ ăťťĺŋŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ćżůĺśń£¿šś£ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă S ⊂

P^n(R) őąőğŋăůĺň ůěřěğ S ğăňżłăŋĺě S ć šőŕőńőčĺĺ Ğăřĺśśłőčő ć P^n(R).

Őąőğŋăůĺň V_0 = V (R) \ Z(X_0 ). Ňż ĺňěěň dim V_0 = dim V (R) \ Z(X_0 ), ĺ V_0 £ćń£ěšś£ ŕřőěłšĺćŋżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň. Šăł ůšő ďőśšăšőůŋő ćżůĺśńĺšĳ dim V_0.

Ŕşśšĳ dim V_0(R) = n−r, čďě 1 ≤ r ≤ n. Šőčďă śşźěśšćşěš čńăďłă£ šőůłă ξ = (1 : ξ_1 : . . . : ξ_n) ćěźěśšćěŋŋőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V_0(R) řăğňěřŋőśšĺ n − r, śň. [8].

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň čńăďłőě ŕőłřżšĺě V_α, α ∈ A ňŋőčőőąřăğĺ£ V ĺğ Šěőřěňż 2. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A^′ ŕőďňŋőęěśšćő ćśěţ α ∈ A, šăłĺţ ůšő V_α(R) \ Z(X_0 ) ≠ ∅. Ňż ĺňěěň V_α = V_α(R), šăł łăł V_α £ćń£ěšś£ čńăďłĺň ďń£ ćś£łőčő α ∈ A^′. Śńěďőćăšěńĳŋő, ⋃ α∈A0 V_α = ⋃ α∈A0 V_α(R) = (V \ Z(X_0 ))(R) = V_0.

Śńěďőćăšěńĳŋő, V_0 őŕřěďěńěŋő ŋăď k, ĺ śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ őŕřěďěń-ěŋ-ŋă£ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňă£ ŋăď k łőňŕőŋěŋšă W^′ ňŋőčőőąřăğĺ£ V_0, šăłă£ ůšő ξ £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ W^′. Łřőňě šőčő, dim W^′ = n − r. Ďăńěě, śşźěśšćşěš α ∈ A^′, šăłőě ůšő V_α = W^′. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő Šěőřěňě 2 śşźěśšćş¿š őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . . , h_r ∈ k[X_0, . . . , X_n] ĺ ĺŋďěłśż 1 ≤ i_1 < . . . < i_r ≤ n (ňőęŋő ćğ£šĳ i_1 ≥ 1, ŕőśłőńĳłş śşźěśšćş¿š čńăďłĺě šőůłĺ ć W^′ \ Z(X_0)), şďőćńěšćőř£¿źĺě śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿. Őąőğŋăůĺň ´ = det(∂h_v/∂X_{iw} )_{1≤v,w≤r}. (50) Šőčďă W^′ \ Z(´) £ćń£ěšś£ ŋěŕşśšżň ĺ śőćŕăďăěš ś ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . . , h_r) \ Z(´) Śšěŕěŋĳ deg h_i < n^{2rC} d, 1 ≤ i ≤ r, čďě C > 0 { ăąśőń¿šŋă£ łőŋśšăŋšă.

Śşźěśšćşěš ŕěřěśšăŋőćłă τ ňŋőęěśšćă {1, . . ., n}, šăłă£ ůšő ξ £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ćěźěśšćěŋŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£

V_0(R) ∩ Z(X_{τ (r+1)} − ξ_{τ (r+1)} X_0, . . . , X_{τ (n)} − ξ_{τ (n)}X_0), (51)

ĺ ŕěřěśěůěŋĺě łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ć šőůłě ξ

T_{ξ,V0(R)} ∩ Z(X_{τ (r+1)} − ξ_{τ (r+1)} X_0, . . ., X_{τ (n)} − ξ_{τ (n)} X_0) = {ξ} (52) šřăŋśćěřśăńĳŋő. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, łăł ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ńěňňż 6, ůšő deg f_j = d ďń£ ćśěţ j. Ŕşśšĳ X_{n+1} { ŋőćă£ ŕěřěňěŋŋă£. Ŕőńőęĺň

h = X^3_0 ∑ 1≤j≤m f^2_j − X_{n+1} ∑ 0≤i≤n X^{2d+2}_i .

Ŕşśšĳ 1 ≤ s ≤ n { űěńőě ůĺśńő, ĺ σ { ŕěřěśšăŋőćłă {1, . . ., n}. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . . , X_n, X_{n+1} { h = 0, ∂h/∂X_{σ(j)} = 0, 2 ≤ j ≤ s, (53) łőšőřă£ őŕřěďěń£ěš ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě S_{σ,s} ⊂ P^{n+1}(k), ŕřĺů-ěň

P^{n+1} ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (X0 : . . . : Xn : Xn+1). Ňż ąşďěň őšőęďěśšćń£šĳ

Z(X_{n+1} ) ś P^n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ V_{σ,s} őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš S_{σ,s}, łőšőřżě ŋě śőďěřęăšś£ ŋĺ ć łăłőň łőŋěůŋőň őąžěďĺŋěŋĺĺ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ Z(X_{n+1} − vX_0 ), čďě v ∈ k, ĺ ŋě śőďěřęăšś£ ć Z(X_0 ). Šőčďă řăğňěřŋőśšĳ łăęďőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V_{σ,s} řăćŋă n − s + 1, śř. [3]. Ŕőńőęĺň W_{σ,s} = V_{σ,s} ∩ Z(X_{n+1} ).

Ŕşśšĳ ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n ∈ k. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1} , . . ., ξ^∗_n) őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ S_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0), łőšőřżě ŋě śőďěřęăšś£ ŋĺ ć łăłőň łőŋěůŋőň őąžěďĺŋěŋĺĺ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ Z(X_{n+1} − vX_0 ), čďě v ∈ k ĺ ŋě śőďěřęăšś£ ć Z(X_0 ). Šőčďă, śř. [3], ŕő šěň ęě śőőąřăęěŋĺ£ň, ůšő ĺ ćżÿě ďń£ V_{σ,s}, řăğňěřŋőśšĳ ćś£łőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż ňŋőčőőąřăğĺ£ C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1}, . . ., ξ^∗_n) řăćŋă 1, š.ě. C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n) £ćń£ěšś£ łřĺćőľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šă łřĺćă£ £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ŋěłőšőřżţ łőňŕőŋěŋš ŕěřěśěůěŋĺ£

V_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0). (54)

Ŋő V_{σ,s} ∩ Z(X_0 ) = Z(X_0 , X_{σ(2)}, . . . , X_{σ(s)}, ∑ 0≤i≤n X 2d+2

i ). Śńěďőćăšěńĳŋő,

V_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)} X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0) ∩ Z(X_0 ) = {(0 : . . . : 0 : 1)}.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕěřěśěůěŋĺě (54) £ćń£ěšś£ łřĺćőľ, ĺ ćś£łă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă (54) ŋě śőďěřęĺšś£ ŋĺ ć łăłőň łőŋěůŋőň őąžěďĺŋěŋĺĺ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ Z(X_{n+1} − vX_0), čďě v ∈ k, ĺ ŋě śőďěřęĺšś£ ć Z(X_0 ). Šăłĺň őąřăğőň, C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n) = V_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0) ďń£ ćś£łĺţ ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n ∈ k.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ h = 0, ∂h/∂X_{τ (j)} = 0, 2 ≤ j ≤ r, X_{τ (j)} − ξ_{τ (j)}X_0 = 0, r + 1 ≤ j ≤ n, X_0 − 1 = 0.

(55)

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ξ £ćń£ěšś£ ĺğőńĺřőćăŋŋőľ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ (51). Śńěďőćăšěńĳŋő, řăśśňăšřĺćă£ śĺśšěňş (55), śř. [14], [10], ňż ŕőńşůăěň, ůšő šőůłă ξ ∈ C_{τ,r}(ξ_{r+1}, . . . , ξ_n). Śńěďőćăšěńĳŋő, C_{τ,r}(ξ_{r+1} , . . . , ξ_n) ∩ Z(X_{n+1} ) śőćŕăďăěš ś {ξ} ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ξ ć šőŕőńőčĺĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕőń£ R. Śőčńăśŋő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ĺ šěň ęě śăňżň śőőąřăęěŋĺ£ň W_{τ,r} śőćŕăďăěš ś W^′ ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ ξ ć šőŕőńőčĺĺ ćěźěśšćěŋŋőčő ŕőń£ R. Śńěďőćăšěńĳŋő, W^′ £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ W_{τ,r}, śř. [15].

Ŕşśšĳ ε_i > 0 { £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k(ε_1, . . . , ε_{i−1}) ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ 3. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~W_{σ,s} ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V_{σ,s} ∩ Z(X_{n+1} − ε_3X_0),

řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ć P^{n+1}(k(ε_3)).

Ŕőłăęěň, łăł ŕőśšřőĺšĳ ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_{s+1}, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n] ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), šăłĺě ůšő

W_{σ,s} ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) \ Z(X_0 ) (56)

śőśšőĺš ĺğ deg W_{σ,s} šőůěł. Śńěďőćăšěńĳŋő, śř., ŋăŕřĺňěř, [7], ćśě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ (56) £ćń£¿šś£ čńăďłĺňĺ šőůłăňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ W_{σ,s} ĺ ŕěřěśěůěŋĺě (56) šřăŋśćěřśăńĳŋő ć ¡šĺţ šőůłăţ.

Şňŋőęĺň ćśě şřăćŋěŋĺ£ śĺśšěňż (53) ŋă X_0X_{n+1} ĺ, ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [11], ŕőśšřőĺň ďń£ ćśěţ s + 1 ≤ i ≤ n + 1 ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_i ∈ k[X_0, . . . , X_n] ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d) ĺ űěńżě ůĺśńă λ_i ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), šăłĺě ůšő ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ŕěřěśěůěŋĺ£ V_{σ,s} ∩ Z(L_{s+1} − λ_{s+1}X_{n+1}, . . . , L_{n+1} − λ_{n+1}X_{n+1})

łőŋěůŋő ĺ

V_{σ,s} ∩ Z(L_{s+1} − λ_{s+1}X_{n+1}, . . . , L_{n+1} − λ_{n+1}X_{n+1}) ∩ Z(X_0 X_{n+1}) = ∅. (57)

Ěśńĺ ćś£łőě λ_i = 0, s + 1 ≤ i ≤ n, šő ŕőńőęĺň D_i = L_i, s + 1 ≤ i ≤ n. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćşěš s + 1 ≤ i_0 ≤ n, šăłőě ůšő λ_{i0} ≠ 0. Śłăęěň, ŋăŕřĺňěř, λ_{n+1} ≠ 0. Šőčďă ŕőńőęĺň D_i = λ_{n+1}L_i − λ_iL_{n+1} ďń£ ćśěţ s + 1 ≤ i ≤ n. Ćś£łă£ ŋěŕřĺćőďĺňă£ łőňŕőŋěŋšă ŕěřěśěůěŋĺ£ V_{σ,s} ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n) £ćń£ěšś£ łřĺćőľ, łőšőřă£ ŋě śőďěřęĺšś£ Z(X_0 X_{n+1}) ŕő (57). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕěřěśěůěŋĺě W_{σ,s} ∩ Z(D_{s+1} , . . . , D_n) (58) śőśšőĺš ĺğ łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł.

Ĺśŕőńĳğş£ ăńčőřĺšň ĺğ [3], ŕőśšřőĺň ćśě šőůłĺ

ξ^{(i)} = (ξ^{(i)}_0 : . . . : ξ^{(i)}_n : ε_3), 1 ≤ i ≤ N_1,

ŕěřěśěůěŋĺ£ ~W_{σ,s} ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n).

Šőčďă, śň. [11] Ŕřěďńőęěŋĺě 2, ĺńĺ [7] Ŕřěďńőęěŋĺě 1, ćś£łă£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ (58) ĺňěěš ćĺď st_{ε3} (ξ^{(i)}) ďń£ ŋěłőšőřőčő 1 ≤ i ≤ N_1, čďě śšăŋďăřšŋă£ ůăśšĳ st_{ε3} ĺňěěš šőš ęě śăňżľ śňżśń, ůšő ĺ ć [11], [7] (śšăŋďăřšŋă£ ůăśšĳ ¡ńěňěŋšă z ∈ P^{n+1}(k(ε_3)) ěśšĳ ¡ńěňěŋš z^′ ∈ P^{n+1}(k), łőšőřżľ ąěśłőŋěůŋő ąńĺğőł ł z). Šăł ůšő ňż śšřőĺň, ĺśŕőńĳğş£ řăğńőęěŋĺ£ Ŋĳ¿šőŋă-Ŕ¿ĺğě, śň. [10], [11], [12], ćśě ¡ńěňěŋšż η^{(i)}, 1 ≤ i ≤ N_2, ŕěřěśěůěŋĺ£ (58). Ŕşśšĳ η^{(i)} = (η^{(i)}_0 : . . . : η^{(i)}n ), čďě η^{(i)}_j ∈ k ĺ, ěśńĺ η^{(i)}_0 ≠ 0, šő η^{(i)}_0 = 1 ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ i ≤ N_2.

Ŕőłăęěň, ůšő ňż ňőęěň ŕřěďŕőńăčăšĳ ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ůšő

η^{(i)} ∉ Z(X_0 ) ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ N_2, (59)

ğăňěŋ££ ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż D_{s+1}, . . . , D_n ŋă ŋőćżě. Ć śăňőň ďěńě, őąőğŋăůĺň ůěřěğ N_3 ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ (58), łőšőřżě ŋě ńěęăš ć Z(X_0 ). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő N_3 < N_2 ĺ, ŋăŕřĺňěř, η^{(1)} = (0 : η^{(1)}_1 : . . . : η^{(1)}_n ) ∈ Z(X_0 ) ĺ η^{(1)} = st_{ε3} (ξ^{(1)}), čďě ξ^{(1)} = (ξ^{(1)}_0 : . . . : ξ^{(1)}_n : ε_3ξ^{(1)}_0 ), ćś£- łőě ξ^{(1)}_j , 1 ≤ j ≤ n ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺň őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k, ĺ śşźěśšćşěš 1 ≤ j_0 ≤ n, šăłőě ůšő ξ^{(1)}_{j0} ŋě £ćń£ěšś£ ąěśłőŋěůŋő ňăńőľ ćěńĺůĺŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ k. Řěÿă£ śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć ś łćăďřăšăňĺ ăąśőń¿šŋżţ ćěńĺůĺŋ, ŕőśšřőĺň šőůłş x^∗ ∈ ~W_{σ,s}, šăłş¿ ůšő x^∗ = (x^∗_0 : . . . : x^∗_n : ε_3x^∗_0), ćśě x^∗_j ∈ k(ε_1, ε_2, ε_3), 0 ≤ j ≤ n, ĺ

|x^∗_0|^2 + ∑ 1≤j≤n |x^∗_j − ξ^{(1)}_j |^2 < ε_1,

|x^∗_0|^2 > ε_2.

Ğăšěň ŕőśšřőĺň x^′_i = st_{ε3} (x^∗_i ) ďń£ ćśěţ 0 ≤ i ≤ n. Ŕőńőęĺň

x^′ = (x^′_0 : x^′_1 : . . . : x^′_n) ∈ P^n(k(ε_1, ε_2)), ~D_j = D_j − (D_j /X_0)(x^′)X_0, s + 1 ≤ j ≤ n.

Šőčďă, śř. [10], [11], ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć #W_{σ,s} ∩ Z( ~D_{s+1} , . . . , ~D_n) \ Z(X_0 ) > N_3, ŕřĺů-ěň ćśě ¡šĺ ¡ńěňěŋšż ŕřĺŋăďńěęăš P^n(k(ε_1, ε_2)). Śńěďőćăšěńĳŋő, śř. [10], [11], [7] ĺ šăłęě Řăğďěń 1, ğăňěŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ńĺŋěľŋżţ ťőřň ~D_{s+1} , . . ., ~D_n ŋă űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), ňż ŕőńşůăěň ŋőćżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż D^′_{s+1} , . . ., D^′_n, ăŋăńőčĺůŋżě D_{s+1}, . . . , D_n, šăłĺě ůšő #W_{σ,s} ∩ Z(D^′_{s+1} , . . . , D^′_n) \ Z(X_0 ) > N_3. Šěŕěřĳ ğăňěŋĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż D_{s+1}, . . . , D_n ŋă D^′_{s+1}, . . . , D^′_n ĺ ŕřőĺšěřĺřşěň őŕĺśăŋŋş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ (59). Ůĺśńő ĺšěřăűĺľ őčřăŋĺůěŋő śćěřţş śšěŕěŋĳ¿ deg W_{σ,s} ŕő šěőřěňě Ąěğş. Šřěąşěňőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő.

Šěŕěřĳ ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ N_2 řăśśňőšřĺň śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć őšŋőśĺšěńĳŋő X_0, . . ., X_{n+1}, Z_0, . . ., Z_{n+1} ś łćăďřăšăňĺ ăąśőń¿šŋżţ ćěńĺůĺŋ h = 0, ∂h/∂X_{σ(i)} = 0, 2 ≤ i ≤ s, h(Z_0, . . . , Z_{n+1}) = 0, ∂h(Z_0, . . . , Z_{n+1})/∂Z_{σ(i)} = 0, 2 ≤ i ≤ s, X_{n+1} − ε_3 = 0, Z_{n+1} − ε_3 = 0, D_j (X_0 − Z_0, . . . , X_n − Z_n) = 0, j ∈ {0, s + 1, s + 2, . . . , n}, ∑ 0≤i≤n |Xi − η (j) i |^2 ≤ ε_1, ∑ 0≤i≤n |Zi − η (j) i |^2 ≤ ε_1, ∑ 0≤i≤n |Zi − Xi| 2 ≥ ε_2, X_0 − 1 = 0, Z_0 − 1 = 0.

(60)

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ćś£łőčő 1 ≤ j ≤ N_2 śĺśšěňă (60) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ. Šőčďă, śř. [7], ŕěřěśěůěŋĺě (56) śőśšőĺš ĺğ deg W_{σ,s} šőůěł. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőńőęĺň Y_j = D_j ďń£ ćś£łőčő j ∈ {0, s + 1, s + 2, . . . , n}.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śşźěśšćşěš 1 ≤ j ≤ N_2, šăłőě ůšő śĺśšěňă (60) ĺňěěš řěÿěŋĺě

(1, x^∗_1, . . . , x^∗_n, ε_3, 1, z^∗_1 , . . . , z^∗_n, ε_3) ∈ (k(ε_1, ε_2, ε_3))^{2n+4}.

Šőčďă ŕőśšřőĺň x^′_i = st_{ε3} (x^∗_i ) ĺ z^′_i = st_{ε3} (z^∗_i ) ďń£ ćśěţ 1 ≤ i ≤ n. Ŕőńőęĺň

x^′ = (1 : x^′_1 : . . . : x^′_n) ∈ P^n(k(ε_1, ε_2)), ~D_j = D_j − (D_j /X_0)(x^′)X_0, s + 1 ≤ j ≤ n.

Šőčďă, śř. [7], ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă #W_{σ,s} ∩ Z( ~D_{s+1} , . . . , ~D_n) \ Z(X_0 ) > N_2, ŕřĺů-ěň ŕőśńěďŋěě ňŋőęěśšćő £ćń£ěšś£ ŕőďňŋőęěśšćőň P^n(k(ε_1, ε_2)). Śńěďőćăšěńĳŋő, śř. [10], [11], [7] ĺ šăłęě Řăğďěń 1, ğăňěŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ńĺŋěľŋżţ ťőřň ~D_{s+1}, . . . , ~D_n ŋă űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), ňż ŕőńşůăěň ŋőćżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż D^′_{s+1}, . . . , D^′_n, ăŋăńőčĺůŋżě D_{s+1}, . . . , D_n, šăłĺě ůšő #W_{σ,s} ∩ Z(D^′_{s+1} , . . . , D^′_n) \ Z(X_0 ) > N_2. Ğăšěň ňż ğăňěŋ£ěň ńĺŋěľŋżě ťőřňż D_{s+1} , . . ., D_n ŋă D^′_{s+1}, . . . , D^′_n ĺ ĺšěřĺřşěň őŕĺśăŋŋş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ďő šěţ ŕőř, ŕőłă śşźěśšćşěš 1 ≤ j ≤ N_2, šăłőě ůšő śĺśšěňă (60) ĺňěěš řěÿěŋĺě. Ůĺśńő ĺšěřăűĺľ őčřăŋĺůěŋő śćěřţş deg W_{σ,s} ŕő šěőřěňě Ąěğş. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőśšřőĺň ć łőŋěůŋőň śů-ěšě šřěąşěňżě ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_{s+1}, . . . , Y_n.

Ćěřŋ-ěňś£ ł őŕĺśăŋĺ¿ ăńčőřĺšňă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ dim V_0. Ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ s = 1, . . . , n (ğďěśĳ n £ćń£ěšś£ ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋżň ğŋăůěŋĺěň s, ěśńĺ šőńĳłő őŕĺśżćăěňżľ ăńčőřĺšň ŋě őśšăŋőćĺšś£ ďń£ ŋěłőšőřőčő s < n). Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ (¡šő ĺŋďşłűĺőŋŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě), ůšő łőčďă ňż řăśśňăšřĺćăěň šěłşźěě ğŋăůěŋĺě s, šő şęě ďőłăğăŋő, ůšő

dim V_0 < n − s + 1. (61)

Ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőčő s ňż ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ σ, őŕřěďěń-ěŋŋżě ćżÿě. Ďń£ řăśśňăšřĺćăěňżţ s ĺ σ ŕőśšřőĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż Y_{s+1}, . . . , Y_n ĺ ćśě šőůłĺ ĺğ (56) (ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň šőňş, łăł ążńĺ ŕőśšřőěŋż šőůłĺ ĺğ (58)). Ňż ąşďěň ŕěřěąĺřăšĳ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ (56). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ x_0, řăśśňăšřĺćăěňş¿ šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ (56). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ W őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ŋěŕřĺćőďĺňş¿ ŋăď k łőňŕőŋěŋšş ňŋőčőőąřăğĺ£ W_{σ,s}, šăłş¿ ůšő x_0 ∈ W . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ P ⊂ k[X_0, . . ., X_n] őďŋőřőďŋżľ ŕřőśšőľ ĺďěăń ňŋőčőőąřăğĺ£ W . Ňż şćĺďĺň, ůšő ŕřĺ řăśśňőšřěŋĺĺ s, σ ĺ x_0 ăńčőřĺšň ŕřĺţőďĺš ł őďŋőňş ĺğ ďćşţ śńşůăěć. Ć ŕěřćőň śńşůăě W^′ ≠ W , ă ćő ćšőřőň dim V_0 = n − s.

Šěŕěřĳ ňż ţőšĺň ňőďĺťĺűĺřőćăšĳ ăńčőřĺšň ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ĺğ Řăğďěńă 1. Ĺňěŋŋő, ňż ğăňěŋĺň šăň ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě V ŋă W_{σ,s}. Ŋăÿă űěńĳ { ćż£śŋĺšĳ, śşźěśšćşěš ńĺ

P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ g1, . . ., gs śő śšěŕěŋ£ňĺ deg gj ≤ n^{2sC} d, 1 ≤ j ≤ s,

čďě C > 0 { łőŋśšăŋšă ĺğ ťőřňşńĺřőćłĺ Šěőřěňż 2. Ďăńěě, ěśńĺ šăłă£ Pŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śşźěśšćşěš, šő ňż ŕőśšřőĺň ě-e, ă šăłęě ďřşčĺě śőőšćěšśšćş¿źĺě ěľ őąžěłšż, ć ůăśšŋőśšĺ, čńăďłş¿ šőůłş x_a ∈ W ĺ ńĺŋěľŋżě ťőřňż L_{a,s+1}, . . . , L_{a,n}, čďě ÿăč a £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺň, śň. Řăğďěń 1. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ňż şćĺďĺň, ůšő x_a ∉ Z(X_0) (¡šő ąşďěš śńěďőćăšĳ ĺğ ňőďĺťĺłăűĺĺ Ńěňňż 1). Řăğŋĺűă ś Řăğďěńőň 1 ğďěśĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě W_{σ,s} ŋě ğăďăŋő £ćŋő śĺśšěňőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

İšă ňőďĺťĺłăűĺ£ ăńčőřĺšňă ĺğ Řăğďěńă 1 ąşďěš őŕĺśăŋă ŕőğęě. Śěľůăś ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şęě ŕřĺňěŋĺńĺ ě-e ĺ ćż£śŋĺńĺ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš šřěąşěňżţ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ. Šőčďă, ěśńĺ ŋě ćśě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ (56) ŕěřěąřăŋż, ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěľ šőůłě ĺğ (56). Ěśńĺ ćśě šőůłĺ ĺğ (56) ŕěřěąřăŋż, ŋő ŋě ćśě σ ŕěřěąřăŋż, šő ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěňş σ. Ěśńĺ ćśě šőůłĺ ĺğ (56) ŕěřěąřăŋż ĺ ćśě σ ŕěřěąřăŋż, ĺ s < n, šő ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěňş ğŋăůěŋĺ¿ s, š.ě. ł s + 1. Ć ¡šőň śńşůăě W^′ ≠ W ďń£ ćśěţ σ ĺ ćśěţ šőůěł ĺğ (56) (ňż şćĺďĺň ¡šő ć ďăńĳŋěľÿěň ĺğ őŕĺśăŋĺ£ ăńčőřĺšňă), ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, dim V_0 < n − s. Śńěďőćăšěńĳŋő, (61) ďőłăğăŋő ś s, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă s + 1. Ěśńĺ ćśě šőůłĺ ĺğ (56), ćśě σ ŕěřěąřăŋż, ĺ s = n, šő W^′ ŋě £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ W_{σ,s} ďń£ ćśěţ σ ĺ 1 ≤ s ≤ n. Śńěďőćăšěńĳŋő, łăł ¡šő ćżšěłăěš ĺğ ďőłăğăŋŋőčő ćżÿě, V_0 = ∅, ĺ dim V_0 = −1 ć ¡šőň śńşůăě.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż şęě ŕřĺňěŋĺńĺ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ăńčőřĺšňă ĺğ Řăğďěńă 1 ĺ ŕőśšřőĺńĺ P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ g_1, . . . , g_s. Šőčďă W £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(g_1, . . ., g_s). Ŕőńőęĺň x = x_a, čďě ÿăč a { ŕőśńěďŋĺľ ć ňőďĺťĺłăűĺĺ ăńčőřĺšňă ĺğ Řăğďěńă 1. Šőčďă ňż ŕřĺňěŋĺň ăńčőřĺšň ĺğ ćšőřőľ ůăśšĺ Řăğďěńă 1 (ŋă ćţőďě ¡šőčő ăńčőřĺšňă šřěąş¿šś£ šőńĳłő ňŋőčőůńěŋż g_1, . . . , g_s, šőůłă x, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ńĺŋěľŋżě ťőřňż) ĺ ŕőśšřőĺň őďŋőřőďŋżě ňŋőčőůńěŋż h_1, . . ., h_s ∈ k[X_0, . . ., X_n], ĺŋďěłśż 1 ≤ i_1 < . . . < i_s ≤ n, ňŋőčőůńěŋ´ őŕřěďěń-ěŋŋżľ (50) ś r, ğăňěŋ-ěŋŋżň ŋă s, ĺ šőůłş z ∈ W \ Z(X_0), šăłĺě ůšő

• z ∈ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(´) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ z £ćń£ěšś£ čńăďłőľ šőůłőľ ¡šőčő łćăğĺŕřőěłšĺćŋőčő ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£,

• W \ Z(´) £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(´).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ V_1 ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě Z(h_1, . . ., h_s)\Z(X_0 ´). Ćśě šőůłĺ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ V_1 £ćń£¿šś£ čńăďłĺňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, W (R) \ Z(X_0´) £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň (ňőęěš ążšĳ ŕşśšżň) ŋěłőšőřżţ ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ V_1(R) (ść£ğŋżě łőňŕőŋěŋšż ňőčşš ążšĳ őŕřěďěńěŋż, ĺśŕőńĳğş£, ŋăŕřĺňěř, ŕřĺŋűĺŕ ŕěřěŋőśă, ŕőďřőąŋőśšĺ śň. ć [8]). Ŕřĺňěŋĺň ăńčőřĺšň ĺğ [14] ĺ ŕőśšřőĺň łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő S ć V_1(R), łőšőřőě ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś łăęďőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšőľ ňŋőčőőąřăğĺ£ V_1(R) ś ůĺśńőň ¡ńěňěŋšőć #S, őčřăŋĺůěŋŋżň śćěřţş ŕőńĺŋőňőň őš d^n. Ŕőśšřőĺň ŕőďňŋőęěśšćő S_1 ňŋőęěśšćă S, śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć S, łőšőřżě ŕřĺŋăďńěęăš W_{σ,s} (šőůłă ŕřĺŋăďńěęĺš W_{σ,s} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłă£ ł ŋěľ šőůłă ĺğ ~W_{σ,s}).

Ďăńěě, ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ z ∈ S_1 ňż ćż£śŋĺň, śşźěśšćşěš ńĺ ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłă£ ł z šőůłă z^′ ∈ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(f_1 , . . . , f_m). Ć śńşůăě, łőčďă ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ z ∈ S_1 šăłă£ šőůłă z^′ śşźěśšćşěš, W ≠ W^′ śőčńăśŋő ŕřěďżďşźĺň řăśśňőšřěŋĺ£ň, ĺ ňż ŕěřěţőďĺň ł śńěďş¿źěľ šőůłě ĺğ (56), ĺńĺ śńěďş¿źěňş σ, ĺńĺ śńěďş¿źěňş s, ĺńĺ ćż£śŋ£ěň, ůšő dim V_0 = −1, łăł ¡šő őŕĺśăŋő ćżÿě. Ć śńşůăě, łőčďă ŋě śşźěśšćşěš z^′ ďń£ ŋěłőšőřőčő z, śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ őłřěśšŋőśšĳ U šőůłĺ z ć ăńčěąřăĺůěśłőň ňŋőčőőąřăğĺĺ V_1, šăłă£ ůšő U ⊂ V , śř. [10], [11]. Śńěďőćăšěńĳŋő, dim V_0 ≥ n − s. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, śőčńăśŋő (61) dim V_0 < n − s + 1. Šăłĺň őąřăğőň, dim V_0 = n − s.

Őśšă-ěšś£ őŕĺśăšĳ ňőďĺťĺłăűĺ¿ ăńčőřĺšňă ĺğ Řăğďěńă 1. Ŕőśšřőĺň ńĺŋěľŋş¿ ťőřňş Y_0 ∈ k[X_0, . . . , X_n] ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ś ďńĺŋăňĺ ğăŕĺśĺ O(n log d), šăłş¿ ůšő W_{σ,s} ∩ Z(Y_0, Y_{s+1}, Y_{s+2}, . . ., Y_n) = ∅ ć P^n(k). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż ğăňěŋĺńĺ V ŋă Wσ,s. Ňż ĺňěěň šăłęě šěłşźş¿

šőůłş x_0 ∈ W_{σ,s} ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) ĺ őŕřěďěń-ěŋŋş¿ ŋăď k ĺ ŋěŕřĺćőďĺňş¿ ŋăď k łőňŕőŋěŋšş W ňŋőčőőąřăğĺ£ W_{σ,s}, šăłş¿ ůšő x ∈ W .

Ŕřěęďě ćśěčő, ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż śšřőĺň P-ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ś deg g_i ≤ n^{2sC} d, 1 ≤ i ≤ s, ěśńĺ őŋă śşźěśšćşěš, čďě C { łőŋśšăŋšă ĺğ Šěőřěňż 2. Šăł ůšő, ŕěřěąĺřă£ δ, śň. Řăğďěń 1, ňż őśšăŋăćńĺćăěňś£ ŋă ğŋăůěŋĺĺ n^{2sC} d.

Ć Ńěňňě 1 śćőľśšćő (v) ğăňěŋ£ěšś£ ŋă śńěďş¿źěě.

(v) Ňŋőęěśšćő W_{σ,s} ∩ Z(L^′_{s+1} , . . ., L^′_n) śőśšőĺš ĺğ deg W_{σ,s} šőůěł (śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě ¡šĺ šőůłĺ £ćń£¿šś£ čńăďłĺňĺ šőůłăňĺ W_{σ,s}). Ďăńěě, ďń£ ćś£łőľ šőůłĺ z ĺğ ¡šőčő ňŋőęěśšćő X_0(z) ≠ 0, ĺ ŕěřěśěůěŋĺě łăśăšěńĳŋżţ ŕřőśšřăŋśšć W_{σ,s} ĺ Z(L^′_{s+1} , . . . , L^′_n) ć šőůłě z šřăŋśćěřśăńĳŋő, š.ě. T_{z,Wσ,s} ∩ Z(L^′_{s+1} , . . ., L^′_n) = {z}.

Śĺśšěňă (11) ğăňěŋ£ěšś£ ŋă śńěďş¿źş¿. ∑ 0≤i≤n |Xi − xr,i| 2 < ε_1, h = 0, ∂h/∂X_{σ(j)} = 0, 2 ≤ j ≤ s, X_{n+1} − ε_3 = 0, X_0 − 1 = 0, |ψ|^2 > ε_2. (62)

Šőčďă, śř. [11], [7], śĺśšěňă (62) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć A^{n+2} (k(ε_1, ε_2, ε_3)) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ňŋőčőůńěŋ ψ ŋě őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ šőęďěśšćěŋŋő ŋă W . Śĺśšěňă (13) ğăňěŋ£ěšś£ ŋă śńěďş¿źş¿. ∑ 0≤i≤n |Xi − x ′′ i |^2 ≤ ε_1, ∑ 0≤i≤n |Zi − x ′′ i |^2 ≤ ε_1, ∑ 0≤i≤n |Xi − Zi| 2 ≥ ε_2, M_i(X_0 − Z_0, . . . , X_n − Z_n) = 0, i = 0, r + 1, r + 2, . . ., n, h = 0, 1 ≤ i ≤ m, ∂h/∂X_{σ(j)} = 0, 2 ≤ j ≤ s, X_{n+1} − ε_3 = 0, X_0 − 1 = 0, ψ_i(Z_0, . . . , Z_n) = 0, 1 ≤ i ≤ j, |ψ|^2 > ε_2.

(63)

Šőčďă, śř. [11], [7], śĺśšěňă (63) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ ć A^{2n+3} (k(ε_1, ε_2, ε_3)) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă (12) £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćőň.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śĺśšěňă (63) ĺňěěš řěÿěŋĺě. Šőčďă ŕőśšřőĺň řěÿěŋĺě ξ^∗_0 , . . ., ξ^∗_n, z^∗_0 , . . . , z^∗_n, z^∗ śĺśšěňż (63). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śĺśšěňă (63) ŋě ĺňěěš řěÿěŋĺľ. Šőčďă ŕőśšřőĺň řěÿěŋĺě ξ^∗_0 , . . . , ξ^∗_n, z^∗ śĺśšěňż (62) (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ¡šă śĺśšěňă ĺňěěš řěÿěŋĺě, śň. Řăğďěń 1).

Ďń£ ćś£łőčő 0 ≤ i ≤ n ćżůĺśńĺň st_{ε3} ξ^∗_i = x^∗_i . Ŕőńőęĺň

x^∗ = (x^∗_0 : . . . : x^∗_n).

Šőčďă ňż őŕřěďěńĺň ńĺŋěľŋżě ťőřňż L^∗_j , s + 1 ≤ j ≤ n, šěňĺ ęě śăňżňĺ ťőřňşńăňĺ, ůšő ĺ ć Řăğďěńě 1.

Ŕőśńěďŋ££ ňőďĺťĺłăűĺ£ őšŋőśĺšś£ ł łőŋśšřşłűĺĺ łřĺćőľ Q. Ć ŋăÿěň śńşůăě Q £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňőľ ŋăď K łőňŕőŋěŋšőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ W_{σ,s} ∩ Z(L^∗_{s+2}, . . . , L^∗_n), šăłőľ ůšő x^∗ ∈ Q. Śńěďőćăšěńĳŋő, Q őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋă. Ŕşśšĳ ε_4 > 0 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ K = k(ε_1, ε_2), ĺ ε_3 { ąěśłőŋěůŋő ňăńă£ ćěńĺůĺŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőń£ K(ε_4). Ŕőśšřőĺň, řěÿă£ śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ŋěřăćěŋśšć, šőůłş z^′ ∈ ~W_{σ,s} ∩ Z(L^∗_{s+2} , . . . , L^∗_n), šăłş¿ ůšő |z^′ − x^∗|^2 = ε_4. Ćżůĺśńĺň

st_{ε3} (z^′) = z ∈ P^n(K(ε_4 )).

Šőčďă z £ćń£ěšś£ őąźěľ šőůłőľ ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ Q. Šăł łăł Q őŕřěďěńěŋő ŋăď K, ňż ňőęěň ŕőśšřőĺšĳ, śň. [3], śĺśšěňş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ K, łőšőřă£ ğăďă-ěš Q. İšĺň ğăćěřÿăěšś£ őŕĺśăŋĺě ćśěţ ňőďĺťĺłăűĺľ ăńčőřĺšňă ĺğ Řăğďěńă 1 ďń£ ŕőśšřőěŋĺ£ řěčşń£řŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ. Šěőřěňă 3 ďőłăğăŋă.

Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż

[1] Ŋěśšěřěŋłő đ. Ć., Őűěŋłĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ŕřőśšőčő ĺďěăńă. { Ňăšěňăšĺůěśłĺľ śąőřŋĺł, 1984, š. 123, ś. 11{34.

[2] Ţăřšśţőřŋ Ř., Ăńčěąřăĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£. { Ň., Ňĺř, 1981.

[3] Ůĺśšőć Ă. Ń., Ăńčőřĺšň ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śńőęŋőśšĺ ďń£ řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ĺ ŋăţőęďěŋĺě łőňŕőŋěŋš ňŋőčőőąřăğĺ£ ć śşą¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě ćřěň£. { Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŃŐŇĹ ĂŊ, 1984, š. 137, ś. 124{188.

[4] Ůĺśšőć Ă. Ń., Ćżůĺśńěŋĺě čřşŕŕż Čăńşă ŋăď ťşŋłűĺőŋăńĳŋżň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ś ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň łőŋśšăŋš ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£. { ć śąőřŋĺłě: Ňăšěňăšĺůěśłĺě ňěšőďż ŕőśšřőěŋĺ£ ĺ ăŋăńĺğă ăńčőřĺšňőć, Ń., Ŋăşłă, 1990, ś 200{232.

[5] Ůĺśšőć Ă. Ń., İťťěłšĺćŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ ńőłăńĳŋżţ ŕăřăňěšřőć ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš ăńčěąřăĺůěśłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. { Šřşďż Śăŋłš{Ŕěšěřąşřčcłőčő ňăšěňăšĺůěśłőčő őąźěśšćă, 1999, š. 7 (ŕřĺŋ£šő ł ŕşńĺłăűĺĺ), śň. šăłęě: St.Petersburg Mathematical Society Preprint # 1999-08, http://www.pdmi.ras.ru/spbmo/preprint/1999/index.html#08

[6] Ůĺśšőć Ă. Ń., Śĺńĳŋă£ ćěřśĺ£ őśŋőćŋőčő řăğřěÿă¿źěčő ăńčőřĺšňă ďń£ ¡łğĺśšěŋűĺőŋăńĳŋőľ šěőřĺĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ćěźěśšćěŋŋő ğăňłŋşšżţ ŕőńěľ. { Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŔŐŇĹ, 1999, š. 256, ś. 168{211. śň. šăłęě: St.Petersburg Mathematical Society Preprint # 1999-10, http://www.pdmi.ras.ru/spbmo/preprint/1999/index.html#10

[7] Ůĺśšőć Ă. Ń., Ćżůĺśńěŋĺě śšěŕěŋěľ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ŋăď ŕőńěň ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ğă ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőě ćřěň£ ĺ ěčő ŕřĺńőęěŋĺ£. { Ğăŕ. ŋăşůŋ. śěňĺŋăřőć ŔŐŇĹ, š. 258 (ŕřĺŋ£šő ł ŕşńĺłăűĺĺ), see also in English: St.Petersburg Mathematical Society Preprint # 1999- 03, http://www.pdmi.ras.ru/spbmo/preprint/1999/index.html#03

[8] Bochnak J., Coste M., Roy M.{F., G«eom«etrie alg«ebrique r«eelle. { Springer{ Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1987.

[9] Chardin M., Une majoration de la function de Hilbert et ses cons«equences pour l’interpolation alg«ebrique. { Bull. Soc. Math. France, 1989, vol. 117, p. 305{318.

[10] Chistov A. L., Polynomial{Time Computation of the Dimension of Algebraic Varieties in Zero{Characteristic. { Journal of Symbolic Computation, 1996, vol. 22, N 1, p. 1{25.

[11] Chistov A. L., Polynomial{time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero{characteristic. { Journal of Pure and Applied Algebra, 1997, vol. 117 & 118, p. 145{175.

[12] Chistov A. L., Polynomial complexity of the Newton{Puiseux algorithm.

{ in: Lecture Notes in Computer Science, vol. 233, Springer, New York, Berlin, Heidelberg, 1986 p. 247{255.

[13] Lazard D., R«esolution des syst„emes d’«equations alg«ebrique. { Theoretical Computer Science, 1981, vol. 15, p. 77{110.

[14] Renegar J., A faster PSPACE algorithm for deciding the existential theory of reals. { in: Proc. 29th Annual Symp. on Foundations of Computer Sci., 1988, p. 291{295.

[15] Roy M.{F., Vorobjov N., Computing the Complexi˛cation of a Semialgebraic Set. { in: Proc. of ISSAC’96 conference, 1996, p. 26{34.