SPb. Math. Society Preprint 2005-09 13 Sep 2005

ĹĞŇĚŘĹŇŻĚ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĚŊŊŻĚ ŤŘĚĽŇŻ I.

Ő.Ĺ.Řěľŋőć.

Ććőďĺšś£ ŋőćőě ŕőŋ£šĺě "Ĺğňěřĺňőčő ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőčő ťřěľňă" ĺ ŕřĺćőď£šś£ ŕřőśšěľÿĺě ŋăůăńĳŋżě śćőľśšćă, ść£ğăŋŋżě ś ŋĺň. Ąőńěě śěřĳěğŋőě ĺğşůěŋĺě ¡šőčő ŕőŋ£šĺ£, šăł ęě łăł ĺ śşźěśšćěŋŋżě ŕřĺńőęěŋĺ£, ć ůăśšŋőśšĺ ł šěőřĺĺ "Wavelets", ć śăňőě ąńĺęăľÿěě ćřěň£ ŕő£ć£šś£ ć ŕőśńěďş¿źĺţ ůăśš£ţ řăąőšż.

Őąźă£ ŕőśšăŋőćłă ğăďăů,

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕşśšĳ (˙; ˚; —) | ŕřőśšřăŋśšćő ś ňěřőľ, L2 = L2(—); ĺ ŕşśšĳ ’

| ŋěłőšőřă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ ĺğ L2: Śěňěľśšćő (F_ω)_{ω∈|omega} ğăňłŋşšżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŋěłőšőřőčő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H ŋăğżćăěšś£ ĺğňěřĺňżň ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżň ťřěľňőň, ĹŔŤ ďń£ H őšŋőśĺšěńĳŋő ’; ěśńĺ śşźěśšćş¿š ŕőśšő£ŋŋżě 0 < C ≤ D < ∞ ďń£ łőšőřżţ

(1) C‖f‖2 ≤ ∫ � ’2‖ıF_! (f)‖2 d— ≤ D‖f‖2 ∀ f ∈ H:

Łőŋśšăŋšż C; D ŋăğżćă¿šś£ frame{čřăŋĺűăňĺ ďń£ ĹŔŤ. Śěňěľśšćő (F_ω) ŋăğżćăěšś£ Ś-šőůŋżň ĹŔŤ őšŋőśĺšěńĳŋő ’; ěśńĺ ć (1) ŕőśšő£ŋŋżě C; D ňőčşš ążšĳ ćżąřăŋż šăł, ůšő C = D; ŋăğżćăěšś£ ĹŔŤ Ŕăřśěćăń£, ěśńĺ C = D = 1; ěśńĺ H = ⊕ ∫ � F^ω; šő ¡šőš ĹŔŤ | őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ĺğ ĹŔŤ. Ďăńěě, ¡šőš ĹŔŤ £ćń£ěšś£ ’ řăćŋőňěřŋżň, ěśńĺ ’ = const: Ěśńĺ ć (1) ĺňěěšś£ šőńĳłő ćěřţŋ££ čřăŋĺűă, šő ňż čőćőřĺň ő ąěśśěńěćőň ĺğňěřĺňőň śěňěľśšćě ŕőďŕřőśšřăŋśšć őšŋőśĺšěńĳŋő ’ ś ąěśśěńěćőľ ćěřţŋěľ čřăŋĺűěľ D:

y Řăąőšă ćżŕőńŋěŋă ŕřĺ ůăśšĺůŋőľ ŕőďďěřęłě ťőŋďă ŘŤŤĹ čřăŋš 03-01-00373, ă šăłęě čřăŋšőć ĆŊŔ Ňĺŋőąřăğőćăŋĺ£ 3.1 Â4733 ĺ "Ŋăşůŋżě ÿłőńż" Â00-15-96-022.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő ! ∈ ˙ ’(!) > 0 ĺ ŕşśšĳ {fω j }_{j∈J!} ěśšĳ ťřěľň ć

H ś čřăŋĺűăňĺ Bω ĺ Aω: Ŕőńőęĺň Fω = →span_{j∈J!} {fω j } ďń£ ćśěţ ! ∈ ˙: Ćżąěřěň ć łăęďőň ĺğ ŕřőśšřăŋśšć F_ω őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e_{ω j} }_{j∈J!} : ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő 0 < A = inf_{ω∈}� A_ω ≤ B = sup_{ω∈}� B_ω < ∞: Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(1) {’(!) f_{ω j} }_{ω∈}�_{j∈J!} ěśšĳ ťřěľň ďń£ H; (2) {’(!) e_{ω j}}_{ω∈}�_{j∈J!} ěśšĳ ťřěľň ďń£ H; (3) {F_ω}_{ω∈}� ěśš ĹŔŤ őšŋőśĺšěńĳŋő ’ ďń£ H:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łă ďń£ łăęďőčő ! ∈ ˙; {f_{ω j} }_{j∈J!} ěśšĳ ťřěľň ďń£ H; ś čřăŋĺűăňĺ A_ω; A_ω ; šő ŕőńşůăěň A ∫ � ’2‖ıF_! (f)‖2 ≤ ∫ � Aω’2‖ıF_! (f)‖2 ≤ ∫ � ∑ j∈J! |ıF_! (f); ’ fωj |2 ≤ ∫ � Bω’2‖ıF_! (f)‖2 ≤ B ∫ � ’2‖ıF_! (f)‖2:

Őšňěšĺň, ůšő ∫ � ∑ j∈Jom |ıF_! (f); ’ fωj |2 = ∑ ω∈� ∑ j∈J! | < f; ’(!)fωj > |2:

Ŕő¡šőňş, ěśńĺ {’(!) f_{ω j} }_{ω∈}�_{j∈J!} ěśšĳ ťřěľň ďń£ H ś čřăŋĺűăňĺ C; D; šő {F_ω} ěśšĳ ĹŔŤ ďń£ H ś čřăŋĺűăňĺ C=B ĺ D=A. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ {F_ω} ěśšĳ ĹŔŤ ś čřăŋĺűăňĺ C; D; šő ćżůĺśńěŋĺ£ ćżÿě ŕőłăğżćă¿š, ůšő {’(!) fω j }_{ω∈}�_{j∈J!} ěśšĳ ťřěľň ďń£ H ś čřăŋĺűăňĺ AC; BD: Šăłĺň őąřăğőň, 1 ⇐⇒ 3:

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ 2 ⇐⇒ 3 ć ćżÿě ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ďőśšăšőůŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő

’2(!) ‖ıF_! (f)‖2 = ’2(!) ‖ ∑ j∈J! < f; eωj > eωj ‖ = ∑ j∈J! | < f; ’(!)eωj > |2:

İšő ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő. �

Őďŋő ĺğ őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ ć ăŋăńĺšĺůěśłĺţ šěőřĺ£ţ | ŕőŋ£šĺě ŕőńőšż. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śěňěľśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć {F_ω} ŕőńŋő ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě H; ěśńĺ →span_{ω∈}� {Fω} = H:

Ĺňěěšś£ śńěďş¿źĺľ ŕřőśšőľ ťăłš.

Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ {Fω} | śěňěľśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć H; ’ ∈ L^2: Šőčďă śőőšćěš-

śšćş¿źĺľ ĹŔŤ £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ć H:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő {F_ω} ŋě ŕőńŋő. Ćőğĳňěň ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš f ∈ H; šăłőľ ůšő f ⊥ →span_{ω∈}� {Fω} : Šőčďă ∫ � ’ 2‖ı_{F!} ‖2 = 0: Őšś¿ďă | ŋăÿě śěňěľśšćő ŋě ěśšĳ ĹŔŤ. �

Ŕřőśšőľ łřĺšěřĺľ ŕőńŋőšż:

Ńěňňă 3. Ŕşśšĳ {Fω} śěňěľśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć H: Gecnm {eωj }_{j∈J!} | őřšő-

ŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ć F_ω: İłćĺćăńěŋšŋż:

(1) {F_ω} ŕőńŋő ć H; (2) {e_{ωj} }_{ω∈}�_{,j∈J!} ŕőńŋő.

Ŕřĺćěďěň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă (őŋő ŕő£ćĺšś£ ć ůăśšĺ II řăąőšż) šăłőľ ń¿ąőŕżšŋżľ ťăłš, ăŋăńőčĺůŋżľ őďŋőňş řěğşńĳšăšş Pete Cazzasa.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ěśńĺ ćżłĺŋşšĳ ĺğ ĹŔŤ ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ŕőńş-

ůĺšś£ ńĺąő ĹŔŤ ś šőľ ęě ťşŋłűĺěľ ’; ńĺąő ŋěŕőńŋőě śěňěľśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

Ŋăłőŋěű, ŋăśńěďśšćěŋŋőě śćőľśšćő ĹŔŤ.

Ńěňňă 4. Ŕşśšĳ {Fω} | ĹŔŤ ďń£ H ś ťşŋłűĺěľ ’ ĺ čřăŋĺűăňĺ C; D: Ěśńĺ E |

ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć H; šő {F_ω ∩ E} | ĹŔŤ ďń£ E ś šőľ ęě ŕőřőęďă¿źěľ ťşŋłűĺěľ ĺ ś šěňĺ ęě čřăŋĺűăňĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ f ∈ E ĺňěěň: ∫ � ’2‖ıF_! (f0‖ = ∫ � ’2‖ıF_!∩V (f)‖2: � 198904, Śăŋłš{Ŕěšěřąşřč, Śăŋłš{Ŕěšěřąşřčśłĺľ čőśşďăřśšćěŋŋżľ şŋĺćěřśĺšěš, ňăšěňăšĺłő{ňěţăŋĺůěśłĺľ ťăłşńĳšěš,

E-mail address: orein@or1146.spb.edu