SPb. Math. Society Preprint 2005-10 01 Nov 2005

Śăŋłš-Ŕěšěřąşřčśłĺľ čőśşďăřśšćěŋŋżľ şŋĺćěřśĺšěš

Ő.Ĺ.ŘĚĽŊŐĆ

ĆĚŘŐ§ŠŊŐŚŠŊŻĚ ŇĚŠŐĎŻ Ć ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŐŇ ŤŞŊŁŰĹŐŊĂŃĲŊŐŇ ĂŊĂŃĹĞĚ

ŚĂŊŁŠ-ŔĚŠĚŘĄŞŘČ 2005

ŞĎŁ 513.83:513.88 Ř ě ľ ŋ ő ć Ő. Ĺ. Ćěřő£šŋőśšŋżě ňěšőďż ć łőŋěůŋőňěřŋőň ťşŋłűĺőŋăńĳŋőň ăŋăńĺğě { ŚŔą.: 2005 ISBN

Şůěąŋőě ŕőśőąĺě őśŋőćăŋő ŋă śŕěűĺăńĳŋőň łşřśě ńěłűĺľ, łőšőřżľ ůĺšăńś£ ăćšőřőň ŋă ňăšěňăšĺłő{ňěţăŋĺůěśłőň ťăłşńĳšěšě ŚŔąČŞ ďń£ śšşďěŋšőć śšăřÿĺţ łşřśőć łăťěďřż ňăšěňăšĺůěśłőčő ăŋăńĺğă. Şŕőř ć ĺğńőęěŋĺĺ ňăšěřĺăńă śďěńăŋ ŋă ćőğňőęŋőśš£ţ ŕřĺňěŋěŋĺ£ řăğńĺůŋżţ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěšőďőć ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ğăďăů čěőňěšřĺůěśłőľ šěőřĺĺ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Őśŋőćŋżě őąžěłšż ĺśśńěďőćăŋĺ£ | śěůěŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ űěŋšřăńĳŋő{śĺňňěšřĺůŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ćżŕşłńżţ šěń, ńěęăźĺţ ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Őśŋőćŋőľ ćőŕřőś, ćőłřşč łőšőřőčő ŕőśšő£ŋŋő ŕřőĺśţőďĺš ďěľśšćĺ£, | ¡šő ŋăśłőńĳłő ąńĺğłĺň ňőęěš őłăğăšĳś£ ŕőńşůěŋŋőě śěůěŋĺě ł ŋěłőšőřőňş ¡ńńĺŕśőĺďş, ěśńĺ šőńĳłő řăğňěřŋőśšĺ łăł őśŋőćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, šăł ĺ ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕřőĺğćőď£źěčő śěůěŋĺ£, ďőśšăšőůŋő ćěńĺłĺ?

Ďń£ ůšěŋĺ£ łŋĺčĺ ďőśšăšőůŋő ğŋăŋĺ£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ťăłšőć ĺğ šěőřĺĺ ňěřż ĺ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă, ćżśÿěľ ăńčěąřż ĺ šěőřĺĺ őŕěřăšőřőć ć ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

Ŕőśőąĺě ŕřěďŋăğŋăůěŋő ďń£ śšşďěŋšőć śšăřÿĺţ łşřśőć ĺ ăśŕĺřăŋšőć ňăšěňăšĺůěśłĺţ śŕěűĺăńĳŋőśšěľ, ŋő őŋő ňőęěš ążšĳ ŕőńěğŋő ĺ śŕěűĺăńĺśšăň łăł ŕő ňăšěňăšĺůěśłőňş ĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋőňş ăŋăńĺğş, šăł ĺ ŕő ďřşčĺň (šăłĺň łăł čěőňěšřĺ£) őąńăśš£ň ňăšěňăšĺłĺ.

Ąĺąńĺőčř. 9 ŋăğć. Ĺń. 7.

© Ő.Ĺ. Řěľŋőć, 2005

ŚŐĎĚŘĘĂŊĹĚ

Ŕřěďĺśńőćĺě : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2 Ğăąěčă£ ćŕěřěď: őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ ŋěłőšőřżě ŕőŋ£šĺ£ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4 Ććěďěŋĺě : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 Čńăćă 1. Ŕřěďćăřĺšěńĳŋżě śćěďěŋĺ£ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :15

§1 Őśŋőćŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ őŕřěďěńěŋĺ£ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 §2 Ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ĺ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă{Łăţăŋă :: : : : : : : : : 21

Čńăćă 2. Ŕěřćżě čěőňěšřĺůěśłĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőśšĺ : : : : : : : : : : : : 29

§1 Šěőřěňă Ďęőŋă ĺ ńěňňă Ďćőřěűłőčő{Řőďęěřśă : : : : : : : : : : : : : : : : : 29 §2 Řăśśšő£ŋĺě Ąăŋăţă{Ňăğşřă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33 §3 Ňěřă Ţăăřă : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42

Čńăćă 3. Ŕőůšĺ ěćłńĺďőćż ŕőďŕřőśšřăŋśšćă:: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :51

§1 Ńěňňă Ńěćĺ ĺ ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőě ŋěřăćěŋśšćő ďń£ śťěřż : : : : : 51 §2 Ďćě ńěňňż ő łőŋěůŋżţ śěš£ţ ěďĺŋĺůŋżţ śťěř : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54 §3 Šěőřěňă ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă : : : : : : : : : : : : : : : : 56 §4 Ŕřĺňěŋěŋĺ£: ŕőůšĺ ěćłńĺďőćż śěůěŋĺ£ ć lnp : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :66 §5 Šěőřěňă Ďćőřěűłőčő:: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :70 §6 Ěćłńĺďőćż śěůěŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ łőšĺŕă p : : : : : : : : : : : : : : : : 74 §7 Volume Ratio: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :81 Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91

2 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

Ŕřěďĺśńőćĺě Şůěąŋőě ŕőśőąĺě őśŋőćăŋő ŋă śŕěűĺăńĳŋőň łşřśě ńěłűĺľ, łőšőřżľ ůĺšăńś£ ăćšőřőň ŋă ňăšěňăšĺłő{ňěţăŋĺůěśłőň ťăłşńĳšěšě ŚŔąČŞ ďń£ śšşďěŋšőć śšăřÿĺţ łşřśőć. Şŕőř ć ĺğńőęěŋĺĺ ňăšěřĺăńă śďěńăŋ ŋă ćőğňőęŋőśš£ţ ŕřĺňěŋěŋĺ£ řăğńĺůŋżţ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěšőďőć ŕřĺ řěÿěŋĺĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ğăďăů čěőňěšřĺůěśłőľ šěőřĺĺ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Őśŋőćŋżě őąžěłšż ĺśśńěďőćăŋĺ£ | śěůěŋĺ£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ űěŋšřăńĳŋő{ śĺňňěšřĺůŋżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ćżŕşłńżţ šěń, ńěęăźĺţ ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Őśŋőćŋőľ ćőŕřőś, ćőłřşč łőšőřőčő ŕőśšő£ŋŋő ŕřőĺśţőďĺš ďěľśšćĺ£, | ¡šő ŋăśłőńĳłő ąńĺğłĺň ňőęěš őłăğăšĳś£ ŕőńşůěŋŋőě śěůěŋĺě ł ŋěłőšőřőňş ¡ńńĺŕśőĺďş, ěśńĺ šőńĳłő řăğňěřŋőśšĺ łăł őśŋőćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, šăł ĺ ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕřőĺğćőď£źěčő śěůěŋĺ£, ďőśšăšőůŋő ćěńĺłĺ?

Řăąőšă, ŕőęăńşľ, řăśŕăďăěšś£ ŋă šřĺ őśŋőćŋżě, ŋő šěśŋő ść£ğăŋŋżě ňěęďş śőąőľ, ůăśšĺ. İšő | řăğřăąőšłă ăąśšřăłšŋżţ ňěšőďőć řěÿěŋĺ£ řăśśňăšřĺćăěňżţ ğăďăů ŕřĺ ŕőňőźĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő ěćłńĺďőćżň śťěřăň ĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ň Čřăśśňăŋă ĺ ŕřĺňěŋěŋĺ£ ¡šĺţ ňěšőďőć ł łńăśśĺůěśłĺň łőŋěůŋőňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćăň; ŕřĺňěŋěŋĺě ćěřő£šŋőśšŋőčő ŕőďţőďă ć śńşůăě šăł ŋăğżćăěňżţ ŕřőśšřăŋśšć łőŋěůŋżţ łőšĺŕőć, ĺ, ŋăłőŋěű, ĺğńőęěŋĺě őśŋőć ňěšőďă őąžěňŋżţ őšŋőÿěŋĺľ, ąăğă łőšőřőčő ążńă ğăńőęěŋă ěźě ć 1977 čőďş ňőśłőćśłĺň ňăšěňăšĺłőň Ą.Ś. Łăÿĺŋżň, ĺ łőšőřżľ ŕőńşůĺń śćőě ğăňěůăšěńĳŋőě ŕřőďőńęěŋĺě ć ďăńĳŋěľÿĺţ řăąőšăţ Ś. Ÿăřěłă.

Ŕřĺ řăğřăąőšłě ďăŋŋőčő śŕěűłşřśă ążńă ůăśšĺůŋő ĺśŕőńĳğőćăŋă śńěďş¿źă£ ńĺšěřăšşřă (łőšőřă£ ćŕőńŋě ňőęěš ążšĳ řěłőňěŋďőćăŋă ĺ ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ůšěŋĺ£):

T.Figiel, J.Lindenstrauss, V.D. Milman, The dimension of almost spherical sections of convex bodies, Acta Mathematica, Vol. 139, 1977, 53{94.

Gilles Pisier, The volume of convex bodies and Banach space geometry ( Cambridge tracts in mathematics, 94). | Cambridge University Press, 1989, 250 pp.

Nikole Tomczak{Jaegermann, Banach{Mazur distances and ˛nite{dimensional operator ideals. | Pitman monographs and surveys in pure and applied mathematics, 38, 1989, 395 pp.

V.D.Milman, G.Schechtman, Asymptotic theory of ˛nite dimensional normed spaces. Vol. 1200 of Lecture Notes in Mathematics. Springer{Verlag, 1986, 156 pp.

Ďń£ ůšěŋĺ£ łŋĺčĺ ďőśšăšőůŋő ğŋăŋĺ£ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ťăłšőć ĺğ šěőřĺĺ ňěřż ĺ ĺŋšěčřăńă Ńěąěčă, ćżśÿěľ ăńčěąřż ĺ šěőřĺĺ őŕěřăšőřőć ć ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

0This work was done with partial support by Grant VNP Minobrazovanija 3.1 Â4733, by Grant "Scienti˛c schools" Â00-15-96-022 and by a grant of the Swedish Royal Academy of Sciences. This research is supported by a grant from Higher Education Commission, Pakistan.

ŔŘĚĎĹŚŃŐĆĹĚ 3

Ŕőśőąĺě ŕřěďŋăğŋăůěŋő ďń£ śšşďěŋšőć śšăřÿĺţ łşřśőć ĺ ăśŕĺřăŋšőć ňăšěňăšĺůěśłĺţ śŕěűĺăńĳŋőśšěľ, ŋő őŋő ňőęěš ążšĳ ŕőńěğŋő ĺ śŕěűĺăńĺśšăň łăł ŕő ňăšěňăšĺůěśłőňş ĺ ťşŋłűĺőŋăńĳŋőňş ăŋăńĺğş, šăł ĺ ŕő ďřşčĺň (šăłĺň łăł čěőňěšřĺ£) őąńăśš£ň ňăšěňăšĺłĺ, šěň ąőńěě, ůšő ŋă řşśśłőň £ğżłě ńĺšěřăšşřż ś ňăšěřĺăńőň, ő łőšőřőň ŕőľďěš řěůĳ ć ďăŋŋőň ŕőśőąĺĺ, ďő śĺţ ŕőř ŋě ĺňěěšś£ (ŕőśńěďŋ££, ść£ğăŋŋă£ ś čěőňěšřĺůěśłőľ šěőřĺěľ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, łŋĺčă ŋă řşśśłőň £ğżłě ążńă ĺğďăŋă ěźě ć 1969-ň čőďş; śň. [ČŃ¿ą]).

§ ŕřĺğŋăšěńěŋ śćőĺň śšşďěŋšăň, łőšőřżě ŕřőůĺšăńĺ ŋěłőšőřżě ůăśšĺ ¡šőľ łŋĺęłĺ ĺ ćŋěśńĺ ğŋăůĺšěńĳŋżě łőřřěłšĺćż ć ŕěřćőŋăůăńĳŋżľ ěě ćăřĺăŋš, ĺ ąěśěďż ś łőšőřżňĺ ŕřĺćěńĺ ł ŕő£ćńěŋĺ¿ űěńőčő ř£ďă ďőąăćńěŋĺľ ĺ şńşůÿěŋĺľ. Ŕřĺŋőÿş śćő¿ ĺśłřěŋŋ¿¿ ąńăčőďăřŋőśšĳ Ćĺŋőčřăďőćş Ő.Ń., łőšőřżľ ć śćőě ćřěň£ űěńĺłőň ŕřőśńşÿăń ¡šőš śŕěűłşřś ĺ ŕřěďőśšăćĺń ć ŕőńŋőě ňőě řăśŕőř£ęěŋĺě ŕőďřőąŋżľ łőŋśŕěłš ńěłűĺľ, ąěğ łőšőřőčő ŋăŕĺśăŋĺě ďăŋŋőčő şůěąŋőčő ŕőśőąĺ£ ğăš£ŋşńőśĳ ąż ŋă ŋěőŕřěďěńěŋŋőě ćřěň£.

Śăŋłš{Ŕěšěřąşřč, őłš£ąřĳ 2005 Ő.Ĺ.Ř.

4 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

Ğăąěčă£ ćŕěřěď: őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ ŋěłőšőřżě ŕőŋ£šĺ£

Śŕĺśőł őąőğŋăůěŋĺľ ĺ ŋěłőšőřżţ ść£ğăŋŋżţ ś ¡šĺňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ ťăłšőć, ŕřĺćőďĺňżţ ŋĺęě, ŋĺ ć łőěň śńşůăě ŋě ŕřěšěŋďşěš ŋă ŕőńŋőšş. Ňż ŕřĺćőďĺň, ć őśŋőćŋőň, šőńĳłő šě őąőğŋăůěŋĺ£, łőšőřżě ĺŋšěŋśĺćŋő ĺśŕőńĳğş¿šś£ ć ŋăśšő£źěň şůěąŋőň ŕőśőąĺĺ. Ŋăďěěňś£, ůšő ¡šőš śŕĺśőł őąńěčůĺš ćőśŕřĺ£šĺě ňăšěřĺăńă ŕőśőąĺ£, ŕőśłőńĳłş ł ŋěňş ňőęŋő őąřăšĺšĳś£ ć ń¿ąőľ ňőňěŋš ůšěŋĺ£ šěłśšă, ćňěśšő šőčő, ůšőąż ĺśłăšĳ ŕőďğăążšőě őŕřěďěńěŋĺě ĺńĺ ďăęě ŋěłőšőřżě şšćěřęďěŋĺ£, ŕěřěńĺśšżćă£ śšřăŋĺűż ŕőśőąĺ£ ć ŕőĺśłăţ ŋěőąţőďĺňőčő.

C; c; C^′; K; k; : : : őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ ćśěćőğňőęŋżţ ăąśőń¿šŋżţ ŕőśšő£ŋŋżţ, ğŋăůěŋĺ£ łőšőřżţ, ćőőąźě čőćőř£, ŋě śşźěśšćěŋŋż; ć őďŋőň ĺ šőň ęě ŕăřăčřăťě őďĺŋ śĺňćőń šĺŕă C ňőęěš őąőğŋăůăšĳ řăğńĺůŋżě łőŋśšăŋšż C(p); c("); Mp; : : : őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ ćśěćőğňőęŋżţ ŕőśšő£ŋŋżţ, ğăćĺś£źĺţ šőńĳłő őš şłăğăŋŋőčő ŕăřăňěšřă ć ďăŋŋőň łőŋłřěšŋőň śńşůăě 1; n őąőğŋăůěŋĺě, ğăňěŋ£¿źěě 1; 2; : : : ; n ≍ ŋăŕřĺňěř, ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ: sn ≍ tn; ěśńĺ

0 < c sn ≤ tn ≤ C sn

N ňŋőęěśšćő ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń R^n n -ňěřŋőě ăřĺťňěšĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő;

ďěłăřšőćő ŕřőĺğćěďěŋĺě n ¡łğěňŕń£řőć ŕř£ňżţ

C^n łőňŕńěłśŋőě ăřĺťňěšĺůěśłőě n -ňěřŋőě

ŕřőśšřăŋśšćő; ďěłăřšőćő ŕřőĺğćěďěŋĺě n ¡łğěňŕń£řőć łőňŕńěłśŋżţ ŕř£ňżţ ěćłńĺďőćő ln_2 = (Rn; ‖ · ‖_2) ŕřőśšřăŋśšćő (ő ŋőřňăţ ‖ · ‖p śň. ŋĺęě) şŋĺšăřŋőě ln_2 (C ) = (C n; ‖ · ‖_2) ŕřőśšřăŋśšćő ÿăř ŕřőĺğćőńĳŋőě őčřăŋĺůěŋŋőě ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě ğăňłŋşšőě šěńő ć ŕřőśšřăŋśšćě Rn Vol ňěřă Ńěąěčă (őąžěň) ć ŕřőśšřăŋśšćě Rn; ŕřĺ ńĺŋěľŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ T ŕřőśšřăŋśšćă Rn őąžěň ňěŋ£ěšś£ šăł:

Vol (T (A)) = | det T | Vol A V r(E) őąžěňŋőě őšŋőÿěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă E :

V r(E) := infİ_⊂B ( Vol B Vol İ

)_1=n ;

ĞĂĄĚČĂ§ ĆŔĚŘĚĎ 5

čďě in˛mum ąěřěšś£ ŕő ćśěň ¡ńńĺŕśőĺďăň İ; śőďěřęăźĺňś£ ć ÿăřě B; ŕřĺňěř:

V r(ln_1 ) 6 √ 2 e ı O(n) čřşŕŕă őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă ln_2

Gn;k čřăśśňăŋőćő ňŋőčőőąřăğĺě ćśěţ k -ňěřŋżţ

ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŕřőśšřăŋśšćă Rn | · | ěćłńĺďőćă ŋőřňă ć Rn ĺńĺ C n (šăł ůšő |x|^2 = (x; x) ĺ ln_2 = (Rn; | · |) ‖ · ‖ őąźěě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ŋőřňż

‖ · ‖X ¡šő | ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő şłăğăšĳ, ć łăłőň łőŋłřěšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ‖f‖C_[a;b_] řăśśňăšřĺćăěšś£ ŋőřňă; ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ‖f : C[a; b]‖ ć ŕřőśšřăŋśšćě C[a; b]; šő ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ şłăğăŋŋżě śńěćă őąőğŋăůěŋĺ£; ďń£ őŕěřăšőřőć ĺňě¿šś£ ĺ ďřşčĺě ćőğňőęŋőśšĺ (śň. ŋĺęě);

Bn_2 ğăňłŋşšżľ ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ć ŕřőśšřăŋśšćě ln_2 Vn(2) őąžěň ěćłńĺďőćă ÿăřă Bn_2 :

Vn(2) = Vol B^2n = ı n=2 ` ( 1 + n 2 ) Sn^{−1}; n > 1 ěďĺŋĺůŋă£ ěćłńĺďőćă śťěřă ć ŕřőśšřăŋśšćě

R^n : S^{n−1} = {x ∈ R^n : |x|^2 =^{∑n}_{k=1} |xk|^2 = 1}

ȷ čěőďěğĺůěśłă£ ňěšřĺłă ŋă śťěřě Sn^{−1} : ďńĺŋă ďşčĺ őłřşęŋőśšĺ ąőńĳÿőčő łřşčă, śőěďĺŋ£¿źěľ ďćě ďăŋŋżě šőůłĺ A" ďń£ ňŋőęěśšćă A ⊂ Sn^{−1} ¡šő | ěčő čěőďěğĺůěśłă£ " -őłřěśšŋőśšĳ: A" := {x ∈ Sn^{−1} : ȷ(x; A) ≤ "} B(x; „) ďń£ x ∈ Sn^{−1} B(x; „) = {y ∈ Sn^{−1} : ȷ(x; y) 6 „}; ¡šő | ÿăŕłă ŋă śťěřě ś űěŋšřőň ć šőůłě x ĺ řăďĺşśă „ ÿăŕłă śň. B(x; „) Mf ňěďĺăŋă (śřěďŋěě Ńěć«ĺ) ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă ŋěłőšőřőľ śťěřě Sk : Mf ěśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋőě ůĺśńő, ďń£ łőšőřőčő — { x ∈ Sk : f(x) > Mf

} > 1=2 ĺ — { x ∈ Sk : f(x) 6 Mf

} > 1=2;

ğďěśĳ — | ćěřő£šŋőśšĳ Ţăăřă (śň. " — ") ŋă śťěřě Sk;

M(ln_1 ) ŋăŕřĺňěř, ňěďĺăŋă M(ln_1 ) ŋőřňż ŕřőśšřăŋśšćă ln_1

6 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě ćěďěš śěą£ šăł (ŕřĺ n → ∞ ):

M(ln_1 ) ≍ √ n ¡ńńĺŕśőĺď őąřăğ ěćłńĺďőćă ÿăřă Bn_2 ć Rn ŕřĺ ăńčěąřăĺůěśłőň ĺğőňőřťĺğňě ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă ÿăřă (śň. "ÿăř") B ěśšĳ ¡ńńĺŕśőĺď İ ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżľ ć ďăŋŋżľ ÿăř; šăłőćőľ ćśěčďă śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (ďő ĺğőňěšřĺĺ); ěčő ğăňěůăšěńĳŋőě śćőľśšćő śőśšőĺš ć šőň, ůšő ěśńĺ B ⊂ Rn; šő

İ ⊂ B ⊂ √ n İ {ek}nk_{=1}; šăł ňż őążůŋő őąőğŋăůăěň śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć ln_2 ; śőśšő£źĺľ ĺğ ěďĺŋĺůŋżţ őřšőć (x,y) śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć ć čĺńĳąěřšőćőň (ć ůăśšŋőśšĺ, ěćłńĺďőćőň, şŋĺšăřŋőň) ŕřőśšřăŋśšćě < x; x^′ > ĺńĺ < x^′; x > ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă x^′ ∈ X^∗ ŋă ¡ńěňěŋšě x ∈ X X^∗ ŕřőśšřăŋśšćő, śőŕř£ęěŋŋőě ł ŋőřňĺřőćăŋŋőňş X; śő śćőěľ śšăŋďăřšŋőľ ŋőřňőľ

‖x^′‖ := sup_‖x_{‖≤1} | < x^′; x > | x; y^′; : : : őążůŋő, ¡ńěňěŋšż ŕřőśšřăŋśšć X; Y^∗; : : : C(K) ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ŋă łőňŕăłšě K ćěźěśšćěŋŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ‖f‖_∞ = maxK |f| ŋőřňă ťşŋłűĺĺ f ∈ C(K)

B(T ) ąőřěńěćśłă£ ff -ăńčěąřă šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă T

(˙; ˚; —) ŕřőśšřăŋśšćő ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ff -łőŋěůŋőľ ňěřőľ ≺ — ăąśőń¿šŋă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ őďŋőľ ňěřż őšŋőśĺšěńĳŋő ďřşčőľ: —(A) = 0 =⇒ (A) = 0; ŕőśńěďŋěě řăćŋőśĺńĳŋő śńěďş¿źěňş: lim—_(A_{)→0} (A) = 0 — ňěřă ŋă ŋěłőšőřőľ ff -ăńčěąřě; ůăźě ćśěčő ¡šő | ćěřő£šŋőśšĳ Ţăăřă ŋă łăłőň-ńĺąő ňěšřĺůěśłőň łőňŕăłšě (ł ŕřĺňěřş, ŋă Sn^{−1} ) ňěřă Ţăăřă ş ŋăś: ňěřă ŋă ąőřěńěćśłőľ ff -ăńčěąřě ŋěłőšőřőčő ňěšřĺůěśłőčő łőňŕăłšă, ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż ĺğőňěšřĺľ ¡šőčő łőňŕăłšă Lp(—); 0 < p 6 +∞ Lp -ŕřőśšřăŋśšćő, ŕőśšřőěŋŋőě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ś ňěřőľ (˙; ˚; —) ; ěčő ¡ńěňěŋšż | łńăśśż ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ — -ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺľ, ďń£ łőšőřżţ łőŋěůŋă ćěńĺůĺŋă

ĞĂĄĚČĂ§ ĆŔĚŘĚĎ 7 ‖f‖p (∫ ˙ |f|p d—

)_1=p

; 0 < p < +∞; ńĺąő

vrai sup_˙ |f|; p = +∞;

ŕřĺ p ∈ [1; +∞] ¡šő | ŋőřňă ŋă Lp(—) ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă śň. {rn}k Lp(—); 0 < p 6 +∞ Lp(—) = Lp(—) Lp -ŕřőśšřăŋśšćő ş ŋăś ¡šő Lp(—) ďń£ ŋěłőšőřőľ ňěřż — (Lp)^∗ = Lp^′ ; 1 6 p < +∞ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ğăďăěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň; ¡šő řăćěŋśšćő ďń£ ŕřőśšřăŋśšć ś łőŋěůŋżňĺ ňěřăňĺ řăćŋőśĺńĳŋő šěőřěňě Řăďőŋă{Ŋĺłőďĺňă lp (ĺńĺ lp ), 0 < p 6 +∞ ¡šő Lp (N; —) ; čďě ňěřă — ŋă N šăłőćă, ůšő —{n} = 1 ∀n ∈ N; łăł ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ x = {x_1; x_2; : : : }; ďń£ łőšőřżţ łőŋěůŋă ćěńĺůĺŋă ‖x‖p ( ∑_∞ 1 |xj|p)^1=p ; 0 < p < +∞; ńĺąő supj |xj|; p = +∞;

ŕřĺ p ∈ [1; +∞] ¡šő | ŋőřňă Bnp ; 0 < p ≤ +∞ ğăňłŋşšżľ ěďĺŋĺůŋżľ "ÿăř" ć ŕřőśšřăŋśšćě lnp ; ŕřĺ p ≥ 1 ¡šő ŋăśšő£źĺľ (ćżŕşłńżľ) ÿăř Vn(p) := Vol Bnp őąžěň ěďĺŋĺůŋőčő ÿăřă ć lnp ;

ďń£ ń¿ąőčő p > 0 őŋ řăćěŋ ( 2` ( 1 + 1 p ))n

` ( 1 + np ) ;

ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ p = 1 ŕőńşůăěň: Vn(1) = 2n n! l_∞ ćśě őčřăŋĺůěŋŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ś sup-ŋőřňőľ c_0 ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć l_∞ , śőśšő£źěě ĺğ śšřěň£źĺţś£ ł ŋşń¿ ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ lnp = (Rn; ‖ · ‖p) ; čďě ďń£ x ∈ Rn ‖x‖p := ( ∑n 1 |xj |p)^1=p lnp ⊂ lnq ŕřĺ p 6 q ŋőřňă ćńőęěŋĺ£ 6 1 conv A ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ňŋőęěśšćă A; ńěęăźěčő ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X; conv A = { ∑m j=1 –jxj : xj ∈ X; –j > 0; ∑m j=1 –j = 1} `(A) ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ńěęăźěčő ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X ňŋőęěśšćă A :

`(A) = { ∑m j=1 –jxj : xj ∈ X; ∑m j=1 |–j| 6 1}

conv A ğăňłŋşšă£ ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ňŋőęěśšćă A ` (A) ğăňłŋşšă£ ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ňŋőęěśšćă A

8 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

span B ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ňŋőęěśšćă B span B ğăňłŋşšă£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ňŋőęěśšćă B pB ťşŋłűĺőŋăń Ňĺŋłőćśłőčő ňŋőęěśšćă B ďń£ őčřăŋĺůěŋŋőčő ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă B ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X :

pB(x) := inf{– > 0 : x ∈ –B};

pB | ŋőřňă ŋă ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě span B XB ŕřőśšřăŋśšćő span B ś ŋőřňőľ pB

(R^n; B) ŕřőśšřăŋśšćő R^n ś ŋőřňőľ, ŕőřőęďăěňőľ

ÿăřőň B L(X; Y ) ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ńĺŋěľŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ X ć Y ś ŋőřňőľ ‖A‖ = sup_‖x_{‖≤1} ‖Ax‖; ŋěŕřěřżćŋőśšĳ őŕěřăšőřă řăćŋőśĺńĳŋă ěčő őčřăŋĺůěŋŋőśšĺ L(X) L(X) = L(X; X); ¡šő { ŋőřňĺřőćăŋŋă£ ăńčěąřă ‖T : Ls → Lr‖ šăł ňőęŋő őąőğŋăůăšĳ őążůŋş¿ ŋőřňş őŕěřăšőřă T; łőšőřżľ ć ďăŋŋőň śńşůăě řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ć şłăğăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ (ćőğňőęŋő, őŋ ğăďăŋ ĺ ć ďřşčĺţ) Isr; s; r ≥ 1 ťőřňăńĳŋő šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř ĺğ lns ć lnr ; ěčő ŋőřňă ≤ 1; ěśńĺ s ≤ r ĺ ≤ n^{|1}=p^{−1}=q^|; ěśńĺ ůĺśńă s; r ńěęăš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ďćőľłĺ x^′ ⊗ y őďŋőňěřŋżľ őŕěřăšőř ĺğ X ć Y : (x^′ ⊗ y) (x) :=< x^′; x > y łőŋěůŋőňěřŋżľ łőŋěůŋă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ őďŋőňěřŋżţ őŕěřăšőřőć; őŕěřăšőř łőŋěůŋőňěřŋżľ őŕěřăšőř ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ∑m k=1 x^′k ⊗ yk trace A śńěď őŕěřăšőřă A (ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě); śńěď őŕěřăšőřă ěśšĳ śńěď ěčő ňăšřĺűż ć łăłőň{ńĺąő ăńčěąřăĺůěśłőň ąăğĺśě (őŋ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă); śńěď řăćěŋ śşňňě ćśěţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń őŕěřăšőřă, ćğ£šżţ ś şůěšőň ĺţ ăńčěąřăĺůěśłőľ łřăšŋőśšĺ; ěśńĺ A = ∑m k=1 x^′k ⊗ yk; šő trace A = = ∑m k=1 < x^′k; yk > ĺ śşňňă śŕřăćă ŋě ğăćĺśĺš őš ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őŕěřăšőřă ć ćĺďě śşňňż őďŋőňěřŋżţ; ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ trace AB = trace BA (A) £ďěřŋă£ ŋőřňă őŕěřăšőřă A : X → Y ; ć śńşůăě łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě (A) = sup_‖

S‖61 trace AS (S : Y → X)

N(X; Y ) ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, śŋăąęěŋŋőě £ďěřŋőľ ŋőřňőľ

ĞĂĄĚČĂ§ ĆŔĚŘĚĎ 9

Wk ňăšřĺűż Şőńÿă 2k × 2k ; W_0 = (1); ňăšřĺűă Wk śőśšőĺš ďćşţ śšřőł{ňăšřĺű:

ŕěřćă£ śšřőłă | (Wk_{−1} Wk_{−1}) ćšőřă£ śšřőłă | (Wk_{−1} − Wk_{−1}) {rn}k ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă; őďŋő ĺğ śăňżţ łőřőšłĺţ őŕřěďěńěŋĺľ:

rn(t) = sign sin(2nıt); n ∈ N;

¡šĺ ťşŋłűĺĺ őążůŋő řăśśňăšřĺćă¿šś£ ŋă [0; 1] ĺ ŕřĺŋĺňă¿š šăň ŕőŕěřěňěŋŋő ğŋăůěŋĺ£ ±1 (ŋă ďĺăďĺůěśłĺţ ĺŋšěřćăńăţ) ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă ∀p ∈ (0; ∞) ∀n ∈ N ∀{cn}n_0 ⊂ R ¸p ∫_1 0 | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | p dt ≤

∫_1 0 | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | 2 dt p 2 ≤ ≤ ˛p ∫_1 0 | | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | | p dt ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă{ ďń£ ćś£łőčő p > 0 śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőńőęĺšěńĳŋżě Łăţăŋă ůĺśńă ~Ap ĺ ~Bp; ůšő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X; ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ążţ ćěłšőřőć x_1; x_2; : : : ; xn ĺğ X śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă ~Ap (∫_1 0 || ∑n k=1 rk(t)xk||^2 dt

)p=_2

             6^{∫ 1}_0 ||^{∑n}_{k=1} rk(t)xk||^p dt 6

6^~Bp^{(∫ 1}_0 ||^{∑n}_{k=1} rk(t)xk||^2 dt^{)p=2} ;

ŕřĺ p = 1 šőůŋă£ łőŋśšăŋšă ~A_1 řăćŋă 1= √ 2 d(X; Y ) řăśśšő£ŋĺě Ąăŋăţă{Ňăğşřă ňěęďş ďćşň£ ŋőřňĺřőćăŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ X; Y :

d(X; Y ) = inf { ‖T ‖ ‖T^{−1}‖ } ; čďě inf ąěřěšś£ ŕő ćśěň ĺğőňőřťĺğňăň T : X → Y ; ěśńĺ dim X = dim Y; šő d(X; Y ) ≤ dim X ≤ ∞ Fn łőňŕăłš Ňĺŋłőćśłőčő (ňěšřĺłă | ln d (X; Y ) ); ŕőńşůăěšś£ ťăłšőřĺğăűĺěľ ŕő ćśěň ĺğőňěšřĺ£ň ňŋőęěśšćă ćśěţ n -ňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć (ĺńĺ ćśěţ ÿăřőć ć Rn ) diam Fn ďĺăňěšř łőňŕăłšă Ňĺŋłőćśłőčő ≍ n (őšŋőśĺšěńĳŋő řăśśšő£ŋĺ£ Ąăŋăţă{Ňăğşřă d (X; Y ) ) d(X; ldim X_2 ) ćśěčďă ŋě ŕřěćőśţőďĺš √ dimX d(lnp ; lnq ) ěśńĺ 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 ĺńĺ 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞; šő d(lnp ; lnq ) = n^{1p − 1q} ;

ěśńĺ 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞; šő

∀ n ∈ N cn¸ ≤ d(lnp ; lnq ) ≤ Cn¸;

10 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

čďě ¸ = max {1=p − 1=2; 1=2 − 1=q} (1 + ") -ĺğőňěšřĺ£ ďń£ " > 0 ŕřőśšřăŋśšćă X; Y (1 + ") -ĺğőňěšřĺůŋż, ěśńĺ ŋăľďěšś£ őąřăšĺňżľ őŕěřăšőř T ∈ L(X; Y ); ďń£ łőšőřőčő ‖T ‖ ‖T^1 ‖ ≤ 1 + " (ć ¡šőň śńşůăě, łőŋěůŋő, d(X; Y ) ≤ 1 + " ); šăł, ń¿ąőě n -ňěřŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő 2 -ĺğőňěšřĺůŋő ŋěłőšőřőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş ŕřőśšřăŋśšćă l^{5n}_∞ k(X; "); " > 0 = max {k ∈ N : ∃ E ⊂ X : dim E = k; d(E; lk_2 ) 6 1 + "} k(X) k(X) := k(X; 1) | ňăłśĺňăńĳŋă£ řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕřőśšřăŋśšćă X; 2 -ĺğőňěšřĺůŋőčő ěćłńĺďőćş ŕřőśšřăŋśšćş śőőšćěšśšćş¿źěľ řăğňěřŋőśšĺ (ąőńěě łőřőšłő, ňăłśĺňăńĳŋă£ řăğňěřŋőśšĳ 2 -ěćłńĺďőćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă); ŋăŕřĺňěř, ďń£ ń¿ąőčő n -ňěřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő X k(X) > C ln n (šěőřěňă Ďćőřěűłőčő); ěźě ŕřĺňěř: k(ln_∞) ≍ ln n Cp(X) łőŋśšăŋšă łőšĺŕă p ŕřőśšřăŋśšćă X : ŋăĺňěŋĳÿă£ ŕőśšő£ŋŋă£ (ćőğňőęŋő, řăćŋă£ +∞ ), ďń£ łőšőřőľ ŕřĺ ń¿ąőň łőŋěůŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć {xj} ⊂ X ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő ( ∑ ‖xj‖p)^1=p 6 Cp(X) (∫_1 0 ‖ ∑ rj (t) xj ‖^2

)_1=_2

ŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćő X; ďń£ łőšőřőčő Cp(X) < +∞ łőšĺŕă p

ĆĆĚĎĚŊĹĚ 11

"Ňőęěš śńşůĺšĳś£, ůšő šřşďŋő ĺ ďăęě ŋěćőğňőęŋő ŋăľšĺ ňăšěňăšĺůěśłĺľ őąžěłš ś ŋěłőšőřżňĺ ďăŋŋżňĺ śćőľśšćăňĺ, ŋő őůěŋĳ ŕřőśšő şłăğăšĳ śńşůăľŋżľ őąžěłš, łőšőřżľ őąńăďăěš ¡šĺňĺ śćőľśšćăňĺ ŕőůšĺ ŋăćěřŋőě..." Jean{Pierre Kahane

ĆĚŘŐ§ŠŊŐŚŠŊŻĚ ŇĚŠŐĎŻ Ć ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŐŇ ŤŞŊŁŰĹŐŊĂŃĲŊŐŇ ĂŊĂŃĹĞĚ

Ććěďěŋĺě Ŋěš ńĺšěřăšşřż ŕő ďăŋŋőľ šěňăšĺłě ŋă řşśśłőň £ğżłě, ŕő¡šőňş ćŕőńŋě řěğőŋŋő őŕşąńĺłőćăšĳ ďăŋŋżľ śŕěűłşřś.

˙ | śőćőłşŕŋőśšĳ őąžěłšőć, P | śćőľśšćő, P(!); ! ∈ ˙: Śşźěśšćşěš ńĺ ! ∈ ˙; ďń£ łőšőřőčő śŕřăćěďńĺćő P(!)? ĹĎĚ§: Ŋă ˙ ŋăďő ććěśšĺ ćěřő£šŋőśšĳ (ňěřş —(˙) = 1 ) ĺ řăśśňőšřěšĳ ćőŕřőś: —{! ∈ ˙ : P(!) ćěřŋő } > 0:

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ňż ŋăţőďĺňś£ ć ŕřőśšřăŋśšćě l^n_1 := (R^n; ‖x‖1 =^{∑n}_{i=1} |xi|) : Ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă | n -ňěřŋżľ őłšă¡ďř. Řăśśňőšřĺň śěůěŋĺě ÿăřă DBn_1 := {‖x‖_1 6 1} łăłĺň-ńĺąő k− ňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Ďń£ łăłĺţ k = 1; n ¡šő śěůěŋĺě ąńĺğłő ł ěćłńĺďőćş ÿăřş śőőšćěšśšćş¿źěľ řăğňěřŋőśšĺ? Řăśšěš ńĺ k ćňěśšě ś n? Ĺńĺ ňż ŋĺłőčďă (ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ ąőńĳÿĺţ n ) ŋě ŕőńşůĺň ŕőůšĺ ěćłńĺďőćő śěůěŋĺě śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ? Ć ¡šőň ŕřĺňěřě ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ććěśšĺ ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş, ćĺďĺňő, ŋă śěňěľśšćăţ ćśěţ k -ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć (ďń£ łăęďőčő k ) ŕřőśšřăŋśšćă ln_1 (ďń£ łăęďőčő n ) ĺ ŕřőąőćăšĳ őšżśłăšĳ šě k = k(n); ďń£ łőšőřżţ ňěřă ŕőůšĺ ěćłńĺďőćżţ k -ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ŋěŋşńěćă£. Ŋăďő ŋăďě£šĳś£, ůšő ěśńĺ ďěľśšćőćăšĳ šăłĺň őąřăğőň, šő "ţőřőÿĺě" řăğňěřŋőśšĺ k(n) ŋě ąşďşš ŕő-łřăľŋěľ ňěřě őśšăćăšĳś£ őčřăŋĺůěŋŋżňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ŕőďőąŋőň ŕőďţőďě ł řěÿěŋĺ¿ ¡šőľ ğăďăůě ďőńęŋă ćőğŋĺłŋşšĳ ďőśšăšőůŋő ţőřőÿă£ ňěřă ŋă śěňěľśšćăţ ˙n = {k−ňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć ln_1 }; ŕřĺ ŕőňőźĺ łőšőřőľ ňż, ţőš£ ąż ĺ ŋěňŋőčő, ŋő ŕřőďćĺŋěňś£ ć řěÿěŋĺĺ ŕřőąńěňż.

Ŕřĺňěřŋő ĺňěŋŋő šăł ŕőğęě ĺ ąşďşš řăğćőřăůĺćăšĳś£ śőążšĺ£, ć ůăśšŋőśšĺ, "ćŋşšřĺ ŕřőśšřăŋśšć" ln_1 : Śěľůăś ęě ňż ŕřěďńőęĺň řěÿěŋĺě ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőďőąŋőčő ćěřő£šŋőśšŋőčő ŕőďţőďă őďŋőľ ĺŋšěřěśŋőľ ğăďăůĺ śőćśěň ĺğ ďřşčőľ őąńăśšĺ ăŋăńĺğă, ă ĺňěŋŋő, ĺğ šěőřĺĺ śńşůăľŋżţ ŕőńĺŋőňőć (ĺńĺ, šőůŋěě, śńşůăľŋżţ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺţ ř£ďőć). Šěőřěňż 1 ĺ 2, łőšőřżě ňż śőąĺřăěňś£ ğďěśĳ śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ, ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ łőŋłřěšŋżě ĺ, čńăćŋőě, ďőśšăšőůŋő ŕřőğřăůŋżě ŕřĺňěřż ğăďăů, ŕřĺ řěÿěŋĺĺ łőšőřżţ ćěřő£šŋőśšŋżľ ňěšőď ďăěš ŕőůšĺ ŋăĺńşůÿĺě řěğşńĳšăšż. Ćĺďĺňő, ňőęŋő śłăğăšĳ, ůšő ć łăůěśšćě őśŋőćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ˙ ąşďěš ćżśšşŕăšĳ ňŋőęěśšćő "śńşůăľŋżţ ŕőńĺŋőňőć". Ŋăůŋěň ś ťőřňşńĺřőćłĺ ŕěřćőľ šěőřěňż.

© Řěľŋőć Őńěč Ĺćăŋőćĺů, 2005

12 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

Šěőřěňă 1 (Ğĺčňşŋď{Śăńěň). Śşźěśšćşěš šăłă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C; ůšő ďń£ ń¿ąőčő N ∈ N; ďń£ ćś£łőčő šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőčő ŕőńĺŋőňă P_0(t) = ∑N n=0 cn eint śşźěśšćşěš ŋăąőř ĺğ ŕń¿ś{ňĺŋşś ěďĺŋĺű {"n}Nn_{=0};

ďń£ łőšőřőčő

‖P ‖_∞ = maxt |P (t)| 6 C ( N ∑ n=0 |cn|^2 ln N

)_1=_2 ; čďě P (t) = ∑N n=0 "ncn eint: � Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŋăŕőňŋĺň, ůšő, łőŋěůŋő ęě, ‖P ‖_∞ > ‖P ‖_2 = ‖P ‖L2_(dt=_{(2}ı_{))} = (∑ N n=0 |cn| 2 )_1=_2

; ŕő¡šőňş ŕőńĺŋőň ĺğ šěőřěňż 1 | ŕőůšĺ ¡łśšřěňăńĳŋő "ŕńőţőľ" (śň., őďŋăłő, ŋĺęě ğăňěůăŋĺě 5).

Ŋĺęě ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ŋă őšřěğłě [0; 1]: Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {rn}^∞n_{=1} ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, ŕřĺŋĺňă¿źĺţ ğŋăůěŋĺ£ ±1 ś őďĺŋăłő-

ćżňĺ ćěřő£šŋőśš£ňĺ: rn =

{ + 1

− 1 ś ćěřő£šŋőśš£ňĺ 1/2.

Šěőřěňă 2. Śşźěśšćşěš šăłă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C > 0; ůšő ďń£ ń¿- ąőčő N ∈ N ĺ ďń£ ćś£łőčő šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőčő ŕőńĺŋőňă P (t) = ∑N n=0 cn eint P ‖Pr‖_∞ > C ( N ∑ n=1 |cn| ln N

)_1=_2 < 1 N^2 ; čďě Pr(t) = ∑N n=0 rn cn eint: Ąőńěě šőčő, ďń£ ń¿ąőčő ŕőńĺŋőňă ćĺďă P (t) = ∑ finite

rn Pn(t); čďě Pn(t) | ŕřőĺğćőńĳŋżě ŕőńĺŋőňż śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě N (š.ě.

Pn(t) = ∑N k=0 c^(n^)k eikt ) ĺňěěš ňěśšő őűěŋłă P { ‖P ‖_∞ > C (∑ ‖Pn‖^2_∞ ln N

)_1=_2}

< 1N_2 :

Ŕěřěď šěň łăł ďőłăğżćăšĳ šěőřěňş 2 (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, šěőřěňş 1) ŋăň ŋăďő şśšăŋőćĺšĳ ďćă ćśŕőňőčăšěńĳŋżţ şšćěřęďěŋĺ£.

Ńěňňă 1. ∀– ∈ R^1_2^(e^– + e^{−–)} 6 e^{–2=2}:

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő, ŋăŕřĺňěř, řăğńőęĺšĳ e– ĺ e^−– ŕő ťőřňşńě Šěľńőřă. �

Ńěňňă 2. Ěśńĺ P | ćěźěśšćěŋŋżľ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě N; N > 100; P (t) = a_0=2 + ∑N n=1 an cos nt + bn sin nt; šő śşźěśšćşěš ĺŋšěřćăń I šăłőľ, ůšő ěčő ďńĺŋă |I| = 1 N^2 ĺ ŋă I |P | >^{12} ‖P ‖^∞:

ĆĆĚĎĚŊĹĚ 13

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ ŋőřňż ŕřőĺğćőďŋőľ P^′ ĺňěěň őűěŋłĺ (ŕřĺ N > 100 ):

‖P^′‖_∞ 6 N N∑ n=1 (|an| + |bn|) 6 N (2N)^1=^2 ( N ∑ n=1 ( |an|^2 + |bn|^2 ) )_1=_2 = = N^3=^2 (2ı)^1=^2

(∫_2ı 0 |P (t)|^2 dt

)1=2

6 2ıN^{3=2}‖P ‖∞ 6 N^2‖P ‖∞:

Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ő śřěďŋěň, |P (t) − P (t_0)| 6 |t − t_0| ‖P^′‖_∞; ∀t; t_0: Ćżąěřěň šőůłş t_0; ć łőšőřőľ ňőďşńĳ ŕőńĺŋőňă ďőśšĺčăěš śćőěčő ňăłśĺňşňă: |P (t_0)| = ‖P ‖_∞; ĺ řăśśňőšřĺň ĺŋšěřćăń I = [ t_0 −^1_2N_2 ; t_0 +^1_2N_2 ] : Šőčďă ďń£ ćśěţ t ∈ I ĺňěěň:

|P (t)| > |P (t_0)| − |t − t_0| ‖P^′‖_∞ > ‖P ‖_∞ − 1 2N^2

· N^2‖P ‖_∞ = 1 2 ‖P ‖_∞ �

Ğăňěůăŋĺě 2. Şšőůŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă, ĺśŕőńĳğőćăŋŋőčő ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 2 ĺ śăňőľ ńěňňż: ‖P ‖_∞ 6 N‖P^′‖_∞; ¡šő |ŋěřăćěŋśšćő Ąěřŋÿšěľŋă; ŕő- ¡šőňş ĺŋšěřćăń I ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 2 ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋ šăłĺň őąřăğőň, ůšő |I| = 1=N:

Ğăňěůăŋĺě 3. Řăśśňőšřĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă {rn}^∞_{n=1} łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ŕşśšĳ śĺňćőń E őąőğŋăůăěš ňăšěňăšĺůěśłőě őęĺďăŋĺě. Šőčďă

E^(e^{–rn )} 6 e^{–2=2}; ∀n ∈ N

(śň. ńěňňş 1). İšőš ¡ńěňěŋšăřŋżľ ťăłš ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăŋ ůěřěğ ŋěśłőńĳłő śšřőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 2. Ŕşśšĳ N > 100: Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćśě ŕőńĺŋőňż Pn ćěźěśšćěŋŋż (ŕő ŕőćőďş łőňŕńěłśŋőčő śńşůă£ śň, ğăňěůăŋĺě 4). Ŕőńőęĺň ďń£ śőłřăźěŋĺ£ ğăŕĺśĺ M := ‖P ‖_∞; r := ∑ ‖Pn‖^2_∞: Ťĺłśĺřşěň t: Šőčďă

E^(e^{–P (t))} = E^{(∏} e^{–rn Pn (t))} =^∏ E^(e^{–rn Pn(t))} 6^∏ e^{λ2 ‖Pn‖2∞2} = e^{–2r=2}

(ćšőřőě řăćěŋśšćő ěśšĳ śńěďśšćĺě ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ {rn} ). Ĺśŕőńĳğş£ ¡šş őűěŋłş ĺ ŕřĺňěŋ££ śŋăůăńă ńěňňş 2, ă ğăšěň | ńěňňş 1, ŕőńşůăěň:

E^(e^{– M}2^) 6 N^2E^{(∫}_I^(e^{–P (t)} + e^{−–P (t))} dt^) 6

6 N^2E^{(∫ 2ı}_0^(e^{–P (t)} + e^{−–P (t))} dt^) 6 2ıN^2 · 2e^{–2r=2}:

14 ČĚŐŇĚŠŘĹ§ ŁŐŊĚŮŊŐŇĚŘŊŻŢ ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆ

Šăłĺň őąřăğőň, E ( e–M=^2

) 6 e^{–2r=2+ln 4ıN 2} ; őšłşďă (ŕőśńě şňŋőęěŋĺ£ ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋă 1 N^2 · N^2 ) E ( e–M=^{2−}–^2r=^{2−ln 4}ıN^4 ) 6 1=N^2; ĺńĺ E^(e^{–=2[M−–r−2=– ln 4ıN 4])} 6

1=N^2:

Ĺğ ŕőśńěďŋěčő śőőšŋőÿěŋĺ£, ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿěćă, ŕőńşůăěň:

P{M > –r +^2– ln 4ıN^4} 6^1N_2 :

Ćżąěřěň – = √ 1 r ln 4ıN^4: Šőčďă

P^{‖P ‖∞ >^{√∑} ‖Pn‖^2_∞ ln 4ıN^4 + 2^{√∑} ‖Pn‖^2_∞ ln 4ıN^{4}} 6^1N_2 �

Ğăňěůăŋĺě 4. Łőňŕńěłśŋżľ śńşůăľ ćżćőďĺšś£ ĺğ řăśśňőšřěŋŋőčő ć ďőłăğăšěńĳśšćě śńşůă£ ćěźěśšćěŋŋżţ ŕőńĺŋőňőć ćżďěńěŋĺěň ćěźěśšćěŋŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśšěľ (ś şţşďÿěŋĺěň łőŋśšăŋšż).

Ğăňěůăŋĺě 5. Ňőęŋő "řşłăňĺ" ŕőśšřőĺšĳ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň P ćĺďă P (t) = ∑N n=0 ±e

int; ďń£ łőšőřőčő ‖P ‖_∞ 6 5 √ N (śň. [ŁăŚă, śšř. 153] ).

Ŕőńĺŋőňż, őąńăďă¿źĺě ŕőďőąŋżň ¡łśšřěňăńĳŋżň śćőľśšćőň (ŕő śşźěśšćş ńěęăźĺě ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ śťěř ŕřőśšřăŋśšć L_∞ ĺ L_2 őďĺŋăłőćőčő řăďĺşśă) ŕřĺŋ£šő ŋăğżćăšĳ ŕőńĺŋőňăňĺ Řşďĺŋă{Ÿăŕĺřő.

ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŐĄŐĞŊĂŮĚŊĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§ 15

ČŃĂĆĂ 1. ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

§1 Őśŋőćŋżě őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ őŕřěďěńěŋĺ£ I. Śšăŋďăřšŋżě őąőğŋăůěŋĺ£.

Őążůŋő ąşłćőľ K ňż őąőğŋăůăěň łăłőľ-ńĺąő ňěšřĺůěśłĺľ łőňŕăłš; C(K) | ąăŋăţőćő (š.ě. ŕőńŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ńĺŋěľŋőě, ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ĺńĺ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń) ŕřőśšřăŋśšćő ś ŋőřňőľ ‖f‖_∞ = maxK |f|:

(˙; ˚; —) | ŕřőśšřăŋśšćő ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěřőľ.

Lp(—) | ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő (łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ) ĺğňěřĺňżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż — ťşŋłűĺľ ŋă ŋěłőšőřőň ňŋőęěśšćě ˙; ďń£ łőšőřżţ łőŋěůŋă śńěďş¿źă£ ćěńĺůĺŋă:

‖f‖p = (∫ ˙ |f|p d— ) ; 1=p 1 6 p < +∞;

vrai sup_˙ |f|; p = +∞:

lp (ĺńĺ lp ): ¡šő Lp (N; —) ; čďě — ŋă N | śůĺšă¿źă£ ňěřă, š.ě. —{n} = 1 ∀n ∈ N; ‖x‖p := ( ∑_∞ 1 |xj |p)^1=p < ∞:

lnp := (Rn; ‖ · ‖p) Ňż ůăśšő řăśśňăšřĺćăěň řăğŋżě ŋőřňż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn ĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, śšăŋďăřšŋżě ĺŋžěłűĺĺ lnp ,→ lnq ∀ p > q; ŋőřňă ćńőęěŋĺ£ 6 1:

Ćőőąźě, ĺňěěš ňěśšő ěśšěśšćěŋŋőě ćłń¿ůěŋĺě lp ,→ lq ∀ p > q ś ěďĺŋĺůŋőľ ŋőřňőľ; ć śńşůăě, łőčďă q = ∞; l_∞ | ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ś sup-ŋőřňőľ; c_0 | ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőśšő£źěě ĺğ śšřěň£źĺţś£ ł ŋşń¿ ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ.

Ŋőřňă ć ŕřőĺğććőńĳŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X őążůŋő őąőğŋăůăěšś£ ŋăňĺ ůěřěğ ‖ · ‖X:

II. Ňěřż ĺ ĺğňěřĺňżě ťşŋłűĺĺ.

Ŕşśšĳ p ∈ (0; +∞] ĺ (˙; ˚; —) | ŋěłőšőřőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěřőľ.Ůěřěğ Lp(˙; ˚; —); ĺńĺ ŕřőśšő Lp(—); łőčďă ŋě ćőğŋĺłăěš ŋěďőřăğşňěŋĺľ, ŕřĺŋ£šő őąőğŋăůăšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ŕőůšĺ ćś¿ďş) ťşŋłűĺľ f ŋă ˙; ďń£ łőšőřżţ łőŋěůŋă ćěńĺůĺŋă

(1) ‖f‖p = (∫ ˙ |f|p d— ) ; 1=p 0 < p < +∞;

vrai sup_˙ |f|; p = +∞:

Ŕřĺ p ∈ [1; +∞] ŕřőśšřăŋśšćő Lp(˙; ˚; —) őłăğżćăěšś£ ąăŋăţőćżň (šő ěśšĳ ŕőńŋżň ŋőřňĺřőćăŋŋżň) ŕřőśšřăŋśšćőň ś ŋőřňőľ (1):

Ďń£ p ∈ [1; +∞] ůěřěğ p^′ őążůŋő őąőğŋăůăěšś£ śőŕř£ęěŋŋżľ ł p ŕőłăğăšěńĳ, łőšőřżľ őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ 1=p + 1=p^′ = 1 (łăł ćśěčďă, ĺśŕőńĳğşěšś£ śšăŋďăřšŋőě śőčńăÿěŋĺě: 1=∞ = 0 ). Ś ¡šĺňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ, ŕřĺ

16 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

p ∈ [1; +∞) (ąăŋăţőćő) śőŕř£ęěŋŋőě ł Lp(˙; ˚; —) ŕřőśšřăŋśšćő řěăńĺğşěšś£ łăł ŕřőśšřăŋśšćő Lp^′ (˙; ˚; —); šő ěśšĳ (Lp(—))^∗ = Lp^′ (—) : ćś£łĺľ ńĺŋěľŋżľ ŋěŕřěřżćŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă Lp(—) ĺňěěš ćĺď ˘(f) = ∫ ˙ fg_˘ d—; čďě g_˘ ∈ Lp^′ (—); ś śőőšćěšśšćş¿źĺň řăćěŋśšćőň ŋőřň: ‖˘‖ = ‖g_˘‖p′ :

Šěőřěňă (Řăďőŋă{Ŋĺłőďĺňă). Ŕşśšĳ ˙; ˚; — | ŕřőśšřăŋśšćő ś ff -łőŋěůŋőľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěřőľ, : ˚ → Rn | śůěšŋő{ăďďĺšĺćŋă£ ťşŋłűĺ£ łőŋěůŋőľ ćăřĺăűĺĺ^1 İłćĺćăńěŋšŋż śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£:

(1) ≺ — (ăąśőń¿šŋă£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ňěřż őšŋőśĺšěńĳŋő śłăń£řŋőľ ňěřż —; š.ě. —A = 0 =⇒ A = 0 );

(2) ∃! f ∈ L^1(—) : ∀ A ∈ ˚ A = ∫ A f d—:

Šěőřěňă Řăďőŋă{Ŋĺłőďĺňă řăćŋőśĺńĳŋă šěőřěňě őą őąźěň ćĺďě ńĺŋěľŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ šĺŕă Lp; ťőřňşńĺřőćłă łőšőřőľ şŕőňĺŋăńăśĳ ćżÿě.

Ňěřă — ŋăğżćăěšś£ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ (ĺńĺ ŕřőśšő ćěřő£šŋőśšĳ¿), ěśńĺ —(˙) = 1:

Ŕşśšĳ ş ŋăś ĺňěěšś£ śůěšŋőě śěňěľśšćő ŕřőśšřăŋśšć ś ćěřő£šŋőśšŋżňĺ ňěřăňĺ: {(˙j; ˚j; —j)}^∞j_{=1} : Ŕőńőęĺň

˙^(n^) := ∞∏ j=n+1

˙j; n = 0; 1; 2; : : : :

§śŋő, ůšő ěśńĺ A ⊂ ∏n j=1 ˙j; šő A × ˙^(n^) ⊂ ˙^{(0)}: Śěňěľśšćő P ňŋőęěśšć ćĺďă A_1 × A_2 × : : : An × ˙^(n^); čďě n ∈ N; Aj ∈ ˚j ďń£ j = 1; 2; : : : ; n; őąřăğşěš ŕőńşłőńĳűő, ŕřĺůěň ˙^{(0)} ∈ P: Ďń£ A = A_1 × A_2 × : : : An × ˙^(n^) ∈ P ŕőńőęĺň —_0(A) := ∏n j=1 —j(Aj ) (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ďń£ łăęďőčő m ∈ N ňěřă —m £ćń£ěšś£ ćěřő£šŋőśšĳ¿, ĺ ŕő¡šőňş ěśšěśšćěŋŋő, ţőš£ ąż ĺŋšşĺšĺćŋő, śůĺšăšĳ, ůšő ŕőśńěďŋĺľ ňŋőęĺšěńĳ ˙^(n^) ć řăćěŋśšćě, őŕřěďěń£¿źěň ňŋőęěśšćő A; ŋě őłăğżćăěš ŋĺłăłőčő ćńĺ£ŋĺ£ ŋă ććőďĺňş¿ ŋăňĺ "ňěřş" —_0(A):) Őłăğżćăěšś£, ůšő šăł őŕřěďěńěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ňŋőęěśšćă —_0 £ćń£ěšś£ śůěšŋő ăďďĺšĺćŋőľ ŋă P: Ŕő šěőřěňě ő śšăŋďăřšŋőň ŕřőďőńęěŋĺĺ ňěřż, śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ćěřő£šŋőśšŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (˙; ˚; —) (ğăňěšĺň, ůšő ˙ = ˙^{(0)} ) śő śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(1) ˙ £ćń£ěšś£ ďěłăřšőćżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ňŋőęěśšć ˙^(j^); (2) ˚ £ćń£ěšś£ ff -ăńčěąřőľ, łőšőřă£ śőďěřęĺš ćśě ňŋőęěśšćă ĺğ ŕőńşłőńĳűă P (ŕő śşźěśšćş, őŋă ŕőřőęďěŋă ćśěňĺ ňŋőęěśšćăňĺ ĺğ P ),

1Śůěšŋő ăďďĺšĺćŋżě ťşŋłűĺĺ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ (ν : ˚ → X, X − ŋőřňĺřőćăŋŋőě) ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřŋżňĺ ňěřăňĺ. Ćăřĺăűĺ£ |ν| ćěłšőřŋőľ ňěřż ν őŕřěďěń£ěšś£ šăł. Ďń£ ĺğňěřĺňőčő ňŋőęěśšćă A ∈ ˚ ŕőńăčă¿š: |ν|(A) = sup ∑_{kj} =1 ‖ν(A_j )‖_X , čďě śşŕřěňşň ąěřěšś£ ŕő ćśěćőğňőęŋżň łőŋěůŋżň ĺğňěřĺňżň řăğąĺěŋĺ£ ňŋőęěśšćă A. Ćěłšőřŋă£ ňěřă μ ĺňěěš łőŋěůŋş¿ (ć ĺŋőľ šěřňĺŋőńőčĺĺ, | őčřăŋĺůěŋŋş¿) ćăřĺăűĺ¿, ěśńĺ ν(˙) < +∞.

ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŐĄŐĞŊĂŮĚŊĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§ 17

(3) — £ćń£ěšś£ ŕőńŋőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ ŋă (˙; ˚) šăłőľ, ůšő — ( A_1 × A_2 × : : : An × ˙^(n^) ) = n∏ j=1 —j(Aj )

ďń£ ćśěţ n ∈ N ĺ Aj ∈ ˚j; 1 6 j 6 n:

Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, (˙; ˚; —) ěśšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšřăŋśšć (˙j; ˚j; —j) ; łőšőřőě őąőğŋăůăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

(˙; ˚; —) = ∞∏ j=1 (˙j; ˚j ; —j) :

Ğăňěůăŋĺě. Őŕřěďěńěŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěřő£šŋőśšŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ńěčłő őąőąźăěšś£ ŋă šőš śńşůăľ, łőčďă ňěřż ć ŕřőśšřăŋśšćăţ (˙j ; ˚j; —j) ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ ff -łőŋěůŋż. Őďŋő ĺğ ŋăĺąőńěě ŕőńŋżţ ĺğńőęěŋĺľ łőŋśšřşłűĺĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšć ś ňěřăňĺ ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć ňőŋőčřăťĺĺ [ĎŸć1, čńăćă III, §11.]

Ěśšěśšćěŋŋő, űěŋšřăńĳŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ŕřőśšřăŋśšć ś ňěřăňĺ (ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćěřő£šŋőśšŋżţ) śńşęăš łőŋěůŋőňěřŋżě ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă ś ĺţ łńăśśĺůěśłĺňĺ ňěřăňĺ Ńěąěčă. İšĺ ňěřż, ś őďŋőľ śšőřőŋż, ŕőřőęďă¿šś£ śšăŋďăřšŋżň őąžěňőň, ŕěřćőŋăůăńĳŋő ğăďăŋŋżň ŋă £ůěľłăţ (ĺńĺ, ěśńĺ şčőďŋő, ŋă ŕăřăńńěńěŕĺŕěďăţ) ĺ ğăšěň ŕřőďőńęěŋŋżň ŋă ĺğňěřĺňżě ŕő Ńěąěčş ňŋőęěśšćă, ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż, £ćń£¿šś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň őďŋőňěřŋżţ ŕř£ňżţ ś ĺţ ěśšěśšćěŋŋőľ ńěąěčőćśłőľ ňěřőľ. Ăŋăńőčĺůŋżň ŕřĺňěřőň śńşęĺš n -ňěřŋă£ ěćłńĺďőćă śťěřă ś ěě "ĺŋćăřĺăŋšŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ćřăźěŋĺľ" ŋőřňĺřőćăŋŋőľ ňěřőľ Ńěąěčă (ňěřőľ Ţăăřă; | ŕőďřőąŋő őą ¡šőň őďŋőň ĺğ ćăęŋěľÿĺţ ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ śńşůăě řěůĳ ŕőľďěš ŋĺęě).

Ěźě őďĺŋ ŕřĺňěř ğăňěůăšěńĳŋőľ ňěřż | ¡šő ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ čăşśśőćśłă£ ňěřă ‚n ŋă Rn; łőšőřă£ őŕřěďěń£ěšś£ řăćěŋśšćőň

‚n := exp ( − 1 2 n∑ j=1 x^2j ) dx_1; dx_2; : : : ; dxn;

šő ěśšĳ, ‚n = e^{−‖}x^{‖2}=^2 dx: Őŋă, łőŋěůŋő, ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă, ă ć ŋěłőšőřőň "řăğşňŋőň śňżśńě" ŕőśńě "řăğşňŋőčő ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£" ŋă ěďĺŋĺůŋş¿ śťěřş ŕőřőęďăěš ŋă ŕőśńěďŋěľ ěě ěśšěśšćěŋŋş¿ ňěřş, ő łőšőřőľ šőńĳłő ůšő čőćőřĺńőśĳ. Ŕřĺćěďěň ěźě őďĺŋ ŕřĺňěř ŋěśłőńĳłő ďřşčőčő ţăřăłšěřă, ŋă ¡šőš řăğ | ŕřĺňěř ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ćěřő£šŋőśšŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ŕřĺňěř. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D śůěšŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě "ďćşšőůĺľ", ă ĺňěŋŋő, ŕőńőęĺň D := {−1; +1}^N : Ŋă łăęďőň ¡łğěňŕń£řě ňŋőęěśšćă {−1; +1} ććěďěň ďĺśłřěšŋş¿ ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş, ŕřĺŋĺňă¿źş¿ ć łăęďőľ ĺğ ďćşţ šőůěł ±1 őďĺŋăłőćőě ğŋăůěŋĺě, šő ěśšĳ ňěřş 1 2 (‹_1 + ‹_{−1}) ; čďě, łăł őążůŋő, ůěřěğ ‹a őąőğŋăůăěšś£ ňěřă Ďĺřăłă ś ěďĺŋĺůŋőľ ŋăčřşğłőľ ć šőůłě a: Ŕřőĺğćěďěŋĺěň śůěšŋőčő

18 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

ůĺśńă ¡šĺţ ćěřő£šŋőśšěľ ąşďěš řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋă£ ŋă D = {" : " = {±1}_N } ňěřă d": İšă ňěřă őůěŋĳ šěśŋő ść£ğăŋă ś řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ ŋă łăŋšőřőćőň ňŋőęěśšćě.

III. Ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. — | ňěřă Řăďőŋă ŋă łőňŕăłšě (ĺńĺ ŋă šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě) ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őŋă ğăďăŋă ŋă ąőřěńěćśłőľ ff -ăńčěąřě, řěčşń£řŋă£ ć śńěďş¿źěň śňżśńě:

∀ B —B = sup{—M : M ⊂ B; M { łőňŕăłš, —M < +∞}:

Ěśńĺ K | łőňŕăłš, šő F ∈ C^∗(K); F > 0 (∀f ∈ C(K); f > 0; F (f) > 0) =⇒ ∃ ! łőŋěůŋă£ ňěřă Řăďőŋă — > 0 ŋă K : F (f) = ∫ K f d—; ŕřĺ ¡šőň ‖F ‖ = —K:

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) K | ňěšřĺůěśłĺľ łőňŕăłš ⇐⇒ C(K) | śěŕăřăąěńĳŋő. İšő řăćŋőśĺńĳŋő šăłęě šőňş, ůšő ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ć C(K)∗ £ćń£ěšś£ ňěšřĺğşěňżň ∗ -śńăążň łőňŕăłšőň.

[Şłăğăŋĺě: =⇒ | řăśśňőšřěšĳ ε -śěšĺ ĺ śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ { řăśśšő£ŋĺ£ őš šőůłĺ ďő ¡ńěňěŋšőć śěšěľ; ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş Śšőşŋă{Ćěľěřÿšřăśśă. ⇐= | řăśśňőšřěšĳ ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř B śőŕř£ęěŋŋőčő ł C(K) ŕřőśšřăŋśšćă ć ∗ -śńăąőľ šőŕőńőčĺĺ ĺ ćżąřăć śůěšŋőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ŕőďňŋőęěśšćő {fn} ⊂ C(K), ććěśšĺ ŋă ŋěň ňěšřĺłş ŕő ťőřňşńě

(.b1, b2) := ∑ j 2^{−j} |⟨b^1 − b^2, f^j ⟩| 1 + |⟨b1 − b2, f_j ⟩| Ďĺăčőŋăńĳŋżľ ŕřőűěśś Łăŋšőřă ŕőłăğżćăěš, ůšő ś ¡šőľ ňěšřĺłőľ ÿăř B łőňŕăłšěŋ. Ďăńěě, łőňŕăłš K őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕőďňŋőęěśšćőň ÿăřă, śőśšő£źĺň ĺğ δ -ňěř.]

2) Őąőąźĺšĳ ŕřěďżďşźěě şŕřăęŋěŋĺě (ŋă śłőńĳłő ćőğňőęŋő) ŋă śńşůăľ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

IV. Ÿăřż ĺ ťşŋłűĺőŋăńż Ňĺŋłőćśłőčő.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďń£ ňŋőęěśšćă A; ńěęăźěčő ć ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X; ćżŕşłńă£ őąőńőůłă conv A := { ∑m j=1 –jxj : xj ∈ X; –j > 0; ∑m j=1 –j = 1}; ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă `(A) := { ∑m j=1 –jxj : xj ∈ X; ∑m j=1 |–j| 6 1}: Ěśńĺ X | ŋőř-

ňĺřőćăŋő, šő ğăňłŋşšă£ ćżŕşłńă£ ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ğăňłŋşšă£ ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńă£ őąőńőůłĺ ňŋőęěśšćă A őąőğŋăůă¿šś£ ůěřěğ convA ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, `(A):

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěśńĺ B | őčřăŋĺůěŋŋőě ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X; šő ťşŋłűĺőŋăń Ňĺŋłőćśłőčő ňŋőęěśšćă B ěśšĳ pB(x) := inf{– > 0 : x ∈ –B}:

Ć şśńőćĺ£ţ ŕőśńěďŋěčő őŕřěďěńěŋĺ£, pB | ŋőřňă ŋă ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě span B: Ŕřőśšřăŋśšćő span B ś ¡šőľ ŋőřňőľ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ XB; ěśńĺ őčřăŋĺůěŋŋőě ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő B ğăňłŋşšő ć ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě X; šő XB | ŕőńŋőě, šő ěśšĳ ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő (śň., ŋăŕřĺňěř, [Ÿěť, śšř.83]).

ŐŚŊŐĆŊŻĚ ŐĄŐĞŊĂŮĚŊĹ§ Ĺ ŐŔŘĚĎĚŃĚŊĹ§ 19

Ŕřĺňěř. Řăśśňőšřĺň śěŕăřăąěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő C[0; 1] ĺ őŕěřăšőř šőęďěśšćěŋŋőčő ćńőęěŋĺ£ j : C[0; 1] → L^2[0; 1]: Ŕşśšĳ B | (ğăňłŋşšżľ) ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ć C[0; 1]; šőčďă, ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ j(B) ś B ĺ ŋăŕĺśăšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě L^2[0; 1] : j(B) = B: Ŕřőśšřăŋśšćő ( L^2[0; 1] ) B ěśšĳ, łőŋěůŋő, ěśšěśšćěŋŋă£ ĺğőňěšřĺůŋă£ łőŕĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă C[0; 1]; ĺ ňż ćĺďĺň, ůšő ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě pB śşźěśšćěŋŋő őšńĺůăěšś£ őš śšăŋďăřšŋőľ ŋőřňż ‖·‖_2 (ć łőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě ćśě ŋőřňż ¡łćĺćăńěŋšŋż).

Ŕşśšĳ E | n -ňěřŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ěďĺŋĺůŋżň ÿăřőň BE: Ŕřőśšřăŋśšćő E ňőęŋő ŕřĺ ŕőňőźĺ ńĺŋěľŋőčő ĺğőňőřťĺğňă řěăńĺğőćăšĳ łăł

R^n ś ŋěłőšőřőľ ŋőřňőľ ‖ · ‖E ĺ, ŕő¡šőňş, řăśśňăšřĺćă£ ć ďăńĳŋěľÿěň łőŋěůŋő-

ňěřŋżě ŋőřňĺřőćăŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ňż ćśěčďă ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ĺňěěň ďěńő ś ŋőřňăňĺ ć Rn: Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ {’k}n_{=1} ĺ {ek}n_{=1} | śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋěłőšőřżľ ăńčěąřăĺůěśłĺľ ąăğĺś ć E ĺ śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś (őřšż) ć Rn; šő őšőąřăęěŋĺě "ąăğĺś ć ąăğĺś" ěśšĳ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň, ŕěřěćőď£źĺľ ÿăř BE ć ŋěłőšőřőě ğăňłŋşšőě (šőŕőńőčĺůěśłĺ | ţőš£ ąż ŕő ěćłńĺďőćőľ ŋőřňě Rn | ğăňłŋşšőśšĳ ňŋőęěśšćă őš ŋőřňż ŋě ğăćĺśĺš) ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě ŕőďňŋőęěśšćő

B ⊂ R^n: Ŕőńăčă£ ‖ · ‖E := pB; ňż ŕőńşůăěň ĺğőňěšřĺůŋş¿ łőŕĺ¿ ŕřőśšřăŋśšćă

E ć ćĺďě ŕăřż {Rn; B}:

Ďăńěě, řăśśňăšřĺćă£ ŕőďőąŋżě řěăńĺğăűĺĺ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ÿăřăňĺ ć Rn ŕřőĺğćőńĳŋżě őčřăŋĺůěŋŋżě ğăňłŋşšżě ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńżě ňŋőęěśšćă ś ŋěŕşśšőľ ćŋşšřěŋŋőśšĳ¿.

Ěźě őďŋő ğăňěůăŋĺě őąźěčő ţăřăłšěřă: ěśńĺ E | ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (łőŋěůŋőňěřŋőě), ă F |ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő (ăćšőňăšĺůěśłĺ ğăňłŋşšőě), šő, ěśšěśšćěŋŋő, BF = BE ∩ F:

Ğăňěůăŋĺě. Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ L(X; Y ) ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ńĺŋěľŋżţ ŋěŕřěřżćŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ć ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Y (ěśńĺ X = Y; šő ňż ŕĺÿěň ŕřőśšő L(X) ). Ć šěřňĺŋăţ ÿăřőć őűěŋłĺ ďń£ ŋőřň őŕěřăšőřőć őğŋăůă¿š: ‖A‖ 6 d ⇐⇒ A (BX) ⊂ d BY : Ŋăŕőňŋĺň, ůšő A ∈ L(X; Y ) | ĺğőňőřťĺğň, ěśńĺ ś ŋěłőšőřżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ ŕőśšő£ŋŋżňĺ c‖x‖ 6 ‖Ax‖ 6 d‖x‖; ∀x ∈ X: Ěśńĺ c = d = 1; šő A | ĺğőňěšřĺ£ (ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě). Ńěčłő őŕĺśăšĳ ŕőśńěďŋĺě ďćă ŕőŋ£šĺ£ ć šěřňĺŋăţ őąřăğőć ÿăřőć.

V. Łőŋěůŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă.

Ŕőď R^n ňż őążůŋő ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ łăł ćěźěśšćěŋŋőě n -ňěřŋőě ăřĺťňěšĺůě-

śłőě ŕřőśšřăŋśšćő ś łăŋőŋĺůěśłĺň ăńčěąřăĺůěśłĺň ąăğĺśőň {ek}nk_{=1}; šăł ĺ śőőšćěšśšćş¿źěě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő śšăŋďăřšŋżň ÿăřőň, łőšőřżľ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ Bn_2 (šő ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ln_2 ),

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ B ⊂ R^n: Ňż čőćőřĺň, ůšő B | ¡ńńĺŕśőĺď, ěśńĺ śşźěśšćşěš őąřăšĺňżľ A ∈ L(Rn); ďń£ łőšőřőčő B = A(Bn_2 :)

Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ ĺňěěšś£ ďřşčőľ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň, śłăęěň A_0; łőšőřżľ ŕőřőęďăěš šőš ęě ¡ńńĺŕśőĺď, ůšő ĺ A; | A_0(Bn_2 ) = B; | šő ŕő ŋěőąţőďĺňőśšĺ A^{−1}A_0 ĺ A^{−1}_0 A śőţřăŋ£¿š ěćłńĺďőć ÿăř Bn_2 ; ůšő őğŋăůăěš őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ

20 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

őŕěřăšőřőć A^{−1}A_0 ĺ A^{−1}_0 A: Ŕő¡šőňş ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň A ěďĺŋśšćěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ őŕěřăšőř A ∈ L(R^n) | łăł ć őŕřěďěńěŋĺĺ, šő őŋ ďőŕşśłăěš ŕőń£řŋőě řăğńőęěŋĺě A = UV; čďě U | ĺğőňěšřĺůěśłă£ ś¿řžěłűĺ£, ă V | śăňőśőŕř£ęěŋŋżľ ŕőńőęĺšěńĳŋżľ őŕěřăšőř Šăłĺň őąřăğőň, V ŕěřěćőďĺš Bn_2 ć "ŋăśšő£źĺľ (śšăŋďăřšŋżľ) ¡ńńĺŕśőĺď", ă U őśşźěśšćń£ěš ğăšěň ŋěłőšőřőě ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. A ěśšĳ ĺğőňěšřĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ln_2 ŋă ŕřőśšřăŋśšćő Rn ś ÿăřőň B:

Śšăŋďăřšŋőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć Rn (ć ln_2 ) ňż őąőğŋăůăěň ůěřěğ (·; ·): İńńĺŕśőĺď B ŕőřőęďăěš ŋă Rn ďřşčőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, łőšőřőě ňż ŋă ćřěň£ őąőğŋăůĺň ůěřěğ (·; ·)B: Ŕőďřőąŋěě: ¡ńńĺŕśőĺďőň ŕőřőęďăěšś£ ŋőřňă pB; ŕő łőšőřőľ őďŋőğŋăůŋő ĺ őŕřěďěń£ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě: (x; y)B := 1 4 ( pB(x + y)^2 − pB(x − y)^2 ) : Ŋă Rn šěŕěřĳ ćőğŋĺłă¿š ďćě ěćłńĺďőćż śšřşłšşřż:

ln_2 = (Rn; | · |; (·; ·)) (ğďěśĳ ňż ŕřĺŋĺňăěň łőřőšłőě şďőąŋőě őąőğŋăůěŋĺě | · | = ‖ · ‖_2 ďń£ łăŋőŋĺůěśłőľ ěćłńĺďőćőľ ŋőřňż) ĺ EB = (Rn; pB; (·; ·)B) : Ěśńĺ ¡ńńĺŕśőĺď B ćőğŋĺłăěš ć řěğşńĳšăšě ďěľśšćĺ£ őŕěřăšőřă A (śň. ŕřěďżďşźěě ğăňěůăŋĺě), šő A őśşźěśšćń£ěš şŋĺšăřŋş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ ěćłńĺďőćżţ śšřşłšşř. VI. Őą őŕěřăšőřăţ ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

Ěśńĺ E | łőŋěůŋőňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ňż őąőğŋăůăěň ŕő-ŕřě-ęŋěňş ůěřěğ L(E) ňŋőęěśšćő ćśěţ ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ć E (ŋă E ňőęŋő ććěśšĺ łăłş¿{ńĺąő ŋőřňş, ţőš£ ąż ěćłńĺďőćş, | ćśě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ąşďşš ŋěŕřěřżćŋż ć ¡šőľ ŋőřňě; ŕő¡šőňş ŋăÿě őąőğŋăůěŋĺě śőčńăśşěšś£ ś ŕřěďżďşźĺňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ ĺ śőčńăÿěŋĺ£ňĺ).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A ∈ L(E); čďě E | łőŋěůŋőňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Řěăńĺğşěň E łăłĺň{ńĺąő ńĺŋěľŋżň őąřăğőň łăł ŕřőśšřăŋśšćő Rn: Ŕşśšĳ ňăšřĺűă őŕěřăšőřă A ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă Rn őąőğŋăůăěšś£ śŋőćă ůěřěğ A: Śńěď őŕěřăšőřă A ěśšĳ śńěď ňăšřĺűż A; šő ěśšĳ (ňż őďŋőćřěňěŋŋő ććőďĺň ĺ őąőğŋăůěŋĺě ďń£ śńěďă), ěśńĺ ňăšřĺűă A = {aij }; šő trace A := ∑n i=1 aii:

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ŕőłăğăšĳ, ůšő őŕřěďěńěŋĺě śńěďă ŋě ğăćĺśĺš łăł őš łőŋłřěšŋőľ řěăńĺğăűĺĺ E ć ćĺďě ŕřőśšřăŋśšćă R^n, šăł ĺ őš ćżąőřă ąăğĺśă (šő ěśšĳ ćżąőřă ňăšřĺűż ďń£ őŕěřăšőřă A ) ć R^n. Ňőęŋő šăłęě ŕřőśšő őŕřěďěńĺšĳ śńěď őŕěřăšőřă A ∈ L(E) łăł śńěď ěčő ňăšřĺűż ć łăłőň{ńĺąő ăńčěąřăĺůěśłőň ąăğĺśě śăňőčő ŕřőśšřăŋśšćă E.

2) Śńěď őŕěřăšőřă A ∈ L(E) řăćěŋ śşňňě ćśěţ ěčő śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń, ćğ£šżţ ś şůěšőň ĺţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ łřăšŋőśšěľ.

3) Ń¿ąőľ ŋěŕřěřżćŋżľ łőŋěůŋőňěřŋżľ őŕěřăšőř T : X → Y ć ŕřőĺğćőńĳŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ X ĺ Y ďőŕşśłăěš ţőš£ ąż őďŋő ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě T = ∑_{mk} =1 x^′_k ⊗ y_k, čďě {x^′_k} ⊂ X∗, ă {y_k} ⊂ Y. Ŕőśńěďŋěě őąőğŋăůěŋĺě, ĺśŕőńĳğş¿źěě šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£, őğŋăůăěš ćśěčő ńĺÿĳ, ůšő őŕěřăšőř T ďěľśšćşěš śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ěśńĺ x ∈ X, šő T x = ∑ ⟨x^′_k, x⟩y_k. 4) Şůĺšżćă£ ŕřěďżďşźěě şŕřăęŋěŋĺě, ŕőłăğăšĳ , ůšő ěśńĺ A | őŕěřăšőř ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě E , šő ďń£ ń¿ąőčő ěčő řăğńőęěŋĺ£ ćĺďă A = ∑_{mk} =1 e^′_k ⊗ e_k ĺňěěš ňěśšő ťőřňşńă trace A = ∑ ⟨e^′_k, e_k⟩. Šăłĺň őąřăğőň, ś őďŋőľ śšőřőŋż, ŕřăćă£ ůăśšĳ ŕőśńěďŋěčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ŋě ğăćĺśĺš őš řăğńőęěŋĺ£ őŕěřăšőřă A ć łőŋěůŋş¿ śşňňş őďŋőňěřŋżţ őŕěřăšőřőć ĺ, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŕőğćőń£ěš ććěśšĺ ŕőŋ£šĺě śńěďă łőŋěůŋőňěřŋőčő őŕěřăšőřă

ŤŞŊŁŰĹĹ ŘĂĎĚŇĂŢĚŘĂ Ĺ ŊĚŘĂĆĚŊŚŠĆŐ ŢĹŊŮĹŊĂ{ŁĂŢĂŊĂ 21

ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ (ŋăďő šőńĳłő řěÿĺšĳ ěźě ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě şŕřăęŋěŋĺě: Ěśńĺ T | łőŋěůŋőňěřŋżľ őŕěřăšőř ĺğ şŕřăęŋěŋĺ£ 3), šő śşňňă ∑ ⟨x^′_k, y_k⟩ ŋě ğăćĺśĺš őš őš ŕřěďśšăćńěŋĺ£ T ć ćĺďě šěŋğőřŋőľ śşňňż őďŋőňěřŋżţ őŕěřăšőřőć).

5) Ŕőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć E ĺ F ĺ őŕěřăšőřőć A ∈ L(E, F ), T ∈ L(F, E) ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő trace AT = trace T A, ă šăłęě, ůšő śńěď šőęďěśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě řăćěŋ řăğňěřŋőśšĺ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. §ďěřŋă£ ŋőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ őŕěřăšőřőć L(E; F ); čďě E ĺ F | łőŋěůŋőňěřŋż, ććőďĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ěśńĺ A ∈ L(E; F ); šő

(A) := sup

S∈L(F;E) ‖S‖61 trace AS:

Ś ¡šőľ ŋőřňőľ ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć (ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ) őąőğŋăůăěšś£ őążůŋő šăł: N(E; F ):

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ŕőłăğăšĳ, ůšő ν | ŋőřňă. Ŕőśłőńĳłş ŋă łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ćśě ŋőřňż ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ, šő £ďěřŋă£ ŋőřňă ¡łćĺćăńěŋšŋă őążůŋőľ.

2) Ć şśńőćĺ£ţ őŕřěďěńěŋĺ£ ∀E, F, A, S | trace AS| 6 ν(A) ‖S‖.

3) Ŕřěďżďşźěě ŋěřăćěŋśšćő ŕőğćőń£ěš őŕĺśăšĳ ąăŋăţőćż śőŕř£ęěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă: şśšăŋőćĺšĳ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ (ś ŕřőćěřłőľ ĺğőňěšřĺůŋőśšĺ) L(E, F )^∗ = N(F, E) N(E, F )^∗ = L(F, E) ∀ textf.d. E, F. 4) Ŋőřňă α ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć L(X, Y ) ŋăğżćăěšś£ łřőśśŋőřňőľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő őďŋőňěřŋőčő őŕěřăšőřă x^′ ⊗ y śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő α (x^′ ⊗ y) = α(x^′) α(y). Ŕőłăğăšĳ, ůšő łăłőćă ąż ŋĺ ążńă łřőśśŋőřňă α ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, ĺňě¿š ňěśšő ŋěřăćěŋśšćă ‖ · ‖ 6 α 6 ν.

5) Łăł şęě ążńő śłăğăŋő, £ďěřŋă£ ĺ őążůŋă£ ŋőřňż ¡łćĺćăńěŋšŋż. Şśšăŋőćĺšĳ śńěďş¿źĺě šőůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ (řăśśňăšřĺćăěňżě ŕřőśšřăŋśšćă E, F łőŋěůŋőňěřŋż):

‖ · ‖ 6 ν 6 min {dim E; dimF } ‖ · ‖ in L(E, F ).

§2 Ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ĺ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă{Łăţăŋă

Ć šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšĺ ŕřőśšěľÿĺňĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ śńşęăš ćěńĺůĺŋż, ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ ±1 ś őďĺŋăłőćőľ ćěřő£šŋőśšĳ¿ 1=2 (őŕżš ś ąřőśăŋĺěň ňőŋěšż). Őďŋă ĺğ řěăńĺğăűĺľ ŕőďőąŋőľ śěřĺĺ ĺśŕżšăŋĺľ Ąěřŋşńńĺ | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă^2. Ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă, ĺčřă¿źĺě śşźěśšćěŋŋş¿ řőńĳ ŋě šőńĳłő ć šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ, őążůŋő őŕřěďěń£- ¿šś£ śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

2Ćőš ďřşčă£ řěăńĺğăűĺ£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěğăćĺśĺňżţ ąěřŋşńńĺěćśłĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Ŕőńőęĺň D := {−1, +1}^N ĺ řăśśňőšřĺň řăćŋőňěřŋő řăśŕřěďěńěŋŋş¿ ŋă D ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş δ. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ εn (n = 1, 2, . . . ) ťşŋłűĺ¿ ŋă D , ćżřěğă¿źş¿ n -¿ łőőřďĺŋăšş šőůłĺ, εn : D → {−1, +1}. Śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ {εn} ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł śěňěľśšćő ŋěğăćĺśĺňżţ ąěřŋşńńĺěćśłĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ ŋă ćěřő£šŋőśšŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

(D , B(D ), δ^) ,

čďě B(D ) ąőřěńěćśłă£ σ -ăńčěąřă. Śńşůăľŋżě ćěńĺůĺŋż {εn} ĺňě¿š šő ęě řăśŕřěďěńěŋĺě, ůšő

ĺ ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă.

22 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďń£ n = 0; 1; 2; : : : n -£ ťşŋłűĺ£ Řăďěňăţěřă ğăďăěšś£ řăćěŋśšćőň

rn(t) =

1 ŕřĺ t ∈ ´in := ( i − 1 2n ; i 2n ) ; i{ ŋěůěšŋőě,

−1 ŕřĺ t ∈ ´in := ( i − 1 2n ; i 2n ) ; i{ ůěšŋőě,

0 ć ďřşčĺţ śńşůă£ţ

i = 1; 2; : : : ; 2n:

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćĺďŋő, ůšő őŕřěďěńěŋĺě ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ śőćśěň łőřőšłő śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ďń£ n = 0; 1; : : : ; ĺ t ∈ [0; 1] rn(t) = sign sin 2nıt:

Ěśńĺ řăśśňăšřĺćăšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă łăł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ^3, šő őŋĺ £ćń£¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ ś ŋşńěćżňĺ śřěďŋĺňĺ. Őŋĺ őąřăğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ śĺśšěňş ŋă ŕřőňěęşšłě [0; 1]: Ěśńĺ H | čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő, šő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {xj} ć H ćżŕőńŋ£ěšś£ šőęďěśšćő

∫_1 0 ‖ ∑ xj rj(t)‖^2 dt = ∑ ‖xj‖^2 (ďń£ ďćşţ śńăčăěňżţ ¡šő | šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă).

Ğăňěůăŋĺě. Ďń£ őďŋőňěřŋőčő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă | ¡šő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĳ śěňěľśšćă ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă ć ŕřőśšřăŋśšćě L_2[0; 1] (śň. ŋĺęě).

Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšĺ, ¡šő | ŕřőśšěľÿĺľ ŕřĺňěř ŋěğăćĺśĺňżţ őďĺŋăłőćő řăśŕřěďěńěŋŋżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ. Śćőěľ ŕřőśšőšőľ ĺ ŋěőążłŋőćěŋŋőľ ÿĺřőšőľ ŕřĺňěŋěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ŋěďăřőň ŕřĺćńěłă¿š ćŋĺňăŋĺě śŕěűĺăńĺśšőć ć śăňżţ řăğńĺůŋżţ őąńăśš£ţ łăł ňăšěňăšĺłĺ, šăł ĺ ć ěě ŕřĺłńăďŋżţ ğăďăůăţ. Ěśšĳ őďŋő ğăňěůăšěńĳŋőě śćőľśšćő śĺśšěňż ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă, ćżďěń£¿źěě ěě śřěďĺ ňŋőęěśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋěğăćĺśĺňżţ ćěńĺůĺŋ, ő łőšőřőň ňż ŋě ňőęěň ŋě śłăğăšĳ ŕěřěď šěň, łăł şśšăŋőćĺšĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĳ ¡šőľ śĺśšěňż.

Ĺňěŋŋő, śěňěľśšćő ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő ŋă ěě ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ŋőřňż, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ĺğ řăğńĺůŋżţ ŕřőśšřăŋśšć Lp[0; 1]; ŕőůšĺ śőćŕăďă¿š ňěęďş śőąőľ. Šőůŋżľ śňżśń ¡šőňş ŕřĺďă¿š śńěďş¿źĺě ŋěřăćěŋ-

3Ş ŋăś śńşůăľŋă£ ćěńĺůĺŋă | ¡šő ŕřőśšő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£.

ŤŞŊŁŰĹĹ ŘĂĎĚŇĂŢĚŘĂ Ĺ ŊĚŘĂĆĚŊŚŠĆŐ ŢĹŊŮĹŊĂ{ŁĂŢĂŊĂ 23

śšćă Ţĺŋůĺŋă^4: ∀p ∈ (0; ∞) ∀n ∀{cn}n_0 ⊂ R

(1) ¸p

∫_1 0 | | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | | p dt ≤

∫_1 0 | | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | | 2 dt p 2 ≤ ˛p ∫_1 0 | | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | | p dt čďě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ŕőśšő£ŋŋżě ¸p ĺ ˛p ğăćĺś£š šőńĳłő őš ŕőłăğăšěń£ p; ŋő ŋě őš łőńĺůěśšćă śńăčăěňżţ ĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ck:^5 Łăůěśšćěŋŋő, ŋěřăćěŋśšćă (1) őğŋăůă¿š, ůšő ćŕőńŋě łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋă őŕěřăűĺ£ šőęďěśšćěŋŋőčő ćńőęěŋĺ£ čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă R_2 := span{rn}^∞n_{=0} (řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł ğăňłŋşšőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć L_2[0; 1] ) ć ń¿ąőě ŕřőśšřăŋśšćő Lp[0; 1] ĺ ůšő ¡šő ćńőęěŋĺě "ŕőůšĺ śőţřăŋ£ěš ŋőřňż." İšő şęě ŕřĺňěř ŕřĺňěŋěŋĺ£ ć čěőňěšřĺůěśłőľ šěőřĺĺ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć: ĺğ śłăğăŋŋőčő ćżšěłăěš, ůšő łăęďőě Lp[0; 1] śőďěřęĺš "ĺğőňőřťŋş¿ łőŕĺ¿" ŋěłőšőřőčő ąěśłőŋěůŋőňěřŋőčő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă (ŋăŕőňŋĺň, ůšő łăł L_p; šăł ĺ ąőńĳÿĺŋśšćő ďřşčĺţ ąăŋăţőćżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋě šőńĳłő ŋě £ćń£¿šś£ čĺńĳąěřšőćżňĺ, ŋő ĺ ŋě ĺğőňőřťŋż ŋĺłăłőňş čĺńĳąěřšőćş ŕřőśšřăŋśšćş). Ŋě şďĺćĺšěńĳŋő, ůšő ĺ ş ŋăś ć ďăńĳŋěľÿěň ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ćňěśšě ś ŋěřăćěŋśšćőň Ţĺŋůĺŋă ąşďşš ĺčřăšĳ őďŋş ĺğ łń¿ůěćżţ řőńěľ ŕřĺ śńşůăľŋőň ćżąőřě ąőńĳÿőčő ěćłńĺďőćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŋăŕřĺňěř, ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ lnp .

Śěľůăś ňż ŕőłăęěň, ůšő ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă őąřăğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ śĺśšěňş ć ŕřőśšřăŋśšćě L_2[0; 1] ĺ, łřőňě šőčő, şśšăŋőćĺň šăłőě ćăęŋőě śćőľśšćő ¡šőľ śĺśšěňż, łăł ŋěğăćĺśĺňőśšĳ^6 (ć śňżśńě šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ).

Ŕşśšĳ F_0; F_1; : : : ; Fn | ŕřőĺğćőńĳŋżě ťşŋłűĺĺ, őŕřěďěńěŋŋżě ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŋă ňŋőęěśšćě ĺğ šřěţ ůĺśěń {0; 1; −1}: Řăśśňőšřĺň ĺŋšěčřăń

J :=

∫_1 0 F_0(r_0(t))F_1(r_1(t)) : : : ; Fn(rn(t)) dt:

Ŕőśłőńĳłş ňŋőęěśšćő, ŋă łőšőřőň ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ňőčşš ŕřĺŋĺňăšĳ ŋşńěćżě ğŋăůěŋĺ£, ĺňěěš ŋşńěćş¿ ńěąěčőćş ňěřş, šő, ŕřĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ĺŋšěčřăńă, ňż ňőęěň ŋě ąřăšĳ šőůłĺ ¡šőčő ňŋőęěśšćă ć řăśůěš.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Wk; k = 1; 2; : : : ; n − 1; "ţćőśš" ŕőďżŋšěčřăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ: Wk(t) := Fk_{+1}(rk_{+1}(t)) : : : ; Fn(rn(t)): Ŕřőĺğćőď£ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋőľ ŕő ťőřňşńě

4Ăńěłśăŋďř §łőćńěćĺů Ţĺŋůĺŋ (1894{1959) | řşśśłĺľ ňăšěňăšĺł. Őďĺŋ ĺğ őśŋőćőŕőńőęŋĺłőć řőśśĺľśłőľ ÿłőńż šěőřĺĺ ćěřő£šŋőśšěľ. Ćěńĺłőńěŕŋżľ ňăśšěř ŕřěŕőďăćăŋĺ£ ňăšěňăšĺłĺ, őŋ őŕşąńĺłőćăń ŋěśłőńĳłő ğăňěůăšěńĳŋżţ łŋĺč ŕőŕşń£řŋőčő, ŋő ćěśĳňă śšřőčőčő ś ňăšěňăšĺůěśłőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£, ţăřăłšěřă.

5Śň., ŋăŕřĺňěř, [Ğĺč1, śšř. 341, šěőřěňă 8.4]; šăň ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă ğăŕĺśăŋő ć ŋěśłőńĳłő ďřşčőľ, ŋő ¡łćĺćăńěŋšŋőľ ťőřňě. Ňż ćőśŕřőĺğćěďěň ŕőśńěďŋ¿¿ ŋĺęě | śň. (2).

6Ŋăąőř {f_k}^n_{k=1} ĺğňěřĺňżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřőśšřăŋśšćă ś ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřőľ (˙,˚,μ) ťşŋłűĺľ, őŕřěďěńěŋŋżţ ŋă ˙, ŋăğżćăěšś£ ŋăąőřőň ŋěğăćĺśĺňżţ ťşŋłűĺľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ŕřőňěęşšłőć ´_k, k = 1, 2, . . . , n ŋă ŕř£ňőľ śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő μ{∩^n_{k=1}f^{−1}_k (´_k)} = ∏_n k=1 μ{f^−1_k (´_k )} Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ {f_k}^∞_{k=1} ŋăğżćăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ŋěğăćĺśĺňżţ ťşŋłűĺľ, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ŋěğăćĺśĺňżň £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżľ ŋăąőř {f_k}^n_{k=1}.

24 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

s := t − j2^−k ĺ ğăňěůă£, ůšő ŕřĺ m > k rm(t + j2^−k) ≡ rm(t); ňż ćĺďĺň, ůšő ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő ∫_(j_{+1)2}−k j2^{−k} Wk(t) dt = ∫_2−k 0 Wk(t) dt:

Ŕő¡šőňş

∫_1 0 Fk(rk(t))Wk(t) dt =

2^k −1∑ j=0 ∫_(j_{+1)2}−k j2^{−k} Fk(rk(t))Wk(t) dt =

= [ Fk(1) + Fk(−1) + · · · + Fk(−1)

2^k śńăčăěňżţ ] ∫_2−k 0 Wk(t) dt =

= 2k 2^k−1∑ j=0 ∫_(j_{+1)2}−k j2^{−k} Fk(rk(t)) dt ∫_2−k 0 Wk(t) dt = = ∫_1 0 Fk(rk(t)) dt

∫_1 0 Wk(t) dt:

Šăłĺň őąřăğőň,

∫_1 0 F_0(r_0(t))F_1(r_1(t)) : : : Fn(rn(t)) dt = = ∫_1 0 F_0(r_0(t)) dt

∫_1 0 F_1(r_1(t)) dt · · ·

∫_1 0 Fn(rn(t)) dt:

Ć ůăśšŋőśšĺ:

a) śĺśšěňă ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă őąřăğşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋěğăćĺśĺňżţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ, | ďőśšăšőůŋő ć łăůěśšćě {Fk} ćğ£šĳ ŋăąőř ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ łăłĺţ{ńĺąő ŕřőňěęşšłőć, ĺ ňż ŕőŕăďěň ć şśńőćĺ£ őŕřěďěńěŋĺ£ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ťşŋłűĺľ;

b) śĺśšěňă ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă őřšőčőŋăńĳŋă, | ďőśšăšőůŋő ć łăůěśšćě {Fk} ćğ£šĳ ŋăąőř őďĺŋăłőćżţ ťşŋłűĺľ: F_1(t) = · · · = Fn(t) = t; ĺ ğăňěšĺšĳ, ůšő ĺŋšěčřăń ŕő ŕřőňěęşšłş [0; 1] őš łăęďőľ ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ś ŕőńőęĺšěńĳŋżň ĺŋďěłśőň, őůěćĺďŋő, řăćěŋ ŋşń¿;

c) ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ŋőřňĺřőćăŋż, | ¡šő őůěćĺďŋő.

Ŕőśłőńĳłş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă őąřăğşěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ śĺśšěňş, ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă {ck} śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő ∫_1 0 | | | | | n∑ k=0 ckrk(t) | | | | | 2 dt p=2 = ( n ∑ k=0 |ck|^2

)_1=_2 : Ŕő¡šőňş ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă (1) ňőęěš ążšĳ ŕěřěŕĺśăŋő ć ďřşčőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőľ

ŤŞŊŁŰĹĹ ŘĂĎĚŇĂŢĚŘĂ Ĺ ŊĚŘĂĆĚŊŚŠĆŐ ŢĹŊŮĹŊĂ{ŁĂŢĂŊĂ 25

ťőřňě (ĺňěŋŋő ć ¡šőň ćĺďě ňż ĺ ąşďěň ěčő ŕřĺňěŋ£šĳ):

(2) ap ( ∑ k |ak|^2

)_1=_2

6

(∫_1 0 | | | | | ∑ k rk(t) ak | | | | | p dt )_1=p

6 bp ( ∑ k |ak|^2

)_1=_2 : Őšňěšĺň őďĺŋ ćěśĳňă śşźěśšćěŋŋżľ ďń£ ďăńĳŋěľÿĺţ ŕřĺňěŋěŋĺľ ťăłš: ć ŕőśńěďŋěň ŋěřăćěŋśšćě bp 6 2√p ďń£ ń¿ąőčő p > 0: Ňőęŋő ŕőłăğăšĳ (ŋăň ¡šő ŋě ŕőŋăďőąĺšĳś£), ůšő limp_{→+∞} ( bp=√p

) 6 exp(−1=2):

Ćăęŋżň ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő őąőąźěŋĺěň ŋěřăćěŋśšćă Ţĺŋůĺŋă ąşďěš şśšăŋőćńěŋŋőě Ę.-Ŕ. Łăţăŋőň ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă{Łăţăŋă | ćěłšőřŋőğŋăůŋőě ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă. Ňż ŕřĺćěďěň ťőřňşńĺřőćłş śőőšćěšśšćş¿źěľ šěőřěňż ĺ ďőłăęěň şŕőň£ŋşšőě ŋěřăćěŋśšćő ć őďŋőň őůěŋĳ ćăęŋőň śńşůăě.

Šěőřěňă (Ę.-Ŕ. Łăţăŋ). Ďń£ ćś£łőčő p > 0 śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă ~Ap ĺ ~Bp , ůšő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X , ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ążţ ćěłšőřőć x_1; x_2; : : : ; xn ĺğ X śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő ~Ap (∫_1 0 || n∑ k=1 rk(t)xk||^2 dt

)_1=_2

6

(∫_1 0 || n∑ k=1 rk(t)xk||p dt

)_1=p

          6

6^~Bp

(∫_1 0 || n∑ k=1 rk(t)xk||^2 dt

)_1=_2 : � İńěňěŋšăřŋőě ĺ ćňěśšě ś šěň, ŕő-ćĺďĺňőňş, ŋăĺąőńěě ŕřőśšőě ĺğ ĺğćěśšŋżţ ďőłăğăšěńĳśšć ŋěřăćěŋśšćă Ţĺŋůĺŋă{Łăţăŋă ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć [Ňăł].

Ňż ŕřĺćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Łăţăŋă ďń£ őďŋőčő ćăęŋěľÿěčő ůăśšŋőčő śńşůă£. Řěğşńĳšăš, ťőřňşńĺřşěňżľ ŋĺęě, ŕőńşůěŋ ŕőńĳśłĺňĺ ňăšěňăšĺłăňĺ Ř.Ńăšăńă ĺ Ł.Őńěÿłěćĺůěň^7, ŕřĺůěň ŕőśšő£ŋŋă£ 1= √ 2; ŋăľďěŋŋă£ ĺňĺ, ŋěşńşůÿăěňă^8.

Šěőřěňă (Ř.Ńăšăńă, Ł.Őńěÿłěćĺů). Ďń£ ń¿ąőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X; ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ążţ ćěłšőřőć x_1; x_2; : : : ; xn ĺğ X śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő 1√ 2 (∫_1 0 || n∑ k=1 rk(t)xk||^2 dt

)_1=_2

6^{∫ 1}_0 ||^{n∑}_{k=1} rk(t)xk|| dt:

7R. Latala, K. Oleszkiewicz, On the best constant in the Khinchin-Kahane inequality, Studia Math., 1994, vol 109, N11, 101-104.

8Ŕřĺćőďĺňőě ŋĺęě ďőłăğăšěńĳśšćő ćğ£šő ĺğ řăąőšż "Ŕőďłőřżšőć Ă.Ŋ., Řěľŋőć Ő.Ĺ., Ő ŋěřăćěŋśšćě Ţĺŋůĺŋă-Łăţăŋă, Ăńčěąřă ĺ ăŋăńĺğ. 1998, šőň 10, ćżŕ. 1, ś. 265-270."

26 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

Ŕěřěľďěň ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż Ńăšăńă-Őńěÿłěćĺůă. Ě«ě ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ğăťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř x ćěłšőřőć x_1; x_2; : : : ; xn ĺ ść£ęěň ś ŋĺň ťşŋłűĺ¿

fx(t) = || n∑ k=1 rk(t) xk ||:

Őůěćĺďŋő, şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő (3) ∫_1 0 f^2x (t) dt 6 2 (∫_1 0 fx(t) dt )2 : İšő ŋěřăćěŋśšćő ňż ĺ ąşďěň ďőłăğżćăšĳ. Ťşŋłűĺ£ fx şśšřőěŋă ďőćőńĳŋő ŕřőśšő: ŋă ŕřőňěęşšłăţ ćĺďă

( j_{−1}

2^n ; j 2^n ) ; j = 1; : : : ; 2n; őŋă ŕőśšő£ŋŋă. Ňŋőęěśšćő ćśěţ šăłĺţ ćěźěśšćěŋŋő-ğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ őąřăğşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő E řăğňěřŋőśšĺ 2n: Ć ŋfiň ěśšěśšćěŋŋő ććěśšĺ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

(f; g) =

∫_1 0 f(t)g(t)dt ďń£ ń¿ążţ f; g ∈ E;

łőšőřőě ŕőřőęďăěš ěćłńĺďőćş ŋőřňş ||f||E = √ (f; f) = (∫_1 0 f^2(t)dt

)1=2 : §śŋő, ůšő ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă őąřăğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ śĺśšěňş ć E; łőšőřă£, łőŋěůŋő, ŋě £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň, šăł łăł řăğňěřŋőśšĳ E řăćŋă 2n; ă ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă šőńĳłő n: Ďőŕőńŋĺň ¡šş śĺśšěňş ťşŋłűĺ£ňĺ Şőńÿă. Ťşŋłűĺěľ Şőńÿă w(t) ŕőř£ďłă k (06k 6n) ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě k řăğńĺůŋżţ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă w(t) = rn_1 (t) · · · rn_k (t); čďě 1 6 n_1 < : : : < nk 6 n: Ŕőř£ďőł ťşŋłűĺĺ Şőńÿă w ąşďěň őąőğŋăůăšĳ k = ord w: Ŕřĺ ¡šőň ťşŋłűĺ£ Şőńÿă ŋşńěćőčő ŕőř£ďłă (őąőğŋăůĺň ěě w_0) { ¡šő ťşŋłűĺ£ ćś¿ďş řăćŋă£ 1. §śŋő, ůšő ťşŋłűĺĺ Şőńÿă ŕěřćőčő ŕőř£ďłă śőćŕăďă¿š ś ťşŋłűĺ£ňĺ Řăďěňăţěřă. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ťşŋłűĺĺ Şőńÿă őąřăğş¿š őřšőčőŋăńĳŋş¿ śĺśšěňş ć E: Őąőğŋăůĺň ěě Wn: Šăł łăł ĺňěěšś£ řőćŋő Ckn ťşŋłűĺľ Şőńÿă k− čő ŕőř£ďłă, šő śĺśšěňă Wn śőśšőĺš ĺğ ∑n k=0 Ckn = 2n ťşŋłűĺľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, Wn £ćń£ěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň ć E: Ŕő¡šőňş łăęďă£ ťşŋłűĺ£ f ĺğ E řăśłńăďżćăěšś£ ŕő ąăğĺśş Wn : f = ∑ w∈Wn (f; w)w:

Ć śĺńş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĺ śĺśšěňż Wn ďń£ ń¿ążţ ťşŋłűĺľ f; g ∈ E śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćő

(f; g) = ∑ w∈Wn (f; w)(g; w) ĺ

šěőřěňă Ŕĺťăčőřă ||f||^2E = ∑ w∈Wn (f; w)^2:

ŤŞŊŁŰĹĹ ŘĂĎĚŇĂŢĚŘĂ Ĺ ŊĚŘĂĆĚŊŚŠĆŐ ŢĹŊŮĹŊĂ{ŁĂŢĂŊĂ 27

Ĺŋšěřěśş¿źă£ ŋăś ťşŋłűĺ£ fx őąńăďăěš ćăęŋżň ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő śćőľśšćőň { ěě čřăťĺł śĺňňěšřĺůěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ t = 1=2; šő ěśšĳ fx(t) = fx(1 − t); ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, čřăťĺł ťşŋłűĺĺ fx(t)rj (t) śĺňňěšřĺůěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ (^1_2 ; 0) (¡šő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ řăćěŋśšćă rj(t) = −rj (1−t)): Ŕő¡šőňş (fx; rj ) = 0 ďń£ ćśěţ j = 1; : : : ; n; šő ěśšĳ (fx; w) = 0; ěśńĺ ord w = 1:

Őŕřěďěńĺň őŕěřăűĺ¿ "ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£" ďń£ ťşŋłűĺľ ĺğ E : Df(t) = ∑ w∈Wn ord w (f; w)w(t):

§śŋő, ůšő ¡šő ńĺŋěľŋă£ őŕěřăűĺ£. Řěÿă¿źěě ğŋăůěŋĺě ć ďőłăğăšěńĳśšćě ĺčřăěš ŋěřăćěŋśšćő Dfx(t) 6 fx(t) ďń£ ćśěţ t ∈ [0; 1]:

Ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő ňż ŋěŋăďőńčő őšńőęĺň, ă śěľůăś ŕőłăęěň, łăł ŕőńşůĺšĳ ĺğ ŋěčő ŋěřăćěŋśšćő (3). Šăł łăł (fx; w) = 0; ěśńĺ ord w = 1; šő ĺğ ŋěřăćěŋśšćă Dfx ≤ fx śńěďşěš, ůšő

||fx||^2E =

∫_1 0 f^2x(t)dt>

∫_1 0 fx(t)Dfx(t)dt= ∑ w∈Wn ord w (fx; w)^2 >

> 2^∑_{w ∈ W} n w ≠ w_0

(fx; w)^2:

Šăłĺň őąřăğőň, ś ŕőňőźĳ¿ šěőřěňż Ŕĺťăčőřă ŕőńşůăěň ||fx||^2E > 2(||fx||^2E − (fx; w_0)^2);

šő ěśšĳ∫_1 0 ||r_1(t)x_1 + · · · + rn(t)xn||^2dt=||fx||^2E 6

6 2(fx; w0)^2 =2^{(∫ 1}_0 ||r1(t)x1 + · · · + rn(t)xn||dt^{)2} :

Ĺšăł, őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő Dfx ≤ fx: Ďń£ ¡šőčő ŕőńşůĺň śŋăůăńă "řăğŋőśšŋőě" ŕřěďśšăćńěŋĺě ďń£ ććěďěŋŋőľ ŋăňĺ őŕěřăűĺĺ "ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£". Ćś£łă£ ťşŋłűĺ£ f ĺğ E ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě śşŕěřŕőğĺűĺĺ f(t) = F (r_1(t); : : : ; rn(t)); čďě F { ŋěłőšőřă£ ťşŋłűĺ£, őŕřěďěńěŋŋă£ ŋă ćěłšőřăţ (±1; : : : ; ±1) ∈ Rn: Ďőłăęěň, ůšő 2Df = F (r_1; : : : ; rn) − F (−r_1; r_2; : : : ; rn)+ + F (r_1; : : : ; rn) − F (r_1; −r_2; : : : ; rn)+ : : :

+ F (r_1; : : : ; rn) − F (r_1; : : : ; rn_{−1}; −rn):

Šăł łăł ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ f ĺğ E řăśłńăďżćăěšś£ ŕő ąăğĺśş Wn; šő ¡šő šő-

28 ŔŘĚĎĆĂŘĹŠĚŃĲŊŻĚ ŚĆĚĎĚŊĹ§

ęďěśšćő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ńĺÿĳ ďń£ ťşŋłűĺľ Şőńÿă. Ďń£ ťşŋłűĺĺ w_0 ŋěůěčő ďőłăğżćăšĳ. Ŕşśšĳ w ∈ Wn ĺ ord w > 1; šő ěśšĳ w = rn_1 · · · rn_k : İšőľ ťşŋłűĺĺ śőőšćěšśšćşěš ťşŋłűĺ£ F (u_1; : : : ; un) = un_1 · · · un_k : Ŕő¡šőňş F (r_1; : : : ; rn) − F (: : : ; rj_{−1}; −rj ; rj_{+1} : : : )= = { 2F (r_1; : : : ; rn); ěśńĺ j ∈ {n_1; : : : ; nk} 0 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.

Ŕřőśşňňĺřőćăć ¡šĺ řăćěŋśšćă ŕő j = 1; : : : ; n; ŕőńşůĺň, ůšő śşňňă ŕřĺřăźěŋĺľ ťşŋłűĺĺ F ŕő ćśěň łőőřďĺŋăšăň řăćŋă 2kF (r_1; : : : ; rn) = 2 ord w w = 2Dw; ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ.

Ŋăłőŋěű, ĺśŕőńĳğş£ ďőłăğăŋŋőě šőęďěśšćő ďń£ ťşŋłűĺĺ fx; ś ŕőňőźĳ¿ ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă ŕőńşůăěň

2Dfx =n||r_1x_1 + · · · + rnxn|| − (|| − r_1x_1 + · · · + +rnxn||+ + · · · + ||r_1x_1 + · · · − rnxn||) 6 n ||r_1x_1 + · · · + rnxn||− − ||(n − 2)r_1x_1 + · · · + (n − 2)rnxn|| =2||r_1x_1 + · · · + rnxn|| = 2fx: �

ŠĚŐŘĚŇĂ ĎĘŐŊĂ Ĺ ŃĚŇŇĂ ĎĆŐŘĚŰŁŐČŐ{ŘŐĎĘĚŘŚĂ 29

ČŃĂĆĂ 2. ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

§1 Šěőřěňă Ďęőŋă ĺ ńěňňă Ďćőřěűłőčő{Řőďęěřśă Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ćśě ąşďěš ŕřőĺśţőďĺšĳ ć ťĺłśĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Rn; n > 0: Ŕő¡šőňş ňż ć łăůěśšćě őąőğŋăůěŋĺ£ ďń£ ňěřż Ńěąěčă (őąžěňă) ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ćżąěřěň ŋěğăćĺśĺňżľ őš řăğňěřŋőśšĺ śĺňćőń Vol : Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ ĺğćěśšŋőě ¡ńěňěŋšăřŋőě ŋěřăćěŋśšćő, łőšőřőě ňż, őďŋăłő, śťőřňşńĺřşěň ć ćĺďě ńěňňż:

Ńěňňă 1. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă {¸j}^n_{j=1} ⊂ R^n_+ n∏ j=1 ¸j 1=n 6^1_n^{n∑}_{j=1} ¸j;

ŕřĺůěň řăćěŋśšćő ğďěśĳ ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćśě ůĺśńă ¸j śőćŕăďă¿š ňěęďş śőąőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İłśŕőŋěŋšă | śšřőčő ćżŕşłńă£ ťşŋłűĺ£, ĺ ěśšĳ ŋěřăćěŋśšćő Ľěŋśěŋă. �

Ŋăŕőňŋĺň (śň. ćżÿě), ůšő ŕőď ÿăřőň ć Rn ňż ŕőŋĺňăěň ń¿ąőě ğăňłŋşšőě őčřăŋĺůěŋŋőě ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě šěńő.

Šěőřěňă 1 (Ť. Ďęőŋ). Ěśńĺ B | ÿăř ć ŕřőśšřăŋśšćě R^n; šő śşźěśšćşěš ¡ńńĺŕśőĺď D; ďń£ łőšőřőčő D ⊂ B ⊂ √ nD: Ć łăůěśšćě šăłőčő ¡ńńĺŕśőĺďă ňőęŋő ćğ£šĳ ¡ńńĺŕśőĺď ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżľ ć ÿăř B; łőšőřżľ śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ÿăč 1. Ŕşśšĳ T | ŋěłőšőřżľ őŕěřăšőř ć Rn; łőšőřżľ ňż řăśśňăšřĺćăěň łăł őŕěřăšőř T : ln_2 → (Rn; pB) : Őąřăğ ÿăřă Bn_2 ěśšĳ ¡ńńĺŕśőĺď D; ĺ ¡šőš ¡ńńĺŕśőĺď ńěęĺš ć B šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ‖T ‖ 6 1: Śřěďĺ ćśěţ šăłĺţ ¡ńńĺŕśőĺďőć ňż ćżąěřěň šőš, ş łőšőřőčő őąžěň ňăłśĺňăńěŋ (£śŋő, ůšő šăłőľ ¡ńńĺŕśőĺď ćŕĺśăŋ ć B; šő ěśšĳ ďń£ ŋěčő ‖T ‖ = 1 ). Ŕőůěňş ŕőďőąŋżľ ¡ńńĺŕśőĺď śşźěśšćşěš? Ŋş, łăłőľ{ŋĺąşďĳ šő ćŕĺśăŋŋżľ ć B ¡ńńĺŕśőĺď ~D ŋăľďěšś£, ĺ ěňş śőőšćěšśšćşěš őŕěřăšőř ~T ś ěďĺŋĺůŋőľ ŋőřňőľ. Řăśśňőšřĺň śńěďş¿źĺľ ňăłśĺňşň: max ‖ ~T ‖=1 Vol ~T (Bn_2 ) :

Šăł łăł őąžěň őąřăğă ~T (Bn_2 ) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ăąśőń¿šŋőľ łőŋśšăŋšż ěśšĳ ďěšěřňĺŋăŋš őŕěřăšőřă ~T ; ă ďěšěřňĺŋăŋš | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă łőňŕăłšě { ~T ∈ L (ln_2 ; RnB) : ‖ ~T ‖ = 1 } ; šő şłăğăŋŋżľ ňăłśĺňşň ďőśšĺčăěšś£, śłăęěň, ŋă ¡ńńĺŕśőĺďě D:

30 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Ÿăč 2. Ŕřőćěřĺň ćłń¿ůěŋĺě B ⊂ √ nD: Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ¡ńńĺŕśőĺď D £ćń£ěšś£ ěćłńĺďőćżň ÿăřőň ć Rn (ćőŕřőś: ŕőůěňş?)^9.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő B ⊄ √ n D; šő ěśšĳ, ůšő śşźěśšćşěš šőůłă b; b ∈ B; ďń£ łőšőřőľ |b| > √ n (ćśŕőňŋĺň, ůšő łőčďă{šő ňż ďőčőćőřĺńĺśĳ őążůŋş¿ ěćłńĺďőćş ŋőřňş őąőğŋăůăšĳ šăł ęě, łăł ĺ ňőďşńĳ). Ŕőśłőńĳłş ŋěřăćěŋśšćő śšřőčőě, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ¡šă šőůłă b | ćŋşšřěŋŋ££ ďń£ B: Ďăńěě, ŕřĺňěŋĺć, ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő, őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě (ŕőłřşšĺć ŕřőśšřăŋśšćő), ňż ňőęěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőůłş b łăł ćěłšőř ś łőőřďĺŋăšăňĺ (t; 0; : : : ; 0) ; čďě ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŋěŋşńěćă£ (ŕěřćă£) łőőřďĺŋăšă t śšřőčő ąőńĳÿě łőřŋ£ ĺğ n : t > √ n: Ŕřĺśőěďĺŋĺň ł ÿăřş D ďćă śĺňňěšřĺůŋżţ ďřşč ďřşčş łőŋşśă, őąřăğőćăć ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě šěńő K := conv (D ∪ {+t; −t}) (őšňěšĺň, ůšő K ⊂ B ć śĺńş ćżŕşłńőśšĺ ŕőśńěďŋěčő ňŋőęěśšćă). Ňż śěľůăś ŕőśšřőĺň ğăňłŋşšżľ ¡ńńĺŕśőĺď İ šőčő ęě őąžěňă, ůšő ĺ ŋăÿ ÿăř D; űěńĺłőň ńěęăźĺľ ćŋşšřĺ B : İ ⊂ Int B; ůšő, ěśšěśšćěŋŋő, ŕřĺćěďěš ł ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřőě ůĺśńő " > 0 (ćżąőř şšőůŋĺň ŕőšőň) ĺ řăśśňőšřĺň ¡ńńĺŕśőĺď İ šőčő ęě őąžěňă, ůšő ěďĺŋĺůŋżľ ěćłńĺďőć ÿăř D :

İ := { (x_1; x_2; : : : ; xn) : (1 − ")n^{−1} x^2_1 + y^2 1 − " } ; čďě y^2 := n∑ k=2 x^2k:

9Ŕşśšĳ S ∈ L(R^n) | šăłőľ őŕěřăšőř, ůšő S(D) = B^n_2 ; őąőğŋăůĺň B0 := S(B) ĺ řăśśňőšřĺň ¡šĺ ďćě ŕăřż: D ⊂ B ĺ B^n2 ⊂ B0. Ŋşęŋőě ŋăň ćłń¿ůěŋĺě B ⊂ √ nD řăćŋőśĺńĳŋő (ć śĺńş ąĺěłšĺćŋőśšĺ őŕěřăšőřă S ) šőňş, ůšő B^n_2 ⊂ √ nB0. Ŕřĺ ¡šőň, šăł łăł Vol T (A) = | det T | Vol A, šő Vol S(D) = det S Vol D ĺ Vol S(B) = det S Vol B, őšłşďă S(D) (šő ěśšĳ B^n_2 ) ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋżľ őąžěň śřěďĺ ćŕĺśăŋŋżţ ć B0 ¡ńńĺŕśőĺďőć. Ŕő¡šőňş{šő ĺ ňőęŋő śřăğş śůĺšăšĳ, ůšő ŋăÿ ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńńĺŕśőĺď | őążůŋżľ ÿăř.

ŠĚŐŘĚŇĂ ĎĘŐŊĂ Ĺ ŃĚŇŇĂ ĎĆŐŘĚŰŁŐČŐ{ŘŐĎĘĚŘŚĂ 31

Ŕřĺ " → 0 śőőšŋőÿěŋĺě, őŕřěďěń£¿źěě ¡ńńĺŕśőĺď İ; ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ šăł: (1) ( (1 − (n − 1)") x^2_1 + y^2 + "y^2 + o(") 6 1 ) ; ĺńĺ ( x^2_1 + y^2 − 1 ) (1 + ") 6 " ( nx^2_1 − 1 ) + o("):

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň ďćě ćőğňőęŋőśšĺ.

Ěśńĺ |x_1| < 1 2 ( 1√ n + 1 t ) ; šő ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ " ŕřăćă£ ůăśšĳ ć (1)

őšřĺűăšěńĳŋă, šő ěśšĳ x^2_1 + y^2 < 1; ĺ ůăśšĳ ¡ńńĺŕśőĺďă İ ś šăłĺňĺ ŕěřćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ńěęĺš ćŋşšřĺ ÿăřă, ă ğŋăůĺš ĺ ćŋşšřĺ B:

Ěśńĺ |x_1| > 1 2 ( 1√ n + 1 t ) ; šő, ŕő ćżąőřş šőůłĺ b; |x_1| > 1t ; őšłşďă ćżšěłăěš, ůšő ĺ ¡šă ůăśšĳ ¡ńńĺŕśőĺďă İ (ŋăŕőňŋĺň, b ∈ Int B ) ŕőŕăďăěš ćő ćŋşšřěŋŋőśšĳ B: Šăłĺň őąřăğőň, İ ⊂ Int B ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńőň ¸ > 0 ¡ńńĺŕśőĺď (1 + ¸) İ ńěęĺš ć B; ĺňě£ ąőńĳÿĺľ ůěň D őąžěň.

Ÿăč 3 | ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ. Ŕřěęďě ůěň ŕěřěţőďĺšĳ ł ŕřőćěřłě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ¡ńńĺŕśőĺďă ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă D; ňż ćżůĺśńĺň £ďěřŋş¿ ŋőřňş (śň. ŕřěďżďşźĺľ ŕăřăčřăť) őąřăšŋőčő őŕěřăšőřă ł őŕěřăšőřş T; ăśśőűĺĺřőćăŋŋőňş ś ¡šĺň ¡ńńĺŕśőĺďőň.

Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ D | ¡ńńĺŕśőĺď ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ŕőśšřőěŋŋżľ ŋă Ÿăčě 1 ĺ T | śőőšćěšśšćş¿źĺľ ěňş ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř ĺğ ln_2 ć (Rn; pB) : §ďěřŋă£ ŋőřňă őąřăšŋőčő ł T őŕěřăšőřă řăćŋă n:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őšňěšĺň ěźě řăğ, ůšő ňż řăśśňăšřĺćăěň őŕěřăšőřż T ĺ T^{−1} ĺ śůĺšăěň ĺţ őążůŋş¿ ĺ £ďěřŋş¿ ŋőřňż ć śőőšćěšśšćĺĺ śő śńěďş¿źěľ ďĺăčřăňňőľ:

ln_2 T−−−−→ RnB := (Rn; pB) T^{−1}−−−−→ ln_2

Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ D (ĺńĺ őŕěřăšőřă T; | śň. Ÿăč 1), | det T | = max S∈L(l^n_2 ;R^n_B ) ‖S‖61 | det S|:

Ŋĺęě ŋőřňă ‖·‖ őąőğŋăůăěš ŋőřňş őŕěřăšőřă, řăśśňăšřĺćăěňőčő łăł őšőąřăęěŋĺě ĺğ ln_2 ć RnB; ă I | šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ć Rn: Ďń£ ćś£łőčő ńĺŋěľŋőčő

U : R^n → R^n_| | |det

T + U ‖T + U‖ | | | | 6 | det T |;

ĺńĺ | det(T + U)| 6 | det T | · ‖T + U‖n; ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě (ŋăŕőňŋĺň, ůšő őŕěřăšőř T őąřăšĺň) | det(I + T^{−1} + U)| 6 ‖T + U‖; őšłşďă | det(I + T^{−1} + U)| 6 (1 + ‖U‖)n : Řăśśňăšřĺćă£ ćňěśšő U őŕěřăšőřż ćĺďż "U; čďě " > 0 (ŋĺęě ňż

32 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

ąşďěň şśšřěňń£šĳ " ł ŋşń¿), ŕőńşůăěň: 1 + "‖U‖ n + o(") > (1 + "‖U‖)n > | |det (I + "T^{−1}U) | | = | |1 + " trace T^{−1}U + o(") | | ; Ŕřĺ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ňăńżţ " ŕőśńěďŋĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ ćěřŋż ĺ ąěğ ňőďşńěľ; ŕő- ¡šőňş ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă U ś ŋőřňőľ, ŋě ąőńĳÿěľ ěďĺŋĺűż, trace T^{−1}U 6 n ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, (T^{−1}) 6 n: Őąřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő ŕőńşůăěšś£ ĺğ šőčő, ůšő ŋőřňă őąřăšĺňőčő őŕěřăšőřă T řăćŋă ěďĺŋĺűě: n = trace I = trace T T^{−1} 6 (T^{−1}) ‖T ‖ 6 (T^{−1}) �

Ŕřőďőńęĺň ďőłăğăšěńĳśšćő ŋăÿěľ šěőřěňż. Ĺšăł, ŕşśšĳ T; S : ln_2 → RnB | őŕěřăšőřż, ďń£ łőšőřżţ T (Bm_2 ) ĺ S(Bn_2 ) | ¡ńńĺŕśőĺďż ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżě ć B: Ďń£ ąőńěě ńěčłőčő ćőśŕřĺ£šĺ£ ďăńĳŋěľÿěčő ĺğńőęěŋĺ£, ŕőńěğŋő ĺňěšĳ ŕěřěď čńăğăňĺ śńěďş¿źş¿ ďĺăčřăňňş:

ln_2 S−−−−→ RnB S^{−1}−−−−→ ln_2 T−−−−→ RnB Łăł ňż ćż£śŋĺńĺ ćżÿě, | det T | = | det S| = max V ∈L(l^n_2 ;R^n_B ) ‖V ‖61 | det V |:

Řăśśňőšřĺň őŕěřăšőř T S^{−1} ĺ ěčő ŕőń£řŋőě řăğńőęěŋĺě T S^{−1} = UA; čďě U | őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě (ć ln_2 | ŋăŕőňŋĺň, ůšő ćśě őŕěřăšőřż ďěľśšćş¿š ć őďŋőň ĺ šőň ęě ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Rn ), ă A | ŕőńőęĺšěńĳŋżľ śăňőśőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ňż ŕőłăęěň, ůšő ć ąăğĺśě ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć A ŕřěďśšăćń£ěšś£ ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűěľ, ůšő, ěśšěśšćěŋŋő, ğăćěřÿĺš ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż. Ŕşśšĳ {–j}nj_{=1} | ŕőńŋżľ ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń őŕěřăšőřă A: Ćśě ¡šĺ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ŕőńőęĺšěńĳŋż ĺ n∏ j=1 –j = det A = det ( U^{−1}T S^{−1} ) = 1:

Ďăńěě, ďń£ śńěďă ¡šőčő őŕěřăšőřă ňż ĺňěěň, ś őďŋőľ śšőřőŋż, őűěŋłş: | traceA | = | trace U^{−1}T S^{−1}| 6 ‖U^{−1}‖ ‖T ‖ (S^{−1}) 6 n (ńěňňă 2), ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ťőřňşńş trace A = ∑n j=1 –j : Ŕő ńěňňě 1, 1 = n∏ j=1 –j 1=n 6^1_n^{n∑}_{j=1} –j 6 1:

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć ŕőśńěďŋĺţ śőőšŋőÿěŋĺ£ţ | ćś¿ďş ğŋăłĺ řăćěŋśšćă, ĺ ŕő¡šőňş –_1 = –_2 = · · · = –n: �

Šěőřěňă 2 (ńěňňă Ďćőřěűłőčő{Řőďęěřśă). Ŕşśšĳ B | ŋěłőšőřżľ ÿăř ć R^n; ŕőřőęďă¿źĺľ ŋőřňş ‖ · ‖; D | ¡ńńĺŕśőĺď ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżľ ć B: Ăśśőűĺĺřőćăŋŋş¿ ś D ŋőřňş őąőğŋăůĺň ůěřěğ | · |: Śşźěśšćşěš őřšőŋőřňĺ-

ŘĂŚŚŠŐ§ŊĹĚ ĄĂŊĂŢĂ{ŇĂĞŞŘĂ 33

řőćăŋŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő | · | śĺśšěňă {fj}nj_{=1} ; ďń£ łőšőřőľ

(2) ∀ j = 1; n ‖fj‖ > 2^− n n − j + 1

Ć ůăśšŋőśšĺ,

∃ f_1; f_2; : : : ; f_[n=_{2]} : |fj| = 1; ‖fj‖ > 14 ( ∀ j = 1; [n 2 ]) : Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő D őążůŋżľ ěćłńĺďőć ÿăř ć Rn (¡ńńĺŕśőĺď ńĺŋěľŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ňőęŋő ŕřěćřăšĺšĳ ć ÿăř). Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {fj} ňż ćżąěřěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ć łăůěśšćě f_1 ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ĺğ D; ňăłśĺňăńĳŋőľ ‖ · ‖ -ŋőřňż (őůěćĺďŋő, ďń£ ŋěčő |f_1| = ‖f_1‖ = 1 ).

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő j > 1 ňż şęě ŕőśšřőĺńĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőě ňŋőęěśšćő {f_1; : : : ; fj } ś ŋěőąţőďĺňżňĺ śćőľśšćăňĺ. Ć łăůěśšćě fj_{+1} řăśśňőšřĺň ¡ńěňěŋš ňăłśĺňăńĳŋőľ ‖·‖ -ŋőřňż, ńěęăźĺľ ć ŕěřěśěůěŋĺĺ span {f_1; : : : ; fj}^⊥∩ D: Ŋşęŋőě śěňěľśšćő ŕőśšřőěŋő. Ňż ĺňěěň, ć ůăśšŋőśšĺ: ěśńĺ x ∈ span {fi; : : : ; fn} ; šő ‖x‖ 6 ‖fi‖: Ŕřőćěřĺň śŕřăćěďńĺćőśšĳ ŋěřăćěŋśšć (2). Ďń£ ¡šőčő ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřőě j; j = 1; n; ĺ řăśśňőšřĺň ¡ńńĺŕśőĺď (ćżąőř şůăśšćş¿źĺţ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ¡šőčő ¡ńńĺŕśőĺďă ůĺśěń a; b ŕřőĺğćěďěň ŕőğęě):

İ := n∑ i=1 aifi : 1a_2 j−1∑ i=1 a^2i + 1b_2 n∑ i=j a^2i

Ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ ∑n i=1 aifi ∈ İ ĺňěěň: 1 ) | | | ∑j_{−1} 1 aifi | | | 6 a =⇒^{∑j−1}_1 aifi ∈ a B; 2 ) | | ∑n j aifi | | 6 b;^‖^{∑n}_j aifi^‖ 6 ‖fj ‖ =⇒^{∑n}_j aifi ∈ (b‖fj ‖) B:

Ŕőńőęĺň a =^1_2 ; b =^1_{2‖}f_{j ‖} : Ć ¡šőň śńşůăě ĺğ 1) ĺ 2) ňż ŕőńşůăěň, ůšő İ ∈ B ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Vol B 6 Vol D: Ŋő Vol İ = 2^{−(}j^{−1)} (2‖fj ‖)^{−(}n^−j^{+1)} Vol D; ĺ, šăłĺň őąřăğőň, 2^−n‖fj ‖^{−(}n^−j^{+1)} 6 1: �

Ğăňěůăŋĺě. Őśŋőćŋőě śćőě ŕřĺňěŋěŋĺ£ ńěňňă Ďćőřěűłőčő{Řőďęěřśă ŋăľďěš ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Ďćőřěűłőčő ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćżţ śěůěŋĺ£ţ ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ ÿăřőć ć ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ. Ć ťőřňşńĺřőćłě ¡šőľ ńěňňż şęě ŋě£ćŋő śőďěřęĺšś£ ŋăňěł ŋă ćőğňőęŋőśšĳ śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕőďőąŋőčő řőďă śěůěŋĺľ: šěőřěňă 2 čőćőřĺš ő šőň, ůšő ć ń¿ąőň łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X =

(R^n; ‖ · ‖) ŋăľďěšś£ ŋăąőř ĺğ ŕő łřăľŋěľ ňěřě C dim X ćěłšőřőć, łőšőřżě őąřă-

ğş¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż śĺśšěňş.

§2 Řăśśšő£ŋĺě Ąăŋăţă{Ňăğşřă Őŕřěďěńěŋĺě. Ďń£ ŕăřż (ćěźěśšćěŋŋżţ ĺńĺ łőňŕńěłśŋżţ) ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć E; F ŕőńőęĺň d(E; F ) := inf { ‖T ‖ ‖T^{−1}‖ : T : E → F − ĺğőňőřťĺğň } :

34 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Ěśńĺ ŋě śşźěśšćşěš ŋĺ őďŋőčő ĺğőňőřťĺğňă ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ E ĺ F; šő śůĺšăěň, ůšő d(E; F ) = +∞: Ććěďěŋŋă£ ćěńĺůĺŋă ŋăğżćăěšś£ řăśśšő£ŋĺěň Ąăŋăţă{ Ňăğşřă ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ E ĺ F:

Şŕřăęŋěŋĺě. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă E ĺ F łőŋěůŋőňěřŋż ĺ dim E = dimF, šő śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň T : E → F, ďń£ łőšőřőčő ‖T ‖ ‖T^{−1}‖ = d(E, F ).

[Şłăğăŋĺě: Śň. ŋĺęě ğăňěůăŋĺě 1. ]

Ğăňěůăŋĺě 1. Ć łőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě d(E; F ) = 1 ⇐⇒ ŕřőśšřăŋśšćă E ĺ F ĺğőňěšřĺůŋż ňěęďş śőąőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ d(E; F ) = 1; šő ŋăľďěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {Tn} ĺğőňőřťĺğňőć ĺğ E ć F; ďń£ łőšőřżţ ‖Tn‖ = 1 ĺ ‖T^{−1}n ‖ 6 1 +^1n : Šăł łăł ¡šă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őčřăŋĺůěŋă ć łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě L(E; F ); šő ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őŋă śţőďĺšś£ ć L(E; F ) ł ŋěłőšőřőňş őŕěřăšőřş T: İšőš ŕřěďěńĳŋżľ őŕěřăšőř, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ ĺğ E ŋă F:

Ğăňěůăŋĺě 2. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćă E; F ąěśłőŋěůŋőňěřŋż, šő ĺğ řăćěŋśšćă d(E; F ) = 1; ćőőąźě čőćőř£, ŋě ćżšěłăěš, ůšő ¡šĺ ŕřőśšřăŋśšćă ĺğőňěšřĺůŋż ňěęďş śőąőľ. Ćőš ŕřĺňěř.

Ŕřĺňěř (Ă. Ŕěńůĺŋśłĺľ). Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő c0 śţőď£źĺţś£ ł ŋşń¿ ćěźěśšćěŋŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ś ěčő śšăŋďăřšŋőľ ŋőřňőľ ‖x‖_0 := maxj |xj| ďń£ x ∈ c_0 ĺ ććěďěň ŋă ŋěň ěźě ďćě (¡łćĺćăńěŋšŋżě śšăŋďăřšŋőľ) ŋőřňż: ďń£ k = 0; 1 ĺ x ∈ c_0 ŕőńőęĺň

‖x‖ := ‖x‖_0 + ∞∑ j=1 2^{−2}jx^2j_+k 1=2 : Őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě ąăŋăţőćż ŕřőśšřăŋśšćă ůěřěğ E_0 ĺ E_1: Ůšőąż şćĺďěšĳ, ůšő d(E_0; E_1) = 1; ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ őŕěřăšőřż Tn : E_0 → E_1; őŕřěďěń£ěňżě śőőšŋőÿěŋĺěň

(x_1; x_2; : : :) → (xn; x_1; : : : ; xn_{−1}; xn_{+1}; : : :) :

§śŋő, ůšő limn ‖Tn‖ ‖T^{−1}‖ → 1: Őďŋăłő ¡šĺ ďćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋě ĺğőňěšřĺůŋż ňěęďş śőąőľ | ĺţ ÿăřż řăğńĺůă¿šś£ ŕő śćőĺň čěőňěšřĺůěśłĺň śćőľśšćăň: ŕřőśšřăŋśšćő E_0 śšřőčő ćżŕşłńő^{10}, ă E_1 | ŋěš.

Ğăňěůăŋĺě 3. dR ĺ dC | śőćśěň řăğŋżě ćěźĺ:

Šěőřěňă 1 (Ÿăřěł, 1985). Ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N śşźěśšćşěš 2n-ňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő E : łăłőě{ąż n-ňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő F ŋĺ ćğ£šĳ (őŋő ăćšőňăšĺůěśłĺ £ćń£ěšś£ 2n - ňěřŋżň ćěźěśšćěŋŋżň), d_R (E; F_R ) ≥ C √ n; čďě F_R ěśšĳ F; řăśśňăšřĺćăěňőě łăł ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. �

Šő ěśšĳ, ěśńĺ ć E ććőďĺšĳ łőňŕńěłśŋş¿ śšřşłšşřş, šő őŋő śřăğş ¡łśšřěňăńĳŋő ŕőřšĺšś£; śň. ŋĺęě ŋěłőšőřżě őűěŋłĺ ďń£ řăśśšő£ŋĺ£ Ąăŋăţă{Ňăğşřă. 10 ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ =⇒ c1x + c2y = 0

ŘĂŚŚŠŐ§ŊĹĚ ĄĂŊĂŢĂ{ŇĂĞŞŘĂ 35

Šěőřěňă 2 (Ÿăřěł, 1985). Ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N śşźěśšćş¿š n-ňěřŋżě łőňŕńěłśŋżě ŋőřňĺřőćăŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă E ĺ F; ďń£ łőšőřżţ d_R (E; F ) = 1 (šő ěśšĳ őŋĺ ŋě řăğńĺůĺňż łăł ćěźěśšćěŋŋżě), ŋő d_C (E; F ) ≥ C n (¡łśšřěňăńĳŋő ďăńěłĺ ďřşč őš ďřşčă łăł łőňŕńěłśŋżě). �

İńěňěŋšăřŋżě śćőľśšćă: 1) d(E; F ) ≤ d(E; G) d(G; F ):

İšő ŕőğćőń£ěš ććěśšĺ ňěšřĺłş (log d ) .

Ŕşśšĳ ~Fn | ćśě n -ňěřŋżě ŋőřňĺřőćăŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă (ĺńĺ ćśě ŋőřňż ŋă

R^n; ĺńĺ ćśě ÿăřż ć R^n ). Ěśńĺ ťăłšőřĺğőćăšĳ^~Fn ŕő ĺğőňěšřĺ£ň, šő ŕőńşůĺň

Fn | łőňŕăłš Ňĺŋłőćśłőčő.

Şŕřăęŋěŋĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő Fn | łőňŕăłš.

[Şłăğăŋĺě: Ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő Fn ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śěňěľśšćő ˘n ćśěţ ŋőřň ŋă R^n ś śőőšćěšśšćş¿źěľ (ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ řăśśšő£ŋĺěň Ąăŋăţă{Ňăğşřă) ňěšřĺłőľ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ůěřěğ B^n_2 ňż őąőğŋăůăěň ěćłńĺďőć ÿăř. Ŕőńőęĺň ~˘n := { f ∈ C(B^n2 ) : f ∈ ˘n } ⊂ C(B^n2 ). Ŕő šěőřěňě Ăřűěńă{Ăśłőńĺ, ~˘n | łőňŕăłš ć C(B^n2 ) (őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż Ďęőŋă; śň. šăłęě śńěďş¿źěě śćőľśšćő). Őśšăńőśĳ řăśśňőšřěšĳ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ~˘_n → F_n, | őŋő "ŋă" ĺ ŋěŕřěřżćŋő. ]

2) Ĺğ šěőřěňż Ďęőŋă ćżšěłăěš ćěśĳňă ćăęŋżľ ťăłš őą őűěŋłě řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş łőŋěůŋőňěřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ:

∀ n ∈ N ∀ E with dim E = n d(E; ln_2 ) ≤ √ n: Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě ŕřěďżďşźěě śćőľśšćő, ŕőńşůăěň:

∀ n ∈ N ∀ E; F with dim E = dim F = n d(E; F ) ≤ n:

Ğăňěůăŋĺě 4. diam Fn ≥ C n; čďě C > 0 | ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ (őą ¡šőň ąşďěš śłăğăŋő ŋěňŋőčő ć śńěďş¿źěň őšśšşŕńěŋĺĺ).

Őśšăŋőćĺňś£ ŋěŋăďőńčő ŋă ďćşňěřŋőľ śĺšşăűĺĺ:

Ťăłš 1 (Asplund, 1960). Ŕşśšĳ X2 | ŕřőśšřăŋśšćő R^2 ś ÿăřőň "ŕřăćĺńĳŋżľ ÿěśšĺşčőńĳŋĺł".

1)Ďń£ ćś£łőčő 2-ňěřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă E d(E, l^2_∞) ≤ 3/2, ŕřĺůěň d(E, l^2_∞) = 3/2 ⇐⇒ E = X2. 2)Ďń£ ćś£łőčő 2-ňěřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă E d(E, X2) ≤ 3/2, ŕřĺůěň d(E, X2) = 3/2 ⇐⇒ E = l^2_∞. Ťăłš 2 (Stromquist, 1981). Śşźěśšćşěš šăłőě ďćşňěřŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő X0, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ďćşňěřŋőčő E d(E, X0) ≤ √ 3 2 . Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ ŕőśńěďŋěčő şšćěřęďěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ďĺăňěšř łőňŕăłšă F2 ŋě ąőńĳÿě šřěţ ćšőřżţ, ůšő ćňěśšě ś řěğşńĳšăšăňĺ Ăśŕńşŋďă ďăěš šőůŋőě řăćěŋśšćő: diam F2 =^3_2 (řăśśšő£ŋĺě ňěęďş X2 ĺ l^2_∞ řăćŋő ć šőůŋőśšĺ šřěň ćšőřżň).

Őšňěšĺň, ůšő ŕőśšřőěŋŋőě Stromquist’őň ŕřőśšřăŋśšćő X0 őłăğżćăěšś£ "űěŋšřőň" łőňŕăłšă F2. Ŕőśłőńĳłş, őůěćĺďŋő, ć łőŋěůŋőňěřŋőľ śĺšşăűĺĺ d(E, F ) = d(E^∗, F^∗), šő űěŋšřőň ć F2 £ćń£ěšś£ ĺ śőŕř£ęěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő X^∗_0 . Ŕřőśšřăŋśšćă X0 ĺ X^∗_0 ŋě ĺğőňěšřĺůŋż ňěęďş śőąőľ, šăł ůšő ć łőňŕăłšě F2 ĺňěěšś£ ďćă űěŋšřă.

36 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Ďő řěğşńĳšăšă Stromquist’ă ěśšěśšćěŋŋżňĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ňĺ ő ćěńĺůĺŋě ďĺăňěšřőć łőňŕăłšőć Fn ążńĺ ďćă: ńĺąő diam Fn ŋě ąőńĳÿě, ůěň łőřěŋĳ ĺğ n (ůšő ŕřěďśšăćń£ńőśĳ ňăńőćěřő£šŋżň, ţőš£ ŋĺ őďŋőčő ŕřĺňěřă ŕăřż n -ňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ś d(E, F ) > √ n ďń£ ąőńĳÿĺţ řăğňěřŋőśšěľ ŋě ążńő), ńĺąő (ćő ůšő ćěřĺńő ąőńĳÿĺŋśšćő śŕěűĺăńĺśšőć) ďĺăňěšř łőňŕăłšőć Fn řăśšěš ś řőśšőň n łăł śšěŕěŋĳ n^α ś α > 1/2. Řěğşńĳšăš Stromquist’ă ŕőąşďĺń śŕěűĺăńĺśšőć ć łőŋěůŋőňěřŋőň ťşŋłűĺőŋăńĳŋőň ăŋăńĺğě ŋăąřőśĺšĳś£ ŋă ğăďăůş ő ŕőćěďěŋĺĺ ćěńĺůĺŋż diam Fn ŕřĺ n → ∞. Ĺ ďőćőńĳŋő śłőřő ńěŋĺŋčřăďśłĺľ ňăšěňăšĺł Ě. Čńşśłĺŋ řěÿĺń ¡šş ŕřőąńěňş, ŕőďšćěřďĺć, ůšő ĺňěěš ňěśšő ¡łśšřěňăńĳŋő ţşďÿă£ (ĺńĺ ńşůÿă£?) śĺšşăűĺ£: diam Fn ≍ n ŕřĺ n → ∞. Ĺğćěśšŋż ğŋăůěŋĺ£, ĺńĺ, ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ăśĺňŕšőšĺůěśłĺě ŕőćěďěŋĺ£,^{11} (śň.

[ČŃ¿ą]) řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş łńăśśĺůěśłĺňĺ łőŋěůŋőňěřŋżňĺ Lp -ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Śńěďş¿źă£ šěőřěňă, ŕőňĺňő ěě ćăęŋőśšĺ śăňőľ ŕő śěąě, ąşďěš ĺčřăšĳ ěźě ĺ őďŋş ĺğ łń¿ůěćżţ řőńěľ ŕřĺ ćżąőřě ć łőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ŕőůšĺ ěćłńĺďőćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ.

Šěőřěňă 3 (Čşřăřĺľ{Łăďěű{Ňăűăěć).

i) 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 ĺńĺ 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ =⇒ d(lnp ; lnq ) = n^{1p − 1q} ; ii) 1 ≤ p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞ =⇒ ∀ n ∈ N cn¸ ≤ d(lnp ; lnq ) ≤ Cn¸;

čďě ¸ = max

{_1 p − 1 2 ;^1_2 −^1q } ; ă c > 0 ĺ C > 0 | ăąśőń¿šŋżě ŕőśšő£ŋŋżě.

Ğăňěůăŋĺě 5. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě C = 1 ďń£ łőňŕńěłśŋżţ ŕřőśšřăŋśšć; ďń£ ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć C = 1; ěśńĺ řăğňěřŋőśšĳ ěśšĳ śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ: n = 2k: Ŕřĺćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż (ŕőňĺňő ęěńăŋĺ£ ŋě šěř£šĳ ŕőńŋőšş ĺğńőęěŋĺ£, ăćšőř ţőůěš ŕőğŋăłőňĺšĳ ůĺšăšěń£ ś ¡ńěňěŋšăňĺ šěţŋĺłĺ, łőšőřă£ ŕřĺňěŋ£ěšś£ ć ŕőďőąŋőčő řőďă ćőŕřőśăţ, ć ůăśšŋőśšĺ, ś ŕřĺňěŋěŋĺěň ć čěőňěšřĺůěśłőľ šěőřĺĺ őŕěřăšőřőć šăł ŋăğżćăěňżţ ňăšřĺű Şőńÿă, ă šăłęě ŕřőśšěľÿĺţ ťăłšőć ĺğ šěőřĺĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ).

Ŕşśšĳ k ∈ N ∪ {0}: Ňăšřĺűż Şőńÿă Wk := ( w^(k^)mj ) 2^k×2^k

őŕřěďěń£¿šś£ ŕő

ĺŋďşłűĺĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: W_0 = (w^{(0)}_{11} ) = (1); ďń£ k > 1

w^(k^)mj := wk^{−1}st = √ 2; ěśńĺ 1 6 s; t 6 2k^{−1} ĺ m = s ĺ j = t; ĺńĺ

m = s ĺ j = 2k^{−1} + t; ĺńĺ

m = j = 2k^{−1} + s ĺ j = t −wk^{−1}st = √ 2; ěśńĺ 1 6 s; t 6 2k^{−1} ĺ m = j = 2k^{−1} + s; j = 2k^{−1} + t:

Ĺŋăůě čőćőř£, Wk = 1√ 2 ( Wk_{−1} Wk_{−1} Wk_{−1} −Wk_{−1} ) ďń£ k > 1:

11Ŕőńşůěŋŋżě ěźě ć 1966 čőďş Ć.Ĺ. Čşřăřĺěň, Ň.Ĺ. Łăďěűőň ĺ Ć.Ĺ. Ňăűăěćżň.

d(lnp ; lnq ) 37

Ňăšřĺűż Şőńÿă ŕřĺčőď£šś£ ŋăň ŕřĺ řăśśňőšřěŋĺĺ ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć lnp ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě şšćěřęďěŋĺ£ (ii): Ůšő łăśăěšś£ łőňŕńěłśŋőčő śńşůă£, šő šăň ňż ĺśŕőńĳğşěň łőňŕńěłśŋżě ňăšřĺűż Vn; śőśšăćńěŋŋżě ĺğ łřăšŋżţ łőřŋ£ň ĺğ ěďĺŋĺűż: Vn := ( "^(n^)mj ) n×n ; čďě

"^(n^)mj = 1√n e^2ıimhj=n; m; j = 1; n:

Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Wk | őřšőčőŋăńĳŋă£, ă Vn | şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűż ďń£

k > 0 ĺ n > 1: Ććěďěň ěźě őďŋő őąőğŋăůěŋĺě, łőšőřőě şďőąŋő ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ

ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż Čşřăřĺ£{Łăďěűă{Ňăűăěćă. Ďń£ s; t ∈ [1; +∞] ŕşśšĳ Ist őąőğŋăůăěš őŕěřăšőř šőęďěśšćěŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ lns → lnt (ňż ŋĺęě ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ťĺłśĺřőćăŋŋőě n; ŕő¡šőňş ĺŋďěłś n ć őąőğŋăůěŋĺě ďń£ őŕěřăšőřă ŋě ćłń¿ůăěň).

Ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ (i) . Łăł ňż őšňěůăńĺ, d(E; F ) = d(E^∗; F^∗) ďń£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ńĺÿĳ śńşůăľ

2 6 p 6 q 6 ∞: Šăł łăł ‖Ipq‖ ‖Iqp‖ = n^{1=p−1=q} (ďőśšăšőůŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ŋěřăćěŋ-

śšćő Čěńĳďěřă ĺ ŕőśůĺšăšĳ ŋőřňş ‖Iqp‖ ŋă ćěłšőřě e = (1; 1; : : : ; 1); ďń£ łőšőřőčő ‖e‖q = n^1=q ), šő d(lnp ; lnq ) 6 n^1=p^{−1}=q: Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ őąřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő, ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő d(lnq ; ln_2 ) > n^1=^{2−1}=q: Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ĺğőňőřťĺğň T : lnq → ln_2 ; śůĺšă£, ůšő ‖T^{−1}‖ = 1: Ŕőńőęĺň fj := T ej ; j = 1; n; čďě {ej}j_{=1};n | ŋăąőř őřšőć ć lnq ; ĺ ćżąěřěň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğŋăłĺ ¸_1 = 1; ¸j = ±1 (j = 2; n) šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ć ln_2 ćżŕőńŋ£ńĺśĳ ŋěřăćěŋśšćă

(¸_1f_1; ¸_2f_2) > 0;

(¸_1f_1 + ¸_2f_2; ¸_3f_3) > 0; · · (¸_1f_1 + · · · + ¸n_{−1}fn_{−1}; ¸nfn) > 0:

Šăł łăł 1 = ‖ej‖q = ‖T^{−1}fj‖q 6 ‖fj ‖_2; šő ‖¸_1f_1+· · ·+¸nfn‖^2 = ∑n j=1 ‖fj‖ 2 2+¸ > n

(ğďěśĳ ¸ > 0 | śşňňă ćżŕĺśăŋŋżţ ćżÿě śłăń£řŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ). Ŕő¡šőňş ‖T ‖ > ‖ ‖ ‖T (∑ n j=1 ej )‖ ‖_2 ‖ ‖ ‖ ∑n j=1 ej ‖ ‖ ‖ Q > n^{1=2−1=q}

ĺ d(lnq ; ln_2 ) > n^1=^{2−1}=q: Ćňěśšě ś şęě ďőłăğăŋŋżň őąřăšŋżň ŋěřăćěŋśšćőň ¡šő ďăěš řăćěŋśšćő d(lnq ; ln_2 ) = n^1=^{2−1}=q: Ĺśŕőńĳğş£ śćőľśšćő 1) řăśśšő£ŋĺ£ Ąăŋăţă{Ňăğşřă, őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň:

n^1=^{2−1}=q = d(lnq ; ln_2 ) 6 d(lnp ; ln_2 ) d(lnq ; lnp ) 6 n^1=^{2−1}=p d(lnq ; lnp ):

38 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Ďőłăğăšěńĳśšćő şšćěřęďěŋĺ£ (ii): . Ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő 1=p − 1=2 6 1=2 − 1=q (ĺŋăůě ŕěřěľďěň ł śőŕř£ęěŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćăň). İšő ŋěřăćěŋśšćő řăćŋőśĺńĳŋő ŋěřăćěŋśšćş 1=q 6 1=p^′; ĺńĺ p^′ 6 q:

1) Ÿăč 1. Ŕőńşůěŋĺě őűěŋłĺ śćěřţş.

(i) Śŋăůăńă ňż řăğąěřěňś£ śő śńşůăěň, łőčďă ńĺąő řăśśňăšřĺćăěňżě ŕřőśšřăŋśšćă łőňŕńěłśŋżě, ńĺąő őŋĺ ćěźěśšćěŋŋżě, ŋő řăğňěřŋőśšĳ ĺţ ěśšĳ śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ.

Ŕşśšĳ T : lnp → lnq | őŕěřăšőř, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ňăšřĺűě Şőńÿă Wk (n = 2k) ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ şŋĺšăřŋőľ ňăšřĺűě Vn ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě. Ďń£ őűěŋłĺ ŋőřň ¡šĺţ őŕěřăšőřőć ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ šăł ŋăğżćăěňőľ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőľ šěţŋĺłőľ^{12}. Śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě, ŕřěďśšăćń£¿źěě śőąőľ ďăćŋő śšăćÿş¿ łńăśśĺůěśłőľ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋş¿ šěőřěňş Řĺśśă{Šőřĺŋă:

Ŕşśšĳ (˙; ˚; —) | ŕřőśšřăŋśšćő ś ňěřőľ, 1 6 r_0; r_1; s_0; s_1 ≤ ∞: Ŕşśšĳ, ďăńěě, T | őŕěřăšőř, ďěľśšćş¿źĺľ ŋěŕřěřżćŋő ĺğ Ls_i (—) ć Lr_i (—; ) ś ŋőřňăňĺ Mi := ‖T : Ls_i → Lr_i ‖; i = 0; 1:

Ďń£ 0 < „ < 1 ŕőńőęĺň 1 s = 1 − „ s_0 + „ s_1 ; 1 r = 1 − „ r_0 + „ r_1 :

Šőčďă T ďěľśšćşěš łăł őčřăŋĺůěŋŋżľ őŕěřăšőř ĺğ Ls(—) ć Lr(—) ĺ

‖T : Ls → Lr‖ 6 M^{1−}„_0 M„_1 :

Ňż ŕřĺňěŋ£ěň ¡šş šěőřěňş ł ŋăÿěňş őŕěřăšőřş T ć śńşůăě, łőčďă s_0 = r_0 = 2; s_1 = 1; r_1 = +∞; „ = 2=p − 1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, s = p ĺ r = p^′: Őŕěřăšőř T őŕřěďěń£ěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ (ńĺąő şŋĺšăřŋőľ) ňăšřĺűěľ, ŕő¡šőňş

‖T : ln_2 → ln_2 ‖ = 1:

Ďăńěě, ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ‖T ej‖_∞ = 1= √ n ďń£ j = 1; n: Ŕő¡šőňş, ěśńĺ x = (x_1; x_2; : : : ; xn) ∈ ln_1 ; šő

‖T x‖_∞ 6 n∑ j=1 |xj| ‖T ej ‖_∞ = n^{−1}=^2 ‖x‖_1

ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ‖T : ln_1 → ln_∞‖ = n^{−1}=^2:

12Ś ŋăůăńăňĺ šěőřĺĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ őŕěřăšőřőć, ŕő ćĺďĺňőňş, űěńěśőőąřăğŋěľ ćśěčő ŕőğŋăłőňĺšĳś£ ŕő łŋĺčě [ĄěŃť]; łőňŕńěłśŋżľ ćăřĺăŋš ĺśŕőńĳğşěňőľ ŋăňĺ łńăśśĺůěśłőľ šěőřěňż Řĺśśă{ Šőřĺŋă ŕő£ćń£ěšś£ ć ¡šőľ łŋĺčě şęě ŋă 10-ľ śšřăŋĺűě.

d(lnp ; lnq ) 39

Ŕő šěőřěňě Řĺśśă{Šőřĺŋă,

‖T : lnp → lnp′ ‖ 6 1^{1−}„ ( n^{−1}=^2 )„ = n^{−1}=^{2(2}=p^{−1)} = n^{−1}=p^{+1}=^2:

Šăł łăł p^′ 6 q; šő ‖T : lnp → lnq ‖ 6 ‖T : lnp → lnp′ ‖ ‖T : lnp′ → lnq ‖ 6 n^{−1}=p^{+1}=^2 (ćšőřă£ ŋőřňă ć śěřěďĺŋě řăćŋă ěďĺŋĺűě). Ŋőřňă őąřăšŋőčő őŕěřăšőřă őűěŋĺćăěšś£ śőćśěň ŕřőśšő:

‖T^{−1} : lnq → lnp ‖ 6 ‖Iq_2‖ ‖ T^{−1} : ln_2 → ln_2 ‖ ‖I_2p‖ 6 n^1=^{2−1}=q n^1=p^{−1}=^2;

ŕő¡šőňş ‖T : lnp → lnq ‖ ‖T^{−1} : lnq → lnp ‖ 6 n^1=^{2−1}=q:

(ii) Ŕşśšĳ šěŕěřĳ řăśśňăšřĺćăěňżě ŕřőśšřăŋśšćă ćěźěśšćěŋŋż ĺ ĺţ řăğňěřŋőśšĳ n ŋě ěśšĳ śšěŕěŋĳ ďćőľłĺ. Ňż ąşďěň ďőłăğżćăšĳ ŋăÿě şšćěřęďěŋĺě ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő k ∈ N ĺ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż C > 0 ŕřĺ ćśěţ m; 1 6 m 6 2k ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő d(lnp ; lnq ) 6 C m¸; čďě ůěřěğ ¸ ňż ďń£ łřăšłőśšĺ őąőğŋăůĺńĺ ůĺśńő max {1=p − 1=2; 1=q − 1=2} (ćżąőř ŕőśšő£ŋŋőľ C > 0 ňż şšőůŋĺň ŕőğęě, | őłăęěšś£, ůšő ěě ňőęŋő ąşďěš ćżąřăšĳ ŋĺ őš ůěčő ŋě ğăćĺś£źěľ). Ŕşśšĳ n = 2k + m; čďě 1 6 m 6 2k: Ŕşśšĳ, ďăńěě, ďń£ s = p; q E^{2k}s | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć lns ; ćśě ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő ĺňě¿š ŋşńěćżě łőőřďĺŋăšż ŋă ňěśšăţ, ŋăůĺŋă£ ś (2k + 1) -čő, ă F ms | őśšăćÿĺľś£ "ţćőśš", šő ěśšĳ "őřšőčőŋăńĳŋőě" ďőŕőńŋěŋĺě ć lns ł ŕőďŕřőśšřăŋśšćş E^{2k}s (ďń£ ěćłńĺďőćă śńşůă£ s = 2 łőŋěůŋő ęě łăćżůłĺ ňőęŋő şąřăšĳ: ln_2 = E^{2k}_2 ⊕ F m_2 ).

Ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, ŕő şęě řăśśňőšřěŋŋőňş śńşůă¿ (i) ĺ őŕřěďěńěŋĺ¿ řăśśšő£ŋĺ£ Ąăŋăţă{Ňăğşřă (śň. şŕřăęŋěŋĺě ŕőśńě ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£), ŋăľďěšś£ ŕăřă őŕěřăšőřőć

T_1 : E^{2k}p → E^{2k}q ĺ T_2 : F mp → F mq ;

ďń£ łőšőřżţ ‖T_1‖ = ‖T^{−1}_1 ‖ 6 2k¸^{/2} ĺ ‖T_2‖ = ‖T^{−1}_2 ‖ 6 C^1=^2 m¸=^2: Ŕőńőęĺň T = T_1 + T_2: Ěśńĺ x ∈ lnp ĺ x = x_1 + x_2 | ěčő (ěďĺŋśšćěŋŋőě) řăğńőęěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş ¡ńěňěŋšőć ĺğ E^{2k}p ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺğ F mp ; šő

‖T x‖q 6 ‖T x_1‖q + ‖T x_2‖q 6 2k¸^{/ 2} ‖x_1‖p + C^1=^2 m¸=^2 ‖x_2‖p:

Ćżąěřěň šěŕěřĳ ůĺśńő C > 0 šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ďń£ ń¿ążţ k ∈ N ĺ m; 1 6

m 6 2^k; ążńő śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő 2^{k¸=2} + C^{1=2} m^{¸=2} 6 C^{1=2 (}2^k + m^{)¸=2} :

Ŕřĺ šăłőň ćżąőřě C ňż ŕőńşůĺň: ‖T x‖q 6 C^1=^2 n¸=^2 ‖x‖p ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ‖T ‖ 6 C^1=^2 n¸=^2: Śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő (ć śĺńş ćżąőřă ŋőřňĺřőćłĺ) ďőłăğżćăěšś£ ŋěřăćěŋśšćő ‖T^{−1}‖ 6 C^1=^2 n¸=^2: Ŕő¡šőňş d(lnp ; lnq ) 6 ‖T ‖ ‖T^{−1}‖ 6 C n¸:

2) Ÿăč 2. Ŕőńşůěŋĺě őűěŋłĺ śŋĺğş.

40 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ őąőğŋăůěŋĺě ďń£ l -ľ łőőřďĺŋăšż ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă x ∈

R^n (l = 1; n); ă ĺňěŋŋő, ňż ąşďěň ŕĺśăšĳ x =^∑_l x^{(l)}el; ĺňě£ ććĺďş řăğńőęě-

ŋĺě ćěłšőřă x ŕő łăŋőŋĺůěśłőňş ąăğĺśş ŕřőśšřăŋśšćă Rn: Šăłęě ďőčőćőřĺňś£ ő šőň, ůšő ĺŋďěłśż k ĺ l; ŕő£ćń£¿źĺěś£ ŋĺęě, ąşďşš ĺğňěŋ£šĳś£ ć ŕřěďěńăţ őš 1 ďő n: Śşźěśšćěŋŋş¿ řőńĳ ć ŕőńşůěŋĺĺ ŋěőąţőďĺňőľ ŋăň őűěŋłĺ śżčřăěš ğăňěůăšěńĳŋőě ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă (śň. § "Ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ĺ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă{Łăţăŋă").

Ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă. Ŕşśšĳ 1 6 p 6 2: Śşźěśšćşěš šăłă£ ŕőśšő- £ŋŋă£ Bp (ğăćĺś£źă£ šőńĳłő őš p ), ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń {ak}k śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő ( ∑ k |ak|^2

)_1=_2

6 Bp (∫_1 0 | | | | | ∑ k rk(t) ak | | | | | p dt )_1=p ; čďě {rk}k | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă.

İšő ŋěřăćěŋśšćő őğŋăůăěš, ůšő ŋă ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęďěŋŋőň śěňěľśšćőň ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă ćśě Lp -ŋőřňż, p ∈ [1; +∞); ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ.

Ŕşśšĳ T : lnp → lnq | ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň, ďń£ łőšőřőčő ‖T^{−1}‖ = 1: Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ŋőřňż őŕěřăšőřă T śŋĺğş ŕőńőęĺň xk := T ek; k = 1; n; ĺ ŋăůŋěň ś řăśśňőšřěŋĺ£ śőőšŋőÿěŋĺľ

(1) n = ∑ k ‖ek‖^2q = ∑ k ‖T^{−1}xk‖^2q 6 ∑ k ‖xk‖^2p = ∑ k ( ∑ l | |xlk | |p )_2=p : Řăśśňőšřĺň ćěłšőřă yl := ∑ k | |xlk | |p ek: Ďń£ ŋĺţ

y^(k^)l = | | |x^(l^)k | | | p ; ( ∑ l yl )_(k_) = ∑ l | |xlk | |p ĺ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ l yl ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2=p 2=p = ∑ k ( ∑ l | |xlk | |p )_2=p : Ŕő¡šőňş, ŕřőďőńęă£ (+); ŕőńşůăěň:

(2) n 6 ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ l yl ‖ ‖ ‖ ‖ 2=p 2=p

6

( ∑ l ‖yl‖_2=p

)_2=p = ∑ l ( ∑ k | |xlk | |^2

)p=_2 2=p : Ŕřĺňěŋĺň łő ćŋşšřěŋŋěľ śşňňě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ śőőšŋőÿěŋĺľ (2) ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă:

(3) n 6 ∑ l ( Bp ∫_1 0 | | | | ∑ k rk(t) x^(l^)k | | | | p dt )p=p 2=p =

= B^2p [∫_1 0 ( ∑ l | | | | | ∑ k rk(t) x^(l^)k | | | | | p) dt ]_2=p :

ĹŊĆĂŘĹĂŊŠŊŻĚ ŇĚŘŻ 41

Šăł łăł (4) ( ∑ k rk(t) xk

)_(l_) = ( ∑ k rk(t) ( ∑ l x^(l^)k el

))_(l_) =

= ( ∑ l ( ∑ k rk(t) x^(l^)k ) el )_(l_) = ∑ k rk(t) x^(l^)k ;

šő, şůĺšżćă£ (4); ĺğ (3) ňż ŕőńşůăěň:

n 6 B^2_p

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k rk(t) xk ‖ ‖ ‖ ‖ p p dt 2=p 6 B^2_p

∫_1 0 ‖T ‖p ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k rk(t) ek ‖ ‖ ‖ ‖ p q dt 2=p =

= B^2p ‖T ‖^2

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ k rk(t) ek ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p q dt 2=p = B^2p ‖T ‖^2 n^{(2}=p^{)(}p=q^) = ‖T ‖^2 n^2=q;

ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ‖T ‖ > B^{−1}p n^1=^{2−1}=q: �

Ğăňěůăŋĺě 6. Śřăćŋĺćă£ řăśśşęďěŋĺ£, ŕřőćěďěŋŋżě ŋă ŕřőňěęşšłě őš ťőřňşń (1) ďő ťőřňşń (2), ňż ćĺďĺň, ůšő šăň ążńő ďőłăğăŋő ŋěłőšőřőě ¡ńěňěŋšăřŋőě ŋěřăćěŋśšćő šĺŕă šěőřěňż Ťşąĺŋĺ{Šőŋěńńĺ: ďń£ 1 6 p 6 2 ŕřăćă£ ůăśšĳ ĺğ (1) ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕřăćőľ ůăśšĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ (2). Ŋă śăňőň ďěńě, śŕřăćěďńĺćő ąőńěě őąźěě ţőřőÿő ĺğćěśšŋőě ŋěřăćěŋśšćő ŕőďőąŋőčő ćĺďă. Ňż śťőřňşńĺřşěň ěčő ć śăňőľ őąźěľ ťőřňě (şŕřăęŋěŋĺě 1) ). Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ňż ŕřĺćěďěň ěźě őďŋő şŕřăęŋěŋĺě ŋă ŕřĺňěŋěŋĺě ŋěřăćěŋśšćă Ţĺŋůĺŋă (¡šő ŋěłőšőřżľ ůăśšŋżľ śńşůăľ ąőńěě őąźěčő ťăłšă)

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ŕşśšĳ (˙1, ˚1, μ1) ĺ (˙2, ˚2, μ2) | ŕřőśšřăŋśšćă ś σ -łőŋěůŋżňĺ ňěřăňĺ ĺ f | μ1 ⊗ μ2 -ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ˙1 × ˙2. Ěśńĺ 0 < p 6 q < +∞, šő {∫ Ω1 (∫ Ω2 |f(ω1, ω2)|^p dμ2 )_{q/p} dμ1 }1_{/q} 6^{{∫}_{Ω2}^{(∫}_{Ω1} |f(ω1, ω2)|^q dμ1^{)p/q} dμ2^{}1/p} . [Şłăğăŋĺě: Śň. ğăňěůăŋĺě 6; ć řăśśşęďěŋĺ£ţ, ő łőšőřżţ şŕőňĺŋăěšś£ ć ¡šőň ğăňěůăŋĺĺ, ğăňěŋĺšě ďĺśłřěšŋżě ŕěřěňěŋŋżě (ĺŋďěłśż) ŋă "ŋěŕřěřżćŋżě" ω1 ĺ ω2. Ąőńěě ŕőďřőąŋő, ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ćšőřőľ ŕěřěňěŋŋőľ) ťşŋłűĺ¿ őďŋőľ ŕěřěňěŋŋőľ F (ω1) := |f(ω1, ·)|^p ŋă ˙1, ŕőůšĺ ćś¿ďş ŕřĺŋĺňă¿źş¿ śćőĺ ğŋăůěŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćě L_{q/p}(˙2, ˚2, μ2). Ďăńěě ŋăďő ăłłşřăšŋő ćżŕĺśăšĳ ďćě ťőřňşńż ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ĺŋšěčřăńőć: ‖ ‖ ∫ Ω1 F (ω1) dμ1(ω1) ‖ ‖ q/p ĺ ∫ Ω1 ‖F (ω1)‖_{p/q} dμ1(ω1) ĺ ŕřĺňěŋĺšĳ ůšő{šő ćřőďě ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă. ]

2) Ŕşśšĳ 1 6 p 6 2. Ďń£ ń¿ąőčő Lp -ŕřőśšřăŋśšćă Lp(μ) ĺ ń¿ąőľ śĺśšěňż ťşŋłűĺľ {g_k} ⊂ Lp(μ) (∑ k ‖g_k‖2_p )1_/2

6

‖ ‖ ‖ ( ∑ k g2_k )1_/2‖ ‖ ‖ p . [Şłăğăŋĺě: Ěśńĺ ŋě ŕőńşůăěšś£, šő řěÿěŋĺě śň. ŋĺęě ć ŕřĺňěřě 2 ć ŕăřăčřăťě "Ŕřőśšřăŋśšćă łőšĺŕă p ". ]

42 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

§3. Ňěřă Ţăăřă Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ŕřĺćěďěň ďőćőńĳŋő ń¿ąőŕżšŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő śşźěśšćőćăŋĺ£ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőň ňěšřĺůěśłőň łőňŕăłšě, ŋă łőšőřőň ďěľśšćşěš ŋěłőšőřă£ čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ, ĺŋćăřĺăŋšŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ ¡šőľ čřşŕŕż ŋěšřĺćĺăńĳŋőľ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěřż (ňěřż Ţăăřă). Ďőłăğăšěńĳśšćő ąşďěš őśŋőćżćăšĳś£ ŋă śńěďş¿źěľ łőňąĺŋăšőřŋőľ őńĺňŕĺăďŋőľ ğăďăůě (ŕěřćőĺśšőůŋĺł ňŋě ŋě ĺğćěśšěŋ).

Ńěňňă 1 ("Marriage Theorem"). Ŋă ćěůěřě śőąřăńőśĳ ŋěśłőńĳłő ¿ŋőÿěľ ĺ ďěćşÿěł. Ŕřĺ ¡šőň őłăğăńőśĳ, ůšő ěśńĺ ćżąřăšĳ ń¿ąş¿ čřşŕŕş ¿ŋőÿěľ, šő ůĺśńő ďěćşÿěł, ğŋăłőňżţ ŕő łřăľŋěľ ňěřě ś őďŋĺň ĺğ ¿ŋőÿěľ ¡šőľ čřşŕŕż, ąşďěš ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ¿ŋőÿěľ ć čřşŕŕě. Ňőęŋő őąřăğőćăšĳ šăŋűěćăńĳŋżě ŕăřż ĺğ ćśěţ ňőńőďżţ ń¿ďěľ šăłĺň őąřăğőň, ůšő łăęďżľ ¿ŋőÿă ąşďěš šăŋűěćăšĳ ć ŕăřě śő ğŋăłőňőľ ďěćşÿłőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğżćăěň ńěňňş ĺŋďşłűĺěľ ŕő n | ůĺśńş ¿ŋőÿěľ. Ŕřĺ n = 1 ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ŕşśšĳ n > 1 ĺ şšćěřęďěŋĺě ćěřŋő ďń£ ćśěţ ůĺśěń, ňěŋĳÿĺţ n: Ďőłăğżćă£ ěčő ďń£ ůĺśńă n; řăśśňőšřĺň ďćă śńşůă£.

1) Ŋăľďěšś£ šăłă£ čřşŕŕă A ¿ŋőÿěľ, ůšő k := |A| < n ĺ őąźěě ůĺśńő ćśěţ ğŋăłőňżţ ś ŋĺňĺ ďěćşÿěł řăćŋő k: Ŕşśšĳ łăęďżľ ¿ŋőÿă ĺğ ¡šőľ čřşŕŕż šăŋűşěš śő ğŋăłőňőľ ďěćşÿłőľ (¡šő ćőğňőęŋő ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿). Ďń£ őśšăćÿěľś£ čřşŕŕż ¿ŋőÿěľ şśńőćĺě ńěňňż ąşďěš ćżŕőńŋěŋő (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őŕ£šĳ šăłĺ ŕő ĺŋďşłűĺőŋŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿, ĺğ őśšăćÿĺţś£ ¿ŋőÿěľ ĺ ďěćşÿěł ňż śňőęěň őąřăğőćăšĳ ŕăřż ŋăďńěęăźĺň őąřăğőň). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ĺňěěšś£ čřşŕŕă B ĺğ l ŋě ćţőď£źĺţ ć A ¿ŋőÿěľ, šő ş ¿ŋőÿěľ ĺğ A ∪ B ĺňěěšś£ ŋě ňěŋěě ůěň k + l ğŋăłőňżţ ďěćşÿěł ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ş ¿ŋőÿěľ ĺğ B ĺňěěšś£ ŋě ňěŋěě ůěň l ğŋăłőňżţ ďěćşÿěł (ŕő śćőľśšćş ňŋőęěśšćă A ).

2) Ş ń¿ąőľ čřşŕŕż ĺğ k < n ¿ŋőÿěľ ůĺśńő ğŋăłőňżţ ďěćşÿěł ąőńĳÿě k: Ć ¡šőň śńşůăě, ŕşśšĳ őďĺŋ ĺğ ¿ŋőÿěľ šăŋűşěš śő ğŋăłőňőľ ěňş ďěćşÿłőľ. Ďń£ őśšăćÿěľś£ čřşŕŕż ¿ŋőÿěľ ňż ňőęěň, őůěćĺďŋő, ŕřĺňěŋĺšĳ ĺŋďşłűĺőŋŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě, ůšő ďőłăğżćăěš ńěňňş ĺ ć ¡šőň śńşůăě. �

Ńěňňă 2 (Ő 2" -ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ňĺŋĺňăńĳŋőľ " -śěšĺ). Ŕşśšĳ (K; ȷ) { ňěšřĺůěśłĺľ łőňŕăłš, " > 0; N { ňĺŋĺňăńĳŋă£ "-śěšĳ ć K; N^′ { ďřşčă£ ňĺŋĺňăńĳŋă£ "-śěšĳ ć K; ( |N| = |N^′| ). Śşźěśšćşěš ąĺěłűĺ£ ’ : N → N^′; ďń£ łőšőřőľ ȷ(t; ’(t)) ≤ 2"; łăłőćă ąż ŋĺ ążńă šőůłă t ∈ N:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ńěňňőľ 1. Ć łăůěśšćě ňŋőęěśšćă "¿ŋőÿěľ" ąşďěš ćżśšşŕăšĳ śěšĳ N; ă "ďěćşÿłĺ" śőśšăćń£¿š ňŋőęěśšćő N^′: İńěňěŋšż t ∈ N; s ∈ N^′ "ğŋăłőňż", ěśńĺ ȷ(t; s) ≤ 2": Ŕřőćěřĺň ćżŕőńŋěŋĺě şśńőćĺ£ ńěňňż 1.

Ŕşśšĳ ¡šő şśńőćĺě ŋě ćżŕőńŋěŋő, šő ěśšĳ

∃ A ⊂ N : ďń£ B := N^′ ∩ {s ∈ N^′ : s ğŋăłőňő ś A} |B| < |A|:

Ŕőłăęěň, ůšő (N \ A) ∪ B £ćń£ěšś£ " -śěšĳ¿ ďń£ K (šőčďă ąşďěš ŕőńşůěŋő ŕřőšĺćőřěůĺě ś ňĺŋĺňăńĳŋőśšĳ¿ śěšĺ N ).

ĹŊĆĂŘĹĂŊŠŊŻĚ ŇĚŘŻ 43

Ŕşśšĳ u ∈ K: Ěśńĺ ŋăľďěšś£ šăłőě s ∈ B; ůšő ȷ(s; u) ≤ "; šő ćśě ďőłăğăŋő. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě, ∃ s ∈ N^′ \ B : ȷ(s; u) ≤ ";

Ŕřĺ ¡šőň ȷ(s; A) > 2" (ćśě s ∈ N^′ \ B ŋě ğŋăłőňż ś A ). Ŋő N { " -śěšĳ, őšłşďă ćżšěłăěš, ůšő ∃ t ∈ N \ A : ȷ(t; u) ≤ ": �

Šěőřěňă 1 (ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ňěřż Ţăăřă). Ŕşśšĳ (K; ȷ) { ňěšřĺůěśłĺľ łőňŕăłš, G { čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ ŋă K: Śşźěśšćşěš řăďőŋőćśłă£ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă — ŋă K; ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż G; šő ěśšĳ řěčşń£řŋă£ ćěřő£šŋőśšŋă£ ąőřěńěćśłă£ ňěřă —; őąńăďă¿źă£ śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň:

— g(A) = — A; ∀ g ∈ G; ∀ A ⊂ B(K);

ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě,

—(f ∘ g) = —(f); ∀ g ∈ G; ∀ f ∈ C(K);

(šő ěśšĳ, ∫ K f(gt) d—(t) = ∫ K f(t) d—(t) ∀ g ∈ G; ∀ f ∈ C(K) ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ łăęďőčő " > 0 ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřş¿ ňĺŋĺňăńĳŋş¿ " -śěšĳ N" ć K ĺ ŕőńőęĺň —"(f) := |N"|^{−1} ∑ t∈Nε f(t) ďń£ f ∈ C(K): Łăęďă£

ňěřă —" ěśšĳ ďĺśłřěšŋă£ ćěřő£šŋőśšĳ ŋă K (—"(K) = 1); ŕő¡šőňş śěňěľśšćő {—"}" ńěęĺš ć ěďĺŋĺůŋőň ÿăřě B = B ⊂ C^∗(K) śőŕř£ęěŋŋőčő ł C(K) ŕřőśšřăŋśšćă, łőšőřżľ £ćń£ěšś£ ňěšřĺğşěňżň łőňŕăłšőň ć śćőěľ^∗ -śńăąőľ šőŕőńőčĺĺ. Ŕő¡šőňş śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {—"_k }k ;^∗ -śńăąő śţőď£źă£ś£ ć B ł ŋěłőšőřőľ ćěřő£šŋőśšŋőľ ňěřě — : —"_k (f) → —(f); ∀ f ∈ C(K): Ňż ŕőłăęěň, ůšő ňěřă — ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő G:

Śŋăůăńă ňż şśšăŋőćĺň, ůšő ŋăÿ ŕřěďěń, šő ěśšĳ ňěřă —; ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŋăąőřă ňĺŋĺňăńĳŋżţ " -śěšěľ. Ŕşśšĳ ďń£ łăęďőčő " > 0 N^′" | ďřşčă£ " -śěšĳ ĺ {—^′"}" | śőőšćěšśšćş¿źěě śěňěľśšćő ďĺśłřěšŋżţ ćěřő£šŋőśšěľ ďń£ ¡šőčő ŋăąőřă śěšěľ. Ŕő ńěňňě 2, ďń£ ń¿ąőčő " > 0 śşźěśšćşěš ąĺěłűĺ£ ’ = ’" : N" → N^′"; šăłă£ ůšő ȷ(t; ’(t)) ≤ 2"; ∀ t ∈ N": Ěśńĺ f ∈ C(K); šő

|—"(f) − —^′"(f)| = | | | | | 1 |N"| ∑ t∈Nε (f(t) − f(’(t))) | | | | | ≤ sup t∈Nε |f(t) − f(’(t))| ≤ !(2");

44 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

čďě !(2") := supȷ_(s;t_) |f(s) − f(t)| | ňőďşńĳ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. Ŕő šěőřěňě Łăŋšőřă, ŕřăćă£ ůăśšĳ ŕőśńěďŋĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿ ŕřĺ " → 0: Ć ůăśšŋőśšĺ, —"_k → — ⇐⇒ —^′"_k → — ć^∗ -śńăąőľ šőŕőńőčĺĺ, ůšő ďăěš: — = —^′:

Ďőłăęěň, ŋăłőŋěű, ůšő ňěřă — ĺŋćăřĺăŋšŋă. Ŕşśšĳ g ∈ G:

—(f ∘ g) = limk —"_k (f ∘ g) = limk 1 |N"_k | ∑ t∈Nε_k f(gt):

Ŕőśłőńĳłş g | ĺğőňěšřĺ£ ŋă K; šő N^′" := g N" ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋă£ " -śěšĳ, ĺ ňż ňőęěň ŕřőďőńęĺšĳ ŕőśńěďŋĺě řăćěŋśšćă, ŕőńşůă£

—(f ∘ g) = limk 1|N_′ "k | ∑ s∈N^′_{εk} f(s) = limk —^′"_k (f) = —^′(f) = —(f): �

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Ŕşśšĳ (K; ȷ) { ňěšřĺůěśłĺľ łőňŕăłš, G { čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ ŋă K: Ňěřőľ Ţăăřă ŋă K ŋăğżćăěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěŋşńěćă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ řăďőŋőćśłă£ ňěřă ŋă K; ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż G:

Šěőřěňă 1 ŕőłăğżćăěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő ňěřă Ţăăřă ć şśńőćĺ£ţ őŕřěďěńěŋĺ£ ćśěčďă śşźěśšćşěš. Ćěśĳňă ćăęŋżň £ćń£ěšś£ ćőŕřőś ő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ šăłőľ ňěřż. Ł őąśşęďěŋĺ¿ ¡šőčő ćőŕřőśă ňż őąřăšĺňś£ ŕőśńě ř£ďă ğăňěůăŋĺľ ł šěőřěňě 1.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ćőğňőęěŋ (ĺ ćăęěŋ) śńşůăľ, łőčďă śăňă čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ G £ćń£ěšś£ ňěšřĺůěśłĺň łőňŕăłšőň, ă ć łăůěśšćě şňŋőęěŋĺ£ ć G řăśśňăšřĺćăěšś£ őŕěřăűĺ£ ćğ£šĺ£ śşŕěřŕőğĺűĺĺ ĺğőňěšřĺľ, ŕřĺůěň, ěśńĺ ȷ | ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěšřĺłă ŋă G; šő ȷ(g_1; g_2) = ȷ(hg_1; hg_2) = ȷ(g_1h; g_2h) = ȷ(g^{−1}_1 ; g^{−1}_2 ) ďń£ g_1; g_2; h ∈ G: Ŋă śăňőň ďěńě ćś¿ďş ŋĺęě šőńĳłő šăłĺě čřşŕŕż ĺğőňěšřĺľ ŋăň ĺ ąşďşš ćśšřěůăšĳś£.

Ğăňěůăŋĺě 2. Ŋă čřşŕŕě G ĺğőňěšřĺľ ňěšřĺůěśłőčő łőňŕăłšă (K; ȷ) ňőęŋő ććěśšĺ ŕśěćďőňěšřĺłş ("ŕőůšĺ ňěšřĺłş" | ŋěłőšőřżě šőůłĺ ¡šőčő ŕśěćďőňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőčşš śłńěĺćăšĳś£, ąşďşůĺ, ćőőąźě čőćőř£, řăğńĺůŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ čřşŕŕż G ). Ĺňěŋŋő, ŕőńőęĺň d(g; h) := supt_∈K ȷ(gt; ht) ďń£ g; h ∈ G: Ŕőśłőńĳłş ĺğőňěšřĺĺ ĺğ G śőţřăŋ£¿š řăśśšő£ŋĺ£ ĺ ďěľśšćş¿š "ŋă", šő ďń£ ń¿- ąőčő ¡ńěňěŋšă g^′ ∈ G d(g; h) = d(g^′g; g^′h) = d(gg^′; hg^′): §śŋő, ůšő d(g; h) = 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă g | | K = h | | K : Ććěďěň ŋă G őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ∼; ŕőńăčă£ g_1 ∼ g_2 ⇐⇒ d(g_1; g_2) = 0; ĺ ŕřőťăłšőřĺğşěň G ŕő ¡šőňş őšŋőÿěŋĺ¿, őąőğŋăůĺć ŕőńşůěŋŋş¿ čřşŕŕş (łőšőřă£ śŋőćă ďěľśšćşěš ŋă K łăł čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ) ůěřěğ H: Ć łăůěśšćě őŕěřăűĺĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă H ňż ćőğĳňěň ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ĺğ čřşŕŕż G şňŋőęěŋĺě śŕřăćă: h_1h_2 := h_2 ∘h_1: Čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă ňěšřĺůěśłőň łőňŕăłšě H (śň. ůşšĳ ŋĺęě şŕřăęŋěŋĺě 1) ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň łăł čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ. Ŕő¡šőňş ł ŕăřě (H; G) (ć šěőřěňě 1 ćňěśšő K řăśśňăšřĺćăěšś£ H ) ŕřĺňěŋĺňż łăł šěőřěňă 1, šăł ĺ ěě ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőłăğżćăěš (ěśńĺ ŕřĺŋ£šĳ ćő ćŋĺňăŋĺě śďěńăŋŋżě ğăňěůăŋĺ£), ůšő ňěřă

ĹŊĆĂŘĹĂŊŠŊŻĚ ŇĚŘŻ 45

— ŋă H; ćőğŋĺłă¿źă£ ć ¡šőľ śĺšşăűĺĺ, ĺŋćăřĺăŋšŋă łăł śŕřăćă (¡šő | šő, ůšő ć šőůŋőśšĺ śőďěřęĺšś£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě ďń£ śńşůă£ řăśśňăšřĺćăěňőľ ŕăřż), šăł ĺ śńěćă: (1) ∫ H f(hg) d—(g) = ∫ H f(gh) d—(g) = ∫ H f(g) d—(g)

ďń£ ćśěţ h ∈ H ĺ f ∈ C(H):

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ŕőłăğăšĳ, ůšő H = G/ ∼ ěśšĳ łőňŕăłšŋőě ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ĺŋćăřĺăŋšŋőľ (őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£ śŕřăćă ňěšřĺłőľ.

[Şłăğăŋĺě: Ŕşśšĳ {h_k}^∞_{k=1} | ŋěłőšőřă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ šőůěł ĺğ H. Ćőğĳňěň łăłőě{ ńĺąő ŋě ąőńěě ůěň śůěšŋőě ćś¿ďş ŕńőšŋőě ć K ŕőďňŋőęěśšćő {t_j }. Ł ůĺśńőćőňş śěňěľśšćş {h_k(t_j )}_{k,j} ŕřĺňěŋĺň ďĺăčőŋăńĳŋżľ ŕřőűěśś Łăŋšőřă (ĺśŕőńĳğş£ łőňŕăłšŋőśšĳ ňŋőęěśšćă K ). Ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ {~h_l }, ćőğŋĺłă¿źă£ ŋă ďĺăčőŋăńĺ ŕőśńě ğăćěřÿěŋĺ£ ¡šőčő ŕřőűěśśă, śţőďĺšś£ ŋă ćś¿ďş ŕńőšŋőň ňŋőęěśšćě ĺğ K ĺ łăęďżľ ěě ¡ńěňěŋš ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ĺğőňěšřĺ¿. Ŕřőďőńęĺň šő, ůšő ŕőńşůĺńőśĳ, ŋă ćěśĳ łőňŕăłš K. ]

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Čőćőř£š, ůšő čřşŕŕă ĺğőňěšřĺľ G ďěľśšćşěš ŋă K šřăŋğĺšĺćŋő, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ ŕăřż šőůěł s; t ∈ K ŋăľďěšś£ ĺğőňěšřĺ£ g ∈ G; ďń£ łőšőřőľ gt = s: Ěśńĺ G ďěľśšćşěš ŋă K šřăŋğĺšĺćŋő, šő K ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň čřşŕŕż G: Śšăąĺńĺğăšőřőň ĺńĺ čřşŕŕőľ ĺğőšřőŕĺľ ¡ńěňěŋšă t ∈ K ŋăğżćăěšś£ ŕőďčřşŕŕă Gt := {g ∈ G : gx = x}:

Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ G ďěľśšćşěš ŋă K šřăŋğĺšĺćŋő, šő

(2) K = G=Gt;

( t | ń¿ąă£ ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă ĺğ K ); łăęďă£ šőůłă s ∈ K őšőęďěśšćń£ěšś£ ś łńăśśőň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ gGt; čďě g ∈ G ĺ gt = s (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŕřőőąřăğ šőůłĺ s ŕřĺ şłăğăŋŋőľ ťăłšőřĺğăűĺĺ ěśšĳ {h ∈ G : ht = s} ĺ g_1 ∼ g_2 ⇐⇒ g_1t = g_2t ).

Şŕřăęŋěŋĺě. Ěśńĺ Kn = {1, 2, . . . , n} ĺ G = Pn | śĺňňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă (čřşŕŕă ŕěřěśšăŋőćőł), šő Pn ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő łăł ć Kn, šăł ĺ ć ňŋőęěśšćě K_{n,k} = {A ⊂ Kn : |A| = k} ćśěţ k -¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ĺţ Kn (k = 1, 2, . . . , n). Ćőğŋĺłă¿š ěśšěśšćěŋŋżě ĺğőňőřťĺğňż: G1 ∼= Pn−1 ć ŕěřćőň śńşůăě, ĺ G_{{1,...,k}} ∼= P_k × P_{n−k} ćő ćšőřőň. İšĺ ĺğőňőřťĺğňż ŕőğćőń£¿š ćżůĺśńĺšĳ ůĺśńő ŕěřěśšăŋőćőł ĺ ůĺśńě śőůěšăŋĺľ: |Pn| = n! ĺ | P_{n,k} | = C^k_n. [Şłăğăŋĺě: Ŕő śőőšŋőÿěŋĺ¿ (2) Kn = Pn/Pn−1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, n = |Pn| / |Pn−1| , őšłşďă, ŕő ĺŋďşłűĺĺ, |Pn| = n!. Ďăńěě, | K_{n,k} | = |Pn| / [ |P_k| |P_{n−k}| ] . ] Ŕřĺňěř 1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő l^n_2 = (R^n; | · |) ĺ O(n) | őřšőčőŋăńĳŋă£ čřşŕŕă ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ěśńĺ ğăťĺłśĺřőćăšĳ ŋěłőšőřżľ (ŋő ŕřőĺğćőńĳŋżľ) őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś eo = {e^0_1; : : : ; e^0n} ć ln_2 ; šő, śőŕőśšăćń££ łăęďőňş őŕěřăšőřş A ∈ O(n) őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿źěě ¡šőš őŕěřăšőř n -¡ńěňěŋšŋőě ňŋőęěśšćő Aeo = {Ae^0_1; : : : ; Ae^0n}; ňż ňőęěň őšőęďěśšćĺšĳ čřşŕŕş O(n) ś śěňěľśšćőň ćśěţ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć ć Rn (ĺńĺ, ěśńĺ şčőďŋő, ć ln_2 ; ). Ěśńĺ ěźě őŕřěďěńĺšĳ ťăłšőřőšőąřăęěŋĺě ˘ : O(n) ∼= { ŐŊ ąăğĺśż } → Sn^{−1}; ŕőńőęĺć ˘(A) = Ae^0_1; šő śőőšŋőÿěŋĺě (2) ŕřěćřăšĺšś£ ć řăćěŋśšćő Sn^{−1} = O(n)=O(n − 1) (ŕřőőąřăğ ˘^{−1}(t) šőůłĺ t ∈ Sn^{−1} ĺğőňőřťěŋ ŕőďčřşŕŕě O(n − 1) ).

46 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Šěőřěňă 2 (ő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ňěřż Ţăăřă ŋă őďŋőřőďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě). Ěśńĺ čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă K šřăŋğĺšĺćŋő, šő ňěřă Ţăăřă ŋă łőňŕăłšě K (łőšőřă£ śşźěśšćşěš ć śĺńş šěőřěňż 1) ěďĺŋśšćěŋŋă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőśšő£ŋŋőčő ňŋőęĺšěń£.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Čřşŕŕă G ďěľśšćşěš łăł ŋă K; šăł ĺ ŋă H (śň. ğăňěůăŋĺě 2); ŕő¡šőňş ŋă K ĺ ŋă H śşźěśšćş¿š ňěřż (ŕşśšĳ őŋĺ őąőğŋăůă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ůěřěğ — ĺ ), ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż G: Ŕő śăňőňş őŕřěďěńěŋĺ¿ łőňŕăłšŋőľ čřşŕŕż H; ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő H = G (ňż ďőłăğżćăěň ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ňěřż Ţăăřă ŋă K; šă ćěřő- £šŋőśšĳ Ţăăřă, ő łőšőřőľ ĺďěš řěůĳ ć šěőřěňě 1, śőćŕăďăěš ś ćěřő£šŋőśšĳ¿ Ţăăřă ŋă K; ĺŋćăřĺăŋšŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ H ).

Őąőğŋăůĺć ůěřěğ 11 ťşŋłűĺ¿, šőęďěśšćěŋŋő řăćŋş¿ ěďĺŋĺűě (ŋă šőň ňŋőęěśšćě, čďě őŋă řăśśňăšřĺćăěšś£; ş ŋăś | ńĺąő ŋă G; ńĺąő ŋă K ), ŕőńşůĺň: (3) (11) —(f) = ∫ G ∫ K f(t) d—(t) d(g) = ∫ G ∫ K f(gt) d—(t) d(g) = ∫ K ∫ G f(gt) d(g) d—(t):

Ćő ćšőřőň řăćěŋśšćě ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ¿ ňěřż —: Ćŋşšřěŋŋĺľ ĺŋšěčřăń ć ŕőśńěďŋěň ćżřăęěŋĺĺ, ć śĺńş šřăŋğĺšĺćŋőśšĺ čřşŕŕż G ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ ňěřż ; őš t ŋě ğăćĺśĺš. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ s ∈ K; h ∈ G ĺ ht = s: Šőčďă (śň. łőŋěű ğăňěůăŋĺ£ 2 ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ (1)) ∫ G f(gt) d(g) = ∫ G f((hg)s) d(g) = ∫ G f((g∘h)t) d(g) = ∫ G f(g(ht) d(g) = ∫ G f(gs) d(g):

Šăłĺň őąřăğőň, ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőčő ĺŋšěčřăńă őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ŋěłőšőřżľ ŕőńőęĺšěńĳŋżľ ŋěŕřěřżćŋżľ ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă C(K); łőšőřżľ ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~; ~(f) = ∫ G f(gt) d(g) ďń£ f ∈ C(K):

Ŕřőďőńęă£ řăćěŋśšćă (3), ŕőńşůĺň:

(4) (11) —(f) = ~(f) —(11):

Šěŕěřĳ, ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő —_1 | ěźě őďŋă ĺŋćăřĺăŋšŋă£ ňěřă ŋă K: Šőčďă, ŕő šěň ęě śőőąřăęěŋĺ£ň, ůšő ĺ ćżÿě, ŕőńşůăěň: (11) —_1(f) = ~(f) —_1(11): Şňŋőęă£ ¡šő řăćěŋśšćő ŋă (4) (ğăŕĺśăŋŋőě ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ŕőř£ďłě), ňż ŕřĺţőďĺň ł ĺśłőňőňş řěğşńĳšăšş:

(11) —(f) ~(f) —_1(11) = ~(f) —(11) (11) —_1(f);

šő ěśšĳ —(f) = —(11)—_1 (11) —^1

(f) ďń£ ćśěţ f ∈ C(K): �

Ğăňěůăŋĺě 3. Ćś¿ďş ŋĺęě ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő G = H | łőňŕăłšŋă£ ňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă ś ňěřőľ Ţăăřă : Ŋă K ěśšĳ śćő£ ňěřă Ţăăřă — ĺ ¡šĺ ňěřż

ĹŊĆĂŘĹĂŊŠŊŻĚ ŇĚŘŻ 47

ść£ğăŋż ňěęďş śőąőľ śőőšŋőÿěŋĺěň (4). Ěśńĺ ěźě śůĺšăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňżě ŋăňĺ ňěřż | ćěřő£šŋőśšĺ, šő (4) ŕřěćřăźăěšś£ ć šőęďěśšćő —(f) = ~(f); ĺńĺ ∫ K f(t) d—(t) = ∫ G f(gt) d(g) ďń£ ćśěţ f ∈ C(K):

İšő ęě śőőšŋőÿěŋĺě, ěśšěśšćěŋŋő, ćżŕőńŋ£ěšś£ ĺ ďń£ ćśěţ ąőřěńěćśłĺţ ťşŋłűĺľ, ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ąőřěńěćśłĺţ ňŋőęěśšć. Šăł łăł

fflA(gt) =

{ 0; gt =∈ A;

1; gt ∈ A;

šő ďń£ ń¿ąőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő t_0 ∈ K

(5) —(A) = {g ∈ G : gt_0 ∈ A}; ďń£ ń¿ąőčő ąőřěńěćśłőčő A ∈ B(K):

Ĺšăł, ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ůěřěğ ˘ : G → K őšőąřăęěŋĺě, śőŕőśšăćń£¿źěě ĺğőňěšřĺĺ g šőůłş gt ( t ťĺłśĺřőćăŋő), šő ďń£ ćś£łőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő t ∈ K ĺ ďń£ ń¿ąőčő ąőřěńěćśłőčő A ∈ B(K) ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő —A = ˘^{−1}(A); ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ćěřő£šŋőśšĳ Ţăăřă — ŋă K ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł őąřăğ ćěřő£šŋőśšĺ Ţăăřă ; ğăďăŋŋőľ ŋă łőňŕăłšŋőľ čřşŕŕě G; ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ˘ (ĺ, ő ůěň ŕőńěğŋő ěźě řăğ śłăğăšĳ, ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąřăŋŋőľ šőůłĺ t ∈ K ).

Ğăňěůăŋĺě 4. Ŕşśšĳ T | őšďěńĺňă£ ńőłăńĳŋő łőňŕăłšŋă£ šőŕőńőčĺůěśłă£ čřşŕŕă. Łăęďőľ ťşŋłűĺĺ f ŋă T ĺ łăęďőňş ¡ńěňěŋšş a čřşŕŕż T śőŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ŋőćş¿ ťşŋłűĺ¿, łőšőřş¿ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ńěćżň śďćĺčőň f ŋă ¡ńěňěŋš a ĺ őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ af: İšă ťşŋłűĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺěň f(t) = f(at): Ŕřăćżľ śďćĺč fa őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő ś ğăňěŋőľ at ŋă ta: İšĺ śďćĺčĺ, łőŋěůŋő, śőćŕăďă¿š, ěśńĺ čřşŕŕă T łőňňşšăšĺćŋă. Ŕőď ńěćőĺŋćăřĺăŋšŋőľ (ĺŋćăřĺăŋšŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő ńěćżţ śďćĺčőć) ňěřőľ, ĺńĺ ńěćőľ ňěřőľ Ţăăřă ŋă T; ŕőŋĺňă¿š ŋěŋşńěćş¿ ŕőńőęĺšěńĳŋş¿ ňěřş Řăďőŋă — ŋă T; ďń£ łőšőřőľ

—(af) = —(f)

ĺńĺ ∫ T f(at) d—(t) = ∫ T f(t) d—(t)

ŕřĺ ćśěţ f ∈ K(T ) ĺ a ∈ T: Ŕřăćżě ňěřż Ţăăřă őŕřěďěń£¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő ś ğăňěŋőľ af ŋă fa:

Őŕřěďěńĺň őšřăęěŋĺě ~f ťşŋłűĺĺ f ŋă T řăćěŋśšćőň ~f(t) = f(t^{−1}): Šőčďă, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, ěśńĺ — | ńěćă£ ňěřă Ţăăřă, šő = ~— : f → —( ~f) | ŕřăćă£ ňěřă Ţăăřă ĺ őąřăšŋő. İšő ŕőğćőń£ěš řăśśňăšřĺćăšĳ ŋă łőňŕăłšŋżţ čřşŕŕăţ šőńĳłő ńěćżě ňěřż Ţăăřă.

48 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Śńěďśšćĺě 1. Ěśńĺ łőňŕăłšŋă£ ňěšřĺůěśłă£ čřşŕŕă G ĺğőňěšřĺľ ŋă K ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő, šő ŋőřňĺřőćăŋŋă£ ňěřă Ţăăřă ŋă G ěďĺŋśšćěŋŋă, ŕřĺůěň ¡šă ňěřă Ţăăřă ŋă G ĺŋćăřĺăŋšŋă łăł śńěćă, šăł ĺ śŕřăćă: ∫ G f(hg) d(g) = ∫ G f(gh) d(g); ∀ h ∈ G;

ĺ, łřőňě šőčő, ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő őšřăęěŋĺľ: (6) ∫ G f(g) d(g) = ∫ G f(g^{−1}) d(g):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Čřşŕŕă G ďěľśšćşěš ŋă śěąě (ĺńĺ, ěśńĺ şčőďŋő, ŋă H ), őůěćĺďŋő, šřăŋğĺšĺćŋő ( h = (hg^{−1})g ďń£ ń¿ążţ g; h ∈ G ), ŕő¡šőňş ł ňěřě ŕřĺňěŋĺňă šěőřěňă 2. Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ňěřż łăł śńěćă, šăł ĺ śŕřăćă şęě őšňěůăńăśĳ ćżÿě (śň. ğăňěůăŋĺě 2), ă śőőšŋőÿěŋĺě (6) | ńĺÿĳ ŕěřěťőřňşńĺřőćłă ¡šőčő śćőľśšćă ňěřż : ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ ğăňěůăŋĺ£ 4, (6) őğŋăůăěš, ůšő = ~: � Ğăňěůăŋĺě 5. Ňż ďőčőćőřĺňś£ ćěğďě ďăńěě ć ¡šőň ĺ ć śńěďş¿źĺţ ŕăřăčřăťăţ őąőğŋăůăšĳ ňěřş Ţăăřă ŋă łăłőň{ńĺąő řăśśňăšřĺćăěňőň łőňŕăłšŋőň ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě (ć ůăśšŋőśšĺ, ŋă łőňŕăłšŋőľ ňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě) őďŋĺň ĺ šěň ęě śĺňćőńőň — (ůăśšő, śŋăąęěŋŋżň řăğńĺůŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ ĺńĺ ďřşčĺňĺ ăšřĺąşšăňĺ) ŋě ğăćĺśĺňő őš łőňŕăłšă, | ćś£łĺľ řăğ ĺğ łőŋšěłśšă ąşďěš ŕőŋ£šŋő, ůĳ£ ňěřă Ţăăřă şůăśšćşěš ć ďăŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺ£ţ ĺ ĺŋšěčřăńăţ. Ĺśłń¿ůěŋĺ£ ąşďşš ŕřěďśšăćń£šĳ ńĺÿĳ őšďěńĳŋżě śńşůăĺ, ć łőšőřżţ ďřşčőě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ŋěłőšőřőľ ňěřż Ţăăřă ąşďěš őčőćăřĺćăšĳś£.

Ŕřĺňěř 2. Ŕşśšĳ n > 2; K = S^{n−1} ⊂ R^n; | ěďĺŋĺůŋă£ ěćłńĺďőćă śťěřă; G = O(n) | čřşŕŕă őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă Rn: O(n) ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő ŋă Sn^{−1}; ĺ ňż ŋăţőďĺňś£ ć şśńőćĺ£ţ šěőřěň 1 ĺ 2 ĺ ŕőśńěďŋĺľ ğăňěůăŋĺľ. Őšňěšĺň šăłęě, ůšő O(n) ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő ŋă ń¿ąőň čřăśśňăŋĺăŋě Gn;k (ő ůěň řěůĳ ŕőľďěš ŋěśłőńĳłő ŋĺęě) ĺ ŋă ňŋőęěśšćě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć ŕřőśšřăŋśšćă Rn:

Šěőřěňă 3. Ŕşśšĳ n ∈ N; S^{n−1} = {x ∈ R^n : |x| = 1} ěćłńĺďőćă śťěřă ĺ O(n) | őřšőčőŋăńĳŋă£ čřşŕŕă ŕřőśšřăŋśšćă Rn: Ŕşśšĳ, ďăńěě, — ĺ | ćěřő£šŋőśšŋżě ňěřż Ţăăřă, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋă Sn^{−1} ĺ O(n): Šőčďă

(7) ∀ x_0 ∈ Sn^{−1}; ∀ A ∈ B(Sn^{−1}) {T ∈ O(n) : T x_0 ∈ A} = — A:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő ćżšěłăěš ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ (5), őďŋăłő, ŕőńěğŋő řăğőąřăšĳś£ ś ďőłăğăšěńĳśšćőň ďń£ řăśśňăšřĺćăěňőčő łőŋłřěšŋőčő śńşůă£ ąőńěě ŕőďřőąŋő.

Őšőęďěśšćĺň őřšőčőŋăńĳŋş¿ čřşŕŕş ś śěňěľśšćőň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć ć ln_2 = (Rn; | · |) ĺ şśšřőĺň ŋěłőšőřőě őšőąřăęěŋĺě ˘; łőšőřőě, łăł ć ŕřĺňěřě

ĹŊĆĂŘĹĂŊŠŊŻĚ ŇĚŘŻ 49

1, ść£ęěš ňěřż Ţăăřă — ĺ : Ĺňěŋŋő, ğăťĺłśĺřşěň ć Rn ŕřőĺğćőńĳŋżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e^0 = {e^0_1; e^0_2; : : : ; e^0n} ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőňş őřšőčőŋăńĳŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A ∈ O(n) ąăğĺś Ae^0 = {Ae^0_1; Ae^0_2; : : : ; Ae^0n}: §śŋő, ůšő šăł őŕřěďěńěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě, őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ ~˘; ěśšĳ ąĺěłűĺ£, ĺ, ěśńĺ šěŕěřĳ şśšřőĺšĳ ěźě őšőąřăęěŋĺě : {őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě ąăğĺśż } → Sn^{−1}; śőŕőśšăćń££ łăęďőňş ąăğĺśş {fj }nj_{=1} ěčő ŕěřćżľ ¡ńěňěŋš f_1; šő śşŕěřŕőğĺűĺ£ ˘ = ~˘ ąşďěš £ćń£šĳś£ ťăłšőřőšőąřăęěŋĺěň ĺğ O(n) ŋă Sn^{−1} ś £ďřőň, ĺğőňőřťŋżň ŕőďčřşŕŕě O(n − 1) (čřşŕŕă O(n − 1) ćłńăďżćăěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ć O(n) łăł ŕőďčřşŕŕă ćśěţ ĺğőňěšřĺľ, őśšăćń£¿źĺţ ŋă ňěśšě ćěłšőř e^0_1 ).

Ŕřĺ şłăğăŋŋőľ ťăłšőřĺğăűĺĺ śťěřă Sn^{−1} ŕřěďśšăćń£ěšś£ łăł őďŋőřőďŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Sn^{−1} = O(n)=O(n − 1): Ŕřĺ ¡šőň, — = ˘(); ůšő ĺ ďőłăğżćăěš śőőšŋőÿěŋĺě (7) (ććĺďş ŕřőĺğćőńă ŕřĺ ćżąőřě ŕěřćőčő ćěłšőřă ć ąăğĺśě e^0; łăł, ćŕřőůěň, ĺ śăňőčő ¡šőčő ąăğĺśă). �

Ŕřĺňěř 3 (ňŋőčőőąřăğĺě Čřăśśňăŋă Gn;k ). Šőůłăňĺ čřăśśňăŋőćă ňŋőčőőąřă-

ğĺ£ Gn;k £ćń£¿šś£ k -ňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕřőśšřăŋśšćă R^n: Ěśšěśšćěŋŋőě

ďěľśšćĺě őřšőčőŋăńĳŋőľ čřşŕŕż O(n) ć ŕřőśšřăŋśšćě Rn ďăěš šřăŋğĺšĺćŋőě ďěľśšćĺě ěě ŋă śőćőłşŕŋőśšĺ ćśěţ k -ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć Rn; ĺ, šăłĺň őąřăğőň, Gn;k | őďŋőřőďŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őřšőčőŋăńĳŋőľ čřşŕŕż O(n):

Ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřőě k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ĺ ŋăľďěň ěčő čřşŕŕş ĺğőšřőŕĺľ (śň. őŕřěďěńěŋĺě 2). Ćżąěřěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć Rn śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŕěřćżě k ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă ńěęăš ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě F; ă őśšăńĳŋżě n−k ěňş őřšőčőŋăńĳŋż. Ćś£łă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, ŕěřěćőď£źă£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ć śěą£, ĺňěěš ć ¡šőň ąăğĺśě ąńőůŋő{ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď

k śšřőł { n−k śšřőł { ( A 0 0 B ) ; čďě A ∈ O(k); B ∈ O(n − k):

Ňż ŕőńşůăěň, šăłĺň őąřăğőň, Gn;k = O(n) = O(k)×O(n−k): Őšňěšĺň šăłęě őůěćĺďŋżľ ĺğőňőřťĺğň Gn;k ∼= Gn;n_−k; őśşźěśšćń£ěňżľ ŕěřěţőďőň ł őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺ£ň.

Ňŋőčőőąřăğĺě Čřăśśňăŋă Gn;k ňěšřĺğşěňő, łőňŕăłšŋő ĺ ść£ğŋő; ňěšřĺłş ŋă

Gn;k ňőęŋő ććěśšĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň:

ďń£ E; F ∈ Gn;k ȷ(E; F ) := sup x∈S^{n−1}∩E inf y∈S^{n−1}∩F |x − y| (¡šő | řăśśšő£ŋĺě Ţăşśďőřťă ňěęďş ěďĺŋĺůŋżňĺ ěćłńĺďőćżňĺ ÿăřăňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšć E ĺ F ; ŋăŕőňŋĺň, ůšő ůěřěğ | · | ňż őąőğŋăůăěň ěćłńĺďőćş ŋőřňş ć

R^n )._{Ŕő šěőřěňăň 1 ĺ 2, ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ Čřăśśňăŋă śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ĺŋćă-}

řĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćěřő£šŋőśšŋă£ ňěřă.

Ŋĺęě, ďń£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă F ŕřőśšřăŋśšćă Rn ůěřěğ S(F ) ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ěčő ěćłńĺďőćş śťěřş: S(F ) = Sn^{−1} ∩ F:

50 ŔĚŘĆŻĚ ČĚŐŇĚŠŘĹŮĚŚŁĹĚ ŊĚŠŘĹĆĹĂŃĲŊŐŚŠĹ

Šěőřěňă 4. Ŕşśšĳ n > 1 ĺ 1 < k 6 n: (1) Ěśńĺ f ∈ C(Sn^{−1}); šő (8) ∫ S^{n−1} f(t) d—(t) = ∫ F ∈Gn,k ∫ S(F )

f(t) d—F (t) d—(F ):

(2) Ďń£ łăęďőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă F_0 ∈ Gn;k ĺ ń¿ąőčő ąőřěńěćśłőčő ŕőďňŋőęěśšćă ˙ ňŋőęěśšćă Gn;k — ˙ = —{T ∈ O(n) : T F_0 ∈ ˙}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1) Ťĺłśĺřşěň T ∈ O(n) ĺ F ∈ Gn;k: Šőčďă (9) ∫ S(F )

f(t) d—F (t) = ∫ S(F )

T f(t) d—F (t) = = ∫ S(TF )

f(s) d—TF (s) = ∫ S( ~F )

f(t) d—_~F (t) (ć ŕőśńěďŋěň řăćěŋśšćě ňż ćśěčő ńĺÿĳ ŕěřěőąőğŋăůĺńĺ k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕő śťěřě łőšőřőčő ąěčăěš ŕěřěňěŋŋă£ s ).

Ĺğ (9) ćżšěłăěš, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ śőőšŋőÿěŋĺ£ (8) ćżůĺśń£ěšś£ łăł (f); čďě ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňěřş ŋă Sn^{−1}: Őůěćĺďŋő, ¡šă ňěřă ŋőřňĺřőćăŋă (ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ f = 11 ). Őśšăěšś£ ćśŕőňŋĺšĳ, ůšő ňěřă Ţăăřă ŋă Sn^{−1} ěďĺŋśšćěŋŋă.

Şšćěřęďěŋĺě 2) | ¡šő ŕřőśšő őąźěě śőőšŋőÿěŋĺě (5), ŕěřěŕĺśăŋŋőě ďń£ śńşůă£

K = Gn;k; G = O(n); A = ˙ , t0 = F0: �

ŊĂ ŚŤĚŘĚ 51

ČŃĂĆĂ 3. ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

§1. Ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőě ŋěřăćěŋśšćő ďń£ śťěřż ĺ ńěňňă Ńěćĺ Ŕşśšĳ n > 1: Ůěřěğ Sn^{−1} ğďěśĳ ĺ ćś¿ďş ďăńěě ňż őąőğŋăůăěň ěďĺŋĺůŋş¿ ěćłńĺďőćş śťěřş ć ŕřőśšřăŋśšćě Rn :

Sn^{−1} := { x = (x_1; x_2; : : : ; xn) : |x|^2 = n∑ k=1 |xk|^2 = 1 }

(ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż ďőčőćőřĺńĺśĳ ěćłńĺďőćş ŋőřňş ć Rn őąőğŋăůăšĳ šăłęě łăł ĺ ňőďşńĳ ůĺśńă; ŋăďő ŋăďě£šĳś£, ůšő ¡šő ŋĺ ć łőěň śńşůăě ŋě ŕřĺćěďěš ł ŋěďőřăğşňěŋĺ¿).

Ŋőřňĺřőćăŋŋş¿ ňěřş Ţăăřă (ćěřő£šŋőśšĳ Ţăăřă) | ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă Rn ňěřş | ňż ąşďěň (ŕő{łřăľŋěľ ňěřě ć ąńĺęăľÿĺţ ŕăřăčřăťăţ) őąőğŋăůăšĳ ŕřőśšő ůěřěğ — (ŋěš śňżśńă ŕřĺćěÿĺćăšĳ ł ¡šőňş śĺňćőńş řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă, šăł łăł ĺğ łőŋšěłśšă ąşďěš £śŋő, ő łăłĺţ řăğňěřŋőśš£ţ ĺďěš řěůĳ; ěśńĺ ć łăłőľ-šő ňőňěŋš ŋăň ŕőšřěąşěšś£ £ćŋő őšňěšĺšĳ, ŋă śťěřě łăłőľ řăğňěřŋőśšĺ ňż ŋăţőďĺňś£, šő ć šőš ňőňěŋš ňż őą ¡šőň ĺ śłăęěň). Őŕ£šĳ šăłĺ, őąžěň (ňěřş Ńěąěčă) ć ŕřőśšřăŋśšćě Rn ňż ŕő-ŕřěęŋěňş őąőğŋăůăěň ůěřěğ Vol; ŋě ĺśŕőńĳğş£ ŋĺłăłőčő ĺŋďěłśă, şłăğżćă¿źěčő ŋă řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă (ďăęě ěśńĺ őąžěň ňŋőęěśšć ąşďěš ćżůĺśń£šĳś£ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ řăğŋżţ řăğňěřŋőśšěľ), | ł ŋěďőřăğşňěŋĺ¿ ¡šő ŋĺ ć łőěň śńşůăě ŋě ŕřĺćěďěš.

Ć łăůěśšćě ňěšřĺłĺ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě Sn^{−1} ňż ćőğĳňěň čěőďěğĺůěśłş¿ ňěšřĺłş ȷ | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ šőůłăňĺ ŋă śťěřě ĺğňěř£ěšś£ łăł ďńĺŋă ďşčĺ őłřşęŋőśšĺ ąőńĳÿőčő łřşčă, śőěďĺŋ£¿źěľ ¡šĺ šőůłĺ, šő ěśšĳ ďń£ x; y ∈ Sn^{−1} řăśśšő£ŋĺě ȷ(x; y) ěśšĳ şčőń ňěęďş ŕř£ňżňĺ, śőěďĺŋ£¿źĺňĺ šőůłĺ x ĺ y ś ŋăůăńőň łőőřďĺŋăš (ňż ŋăćśěčďă ďőčőćăřĺćăěňś£, ůšő 0 ≤ ȷ(x; y) < ı ďń£ ćśěţ ŕăř x; y ∈ Sn^{−1} ). Śőőšćěšśšćş¿źĺě ğăňłŋşšżě ÿăřż ŋă Sn^{−1} (ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ śťěřż ś ŕőńşŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă Rn ) ňż ŋăğżćăěň ÿăŕłăňĺ ĺ őąőğŋăůăěň ůěřěğ B(x; „) ( x ∈ Sn^{−1} | űěŋšř, ă „ | řăďĺşś ÿăŕłĺ): B(x; „) := { y ∈ Sn^{−1} : ȷ(x; y) 6 „ } : Ďń£ ňŋőęěśšćă A ⊂ Sn^{−1} ěčő " -őłřěśšŋőśšĳ (" > 0) ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ A" : A" := { x ∈ Sn^{−1} : ȷ(x; A) ≤ " } (ŋěřăćěŋśšćő ŋěśšřőčőě!). Őšňěšĺň, ůšő ěśńĺ A | ÿăŕłă B(x; „); šő A" ěśšĳ ÿăŕłă B(x; „ + "):

Śńěďş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő, şśšăŋőćńěŋŋőě ć ŕőńŋőľ śćőěľ őąźŋőśšĺ ŋěňěűłĺň ňăšěňăšĺłőň Ě. Ÿňĺďšőň^{13} ć 1948 čőďş^{14}, ĺňěěš řěÿă¿źěě ğŋăůěŋĺě ŕőůšĺ ďń£ ćśěčő

© Řěľŋőć Őńěč Ĺćăŋőćĺů, 2005 13E. Schmidt, Die Brunn{Minkowski ungleichung, Math. Nachr., 1, (1948), 81{157. 14Ŕő-ćĺďĺňőňş, ĺňěěš śňżśń řěłőňěŋďőćăšĳ ŕřőśňőšřěšĳ őďĺŋ ĺğ "ŕěřćőĺśšőůŋĺłőć" [Ńěćĺ], ć łőšőřőň ďőśšăšőůŋő ŕőďřőąŋő, ţőš£ ĺ ŋě ŋă śăňőň śšřőčőň şřőćŋě, őąśşęďăěšś£ śőőšćěšśšćş- ¿źă£ ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłă£ ğăďăůă. Ŕőŕşšŋő ŋăŕőňŋĺň, ůšő łńăśśĺůěśłőě ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőě ŋěřăćěŋśšćő ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă R^n ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň: "śřěďĺ ÿăřőć ğăďăŋŋőčő őąžěňă ěćłńĺďőć ÿăř ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿş¿ ŕńőźăďĳ ŕőćěřţŋőśšĺ". Ąőńěě šőůŋş¿ ťőřňşńĺřőćłş ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőśńěďŋěčő ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć [Ąěřę, p.539].

52 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

ďăńĳŋěľÿěčő.

Šěőřěňă 1 (ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőě ŋěřăćěŋśšćő^{15} ). Ŕşśšĳ 0 < a < 1; " > 0;

A := { A ⊂ Sn^{−1} : —A = a } : Ňĺŋĺňşň minA_{∈A} —A" ďőśšĺčăěšś£, ŕřĺůěň ŋă ÿăŕłě

śőőšćěšśšćş¿źěľ ňěřż, šő ěśšĳ ŋă ňŋőęěśšćě A = B(x; „); čďě x ∈ Sn^{−1} | ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă (ć śĺńş ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ ňěřż), ă „ > 0 šăłőćő, ůšő — B(x; „) = a (ŕőśńěďŋĺň řăćěŋśšćőň „ őŕřěďěń£ěšś£ őďŋőğŋăůŋő). �

Śŋăůăńă ňż ŕřĺňěŋĺň ¡šş šěőřěňş ł śńşůă¿ a = 1=2; ć ¡šőň śńşůăě ÿăŕłă £ćń£ěšś£ ŕőńşśťěřőľ, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ňĺŋĺňşň ďőśšĺčăěšś£ ŋă ňŋőęěśšćě B(x; ı=2):

Ďăńěě ňż řăśśňăšřĺćăěň (ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő ć űěń£ţ şŕřőźěŋĺ£ őąőğŋăůěŋĺľ ć ďőłăğăšěńĳśšćăţ) ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n + 2 (őďŋăłő, ćśě ŋăÿĺ ďőčőćőřěŋŋőśšĺ őą őŕşśłăŋĺĺ ĺŋďěłśőć, şłăğżćă¿źĺţ ŋă řăğňěřŋőśšĳ, őśšă¿šś£ ć śĺńě). Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ŋăň ŕřĺčőďĺšś£ őąőğŋăůěŋĺě ďń£ őążůŋőľ ŕńőźăďĺ ŕőćěřţŋőśšĺ (ňěřż Ńěąěčă) ŋă śťěřě Sk (k ∈ N) : k -ňěřŋş¿ ŕńőźăďĳ ĺğňěřĺňőčő ňŋőęěśšćă B ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ |B|:

Śńěďśšćĺě 1. Ďń£ ń¿ąőčő " > 0; ďń£ ćś£łőčő ĺğňěřĺňőčő ňŋőęěśšćă A ⊂ Sn^{+1} ⊂ Rn^{+2} šăłőčő, ůšő — A > 1=2; ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő

— A" > 1 − √ ı 8 e^−

"^2n=2:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ďőłăğżćăěňőě ŋěřăćěŋśšćő ŋă ÿăŕłě B(ı=2) (= B(x; ı=2); x - ŕřőĺğćőńĳŋőě): Ĺňěěň:

— B(ı2 + ") = | | |B(ı2 + ") | | | |Sn^{+1}| = ∫ " −ı=2

cosn „ d„

∫ ı=_2

−ı=2

cosn „ d„ :

15Ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć śšăšĳě T.Figiel, J.Lindenstrauss, V.D. Milman, The dimension of almost spherical sections of convex bodies, Acta Mathematica, 139 (1977), 53{94, §8 | Appendix.

ĎĆĚ ŃĚŇŇŻ Ő ŁŐŊĚŮŊŻŢ ŚĚŠ§Ţ ĚĎĹŊĹŮŊŻŢ ŚŤĚŘ 53

Ŕőńőęĺň In :=

∫ ı=_2 0 cosn „ d„: Ŋěšřşďŋő ŕőłăğăšĳ (¡šő, łőŋěůŋő ęě, ŕřěłřăśŋő ĺğćěśšŋżľ ťăłš), ůšő nIn = (n − 1)In_{−2} (ďőśšăšőůŋő ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ ŕő ůăśš£ň), őšłşďă nInIn_{−1} = · · · = I_1I_0 = ı=2; ŕő¡šőňş nI^2n > nInIn_{+1} = ı 2 n n + 1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, nI^2n > 1 ŕřĺ n > 1 (ŕřĺ n = 1 ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ŕřőćěř£- ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő). Šăłĺň őąřăğőň, In > 1= √ n ďń£ ń¿ąőčő n > 1: Ŕřĺŋĺňă£ ¡šő ćő ćŋĺňăŋĺě, ŕőńşůăěň ďăńěě:

1 − — B(ı 2 + ") =

∫ ı=_2 " cosn „ d„ 2In = „=t=^√n

∫ ı^√n=_2

"^√n

cosn t√n dt 2In √ n 6^1_2^{∫ +∞}_{"√n} e^{−t2=2} dt:

Ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ŋěřăćěŋśšćőň cos t 6 e^−t^2=^2; śŕřăćěďńĺćżň ŕřĺ ćśěţ t ∈ [0; ı=2] (ťşŋłűĺ£ et^2=^2 cos t şążćăěš ŋă ¡šőň ŕřőňěęşšłě).

Ćśŕőňĺŋă£ ğŋăůěŋĺě ĺŋšěčřăńă İľńěřă{Ŕşăśśőŋă, őłőŋůăšěńĳŋő ĺňěěň:

1 − — B(ı 2 + ") 6 1 2 e^−

"^2n=2 ∫_{+∞} 0 e^−u^2=^2 du = 12 √ ı 2 e^−

"^2n=2 = √ ı 8 e^−

"^2n=2: �

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f ∈ C(S^k); k ∈ N: Ňěďĺăŋőľ (ĺńĺ śřěďŋĺň Ńěćĺ) ťşŋłűĺĺ f ŋăğżćăěšś£ šăłőě ěďĺŋśšćěŋŋőě ůĺśńő Mf ; ůšő — { x ∈ Sk : f(x) > Mf } > 1=2 ĺ — { x ∈ Sk : f(x) 6 Mf

} > 1=2:

Ěśńĺ f ∈ C(Sk) ĺ A = { x ∈ Sk : f(x) = Mf } ; šő, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, A" =

{f > Mf }_" ∩ {f 6 Mf }_" : Ŕő¡šőňş ĺğ śńěďśšćĺ£ 1 ňőňěŋšăńĳŋő ćżšěłăěš

Śńěďśšćĺě 2 (ńěňňă Ńěćĺ). f ∈ C(S^{n+1}); A =^{x ∈ S^{n+1} : f(x) = Mf^} ; " > 0 =⇒ — A" > 1 − √ ı=2 e^−"^2n=^2: �

Ńěňňă Ńěćĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šăł ŋăğżćăěňżľ "ťěŋőňěŋ łőŋűěŋšřăűĺĺ ňěřż ćőłřşč őďŋőčő, śřěďŋěčő, ğŋăůěŋĺ£ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ". Ňż ĺśŕőńĳğşěň ¡šş ńěňňş ć śńşůăě, łőčďă ťşŋłűĺ£ f ąşďěš ŋěłőšőřőľ ŋőřňőľ.

54 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

§2. Ďćě ńěňňż ő łőŋěůŋżţ śěš£ţ ěďĺŋĺůŋżţ śťěř Ńěňňă 1 (ő ňőźŋőśšĺ „ -śěšĺ). Ŕşśšĳ k ∈ N; X | ŕřőĺğćőńĳŋőě k -ňěřŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, S(X) | ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă ć X; 0 < „ < 1:

Śşźěśšćşěš „ -śěšĳ N ć S(X) ňőźŋőśšĺ |N| 6 ( 1 + 2 „ )k ; ć ůăśšŋőśšĺ,

|N| 6 exp^(k ln^3_„^) :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ć X ć łăůěśšćě N šăłőě ňăłśĺňăńĳŋőě ňŋőęěśšćő {xj}mj_{=1} ; ůšő (i) ∀ j = 1; m ‖xj ‖ 6 1 ĺ (ii) ∀ i; j = 1; m ‖xi − xj‖ > „:

Ććĺďş śćőěľ ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ, N | „ -śěšĳ. Ŕőśůĺšăěň, ŋăśłőńĳłő ćěńĺłő ¡šő ňŋőęěśšćő (ůěřěğ D(x; r) őąőğŋăůăěň ğăňłŋşšżě ÿăřż ć X řăďĺşśă r ś űěŋšřőň ć šőůłě x ): m⋃ j=1 D(xj ; „=2) ⊂ D(0; 1 + „=2); D(xj ; „=2) ∩ D(xi; „=2) = ∅ (i ≠ j):

Őšś¿ďă m („=2)k Vol (D(0; 1)) 6 (1 + „=2)k Vol (D(0; 1)) : � Ńěňňă 2. Ŕşśšĳ n; k ∈ N; k 6 n + 2; " > 0; f ∈ C(S^{n+1}): Őąőğŋăůĺň ůěřěğ Af ňŋőęěśšćő { x ∈ Sn^{+1} : f(x) = Mf } : Ŕşśšĳ, ďăńěě, E | łăłőě{ńĺąő k - ňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć Rn^{+2}: Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőęěśšćă N ⊂ E∩Sn^{+1} ňőźŋőśšĺ |N| < √ 2=ı e"^2n=^2 śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě T ∈ O(n + 2); ďń£ łőšőřőčő T N ⊂ Af" :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş Ńěćĺ, ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő x ∈ N ŕőńşůăěň (ňż ŕřĺňěŋ£ěň őďŋő ĺ šő ęě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ňěř Ţăăřă ŋă řăğńĺůŋżţ łőňŕăłšăţ): — { T ∈ O(n + 2) : T x ∈ Af" } = — Af" > 1 − √ ı 2 e^−

"^2n=2 > 1 − 1 |N|; šăł ůšő — { T ∈ O(n + 2) : T x ∈ Af" ; ∀ x ∈ N } > 0: Ć ůăśšŋőśšĺ, ţőš£ ąż őďĺŋ őŕěřăšőř ś ŋěőąţőďĺňżňĺ śćőľśšćăňĺ ŋăľďěšś£. �

Ć łăłĺţ śĺšşăűĺ£ţ ąşďşš ŕřĺňěŋ£šĳś£ ¡šĺ ńěňňż ĺ łăłĺě ćőğňőęŋőśšĺ ňż ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůăěň?

Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřş¿ ŋěŕřěřżćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f ŋă śťěřě Sn^{+1}: Ŕşśšĳ !f őąőğŋăůăěš ňőďşńĳ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ f; šő ěśšĳ ďń£ " > 0

!f (") = sup

s;t∈S^{n+1} ȷ(s;t)6"

|f(t) − f(s)|:

ĎĆĚ ŃĚŇŇŻ Ő ŁŐŊĚŮŊŻŢ ŚĚŠ§Ţ ĚĎĹŊĹŮŊŻŢ ŚŤĚŘ 55

Łăł ĺ ćżÿě, ňż őąőğŋăůăěň ůěřěğ Af ňŋőęěśšćő { x ∈ Sn^{+1} : f(x) = Mf } : Ğăťĺłśĺřşěň ďćă ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśńă " > 0 ĺ „ > 0; ĺ ŕşśšĳ k | ŋěłőšőřőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő (ŋĺęě ňż ćżąěřěň ěčő ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš " ĺ „ ).

Ěśńĺ E_0 | k -ňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć Rn^{+2}; šő, ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş 1, ňż ňőęěň ćżąřăšĳ ŋă (ěćłńĺďőćőľ) śťěřě S(E_0) := E_0 ∩ Sn^{+1} ďőśšăšőůŋő ňăńş¿ (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš řăğňěřŋőśšĺ E_0 ) „ -śěšĳ N: Ěśńĺ ňőźŋőśšĳ ¡šőľ śěšĺ ŋě őůěŋĳ ćěńĺłă (őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ¡šş ňőźŋőśšĳ ďăěšś£ ć ńěňňě 2), šő ňż ňőęěň őřšőčőŋăńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŕřőśšřăŋśšćă Rn^{+2} "ğăčŋăšĳ" śěšĳ ć ŋěłőšőřőě k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E; šőůŋěě, ŋă ěčő śťěřş S(E); šăłĺň śŕőśőąőň, ůšő ćś£ śěšĳ ŕőŕăďěš ć " -őłřěśšŋőśšĳ Af" ňŋőęěśšćă Af ĺ, ěśšěśšćěŋŋő, őśšăŋěšś£ „ -śěšĳ¿ (ŋă ¡šőš řăğ ć S(E) ). Šěŕěřĳ, ŋă ¡ńěňěŋšăţ ŋőćőľ śěšĺ, őůěćĺďŋő, ąşďşš ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćă |f − Mf | 6 !f (") ĺ |f − Mf | 6 !f („); ĺ ěśńĺ x ∈ S(E); šő, ćżąřăć „ -ąńĺğłĺľ ł x ¡ńěňěŋš śěšĺ y; ňż ąşďěň ĺňěšĳ: |f(x) − Mf | 6 |f(x) − f(y)| + |f(y) − Mf | 6 !f („) + !f ("): Őśšăńőśĳ şšőůŋĺšĳ ćżąőř řăğňěřŋőśšĺ k; ďń£ łőšőřőľ ŕřőľďşš ŕřőćěďěŋŋżě šőńĳłő ůšő řăśśşęďěŋĺ£.

Ůšőąż ňőęŋő ążńő ŕřĺňěŋĺšĳ ńěňňş 2 ć ¡šĺţ řăśśşęďěŋĺ£ţ, ďőśšăšőůŋő ĺňěšĳ „ -śěšĳ ć E_0 ňőźŋőśšĺ, śšřőčő ňěŋĳÿěľ, ůěň √ 2=ı exp("^2n=2): Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŋă śťěřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E_0 ňż ňőęěň ŋăľšĺ „ -śěšĳ ňőźŋőśšĺ ŋě ąőńěě exp(k ln(3=„)): Ěśńĺ ňż ćőğĳňěň łăłőě-ńĺąő k šăłĺň, ůšőąż ążńő ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő exp("^2n=2 − k ln(3=„)) > √ ı=2; ĺńĺ k ln(3=„) < "^2n=2 − ln √ ı=2; ŕő£ć£šś£ ćśě şśńőćĺ£ ďń£ ŕřĺňěŋěŋĺ£ ŋăÿĺţ ńěňň ĺ ďń£ řěăńĺğăűĺĺ ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě řăśśşęďěŋĺľ. Ŕő¡šőňş, ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ (śůĺšă£ „ ňěŋĳÿĺň ěďĺŋĺűż) k; ŋě ŕřěćőśţőď£źĺň ůĺśńă ("^2n=2) (ln(3=„))^{−1} − 1; ĺ, šăłĺň őąřăğőň, k ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋő šăł, ůšő k > ("^2n=2) (ln(3=„))^{−1} − 2: Ŕőśńěďŋěě ůĺśńő ćżčń£ďĺš ŋě őůěŋĳ łőňŕăłšŋő, ŕő¡šőňş ňż ğăňěŋĺň ěčő ŋă ŋěśłőńĳłő ňěŋĳÿěě, ŋő ĺňě¿źěě ąőńěě ŕřĺ£šŋżľ ćĺď: ŕřĺ k > 0

k = kk + 2 (k + 2) > 13 "^2n2 1ln(3=„) = "^2n6 1ln(3=„)) :

Ŕőęăńşľ, śšőĺš řěğ¿ňĺřőćăšĳ ćśě, ůšő ążńő śłăğăŋő ć ćĺďě őšďěńĳŋőčő şšćěřęďěŋĺ£.

Śńěďśšćĺě 1. Ďń£ ŋăšşřăńĳŋőčő n ∈ N ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ " > o; „ > 0 ŕşśšĳ

K = K("; „; n) := [ "^2n 6 1 ln 3=„ ] : Ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ C(Sn^{+1}); ďń£ ń¿ążţ ůĺśěń "; „ > 0; 0 < „ < 1; śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E ⊂ Rn^{+2} ĺ „ -śěšĳ N ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě S(E) = E ∩ Sn^{+1}; ůšő

(1) dim E > K;

(2) ∀ x ∈ N |f(x) − Mf | 6 !f ("); (3) ∀ x ∈ S(E) |f(x) − Mf | 6 !f (") + !f („): �

56 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ğăňěšĺň, ůšő (łăł ćĺďŋő ĺğ ĺğńőęěŋŋżţ řăśśşęďěŋĺľ) (1) ćńěůěš (2), ŋő ňż ŕőňěśšĺńĺ şšćěřęďěŋĺ£ (2) ć ťőřňşńĺřőćłş ć śĺńş ěčő ćăęŋőśšĺ (ćśě-šăłĺ ć (2) ĺňěěšś£ őűěŋłă ąńĺğőśšĺ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ f ł ěě śřěďŋěňş ŕő Ńěćĺ ğŋăůěŋĺ¿ ŋă ćśěľ śťěřě ěćłńĺďőćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E ).

Őśŋőćŋőě ŕřĺňěŋěŋĺě ńěňň 1 ĺ 2 ąşďěš őšŋőśĺšĳś£ ł śńşůă¿, łőčďă ťşŋłűĺ£ f £ćń£ěšś£ ŋěłőšőřőľ ŋőřňőľ p (ł ŕřĺňěřş, šăłőľ łăł ‖ · ‖_∞ ) ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn (ĺńĺ, ěśńĺ şčőďŋő, ŋă Rn^{+2} ). Łăł ŕőłăğżćăěš śńěďśšćĺě 1, ć ¡šőň śńşůăě ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ p ŋě őůěŋĳ śĺńĳŋő őšńĺůăěšś£ őš śćőěčő śřěďŋěčő (ŕő Ńěćĺ) ğŋăůěŋĺ£. Ěśńĺ ŋăň şďăśšś£ ŕőłăğăšĳ, ůšő ¡šő śřěďŋěě (ňěďĺăŋă) ňăńő őšńĺůăěšś£ őš ěćłńĺďőćőľ ŋőřňż ŋă şłăğăŋŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě, šő ňż ŕőńşůĺň "ąőńĳÿőě" ěćłńĺďőćő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (Rn; p): Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ňż ďőłăęěň śşźěśšćőćăŋĺě "ŕőůšĺ ěćłńĺďőćă" śěůěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ ěďĺŋĺůŋőčő ÿăřă ŕřőśšřăŋśšćă (Rn; p): Ł ¡šőňş ňż ĺ ŕřĺśšşŕăěň.

§3. Šěőřěňă ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

Šěőřěňă 1 (ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă). Ŕşśšĳ "; „ ∈ (0; 1); ‖ · ‖ | ŋěłőšőřă£ ŋőřňă ć Rn^{+2} ĺ M | ěě śřěďŋěě ŕő Ńěćĺ (ňěďĺăŋă) ŋă śťěřě Sn^{+1}: Ŕşśšĳ, ďăńěě, b > 0 šăłőćő, ůšő ďń£ ćśěţ x ∈ Rn^{+2} śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

‖x‖ 6 b |x|: Šőčďă ć R^{n+2} ňőęŋő ćżąřăšĳ k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E; čďě k >^{[ "2n}_6^1_{ln 3=„}^] ; ă ć S(E) = S^{n+1} ∩ E | „ -śěšĳ N; łőšőřżě őąńăďă¿š

śćőľśšćăňĺ:

1) ∀ x ∈ N | ‖x‖ − M| 6 b "; 2) ∀ x ∈ S(E) | ‖x‖ − M| 6 b (" + „):

Ŋěśňőšř£ ŋă šő, ůšő ćšőřőě śćőľśšćő ěśšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőě śńěďśšćĺě ŕěřćőčő, ĺňěŋŋő şšćěřęďěŋĺě 2) ĺ ěśšĳ őśŋőćŋőľ ťăłš, şśšăŋăćńĺćăěňżľ ć ¡šőľ šěőřěňě ĺ ŕřĺňěŋ£ěňżľ ćś¿ďş ďăńěě.

Ğăňěůăŋĺě 1. Ŕőğęě ňż ąşďěň ąřăšĳ ďőśšăšőůŋő ňăńżě ůĺśńă "^′ > 0 ĺ „ > 0; ĺ ć łăůěśšćě " > 0 | ůĺśńő M"^′=b (šăł, ůšőąż ĺğąăćĺšĳś£ őš b ĺ őśšăšĳś£ ŋăěďĺŋě ś ňěďĺăŋőľ, | šőčďă ćś£ ŕřőąńěňă ő ćżąőřě ąőńĳÿĺţ ěćłńĺďőćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć śćěďěšś£ ł őűěŋłě ňěďĺăŋż); ŕřĺ ¡šőň ć śńşůăě šăłĺţ " ŋĺůěčő, ŕő śşźěśšćş, őš ćżąőřă „ ğăćĺśěšĳ ŋě ąşďěš.

Ůšőąż ŕőłăğăšĳ, łăłőčő řőďă šěţŋĺłă ňőęěš ążšĳ ŕřĺňěŋěŋă ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ŕőďőąŋżţ šěőřěň, ňż ŕřĺćěďěň ďćă śőćěřÿěŋŋő řăğńĺůŋżţ ďőłăğăšěńĳśšćă, ŕřĺ ¡šőň ćő ćšőřőň ďőłăğăšěńĳśšćě ňż őčřăŋĺůĺňś£ šőńĳłő ŕřőćěřłőľ čńăćŋőčő śćőľśšćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E; ă ĺňěŋŋő, śćőľśšćă 2) (ŕřĺ ¡šőň ňż ŕőńşůĺň šş ęě ŕő ŕőř£ďłş, ůšő ĺ ć šěőřěňě, őűěŋłş ďń£ k; ŋő ŋěśłőńĳłő őšńĺůă¿źş¿ś£ ŕő ťőřňě ); ůšő łăśăěšś£ ŕěřćőčő śćőľśšćă, šő šăň ňż ŕőńşůĺň ěčő őśńăąńěŋŋżľ ćăřĺăŋš, ćŕőńŋě ŕřĺčőďŋżľ ďń£ ćśěţ ďăńĳŋěľÿĺţ ŕřĺńőęěŋĺľ.

ŠĚŐŘĚŇĂ Ő ĆŻĄŐŘĚ k -ŇĚŘŊŐČŐ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ 57

Ŕěřćőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ŕőńőęĺň f(x) := ‖x‖ ďń£ x ∈ Sn^{+1} ĺ ŕřĺňěŋĺň ł ¡šőľ ťşŋłűĺĺ f śńěďśšćĺě 1 ĺğ ŕřěďżďşźěčő řăğďěńă. Ćőğŋĺłă¿źĺě ŕő ¡šőňş śńěďśšćĺ¿ ŕřőśšřăŋśšćő E ĺ „ -śěšĳ N őąńăďă¿š śćőľśšćăňĺ 1) ĺ 2) šěőřěňż 1, šăł łăł ďń£ ń¿ążţ x; y ∈ S(E) ‖x − y‖ 6 b |x − y| 6 b ȷ(x; y) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ łőńěąăŋĺ£ ťşŋłűĺĺ f ŋă śťěřě S(E) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő !f (‹) 6 b ‹; ‹ > 0: �

Ğăňěůăŋĺě 2. Ŋěğŋăůĺšěńĳŋő şňěŋĳÿă£ k (ŋăŕřĺňěř, řăśśňăšřĺćă£ ğŋăůěŋĺ£ k ≈ [ "^2n=6 ] ), ňőęŋő ďőąĺšĳś£, ŋăŕřĺňěř, šőčő, ůšő šěőřěňă 1 ćěřŋă ďń£ ďćşţ řăğńĺůŋżţ ŋőřň ‖·‖_1 ĺ ‖·‖_2 ś ćżąőřőň őďŋőčő k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E:

Ğăňěůăŋĺě 3. Ŋă śăňőň ďěńě, řăśśňăšřĺćă£ řăğňěřŋőśšĺ k ŕőř£ďłă k ≈ [ "^2n 6 1 ln(3=„) ] ; k -ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć E ś şłăğăŋŋżň ć šěőřěňě 1 śćőľśšćőň ňőęŋő ćżąřăšĳ ďőśšăšőůŋő ňŋőčő: ćśŕőňĺŋă£ ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďśšćĺ£ 1 ĺ ńěňňż 2 ĺğ ŕřěďżďşźěčő řăğďěńă, ňż ćĺďĺň, ůšő ć śńşůăě šăłĺţ k

— {B ⊂ Gn+2;k : ğăłń¿ůěŋĺě šěőřěňż 1 ćěřŋő ďń£ E ∈ B} > 1 −^{√ ı}_2 e^{−"2n=3}:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 2 ĺśŕőńĳğşěšś£ őűěŋłă

(1) — { T ∈ O(n + 2) : T x ∈ Af" } = — Af" > 1 − √ ı 2 e^−

"^2n=2 > 1 − 1 |N|; ĺ, ěśńĺ k šăłőě, łăł şłăğăŋő ć ŋăůăńě ğăňěůăŋĺ£, šő ć ńěňňě 1

|N| 6 exp^(k ln^3_„^) 6 exp^{( "2n}_6^1_{ln 3=„} ln^3_„^) 6 exp^{("2n}_6^) :

Ŕő¡šőňş ć ďőłăğăšěńĳśšćě ńěňňż 2 ćňěśšő (1) ąşďěš — { T ∈ O(n + 2) : T x ∈ Af"

} > 1 −^1_{|N|}^{√ ı}_2 exp^(−"^2n=2^) exp^{( "2n}_6^) =

= 1 − √ ı 2 e^−

"^2n=3 1 |N| ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, — { T ∈ O(n + 2) : T x ∈ Af" ∀x ∈ N

} > 1 −^{√ ı}_2 e^{−"2n=3}:

58 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Łăęďżľ őŕěřăšőř T ďăěš ŋăň ŕřőśšřăŋśšćő E śő śćőľśšćăňĺ ĺğ šěőřěňż 1. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő ŕő¡šőňş

— {B ⊂ Gn+2;k : ğăłń¿ůěŋĺě šěőřěňż 1 ćěřŋő ďń£ E ∈ B} > > —^{T ∈ O(n + 2) : T x ∈ A^f_" ∀x ∈ N^} > 1 −^{√ ı}_2 e^{−"2n=3}:

Ćšőřőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ďń£ ŋăÿĺţ űěńěľ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő n ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő, | ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ řăğňěřŋőśšĺ k > 6: Ňż ŕőłăęěň, ůšő ŋăľďěšś£ k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E; ďń£ łőšőřőčő ňŋőęěśšćő

A" := { x ∈ Sn^{+1} : ‖x‖ = M } " ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě ś ń¿ąőľ ÿăŕłőľ B(„) řăďĺşśă „; ńěęăźěľ ŋă śťěřě S(E) = E ∩ Sn^{+1}; łőšőřş¿ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ěćłńĺďőćş śťěřş Sk^{−1}: Ŕőśńě ¡šőčő ŋěšřşďŋő ąşďěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ E ∩ A" ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě 2) šěőřěňż 1.

Ŕşśšĳ śŋăůăńă E | ŕřőĺğćőńĳŋőě k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć Rn^{+2}; 0 < „ < 1 ĺ B(„) | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ÿăŕłă ŋă śťěřě Sk^{−1} = S(E): Łăł őążůŋő, — őąőğŋăůăěš ćěřő£šŋőśšĳ Ţăăřă (śěľůăś | ŋă ¡šőľ śťěřě), ă śĺňćőń |D| | ňěřş Ńěąěčă (ŕńőźăďĳ ŕőćěřţŋőśšĺ) ĺğňěřĺňőčő ňŋőęěśšćă D ⊂ Sk^{−1}: Őűěŋĺň śŋĺğş ćěńĺůĺŋş — B(„:)

— B(„) =

|Sk^{−2}| ∫ „ 0 sink^{−2} ’ d’ |Sk^{−1}| = = |Sk^{−2}| ∫ „ 0 sink^{−2} ’ d’

|Sk^{−2}| · 2

∫ ı=_2 0 sink^{−2} ’ d’ = ∫ „ 0 sink^{−2} ’ d’ 2 Ik_{−2} > „ 2 sink^{−2} „_2 2 Ik_{−2} :

Ůěřěğ Ik_{−2} ňż őąőğŋăůĺńĺ ĺŋšěčřăń

∫ ı=_2 0 sink^{−2} ’ d’: Ŋĺęě ňż ŕřőďőńęĺň őűěŋłş ňěřż ÿăŕłĺ, ă śěľůăś ŕőśňőšřĺň, śşźěśšćşěš ńĺ k -ňěřŋőě E; ďń£ łőšőřőčő ňěřă — (E ∩ A") ďőśšăšőůŋő ćěńĺłă.

ŠĚŐŘĚŇĂ Ő ĆŻĄŐŘĚ k -ŇĚŘŊŐČŐ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ 59

Ŕő ńěňňě Ńěćĺ, — A" > 1 − √ ı=2 exp ( −"^2n=2 ) : Šăł łăł ďń£ ąőřěńěćśłĺţ ťşŋłűĺľ f ŋă śťěřě Sn^{+1} ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě (2) ∫ S^{n+1}

f(x) d—(x) = ∫ Gn+2,k ∫ S(E) E∈Gn+2,k f(x) d—E (x) d—(E);

šő őŋő śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ fflA_ε ňŋőęěśšćă A": Ďń£ ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ńěćă£ ůăśšĳ ć (2) řăćŋ£ěšś£ ňěřě — A"; ĺ ŕő¡šőňş ĺŋšěčřăń ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 1 − √ ı=2 exp ( −"^2n=2 ) : Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő ŋăľďěšś£ ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋő ŕřőśšřăŋśšćő E ∈ Gn_{+2};k;

ďń£ łőšőřőčő ćŋşšřěŋŋĺľ ĺŋšěčřăń ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 1− √ ı=2 exp ( −"^2n=2 ) ; šő ěśšĳ ∫ S(E) fflA^ε d—E(x) = ∫ E∩Aε d—E(x) = — (E ∩ A") > 1 − √ ı=2 exp ( −"^2n=2 ) (¡šő ńěčłő şćĺďěšĳ, řăśśşęďă£ őš ŕřőšĺćŋőčő). Šěŕěřĳ, őąžěďĺŋ££ őűěŋłĺ ďń£ — B(„) ĺ ŕőśńěďŋ¿¿, ŕőńşůăěň: ďń£ šőčő, ůšőąż ŕěřěśěłăńĺśĳ ňŋőęěśšćă A" ∩ E ĺ B(„); ďőśšăšőůŋő ćżŕőńŋěŋĺ£ ŋěřăćěŋśšćă „ 4 sink^{−2} „ 2 Ik_{−2} + 1 − √ ı=2 exp ( −"^2n=2 ) > 1:

Ŕőśňőšřĺň, ŕőďőľďěš ńĺ ŋăň řăğňěřŋőśšĳ k; şłăğăŋŋă£ ć şśńőćĺ£ţ šěőřěňż. Ňż şęě őűěŋĺćăńĺ śćěřţş ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě śńěďśšćĺ£ 1 ĺğ ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőčő ŋěřăćěŋśšćă ĺŋšěčřăń In (ć šőň ďőłăğăšěńĳśšćě ŋăďő ćğ£šĳ " = 0 ) ĺ, ţőš£ £ćŋő ¡šő ĺ ŋě ążńő ćżŕĺśăŋő, ŕőńşůĺńĺ: In 6 √ ı=(2n): Ŕő¡šőňş „ 4 sink^{−2} „ 2 Ik_{−2} > „ 4 ( 2 ı )k_{−2} ( „ 2 )k_{−2} √ 2(k − 2) ı : Ŋăň ŋăďő, ůšőąż ŕřăćă£ ůăśšĳ ŕőśńěďŋěčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ążńă śšřőčő ąőńĳÿě ůĺśńă √ ı=2 exp ( −"^2n=2 ) ; šő ěśšĳ ďőśšăšőůŋő ŕőńşůĺšĳ śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő 1 2 ( „ ı )k_{−1} √

k − 2 > exp ( −"^2n=2 ) ; ĺńĺ exp [ (k − 1) ln „ı + ln √ k − 2 2 ] > exp ( −"^2n=2 ) ; šő ěśšĳ (k − 1) ln (ı=„) − ln ( √ k − 2=2) < "^2n=2: Šăł łăł k > 6; šő ďń£ ćżŕőńŋěŋĺ£ ŕőśńěďŋěčő śőőšŋőÿěŋĺ£ ďőśšăšőůŋő ĺňěšĳ śńěďş¿źěě ŋěśšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő: k ln (ı=„) 6 "^2n=2: Ŋő śřěďĺ šăłĺţ ůĺśěń k ŕřĺśşšśšćşěš ůĺśńő K := [ e^2n 2 1 ln (4=„) ] :

60 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ĺšăł, ć łăęďőľ ÿăŕłě B(„) őą£ğăšěńĳŋő ŋăľďěšś£ ţőš£ ąż őďŋă šőůłă ĺğ A": Ŕřőćěřĺň śŕřăćěďńĺćőśšĳ şšćěřęďěŋĺ£ 2) ŋăÿěľ šěőřěňż. Ŕşśšĳ x ∈ S(E) ĺ y ∈ B(x; „) ∩ A": Šőčďă | ‖x‖ − M| 6 | ‖x‖ − ‖y‖ | + |M − ‖y‖ | 6 b „ + b "; ůšő ďőłăğżćăěš 2).

Ňż ńěčłő ňőęěň ŕőńşůĺšĳ ĺ şšćěřęďěŋĺě 1), ŋő ś ŋěśłőńĳłő ąőńěě ŕńőţőľ śěšĳ¿: ĺğ šőčő, ůšő ń¿ąă£ ÿăŕłă B(„) ŕěřěśěłăěšś£ ś A" śřăğş ćżšěłăěš, ůšő ŋăľďěšś£ 2 „ -śěšĳ, őąńăďă¿źă£ śćőľśšćőň 2). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďőśšăšőůŋő ŕőłřżšĳ śťěřş S(E) łőŋěůŋżň ŋăąőřőň „ - ÿăŕőł ĺ ćżąřăšĳ ć łăęďőľ ĺğ ŋĺţ ŕő šőůłě, ŕřĺŋăďńěęăźěľ ňŋőęěśšćş A": Ŋőćżľ ŋăąőř šőůěł (şęě ĺğ A" ) ąşďěš 2 „ -śěšĳ¿ ĺ ŋă ¡šĺţ šőůłăţ x; őůěćĺďŋő, | ‖x‖ − M| 6 b ": Ćŕřőůěň, ¡šőčő ŕőńşůěŋŋőčő ťăłšă ő śşźěśšćőćăŋĺĺ ţőřőÿěľ 2 „ -śěšĺ ćŕőńŋě ďőśšăšőůŋő ďń£ ćśěţ ďăńĳŋěľÿĺţ ŕřĺňěŋěŋĺľ (¡šő ąşďěš ćĺďŋő şęě ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďş¿źěľ šěőřěňż) � Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ 0 < „ < 1; ‖ · ‖ | ŋěłőšőřă£ ŋőřňă ŋă R^m (m ∈ N); M | ěě ňěďĺăŋă. Ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőľ (| · |;„)-śěšĺ N ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě Sm ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ∀ x ∈ N | ‖x‖ − M | 6 ¸;

čďě ¸ > 0; šő ŋă ćśěľ śťěřě Sm ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě

∀ x ∈ Sm 1 − 2„1 − „ M − ¸1 − „ 6 ‖x‖ 6 11 − „ (M + ¸):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš x ∈ Sm ĺ ćżąěřěň ďń£ ŋěčő šăłőľ x_1 ∈ N; ůšő ¸_2 := |x − x_1| 6 „: Ďăńěě, ŋăľďěň x_2 ∈ N; ďń£ łőšőřőčő | | | | x − x_1 |x − x_1|

− x_2 | | | | 6 „ ĺ ŕőńőęĺň ¸3 := |x−x1−¸2 x2|: Šěŕěřĳ ćżąěřěň šăłőľ x3 ∈ N; ůšő | | | x − x_1 − ¸_2 x_2 |x − x_1 − ¸_2 x_2| − x^3 | | | 6 „ ĺ ŕőńőęĺň ¸4 := |x − x1 − ¸2 x2 − ¸3 x3; | ĺ š.ď..

Ňż ŕőńşůĺň řăğńőęěŋĺě ¡ńěňěŋšă x ć śţőď£źĺľś£ ř£ď:

(3) x = x_1 + ¸_2 x_2 + ¸_3 x_3 + : : : ; xk ∈ N; |¸k| 6 „k^{−1}; k = 1; 2; 3; : : :

Őűěŋłĺ śćěřţş ďń£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ć (3) ćěřŋż ŕő śńěďş¿źĺň śőőąřăęěŋĺ£ň:

¸k_{+1} = ¸k | | | | x − x_1 − ¸_2 x_2 − · · · − ¸k xk_{−1} |x − x_1 − ¸_2 x_2 − · · · − ¸k_{−1} xk_{−1}|

− xk | | | | 6 ¸k „

(ć ğŋăňěŋăšěńě łăł řăğ ĺ śšőĺš ¸k ).

Ŕőśłőńĳłş ďń£ ćśěţ y ∈ N ‖y‖ 6 (M + ¸); šő ‖x‖ 6 (M + ¸) ∑_∞ k=1 ¸k 6 (M + ¸)=(1 − „): Őąřăšŋő, ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő, ŕő şśńőćĺ¿, ‖y‖ > M − ¸ ďń£ ćśěţ y ∈ N ĺ šěň, ůšő |x − x_1| = | ∑_∞ k=2 ¸k xk| 6 (M + ¸) „=(1 − „); ŕő ŋěřăćěŋśšćş šřěşčőńĳŋĺłă ŕőńşůăěň:

‖x‖ > ‖x1‖ − ‖x − x1‖ > (M − ¸) −^„_{1 − „} (M + ¸) =^{1 − 2„}_{1 − „} M −^¸_{1 − „} : �

ŠĚŐŘĚŇĂ Ő ĆŻĄŐŘĚ k -ŇĚŘŊŐČŐ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ 61

Ŕşśšĳ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn^{+2} ğăďăŋă ŋěłőšőřă£ ŋőřňă ‖ · ‖ ĺ ŕşśšĳ ‖x‖ 6 b |x| ďń£ ćśěţ x ∈ Rn^{+2}; čďě b > 0 | ŋěłőšőřőě ťĺłśĺřőćăŋŋőě ůĺśńő. Ŋăÿă ąńĺęăľÿă£ űěńĳ | ŕřĺňěŋĺšĳ řăğřăąőšăŋŋş¿ šěţŋĺłş ĺ ŕőńşůěŋŋżě ŕěřćżě řěğşńĳšăšż ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ć ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (Rn^{+2}; ‖ · ‖) "ŕőůšĺ ěćłńĺďőćă" (ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ řăśśšő£ŋĺ£ Ąăŋăţă{Ňăğşřă) ŕőďŕřőśšřăŋśšćă łăł ňőęŋő ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ. Ďń£ ¡šőčő ňż ŕřĺňěŋĺň šěőřěňş ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ĺ šőńĳłő ůšő şśšăŋőćńěŋŋş¿ ńěňňş (ňż ŋăľďěň k -ňěřŋőě E ĺ ďőśšăšőůŋő ţőřőÿş¿ „ -śěšĳ ŋă S(E) ĺ, ğŋă£ ŕőćěďěŋĺě ŋőřňż ‖ · ‖ ŋă ¡ńěňěŋšăţ ćżąřăŋŋőľ śěšĺ, ŕőńşůĺň ţőřőÿĺě őűěŋłĺ ďń£ ¡šőľ ŋőřňż ŋă ćśěľ śťěřě).

Ĺňěŋŋő, ťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ‹ (őŋő ąşďěš ğăďăćăšĳ ąńĺğőśšĳ ćżąĺřăěňőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ł ěćłńĺďőćş). Ŕő ¡šőňş ůĺśńş ‹ ňż ŋĺęě ŋăľďěň ďőśšăšőůŋő ňăńżě ůĺśńă „ > 0 ĺ "^′ > 0 (ŕőłă ğăťĺłśĺřşěň őąőğŋăůěŋĺ£, ă šőůŋżľ ćżąőř ¡šĺţ ůĺśěń ŕřőĺğćěďěň ŋěśłőńĳłő ŕőğęě). Ŕőńőęĺň " := M"^′=b ĺ ŕřĺňěŋĺň ł ŋăąőřş (Rn^{+2}; ‖ · ‖; b; "^′; „) šěőřěňş ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ŕőńşůĺň:

śşźěśšćşěš šăłőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E ⊂ Rn^{+2}; ůšő

k := dim E > "^2n 6 1 ln 3=„

= C(‹ ) ( M b )_2 n; ŕřĺůěň ďń£ ¡ńěňěŋšőć ŋěłőšőřőľ „ -śěšĺ N ⊂ S(E) = E ∩ Sn^{+1} ćżŕőńŋ£- ¿šś£ ŋěřăćěŋśšćă | ‖x‖ − M | 6 b "; čďě M |ňěďĺăŋă ŋőřňż ‖ · ‖:

Ğďěśĳ ůěřěğ C(‹) ňż őąőğŋăůĺńĺ ŋěłőšőřş¿ ŕőśšő£ŋŋş¿, ć łőšőřőľ, ć ůăśšŋőśšĺ, śőąřăńĺ ćśě, ůšő ść£ğăŋő ś „ ĺ "^′ , ĺ łőšőřă£ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ‹ , ŋő ŋĺłăł ŋĺ őš řăğňěřŋőśšĺ n (ŋăŕőňŋĺň, ůšő "^′; „ ćżąĺřă¿šś£ šőńĳłő ŕő ‹; ĺ śěľůăś ňż ğăćěřÿĺň ĺţ ćżąőř; ŕřĺ ¡šőň ś şňěŋĳÿěŋĺěň ¡šĺţ ůĺśěń C(‹) łőŋěůŋő ęě šőęě ąşďěš şňěŋĳÿăšĳś£, ŋő ŕő ŕřěęŋěňş őŋă ąşďěš ğăćĺśěšĳ ńĺÿĳ őš ‹ ).

Ŕřĺňěŋĺň šěŕěřĳ ńěňňş 1 ś ¸ := b ": Ňż ŕőńşůĺň, ůšő ďń£ ćśěţ x ∈ S(E)

1 − 2„ 1 − „ M

− b " 1 − „ 6

‖x‖ 6^1_{1 − „} (M + b "); ĺńĺ (4) 1 − 2„ 1 − „ M

− M "^′1 − „ 6 ‖x‖ 6 11 − „ (M + M "^′):

Ćżąĺřă£ ć ŕőśńěďŋĺţ śőőšŋőÿěŋĺ£ţ "^′ ĺ „ ďőśšăšőůŋő ňăńżňĺ, ňż ňőęěň ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšő ńěćă£ ůăśšĳ ć (4) śšăŋěš ąőńĳÿě, ůěň (1 − ‹) M; ă ŕřăćă£ | ňěŋĳÿě, ůěň (1 + ‹) M; ĺ, ć śĺńş őďŋőřőďŋőśšĺ ŋőřň, ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ şśńőćĺě 2) ć šěőřěňě 2 ŋĺęě.

Šěőřěňă 2 (1-£ šěőřěňă ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ). Ŕşśšĳ b > 0 ĺ ‖ · ‖ | ŋěłőšőřă£ ŋőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn; şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ¿ ‖x‖ 6 b |x|;

62 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

x ∈ R^n: Ďń£ ń¿ąőčő ůĺśńă ‹ > 0 śşźěśšćş¿š ŕőśšő£ŋŋă£ C(‹); ŋě ğăćĺś£źă£

őš řăğňěřŋőśšĺ n; ĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E ⊂ Rn; őąńăďă¿źĺě śćőľśšćăňĺ

1) dim E > C(‹) n ( M b )_2 ĺ 2) ∀ x ∈ E (1 − ‹) M |x| 6 ‖x‖ 6 1 + ‹) M |x|:

Ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ¡šőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źă£ őűěŋłă

ďń£ řăśśšő£ŋĺ£ ěčő ďő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă: d ( E; l^{dim} E_2

) 6^{1 + ‹}_{1 − ‹} :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćśě, ůšő ğďěśĳ ŋşęŋő śłăğăšĳ, | ¡šő šő, ůšő ć ŕřĺćěďěŋŋżţ ćżÿě řăśśşęďěŋĺ£ţ ňőęŋő ąěğőąĺďŋő ğăňěŋĺšĳ řăğňěřŋőśšĳ n+2 ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋă n (ğă śůěš ŋěğŋăůĺšěńĳŋőčő şňěŋĳÿěŋĺ£ ŕőśšő£ŋŋőľ C(‹) ). � Ğăňěůăŋĺě 4. Ěśńĺ ňż śňőęěň ňăłśĺňĺğĺřőćăšĳ őšŋőÿěŋĺě M=b; šő ňż ŕőńşůĺň ňăłśĺňăńĳŋş¿ řăğňěřŋőśšĳ ‹ -ěćłńĺďőćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, łőšőřőě ňőęŋő őąŋăřşęĺšĳ ć (Rn; ‖ · ‖):

§śŋő, ůšő ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ţőřőÿĺţ łăůěśšćěŋŋżţ ĺ łőńĺůěśšćěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć ć ďşţě ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż ŋăďő ŋăşůĺšĳś£ őűěŋĺćăšĳ ňěďĺăŋż ğăďăŋŋżţ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn ŋőřň, ůšő ŕřěďśšăćń£ěšś£ ďőśšăšőůŋő ŋě ŕřőśšőľ ğăďăůěľ. Ŕő¡šőňş őďĺŋ ĺğ őŕšĺňăńĳŋżţ ćăřĺăŋšőć ğďěśĳ | śćěďěŋĺě őűěŋőł ňěďĺăŋż ł őűěŋłăň ŋěłőšőřżţ ĺŋšěčřăńőć (ćśě ęě, ćĺďĺňő, łőŋłřěšŋżě ĺŋšěčřăńż őűěŋĺćăšĳ ŕřőźě). Őďĺŋ ĺğ šăłĺţ ŕőďţőďőć ąşďěš şłăğăŋ ć ńěňňě 2 ć łőŋűě ŕăřăčřăťă, ă śěľůăś, ŕőłă ňż ěźě ŋě şňěěň őąřăźăšĳś£ ś ňěďĺăŋăňĺ łăł ŕőńőęěŋő, ŕřĺćěďěň ćăřĺăŋš šěőřěňż 2, ďőłăğăšěńĳśšćő łőšőřőčő őŕĺřăěšś£ šőńĳłő ŋă šřĺćĺăńĳŋżě śćőľśšćă śřěďŋěčő ŕő Ńěćĺ.

Őąőğŋăůěŋĺ£. Ďń£ ąăŋăţőćă ŕřőśšřăŋśšćă X ĺ ůĺśńă " > 0 ćś¿ďş ďăńěě

k(X; ") := max { k ∈ N : ∃ E ⊂ X : dim E = k; d(E; l^k_2 ) 6 1 + "^}

(ŕőśńěďŋěě őğŋăůăěš, ůšő ŕřőśšřăŋśšćă E ĺ lk_2 1 + " -ĺğőňěšřĺůŋż)ĺ

k(X) := k(X; 1)

(ňăłśĺňăńĳŋă£ řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŕřőśšřăŋśšćă X; 2 - ĺğőňěšřĺůŋőčő ěćłńĺďőćş ŕřőśšřăŋśšćş śőőšćěšśšćş¿źěľ řăğňěřŋőśšĺ).

Šěőřěňă 3 (2-£ šěőřěňă ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ). Ďń£ ćś£łőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă " śşźěśšćşěš šăłă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C("); ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő

k(X; ") > C(") dim X d(X; l^{dim} X_2 )^2 : Ďőłăğăšěńĳśšćő. Łăł ňż şęě ğŋăěň, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő X ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ n -ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Rn ś ŋěłőšőřőľ ŋőřňőľ ‖ · ‖; ůšő

ŠĚŐŘĚŇĂ Ő ĆŻĄŐŘĚ k -ŇĚŘŊŐČŐ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ 63

ňż ĺ ąşďěň ďěńăšĳ. Ďăńěě, ŕőśłőńĳłş ć łőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě řăśśšő£ŋĺě Ąăŋăţă{ Ňăğşřă ňěęďş ďćşň£ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ őďĺŋăłőćőľ řăğňěřŋőśšĺ ňőęěš ążšĳ řěăńĺğőćăŋő ŋă ŋěłőšőřőň ĺğőňőřťĺğňě ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć (śň. şŕřăęŋěŋĺě ŕőśńě őŕřěďěńěŋĺ£ ¡šőčő řăśśšő£ŋĺ£), šő ňż ňőęěň ŋăľšĺ šăłĺě ůĺśńă a > 0 ĺ b > 0; ůšő ŋă ćśěň ŕřőśšřăŋśšćě Rn a^{−1} | · | 6 ‖ · ‖ 6 b | · |; ŕřĺůěň ab = d := d(X; ln_2 ): Ĺğ ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ śńěďşěš, ůšő ňěďĺăŋă M ŋőřňż ‖ · ‖ şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćăň M > a^{−1} ĺ M=b > d^{−1}:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕěřćőě ŋěřăćěŋśšćő ćżšěłăěš ĺğ ćłń¿ůěŋĺ£ — { x ∈ Sn^{−1} : ‖x‖ > 1a } = 1 >^1_2;

ĺ, ğŋăůĺš, ůšőąż ŕőďőľšĺ ł ğŋăůěŋĺ¿ ňěďĺăŋż, ŋăďő şňěŋĳÿĺšĳ ŕőśńěďŋěě ňŋőęěśšćő, şćěńĺůĺćă£ (ć ŋěšřĺćĺăńĳŋőň śńşůăě) ďřőąĳ 1=a: Ćšőřőě ŋěřăćěŋśšćő őůěćĺďŋő: šăł łăł ab = d; šő M=b = Ma=d; ĺ, ŕő ŕěřćőňş ŋěřăćěŋśšćş, M=b > 1=d: Ŕřĺňěŋ£ěň šěőřěňş 2 ś ‹ = "; ŋěśłőńĳłő şňěŋĳÿă£, ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő, ŕőśšő£ŋŋş¿ C(") | ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ": �

Őďŋő ĺğ ćőğňőęŋżţ ŕřĺňěŋěŋĺľ ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň: ěśńĺ ŋěłőšőřőě ŕřőśšřăŋśšćő (ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ) śőďěřęĺš d - ĺğőňěšřĺůŋş¿ łőŕĺ¿ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋěłőšőřőľ řăğňěřŋőśšĺ k; šő ďń£ ń¿ąőčő " > 0 őŋő śőďěřęĺš ĺ 1 + " -ĺğőňěšřĺůŋş¿ łőŕĺ¿ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ c(") k: Ňż ąşďěň ŕřĺňěŋ£šĳ ¡šş šěőřěňş ŕřĺňěřŋő ć śńěďş¿źěľ śĺšşăűĺĺ.

Ąşďěš ďăŋ ŋěłőšőřżľ łőŋłřěšŋżľ ŋăąőř {Xm}^∞n_{=1} łőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ś řăğňěřŋőśš£ňĺ dim Xn = n: Ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć, | ć Xn; | ňż ćżąěřěň k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, C -ĺğőňěšřĺůŋőě ěćłńĺďőćş, čďě k ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš n; ă C | őš řăśśšő£ŋĺ£ Xn ďő ln_2 : Šěőřěňă 3 ŕőğćőńĺš ŋăň, ŋěğŋăůĺšěńĳŋő şňěŋĳÿă£ k (ŕőř£ďőł řőśšă k ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś n őśšăŋěšś£ ŕřěęŋĺň), ŋăľšĺ ć łăęďőň Xn ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, 1 + " - ĺğőňěšřĺůŋőě ěćłńĺďőćş ďń£ ń¿ąőčő ğăřăŋěě ğăďăŋŋőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ": İšő ďăěš ŋăň ćőğňőęŋőśšĳ řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő ğăďăůş ő ŋăţőęďěŋĺĺ ć Xn ŕőďŕřőśšřăŋśšćă En; řăğňěřŋőśšĳ łőšőřőčő ňăłśĺňăńĳŋő ćěńĺłă ĺ ďń£ łőšőřőčő d ( X; l^{dim} X_2

) 6 2

(šő ěśšĳ ćśěčďă ňőęŋő ąşďěš śůĺšăšĳ, ůšő " = 1 ĺ ĺŋšěřěśőćăšĳś£ ńĺÿĳ ŕőćěďěŋĺěň ćěńĺůĺŋ k(Xn) ŕřĺ n → +∞ ).

Šăł, ł ŕřĺňěřş, k(ln_1 ) ≍ n (śň. ŋěśłőńĳłő ŋĺęě ŕřĺňěř 1). Ŕřĺ ŕőňőźĺ šěőřěňż 3 ňż ňőęěň śďěńăšĳ ćżćőď: ďń£ ń¿ążţ " > 0 ĺ n ∈ N ć ŕřőśšřăŋśšćě ln_1 ĺňěěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Fn; řăğňěřŋőśšĳ łőšőřőčő ŋě ňěŋĳÿě C(") n ĺ ďń£ łőšőřőčő d(Fn; l^{dim} F^n_2 ) 6 1 + ":

Ĺšăł, ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ć őśŋőćŋőň řăśśňăšřĺćăěň šőńĳłő őűěŋłĺ ćěńĺůĺŋ k(X) = k(X; 1) ďń£ łőŋěůŋőňěřŋżţ (ĺ, ěśńĺ ćśšřěš£šś£, ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ) ŕřőśšřăŋśšć X: Ć ğăłń¿ůěŋĺě ŕăřăčřăťă ňż ďőłăęěň őąěźăŋŋş¿ řăŋěě ńěňňş őą őűěŋłě ňěďĺăŋż ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŋőřňż ůěřěğ ąőńěě şďőąŋżě ć řăąőšě őąžěłšż, | ă ĺňěŋŋő, ůěřěğ ŋěłőšőřżě ĺŋšěčřăńż ŕő śťěřăň:

64 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ńěňňă 2 (őą őűěŋłě ňěďĺăŋż). Ŕşśšĳ a; b > 0 ĺ ‖ · ‖ | ŋěłőšőřă£ ŋőřňă ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn; şďőćńěšćőř£¿źă£ şśńőćĺ¿

(5) ∀ x ∈ Rn; 1 a |x| 6 ‖x‖ 6 b |x|;

M | ňěďĺăŋă ¡šőľ ŋőřňż. Ŕőńőęĺň A := ∫ S^{n−1} ‖x‖ d—(x): Śşźěśšćşěš ăąśő-

ń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C > 0; ďń£ łőšőřőľ ĺňě¿š ňěśšő śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

1) ěśńĺ b 6 √ n; šő |M − A| 6 C;

2) ěśńĺ ab 6 √ n; šő 12 6 AM 6 C + 1:

Ŕěřěď šěň łăł ŕřĺśšşŕĺšĳ ł ďőłăğăšěńĳśšćş ńěňňż, ŕřĺćěďěň őďĺŋ ŕřĺňěř łőŋłřěšŋőčő ŕřĺňěŋěŋĺ£ łăł ńěňňż, šăł ĺ ŕřěďżďşźĺţ šěőřěň.

Ŕřĺňěř 1 (ŕřőśšřăŋśšćő l^n_1 ). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő l^n_1 := (R^n; ‖ · ‖1) ; čďě ŋőřňă ‖x‖_1 ŕőřőęďăěšś£ n -ňěřŋżň őłšă¡ďřőň ĺ ŋă ćěłšőřě x ∈ Rn ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě ‖x‖_1 = ∑n j=1 |xj|: Ňż ŕőłăęěň śěľůăś, ůšő ďń£ ń¿ąőčő " > 0 ć l n 1 ŋăľďěšś£ C(") n -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő (šő ěśšĳ, ŕő śşźěśšćş šőľ ęě řăğňěřŋőśšĺ, ůšő ĺ ćśě ŕřőśšřăŋśšćő), ŕěřěśěůěŋĺě łőšőřőčő ś őłšă¡ďřőň ąşďěš (1 + ") - ěćłńĺďőćżň ÿăřőň. Ůěřěğ M(ln_1 ) ňż őąőğŋăůăěň ňěďĺăŋş l_1 -ŋőřňż ŋă ěďĺŋĺůŋőľ ěćłńĺďőćőľ śťěřě ć Rn:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő Čěńĳďěřă, ňż ćĺďĺň, ůšő ďń£ x ∈ Rn

|x| 6 ‖x‖1 6^√n |x|; ŕő¡šőňş ňż ŕőŕăďăěň ć şśńőćĺ£ ńěňňż ś a = 1; b =^√n; ĺ

ňőęŋő ŕřĺňěŋ£šĳ łăł ŕěřćőě, šăł ĺ ćšőřőě ěě şšćěřęďěŋĺ£. Őšś¿ďă ŕřĺ n > 3 (ňż ĺŋšěřěśşěňś£ ăśĺňŕšőšĺůěśłĺň ŕőćěďěŋĺěň ćěńĺůĺŋż k(ln_1 ) ):

M(ln_1 ) ≍ ∫ S^{n−1} ‖x‖_1 d— = n∑ j=1 ∫ S^{n−1} |xj| d— = n ∫ S^{n−1} |x_1| d— =

= n 2 ∫ ı=_2 0 cos ’ sinn^{−2} ’ |Sn^{−2}| d’

2 In_{−2} |Sn^{−2}| = n n − 1 1 In_{−2} > √ 2 ı n √ n − 2 n − 1 > 1 3 √ n; šăł łăł In_{−2} 6 √ ı=2 (n − 2)^{−1}=^2 (śň. ćšőřőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ńĺąő ďőłăğăšěńĳśšćő śńěďśšćĺ£ 1 ĺğ ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőčő ŋěřăćěŋśšćă). Ć ŕřőćěďěŋŋżţ ćżłńăďłăţ ňż ŕő ŕşšĺ ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ¿ ňěřż Ţăăřă.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ∫ S^{n−1} |x_1| d— 6 (∫ S^{n−1} |x_1|^2 d—

)_1=_2 = 1 n n∑ j=1 ∫ S^{n−1} |xj |^2 d— 1=2 = 1√ n;

ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŚĚŮĚŊĹ§ Ć lnp 65

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ∫ Sn−1 ‖x‖_1 d— 6 √ n: Ŕő¡šőňş M=b > const √ n= √ n = const ĺ ďń£ ďőśšĺęěŋĺ£ ŋăÿěľ űěńĺ őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ 1-¿ šěőřěňş ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ.

Šăłĺň őąřăğőň, k(ln_1 ) ≍ n ŕřĺ n → +∞: �

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 2. Ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ŋěłőšőřżţ őąőğŋăůěŋĺľ ŕřĺ ŕřĺňěŋěŋĺĺ ńěňňż Ńěćĺ ŕěřěňěśšĺňś£ ć ŕřőśšřăŋśšćő Rn^{+2}: Ŕő ŋěřăćěŋśšćş Ńěćĺ, — { x ∈ Sn^{+1} : | ‖x‖ − M| > b"

} 6^{√ı}_2 e^{−"2n=2};

ă ć śĺńş ŕřăćőčő ŋěřăćěŋśšćă ć (5), !_{‖·‖} 6 b ": Ŕőńőęĺň t := b ": Šăł łăł b 6 √ n; šő — { x ∈ Sn^{+1} : | ‖x‖ − M| > t

} 6^{√ ı}_2 e^{−t2=2};

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, |A − M| = | | | | ∫ S^{n+1}

(‖x‖ − M) d—(x) | | | | 6^∫_{Sn+1} |‖x‖ − M| d—(x) = = ∞∑ j=0 ∫ | ‖x‖−M|∈(j;j+1] |‖x‖ − M| d—(x) 6 ∞∑ j=0 (j + 1) √ ı 2 e^−

j^2 =2 =: C:

Ć ŕőśńěďŋěň ŋěřăćěŋśšćě śŕřăćă: j +1 | ňăłśĺňşň ŕőďżŋšěčřăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ŋă śőőšćěšśšćş¿źěň ŕřőňěęşšłě, ă √ ı=2 exp (−j^2=2) | ňăęőřăŋšă ďń£ ňěřż śőőšćěšśšćş¿źěčő ňŋőęěśšćă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ab 6 √ n: Ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő a = 1 (őďŋőřőďŋőśšĳ ŋőřňż), šăł ůšő b 6 √ n; ĺ ňőčşš ążšĳ ŕřĺňěŋĺňż ŕřěďżďşźĺě őűěŋłĺ.

Ŕő ďőłăğăŋŋőňş, |A − M| 6 C 6 C M (šăł łăł a = 1 ĺ M > a ). Őšś¿ďă

A 6 (C + 1) M:

Ďăńěě, ćśěčďă A > M=2 | ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňěďĺăŋż łăł, ć ůăśšŋőśšĺ, ůĺśńă M; ďń£ łőšőřőčő ňěřă ňŋőęěśšćă, ŋă łőšőřőň ďăŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋě ňěŋĳÿě M; ŋě ňěŋĳÿě őďŋőľ ćšőřőľ: A = ∫ S^{n+1} ‖x‖ d—(x) > ∫ ‖x‖¿M M d—(x) > M=2: � Ğăňěůăŋĺě 5. Šăł łăł ŕřĺ p > 1 |¸^p − ˛^p| 6 cp |¸ − ˛|^p ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ćěźěśšćěŋŋżţ ¸; ˛; šő ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ćĺďŋő, ůšő ŕřĺ ab 6 √ n Ap := ∫ S^{n−1} ‖x‖ p d—(x) ≍ Mp; šő ěśšĳ ¡šĺ ćěńĺůĺŋż őűěŋĺćă¿šś£ ďřşč ůěřěğ ďřşčă ś ŋěłőšőřżňĺ ŕőśšő£ŋŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ, ğăćĺś£źĺňĺ šőńĳłő őš p (ŋă śăňőň ďěńě, ěśńĺ ąőńěě śěřĳěğŋő ŕőćőğĺšĳś£ ś ŕřĺŋűĺŕőň łőŋűěŋšřăűĺĺ ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ őłőńő ěě śřěďŋěčő ŕő Ńěćĺ, ňőęŋő şćĺďěšĳ, ůšő šő ęě śăňőě śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ ćśěţ p > 0 ).

66 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

§4. Ŕřĺňěŋěŋĺ£: ŕőůšĺ ěćłńĺďőćż śěůěŋĺ£ ć l^n_p

Ć 1961 čőďş Ă.Ďćőřěűłĺľ^{16} őŕşąńĺłőćăń śćő¿ ğăňěůăšěńĳŋş¿ šěőřěňş ő śěůěŋĺ£ţ ćżŕşłńżţ šěń ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ; ć šěřňĺŋăţ šěőřĺĺ őŕěřăšőřőć ¡šő ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ šăł: ć ń¿ąőň ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň ąăŋăţőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śĺďĺš 2-ĺğőňěšřĺůŋă£ łőŕĺ£ łőŋěůŋőňěřŋőčő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ. Ŋă śăňőň ďěńě, ć ďőłăğăšěńĳśšćě Ďćőřěűłőčő śőďěřęăńś£ ĺ łőńĺůěśšćěŋŋżľ ăŋăńőč ¡šőčő řěğşńĳšăšă, ă ĺňěŋŋő, őŋ ŕő śşźěśšćş şśšăŋőćĺń šőš ťăłš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ć ń¿ąőň n -ňěřŋőň ŋőřňĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ ŕőůšĺ ěćłńĺďőćő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ [ c √ log n ] : Ć ďăńĳŋěľÿěň śńőęŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő Ďćőřěűłőčő ŋěőďŋőłřăšŋő şŕřőźăńőśĳ, ĺ ć 1971 čőďş Ć.Ď. Ňĺńĳňăŋ^{17} ŕřĺćěń ďőśšăšőůŋő ŕřőśšőě ěě ďőłăğăšěńĳśšćő, ŕőńşůĺć őďŋőćřěňěŋŋő ĺ šőůŋş¿ ŕő ŕőř£ďłş őűěŋłş ďń£ řăğňěřŋőśšĺ ŕőůšĺ ěćłńĺďőćżţ śěůěŋĺľ ÿăřőć ć n -ňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ | c log n: Ğăšěň šěőřěňă Ďćőřěűłőčő ěźě ŋě őďĺŋ řăğ ŕěřěďőłăğżćăńăśĳ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň řăğńĺůŋżţ ćěřő£šŋőśšŋżţ ňěšőďőć (ŋăŕřĺňěř, ś ŕřĺňěŋěŋĺěň čăşśśőćśłĺţ śńşůăľŋżţ ćěńĺůĺŋ).

Ć ŋăÿěň ĺğńőęěŋĺĺ ňż ąşďěň ŕřĺďěřęĺćăšĳś£ ňěšőďőć, řăğćĺšżţ śŋăůăńă Ňĺńĳňăŋőň, ă ğăšěň ĺň ęě ć śőăćšőřśšćě ś ďřşčĺňĺ ňăšěňăšĺłăňĺ, ĺ őśŋőćăŋŋżţ ŋă ĺğőŕěřĺňěšřĺůěśłőň ŋěřăćěŋśšćě ďń£ śťěř. Őďŋăłő šőůŋş¿ ťőřňşńĺřőćłş ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ďćőřěűłőčő ňż ŋěŋăďőńčő őšńőęĺň (ţőš£ ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćśě şęě ŕőďčőšőćńěŋő), ĺ řăśśňőšřĺň śŋăůăńă ŕřĺňěřż ŕřĺňěŋěŋĺľ řăğćĺšőľ ć ŕřěďżďşźĺţ řăğďěńăţ šěţŋĺłĺ ł ŋěłőšőřżň łőŋłřěšŋżň łńăśśĺůěśłĺň łőŋěůŋőňěřŋżň ŕřőśšřăŋśšćăň.

Ďăćăľšě ďń£ ŋăůăńă ŕőśňőšřĺň, ůšő ďă¿š ŋăň ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő řěğşńĳšăšż ŕřěďżďşźĺţ řăğďěńőć, ěśńĺ ŕřĺňěŋ£šĳ ĺţ ďőćőńĳŋő čřşąő, ŋě ĺśŕőńĳğş£ ąőńěě šőŋłĺě ňěšőďż. Ŋăś ŕřěęďě ćśěčő ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ čěőňěšřĺůěśłĺě śćőľśšćă ŕřőśšřăŋśšć lnp : Ŋăŕőňŋĺň őďŋő őąőğŋăůěŋĺě, ććěďěŋŋőě ŋăňĺ ć ŕřěďżďşźěň ŕăřăčřăťě, ĺ łőšőřőě ňż ŕőśšő£ŋŋő ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋĺęě:

k(X) = k(X; 1) = max { k ∈ N : ∃ E ⊂ X : dim E = k; d(E; l^k_2 ) 6 2^}

Ňż ğŋăěň (šěőřěňă Čşřăřĺ£{Łăďěűă{Ňăűăěćă), ůšő ďń£ ń¿ąőčő p ∈ [1; 2] dp := d(ln_2 ; lnp ) = n^{|1}=^{2−1}=p^| ĺ dp := d(ln_2 ; lnp ) ≍ n^{|1}=^{2−1}=p^| ďń£ ń¿ąőčő p ∈ [2; +∞]: Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺśŕőńĳğş£ ŋěřăćěŋśšćő Čěńĳďěřă, ňż ňőňěŋšăńĳŋő ŕőńşůăěň śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ŋőřňăňĺ ć ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ^{18}:

1) p ∈ [1; 2] =⇒ | · | 6 ‖ · ‖p 6 n^1=p^{−1}=^2 | · |; 2) p ∈ [2; +∞] =⇒ n^1=p^{−1}=^2 | · | 6 ‖ · ‖p 6 | · |:

16A. Dvoretzky, Some results on convex bodies and Banach spaces, Proc. Int. Symp. on linear spaces, Jerusalem 1961, 192{197.

17Ć.Ď. Ňĺńĳňăŋ, Ŋőćőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż Ďćőřěűłőčő ő łřőśś{ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ćżŕşłńżţ šěń, Ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ăŋăńĺğ ĺ ěčő ŕřĺńőęěŋ., 5:4 (1971), 28{37.

18Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ 1 6 p 6 2, šő ∑_n 1 |x_j |2 = ‖x‖2 ∑_n 1 (|x_j |/‖x‖2)^2 6 ‖x‖^2 ∑_n 1 (|x_j |/‖x‖2)^p =

ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŚĚŮĚŊĹ§ Ć lnp 67

Ňż ňőęěň ŕřĺňěŋĺšĳ ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ ďćşţ śńşůăěć 2-¿ šěőřěňş ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ. Ŕőńşůĺň:

k(lnp ) > cp n 1d_2 p = cp n 1 n^{|2}=p^{−1|} = { cp n^2=p^′ ; 1 6 p 6 2; cp n^2=p; 2 6 p 6 +∞:

Őłăğżćăěšś£, ůšő ĺğ ¡šĺţ ďćşţ őűěŋőł šőůŋőľ ŕő ŕőř£ďłş £ćń£ěšś£ ńĺÿĳ ćšőřă£, ă ŕěřćőě ŋěřăćěŋśšćő őůěŋĳ čřşąőě (ćŕřőůěň, ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ p = 1; ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň). Ĺšăł, ŕřĺ ŋăţőęďěŋĺĺ ŕőř£ďłă řőśšă ůĺśěń k(lnp ) ŋăň ŋěőąţőďĺňő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě ąőńěě šőŋłĺě śřěďśšćă.

Ňż ŕřĺśšşŕăěň ł řăśśňőšřěŋĺ¿ śńşůă£ 1 6 p 6 2; ğăšěň ňż řăśśňőšřĺň śńşůăľ 2 6 p < +∞ ĺ, őšďěńĳŋő, p = +∞; ŕőśńě ůěčő ĺ ďőłăęěň šěőřěňş Ďćőřěűłőčő.

Šěőřěňă 1. Ěśńĺ 1 6 p 6 2; šő k(l^n_p ) ≍ n:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ąşďěň ďěľśšćőćăšĳ ŕő ăŋăńőčĺĺ ś şęě ĺğşůěŋŋżň śńşůăěň p = 1 (śň. ŕřěďżďşźĺľ řăğďěń), ŋő ćňěśšő ńěňňż 2 ćőśŕőńĳğşěňś£ ğăňěůăŋĺěň 5 ł ŋěľ. Ŕşśšĳ M(lnp ) | ňěďĺăŋă ŋőřňż ‖ · ‖p:

M(lnp )p ≍ Ap = ∫ S^{n−1} ‖x‖p d— = n∑ j=1 ∫ S^{n−1} |xj|p d— = n ∫ S^{n−1} |x_1|p d—:

Ĺśŕőńĳğş£ őűěŋłş śŋĺğş ĺŋšěčřăńă ∫ S^{n−1} |xj | d—; şśšăŋőćńěŋŋş¿ ŕřĺ řăśśňőšřě-

ŋĺĺ ŕřĺňěřă 1 (ő ŕřőśšřăŋśšćě ln_1 ) ŕřěďżďşźěčő řăğďěńă, ŕőńşůăěň: ( C√ n )p 6^{(∫}_{Sn−1} |x1| d—^{)p} 6^∫_{Sn−1} |x1|^p d— 6^{(∫}_{Sn−1} |x1|^2 d—^{)p=2} =^{( 1}√_n^{)p} :

Śńěďőćăšěńĳŋő, M(lnp )p ≍ n√ np ; ĺńĺ M(lnp )p ≍ n^−p=^{2+1}: Ŕő 1-ľ šěőřěňě ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćżţ śěůěŋĺ£ţ (" k(X) > c n (M=b)^2 "),

k(lnp ) > constp n ( n^{−1}=^{2+1}=p n^1=p^{−1}=^2 )2 = constp n:

Őąřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő (ś łőŋśšăŋšőľ ś=1) ćżšěłăěš ĺğ őąźěčő ĺğćěśšŋőčő ŋăň ťăłšă: ďĺăňěšř łőňŕăłšă Ňĺŋłőćśłőčő Fn ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě n: � ‖x‖2^{−p}2 ∑_n 1 |x_j |^p, šő ěśšĳ ‖x‖^p2 6 ‖x‖^p, ĺ n∑ 1 |x_j |^p = n∑ 1 (1 · |x_j |^p) 6 (_n ∑ 1 1^{(2/p)′} )1_/(2_{/p})′ (_n ∑ 1 |x_j |2 )_{p/}2 = n^{1−p/2} ‖x‖^p_2, šő ěśšĳ ‖x‖^p 6 n^{1−p/2} ‖x‖^p_2.

68 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Šěőřěňă 2. Ěśńĺ 2 6 p < +∞; šő k(l^n_p ) ≍ n^{2=p}; ŕřĺůěň ďń£ ń¿ążţ n ∈ N ĺ p > 0 śŕřăćěďńĺćő ŋěřăćěŋśšćő

(1) k(lnp ) 6 16 p n^2=p:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ňż şęě ğăňěšĺńĺ ćżÿě, ůšő k(lnp ) > cp n^2=p ŕřĺ

2 6 p < +∞; šő ŋăň őśšăěšś£ ńĺÿĳ ŕőńşůĺšĳ ďń£ šăłĺţ p őąřăšŋőě ŋěřăćěŋśšćő

(1). Ďń£ ¡šőčő ňż ćőğĳňěň ć lnp ŋěłőšőřőě k -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E , 2{

ĺğőňěšřĺůŋőě ěćłńĺďőćş, ĺ őűěŋĺň śćěřţş řăğňěřŋőśšĳ k: Ŕşśšĳ f_1; f_2; : : : ; fk;

| šăłĺě ćěłšőřă ć E; ůšő ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă {aj}kj_{=1} ⊂ R ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń

śŕřăćěďńĺćż ŋěřăćěŋśšćă^{19}

(2) k∑ j=1 |aj|^2 1=2

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ j=1 ajfj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p

6 2

k∑ j=1 |aj|^2 1=2 :

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ t ∈ [0; 1]; šő

kp=^2 = k∑ j=1 rj(t)^2 p=2

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ j=1 rj (t) fj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p

p = n∑ i=1

| | | | | k∑ j=1 rj(t) f^(i^)j | | | | | p ;

čďě {rj} | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă; ůěřěğ x^(i^) (i = 1; n) ďń£

ćěłšőřă x ∈ Rn őąőğŋăůăěšś£ ěčő i -£ łőőřďĺŋăšă.

Ĺŋšěčřĺřş£ ŕő t ŕő ŕřőňěęşšłş [0; 1] ĺ ŕřĺňěŋ££ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă, ŕő-

ńşůăěň:

(3) kp=^2 6 n∑ i=1 ∫_1 0 | | | | | k∑ j=1 rj (t) f^(i^)j | | | | | p dt 6 b^p^{n∑}_{i=1} k∑ j=1 |f^(i^)j |^2 p=2 :

Ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő i = 1; n k∑ j=1 |f^(i^)j |^2 6 n∑ l=1

| | | | | k∑ j=1 f^(i^)j f^(l^)j | | | | | p 1=p = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ k∑ j=1 f^(i^)j fj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p 6_{ŕő (2)} 2 k∑ j=1 |f^(i^)j |^2 1=2 ;

19Ŕşśšĳ T : l^n_2 → E | ĺğőňőřťĺğň, ďń£ łőšőřőčő ‖T ‖ 6 2 ĺ ‖T^{−1}‖ = 1, ĺ ŕşśšĳ f_j := T e_j

ďń£ j = 1, k. Šőčďă ‖ ∑ a_j e_j ‖2 = ‖ ∑ a_j T^−1f_j ‖2 6 ‖ ∑ a_j f_j ‖p = ‖ ∑ a_j T e_j ‖p 6 2 ‖ ∑ a_j e_j ‖2.

ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŚĚŮĚŊĹ§ Ć lnp 69

őšłşďă^{20}, śřăćŋĺćă£ ńěćş¿ ĺ ŕřăćş¿ ůăśšĺ ¡šĺţ ŋěřăćěŋśšć, ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő

(4) k∑ j=1 |f^(i^)j |^2 1=2 6 2:

Ĺğ (3) ĺ (4) ćżšěłăěš, ůšő kp=^2 6 bp ·2p·n; šő ěśšĳ k(lnp )p=^2 6 (2bp)p n: Ŋăłőŋěű, ćśŕőňĺŋă£, ůšő bp 6 2√p ďń£ p > 0; ňż őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň ŋěřăćěŋśšćő

k(lnp ) 6 (2bp)^2 n^2=p 6 (4√p)^2 n^2=p: �

Šěőřěňă 3. k(l^n_∞) ≍ ln n:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ őűěŋłş śćěřţş, ćőśŕőńĳğşěňś£ šěőřěňőľ 2, ŕřĺňěŋĺć ěě ł p = ln n ďń£ n > e^2: Śŋăůăńă ğăňěšĺň, ůšő ěśńĺ I : ln_∞ → ln_{ln} n | ťőřňăńĳŋő šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř, šő ‖I^{−1}‖ = 1 ĺ ‖I‖ 6 e; šăł łăł ‖·‖_∞ 6 ‖·‖_{ln} n 6 n^1=^{ln} n ‖·‖_∞ = e ‖·‖_∞ (ŋěřăćěŋśšćő Čěńĳďěřă). Ŕşśšĳ U : lk_2 → ln_∞ | őŕěřăšőř, őśşźěśšćń£¿źĺľ 2 - ĺğőňěšřĺůěśłőě ćńőęěŋĺě ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ć ln_∞ ĺ E = Im T | ěčő őąřăğ. Şďőąŋő ĺňěšĳ ŕěřěď čńăğăňĺ śńěďş¿źş¿ ďĺăčřăňňş:

(E; ‖ · ‖_{ln} n) I^{−1}−−−−→ (E; ‖ · ‖_∞) U^{−1}−−−−→ lk_2 U−−−−→ (E; ‖ · ‖_∞) I−−−−→ (E; ‖ · ‖_{ln} n)

Ŕőńőęĺň V := I U; V : lk_2 → (E; ‖·‖_{ln} n): Őŕěřăšőř V őśşźěśšćń£ěš ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş şłăğăŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ŕřĺůěň ‖V ‖ ‖V^{−1‖} 6 2e; ůšő, ć ůăśšŋőśšĺ, ďăěš őűěŋłş ďń£ řăśśšő£ŋĺ£ Ąăŋăţă{Ňăğşřă: d(lk_2 ; (E; ‖ · ‖_{ln} n)) 6 2e: Ĺšăł, ć ŕřőśšřăŋśšćě ln_{ln} n ĺňěěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E řăğňěřŋőśšĺ k; řăśśšő- £ŋĺě őš łőšőřőčő ďő ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŋě ąőńĳÿě 2e: Ćőśŕőńĳğşěňś£ šěŕěřĳ ćšőřőľ šěőřěňőľ ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćżţ śěůěŋĺ£ţ: ďń£ ćś£łőčő " > 0

k(E; ") > C(") dim E d ( E; l^{dim} E_2

)_2 > C(") k=(4e^2):

Ćğ£ć " = 1; ňż ŕőńşůĺň ŋěřăćěŋśšćő k((E; ‖ · ‖_{ln} n)) > C_1 k; čďě C_1 > 0 | ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£; śńěďőćăšěńĳŋő, ć (E; ‖·‖_{ln} n); ă ğŋăůĺš ĺ ć ln_{ln} n; ŋăľďěšś£ 2 -ěćłńĺďőćő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ ŋě ňěŋĳÿě C_1 k: Ŕő šěőřěňě 2 (śň.

20Ćőğňőęŋő, ŋăďő ŕő£śŋĺšĳ, łăł ŕőńşůăěšś£ ŕěřćőě ŋěřăćěŋśšćő: n ∑ l=1 | | | k∑ j=1 f(^i)_j f(^l)_j | | | p 1/p > max_16_l6_n | | | k∑ j=1 f(^i)_j f(^l)_j | | | >_{l=i} | | | k∑ j=1 f(^i)_j f(^i)_j | | | , šăł łăł ‖ · ‖∞ 6 ‖ · ‖p.

70 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

(1)), C_1 k 6 C_1 · 16 ln n n^2=^{(ln} n^) = C_0 ln n; čďě C_0 | ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£. Śńěďőćăšěńĳŋő, ś ŋěłőšőřőľ ďřşčőľ ăąśőń¿šŋőľ ŕőśšő£ŋŋőľ C^′ > 0 ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő k 6 C^′ ln n ĺ k(ln_∞) 6 C^′ ln n:

Őśšăńőśĳ ďń£ łăęďőčő n ∈ N ŋăľšĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě ln_∞ 2-ěćłńĺďőćő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ ŕőř£ďłă ln n: Ğďěśĳ ňż ĺśŕőńĳğşěň ńěňňş ő ňőźŋőśšĺ „ -śěšĺ ŋă śťěřě łőŋěůŋőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ňż şśšăŋőćĺň ąőńěě śĺńĳŋżľ ťăłš ő ŕőďŕřőśšřăŋśšćăţ ć ln_∞; ă ĺňěŋŋő, ďőłăęěň śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ĺ ń¿ąőčő n-ňěřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X śşźěśšćşěš 2-ĺğőňěšřĺůŋőě ćńőęěŋĺě T : X → l^{5n}_∞ :

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ X | n -ňěřŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, S^∗ := {x^′ ∈ X^∗ : ‖x^′‖ = 1} | ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă śőŕř£ęěŋŋőčő ł X ŕřőśšřăŋśšćă X^∗: Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŋőřňă ¡ńěňěŋšă x ∈ X ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋă ŕő ťőřňşńě ‖x‖ = maxS∗ |⟨x^′; x⟩| (ňăłśĺňşň ďőśšĺčăěšś£, šăł łăł śťěřă łőňŕăłšŋă).

Ńěňňă ő ňőźŋőśšĺ „ -śěšĺ şšćěřęďăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő „ > 0 ŋă śťěřě S^∗ ŋăľďěšś£ „ -śěšĳ ś łőńĺůěśšćőň ¡ńěňěŋšőň ŋě ąőńěě ůěň (1 + 2=„)n : Ňż ćőğĳňěň „ = 1=2 ĺ ŋăľďěň ć S^∗ 1=2 -śěšĳ { x^′j

}_5n

j=1 : Őŕřěďěńĺň őŕěřăšőř T : X → l^{5n}_∞ ťőřňşńőľ T x := (⟨x^′_1; x⟩; ⟨x^′_2 ; x⟩; : : : ; ⟨x^′_5n ; x⟩) : Ŕőŋ£šŋő, ůšő ‖T ‖ 6 1; šăł łăł ‖T x‖ = maxj |⟨x^′j ; x⟩| 6 ‖x‖:

Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ŋěřăćěŋśšćă ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ śšőřőŋş, ğăťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ x ∈ X ś ěďĺŋĺůŋőľ ŋőřňőľ ĺ ćőğĳňěň łăłőľ{ńĺąő ťşŋłűĺőŋăń x^′ ∈ X^∗; ‖x^′‖ = 1; ŋă łőšőřőň x ďőśšĺčăěš śćőěľ ŋőřňż: ‖x‖ = ⟨x^′; x⟩: Ŕşśšĳ x^′j | šăłőľ ¡ńěňěŋš ŋăÿěľ 1=2 -śěšĺ, ůšő ‖x^′ − x^′j‖ 6 1=2: Šőčďă 1 = ‖x‖ = ⟨x^′ − x^′j; x⟩+⟨x^′j ; x⟩ 6 1=2+maxj |⟨x^′j ; x⟩| = 1=2+‖T x‖; šăł ůšő ‖T x‖ > 1=2: Ŕőśłőńĳłş ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř x ążń ćżąřăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżň őąřăğőň, šő ďń£ ń¿ąőčő x ∈ X ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£ ŋěřăćěŋśšćő ‖T x‖ > ‖x‖; ůšő čăřăŋšĺřşěš őąřăšĺňőśšĳ őŕěřăšőřă T ĺ ďăěš őűěŋłş ďń£ ŋőřňż őąřăšŋőčő: ‖T^{−1}‖ 6 2: �

Ğăňěůăŋĺě 1. Ňż şęě ğŋăěň, ůšő ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćő l^{5n}_∞ 2 -ĺğőňěšřĺůŋő ćńőęěŋő ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, šő řăğňěřŋőśšĳ ŕőśńěďŋěčő ŕő ŕőř£ďłş ŋě ňőęěš ążšĳ ąőńĳÿě, ůěň c n; ŕő¡šőňş şšćěřęďěŋĺě ŕřěďńőęěŋĺ£ 1 ŋě şńşůÿăěňő.

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 3. Ŕşśšĳ n = 5m + l; čďě l 6 4 · 5m − 1: Ŕřőśšřăŋśšćő l^{5m}_∞ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň őšőęďěśšćń£ěšś£ (ĺğőňěšřĺůěśłĺ) ś ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć ln_∞; śőśšő£źĺň ĺğ ŋăąőřőć ŕő n ůĺśěń, ŕőśńěďŋĺě n−5m ĺğ łőšőřżţ ěśšĳ ŋşńĺ. Ŕő ŕřěďńőęěŋĺ¿ 1, ŕřĺ k = m ŕřőśšřăŋśšćő lk_2 ćłńăďżćăěšś£ ć l^{5m}_∞ ; ă, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ ć ln_∞; 2 -ĺğőňěšřĺůŋő. Őśšăěšś£ ğăňěšĺšĳ, ůšő ln n 6 ln 5m^{+1} 6 2m ln e^2 ĺ, šăłĺň őąřăğőň, k > (1=4) ln n: �

§5. Šěőřěňă Ďćőřěűłőčő Śńěďş¿źă£ ŋăÿă űěńĳ | ğăňěůăšěńĳŋă£ šěőřěňă Ďćőřěűłőčő, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă łőšőřőľ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ őďŋő ćśŕőňőčăšěńĳŋőě šěţŋĺůěśłőě şšćěřęďěŋĺě, ćŕřőůěň ŕřěďśšăćń£¿źěě ĺ śăňőśšő£šěńĳŋżľ ĺŋšěřěś.

ŠĚŐŘĚŇĂ ĎĆŐŘĚŰŁŐČŐ 71

Ńěňňă 1 (őą ĺŋšěčřăńě őš ňăłśĺňşňă). Śşźěśšćşěš šăłă£ ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C > 0; ůšő ďń£ ćś£łőčő m; 1 6 m 6 n; ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő ∫ S^{n−1} max 16j6m^|a^{j |} d—(a) > C ( ln m n )_1=_2 : Ć ůăśšŋőň śńşůăě m = n ňż ŕőńşůăěň őűěŋłş śŋĺğş ďń£ ĺŋšěčřăńă ŕő śťěřě őš ln_∞ -ŋőřňż, ĺ, ĺśŕőńĳğş£ ńěňňş őą őűěŋłě ňěďĺăŋż, | M ≍ A := ∫ S^{n−1} ‖x‖ d—(x);

ěśńĺ ab 6 √ n (ńěňňă 2 ŕřěďżďşźěčő řăğďěńă), | ĺ 1-¿ šěőřěňş ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ, ŕřĺţőďĺň ł şšćěřęďěŋĺ¿:

Śńěďśšćĺě 1. Ňěďĺăŋă M(l^n_∞) ŋőřňż ŕřőśšřăŋśšćă l^n_∞ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ ěćłńĺďőćőľ śťěřě şďőćńěšćőř£ěš ăśĺňŕšőšĺůěśłőňş śőőšŋőÿěŋĺ¿

M(ln_∞) ≍ ( ln n n )_1=_2 : Ďőłăğăšěńĳśšćő śńěďśšćĺ£ 1. Ć śńşůăě, łőčďă X = ln_∞; ňż ĺňěěň: k(ln_∞) ≍ ln n (šěőřěňă 3 ćżÿě) ĺ n^{−1}=^2 |·| 6 ‖·‖_∞ 6 |·|; šő ěśšĳ a = n^1=^2; b = 1; ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ab = n^1=^2: Ŕő ńěňňě őą őűěŋłě ňěďĺăŋż, ś ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšőľ C_1 > 0 ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő M(ln_∞) > C_1 A(ln_∞) = C_1 ∫ S^{n−1} ‖x‖^∞ d—(x); ŕőśńěďŋĺľ ęě

ĺŋšěčřăń, ŕő ńěňňě 1, ŋě ňěŋĳÿě C ( ln n n )_1=_2

: Ŕő¡šőňş M(ln_∞) > ~C ( ln n n )_1=_2 : Ŋěřăćěŋśšćő ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ śšőřőŋş ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ 1-ľ šěőřěňż ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕő ¡šőľ šěőřěňě, ďń£ ń¿ąőčő n -ňěřŋőčő

ŕřőśšřăŋśšćă X ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě k(X) > C_2 ( M(X) b )_2

n; čďě M(X) | ňěďĺăŋă ŋőřňż ŕřőśšřăŋśšćă X; ă ćěńĺůĺŋă b őŕřěďěń£ěšś£ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ ‖ · ‖X 6 b | · |: Śńěďőćăšěńĳŋő, ln n ≍ k(ln_∞) > C_2 M(ln_∞)^2n ĺ, őłőŋůăšěńĳŋő, M(ln_∞) 6 C_3 √ (ln n)=n: �

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1. Řăśśňőšřĺň ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Rn ăąśőń¿šŋő ŋěŕřěřżćŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ňěřż Ńěąěčă ćěřő£šŋőśšŋş¿ ňěřş ; ĺňě¿źş¿ ŕńőšŋőśšĳ e−ı |x|^2 ; šő ěśšĳ ďń£ ąőřěńěćśłĺţ ŕőďňŋőęěśšć B ⊂ Rn

(B) = ∫ · · · ∫ B exp −ı n∑ j=1 x^2j dx_1 dx_2 : : : dxn = ∫ B e−ı |x|^2 dx

Ŕőŋ£šŋő, ůšő ¡šă ňěřă ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőľ čřşŕŕż O(n): Łăęďş¿ ŋěŕřěřżćŋş¿ ťşŋłűĺ¿ f ∈ C(Sn^{−1}) ňż řăśŕřőśšřăŋĺň ŕő ńşůăň

ŋă R^n \ {0} ŕő ťőřňşńě^~f(x) := |x| f ( x |x| ) : Ŋă śťěřě Sn^{−1} řăśśňőšřĺň ňěřş

72 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

~—; ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěňş¿ śćőĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŋă ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺ£ţ f : ∫ S^{n−1} f(t) d~— = ∫

R^n

~f(x) d(x): Ŕőśłőńĳłş ŕřăćżľ ĺŋšěčřăń ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, šěň ęě śćőľśšćőň őąńăďăěš ĺ ńěćżľ; ŕő- ¡šőňş ňěřă ~— šăłęě ĺŋćăřĺăŋšŋă ŋă śťěřě ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş šěőřěňż ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ ďń£ ňěřż Ţăăřă, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋěłőšőřőě łřăšŋőě ňěřż —; šő ěśšĳ ~— = –n — ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă –n: Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿- ąőľ ŋěŕřěřżćŋőľ ťşŋłűĺĺ f ∈ C(Sn^{−1}) śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő ∫

R^n

~f(x) d(x) = –n ∫ S^{n−1} f(t) d—(t): Ć ůăśšŋőśšĺ, őŋő ćěřŋő ĺ ďń£ ťşŋłűĺĺ f; šőęďěśšćěŋŋő řăć-

ŋőľ ěďĺŋĺűě, ŕőďśšăćń££ łőšőřş¿ ć ¡šő řăćěŋśšćő, ňż ŕőńşůăěň:

–n = ∫

R^n

|x| d(x) 6 (∫

R^n

|x|^2 d(x)

)_1=_2 =

= ∫ · · · ∫

R^n

n∑ j=1 x^2j exp −ı n∑ j=1 x^2j dx_1 : : : dxn 1=2 = n ∫

R

x^2_1 e−ıx^{21} dx_1 1=2 6 C0^√n;

čďě C_0 | ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£^{21}.

Őűěŋĺň śćěřţş ňěřş ¸ := {a ∈ Rn : max_16j6m |aj| 6 ¸} ; čďě ¸ > 1 (ćżąőř ¡šőčő ůĺśńă ňż şšőůŋĺň ŕőğęě). Ĺňěěň: ¸ = ∫ · · · ∫ [−¸;¸]^m exp −ı m∑ j=1 x^2j dx_1 : : : dxm =

= (∫¸ −¸ e−ıt^2 dt )m = ( 1 − 2 ∫_∞ ¸ e−ıt^2 dt )m :

Šăł łăł^{22} ∫_∞ ¸ e−ıt^2 dt > e

−ı¸^2 4ı¸ ; šő ¸ 6 ( 1 − 2e^−

ı¸^2 4ı¸ )m : Ŕőńőęĺň ¸ = √ (ln m)=4: Ć ¡šőň śńşůăě e^−

ı¸^2 4ı¸ = (2ı)^{−1} · (ln m)^{−1}=^2 m^−ı=^4 ĺ

¸ 6^(1 −^1_ı^1_{mı=4} √_{ln m}^{)m} :

21Őŋă řăćŋă ůĺśńş 1/ √ 2π; ůšőąż şąěďĺšĳś£ ć ¡šőň, ďőśšăšőůŋő ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ ŕő ůăśš£ň, ğăčŋăć ¡łśŕőŋěŋšş ŕőď ğŋăł ďĺťťěřěŋűĺăńă.

22Ĺŋšěčřĺřşěň ŕő ůăśš£ň (¡łśŕőŋěŋšş | ŕőď ğŋăł ďĺťťěřěŋűĺăńă): Iα := ∫_∞ α e^{−πt2} dt = e^{−πα2} 2πα − ∫_∞ α e^{−πt2} 2πt^2 dt. Šăł łăł 2πt^2 > 2πα^2, šő ćżůĺšăěňżľ ĺŋšěčřăń 6 1 2πα^2 Iα. Ŕő¡šőňş Iα > e^{−πα2} 2πα − 1 2πα^2 Iα, őšłşďă, šăł łăł α > 1, 2Iα > 2πα^2 + 1 2πα^2 Iα >^{e−πα2}_{2πα} ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Iα >^{e−πα2}_{4πα} .

ŠĚŐŘĚŇĂ ĎĆŐŘĚŰŁŐČŐ 73

Ŕşśšĳ M_0 > 0 | šăłőě ůĺśńő, ůšő ŕřăćă£ ůăśšĳ ć ŕőśńěďŋěň śőőšŋőÿěŋĺĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš 1=4 ďń£ ćśěţ m > M_0 (šăłőě M_0 śşźěśšćşěš, ŕőśłőńĳłş ı=4 < 1 ). Ćśŕőňĺŋă£, ůšő ğŋăůěŋĺě –n 6 C_0 √ n ĺ őąőğŋăůă£ ďń£ łřăšłőśšĺ ůěřěğ G ňŋőęěśšćő, ŋă łőšőřőň max_16j6m |aj| > ¸ = √ (ln m)=4 (ěčő -ňěřă ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 3=4 ), ňż ŕőńşůăěň őűěŋłş ĺŋšěřěśş¿źěčő ŋăś ĺŋšěčřăńă őš ňăłśĺňşňă: ∫ S^{n−1} max 16j6m^|a^{j|} d—(a) = –^{−1n} ∫

R^n

max 16j6m^|a^{j|} d(a) >

> –^{−1}_n^∫_G^1_2^√ln m d(a) >^1_{C0} √_n ·^3_4 ·^1_2^√ln m = C √ ln m n : � Šěőřěňă 4 (Ďćőřěűłĺľ). Śşźěśšćşěš šăłă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C > 0; ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő ŋőřňĺřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X

k(X) > C ln dim X:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě Ďęőŋă, śşźěśšćşěš ¡ńńĺŕśőĺď İ ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżľ ć ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ŕřőśšřăŋśšćă X; ĺ ěśńĺ ‖ · ‖İ | ŋőřňă, ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ¡šĺň ¡ńńĺŕśőĺďőň, šő n^1=^2 ‖ · ‖İ 6 ‖ · ‖X 6 ‖ · ‖İ; čďě n | řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă X: Ŋě şňăń££ őąźŋőśšĺ, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ¡ńńĺŕśőĺď İ £ćń£ěšś£ ěćłńĺďőćżň ÿăřőň Bn_2 ; ă X = (Rn; ‖ · ‖) (łăł şęě ŋě řăğ őšňěůăńőśĳ řăŋěě, ňż ćśěčďă ňőęěň řěăńĺğőćăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ńĺŋěľŋőčő ĺğőňőřťĺğňă ŕřőśšřăŋśšćő X łăł Rn ś ŋěłőšőřżň ÿăřőň B ĺ ŕřőĺğćěśšĺ, ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő, ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕřěćřăšĺć ¡ńńĺŕśőĺď ć Bn_2 ). Šăłĺň őąřăğőň, šěŕěřĳ ‖ · ‖İ = | · |:

Šăł łăł, ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ ĺğ ńěňňż őą őűěŋłě ňěďĺăŋż (śőőšŋőÿěŋĺ£ (N)), ş ŋăś śěľůăś ab = √ n ĺ b = 1; šő ňż śňőęěň ŋĺęě ŕřĺňěŋĺšĳ ¡šş ńěňňş: M ≍ A;

čďě M | ňěďĺăŋă ŋőřňż ŕřőśšřăŋśšćă X; ă A | ĺŋšěčřăń őš ¡šőľ ŋőřňż ŕő ěćłńĺďőćőľ śťěřě. Ŋő śŋăůăńă ćśŕőňŋĺň ńěňňş Ďćőřěűłőčő{Řőďęěřśă.

Ŕő ¡šőľ ńěňňě, ňż ňőęěň ŋăľšĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ (őšŋőśĺšěńĳŋő | · | ) ąăğĺś {xj}nj_{=1} ; ďń£ łőšőřőčő ‖xj‖ > 1=4 ŕő łřăľŋěľ ňěřě ŕřĺ j = 1; [ n 2 ] : Ŕő ńěňňě őą őűěŋłě ňěďĺăŋż,

M ≍ A = ∫ S^{n−1} ‖x‖ d—(x) = ∫ S^{n−1} ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 aj xj ‖ ‖ ‖ ‖ d—(a) =

(ĺśŕőńĳğşěň ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ňěřż őšŋőśĺšěńĳŋő O(n)) = ∫ S^{n−1} ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj (s) aj xj ‖ ‖ ‖ ‖ d—(a); s ∈ [0; 1];

ğďěśĳ {rj} | ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă. Ĺŋšěčřĺřş£ ¡šĺ řăćěŋśšćă ŕő ŕěřěňěŋŋőľ s ŕő őšřěğłş [0; 1]; ŕőńşůăěň:

(1) M ≍ ∫ S^{n−1} ∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj(s) aj xj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ds d—(a) > ∫ S^{n−1} max 16j6n^‖a^jx^{j ‖} d—(a):

74 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ěśšĳ śńěďśšćĺě ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă ďń£ ŋőřňż, | ŋăďő šőńĳłő ğăňěšĺšĳ, ůšő ćŋşšřěŋŋĺľ ĺŋšěčřăń ć śőőšŋőÿěŋĺĺ (1) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śńěďş¿źěě şśřěďŋěŋĺě ŕő ćśěćőğňőęŋżň ćżąőřăň ğŋăłőć:

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj(s) aj xj ‖ ‖ ‖ ‖ ds = Average ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 ±ajxj ‖ ‖ ‖ ‖ = 1 2n ∑ ± ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 ±ajxj ‖ ‖ ‖ ‖ ; ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋě ŕřěćőśţőďĺš^{23} ‖ajxj‖ ďń£ łăęďőčő j = 1; n: Ŕřĺňěŋĺň ł śőőšŋőÿěŋĺ¿(1) ńěňňş őą ĺŋšěčřăńě őš ňăłśĺňşňă ňőďşń£ (ďń£ m = [n=2] ):

M ≍ A > ∫ S^{n−1} max 16j6[^n_2 ]^| aj | · 14 d—(a) > ~C √ ln n n ; čďě ~C > 0 | ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£. Ŕő ŕěřćőľ šěőřěňě ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ, ňż őłőŋůăšěńĳŋő ŕřĺţőďĺň ł ŋěřăćěŋśšćăň

k(X) > C^′n ( M b )_2

= C^′nM^2 > C n ( ln n n ) = C ln n: �

§6. Ěćłńĺďőćż śěůěŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ łőšĺŕă p:

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşłćă C ąşďěš śşźěśšćěŋŋő ğăŋ£šă ć őąőğŋăůěŋĺ£ţ šăł ŋăğżćăěňżţ łőŋśšăŋš łőšĺŕă ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ŕő¡šőňş ğă řăğńĺůŋżňĺ ŕőśšő£ŋŋżňĺ (ăąśőń¿šŋżňĺ, ńĺąő ğăćĺś£źĺňĺ őš łăłĺţ{šő ŕăřăňěšřőć) ňż ğăřěğěřćĺřşěň ąşłćş K (őążůŋő, ś ĺŋďěłśăňĺ).

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Čőćőř£š, ůšő ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő X ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă łőšĺŕă p; p > 0; (ĺńĺ ĺňěěš łőšĺŕ p ), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {xj} ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă X ś ŋěłőšőřőľ ŕőśšő£ŋŋőľ (ğăćĺś£źěľ šőńĳłő őš ŕřőśšřăŋśšćă ĺ p ) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő (1) (∑ ‖xj‖p )_1=p

6 C^{(∫ 1}_0^‖^∑ rj (t) xj^‖^{2)1=2} :

23Šăł ďń£ {y_j } ⊂ X ĺ j = 1 ‖y1‖ = 1 2 ‖ ‖ ‖ 1 2^{n−1} ∑ ± ( y1 + n∑ k=2 ±y_k ) + 1 2^{n−1} ∑ ± ( y1 + n∑ k=2 ±y_k )‖ ‖ ‖ 6 6^1_2 1 2^{n−1} ∑ ± ‖ ‖ ‖ y1 + n∑ k=2 ±y_k ‖ ‖ ‖ + 1 2^{n−1} ∑ ± ‖ ‖ ‖ −y1 − n∑ k=2 ±y_k ‖ ‖ ‖ = 1 2^n ∑ ± ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 ±y_k ‖ ‖ ‖ .

ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ ŁŐŠĹŔĂ p 75

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő X ĺňěěš łőšĺŕ p, šő ěśšĳ, ěśńĺ ć X ćżŕőńŋ£¿šś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ (1) ś łăłőľ{ńĺąő ŕőśšő£ŋŋőľ C > 0, šő śşźěśšćşěš ŋăĺňěŋĳÿă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C ś ¡šĺň śćőľśšćőň.

2) Ń¿ąőě čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš łőšĺŕ 2 ś łőŋśšăŋšőľ łőšĺŕă, řăćŋőľ ěďĺŋĺűě. [Şłăğăŋĺě: Ňőęŋő ďőłăğăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ŋő ŕřőźě ĺśŕőńĳğőćăšĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĳ śĺśšěňż ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă: ∫ 1 0 ‖ ∑ r_j (y) h_j ‖2 dt = ∫ 1 0 ∑_{i,j} r_i(t) r_j (t) ⟨h_i , h_j ⟩ = ∑_j ‖h_j ‖2. Śň. ŕăřăčřăť "Ťşŋłűĺĺ Řăďěňăţěřă ĺ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă{Łăţăŋă". ]

Ğăňěůăŋĺě 1. Ŋăĺňěŋĳÿş¿ ŕőśšő£ŋŋş¿, łőšőřş¿ ňőęŋő ŕőďśšăćĺšĳ ć ŋěřăćěŋśšćő (1), őśšăćń££ ěčő śŕřăćěďńĺćżň ŕřĺ ń¿ążţ ŋăąőřăţ ćěłšőřőć {xj} ĺğ X; ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ Cp(X) (¡šő | łőŋśšăŋšă łőšĺŕă p ŕřőśšřăŋśšćă X; ěśńĺ šăłőľ ŕőśšő£ŋŋőľ ŋě śşźěśšćşěš, šő ŕőńăčă¿š Cp(X) = +∞ ).

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ŕşśšĳ X | ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő, " > 0 ĺ p ∈ [1; +∞]: Čőćőř£š, ůšő X śőďěřęĺš lnp (1 + ")-řăćŋőňěřŋő, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ć X ŋăľďěšś£ šăłőě n -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E; ůšő d(E; lnp ) 6 1+": Ŕřőśšřăŋśšćő X śőďěřęĺš lnp řăćŋőňěřŋő, ěśńĺ ďń£ łăłőčő{ńĺąő " > 0 őŋő śőďěřęĺš lnp (1 + ") -řăćŋőňěřŋő.

Šěőřěňă Ďćőřěűłőčő ŕőłăğżćăěš, ůšő łăęďőě ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő śőďěřęĺš ln_2 (1+")-řăćŋőňěřŋő, łăłőćő ąż ŋĺ ążńő ğăřăŋěě ğăďăŋŋőě " > 0:

Ğăňěůăŋĺě 2. Ŕşśšĳ ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő X ĺňěěš łőšĺŕ p: Ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ć X ĺňěěšś£ 2 -ĺğőňěšřĺůŋă£ łőŕĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă ln_2 ; ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ ćś£łőčő n ∈ N ňż ňőęěň ŋăľšĺ ć X šăłőľ ŋăąőř ćěłšőřőć {xj }nj_{=1}; ůšő n∑ j=1 |aj|^2 1=2

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 aj xj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

2 1=2

6 2

n∑ j=1 |aj|^2 1=2 : §śŋő, ůšő ďń£ łăęďőčő j = 1; 2; : : : ; n 1 6 ‖xj‖ 6 2: Ďń£ ¡šĺţ ćěłšőřőć ĺňěěň:

n^1=p 6 n∑ j=1 ‖xj ‖p 1=p 6 Cp(X)

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj(t) xj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2 dt 1=2

              6

6 Cp(X)

∫_1 0 2 n∑ j=1 |rj (t)| dt 1=2 = Cp(X)n^1=^2;

őšłşďă, ć śĺńş ŕřőĺğćőńĳŋőśšĺ n; ćżšěłăěš, ůšő p > 2: Šăłĺň őąřăğőň, ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő ňőęěš ĺňěšĳ łőŋěůŋżľ łőšĺŕ ńĺÿĳ ŋě ňěŋĳÿĺľ ďćşţ, ĺńĺ, ŕő ďřşčőňş, ěśńĺ p ∈ [1; 2) ĺ Cp(X) < ∞; šő dim X < +∞:

Ğăňěůăŋĺě 3. Łőŋěůŋő ęě łăęďőě łőŋěůŋőňěřŋőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš ń¿ąőľ łőšĺŕ p; ŋő łőŋśšăŋšż łőšĺŕőć ďń£ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőčşš ążšĳ ćěśĳňă ąőńĳÿĺňĺ ŕő ćěńĺůĺŋě ĺ śřăćŋĺňżňĺ ś ěčő řăğňěřŋőśšĳ¿.

76 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ŕřĺňěř 1 (Ŕřőśšřăŋśšćă Ńěąěčă). Ŕřĺ 2 6 p < +∞ ń¿ąőě Lp -ŕřőśšřăŋśšćő

ĺňěěš łőšĺŕ p:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ p > 2 ĺ Lp(ff) = Lp(S; ff) | ŋěłőšőřőě Lp -ŕřőśšřăŋśšćő.

Ŕşśšĳ, ďăńěě, ĺňěěšś£ ŋăąőř ťşŋłűĺľ {fj}nj_{=1} ⊂ Lp(S; ff): Ďń£ ŋĺţ

(2) n∑ j=1 ‖fj‖p = n∑ j=1 ∫ S^| fj (s)|p dff(s) = ∫ S n∑ j=1 |fj(s)|p dff(s):

Šăł łăł p > 2; šő, ŕřĺňěŋ££ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă, ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő s ∈ S

ŕőńşůăěň: n∑ j=1 |fj (s)|p 6 n∑ j=1 |fj(s)|^2 p=2

       6

6

( B_1

∫_1 0 | | | | | n∑ j=1 rj(t) fj (s) | | | | | dt )p 6 B^p_1 K^{∫ 1}_0 | | | | | n∑ j=1 rj(t) fj (s) | | | | | p dt: Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőśńě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő s; ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (2), ňż ŕřĺ-

ţőďĺň ł śőőšŋőÿěŋĺ£ň n∑ j=1 ‖fj ‖p 6 Bp_1 K

∫_1 0 ∫ S | | | | | n∑ j=1 rj(t) fj (s) | | | | | p ds dt =

= Bp_1 K ∫ S ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj(t) fj ‖ ‖ ‖ ‖ p p dt 6^~K ∫ S ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj(t) fj ‖ ‖ ‖ ‖ 2 p dt p=2 : ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ďőłăğżćăěň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő Lp(ff) ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő łőšĺŕă

p: �

Ŕřĺňěř 2. Ěśńĺ 1 6 p 6 2; šő ń¿ąőě Lp -ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš łőšĺŕ 2:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śŋăůăńă ňż ŕřĺćěďěň řěÿěŋĺě şŕřăęŋěŋĺ£ 2) ĺğ ŕăřăčřăťă

"Řăśśšő£ŋĺě Ąăŋăţă{Ňăğşřă" (śň. ďćă şŕřăęŋěŋĺ£ ć śăňőň ěčő łőŋűě | ŕőśńě

ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Čşřăřĺ£{Łăďěűă{Ňăűăěćă).

Ĺšăł, ŕşśšĳ 1 6 p 6 2 ĺ (˙; ˚; ff) | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ff -łőŋěůŋőľ

ňěřőľ. Ŕşśšĳ, ďăńěě, {gk}nk_{=1} | ŋěłőšőřżľ ŋăąőř ťşŋłűĺľ ĺğ Lp(ff): Ŋăÿă űěńĳ

| şśšăŋőćĺšĳ śŕřăćěďńĺćőśšĳ ŋěřăćěŋśšćă (3) ( n ∑ k=1 ‖gk‖^2p

)_1=_2

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ( n ∑ k=1 |gk|^2

)_1=_2‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p :

ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ ŁŐŠĹŔĂ p 77

İšő ŕőńşůăěšś£ šăł: ( n ∑ k=1 ‖gk‖^2p

)_1=_2 = ( n ∑ k=1 ‖ |gk|^2‖p=_2

)_1=_2

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 |gk|^2 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1=2 p=2 = ∫ ˙ ( n ∑ k=1 |gk(!)|^2

)p=_2

dff(!) 1=p = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ( n ∑ k=1 |gk|^2

)_1=_2‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p (ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ őąřăšŋżň ŋěřăćěŋśšćőň šřěşčőńĳŋĺłă, śŕřăćěďńĺćżň ďń£

ŋőřňż ‖ · ‖p=_2; ŕőśłőńĳłş p=2 6 1 ).

Šěŕěřĳ, ĺśŕőńĳğş£ (3) ĺ ŋěřăćěŋśšćő Ţĺŋůĺŋă, ŋěšřşďŋő ğăćěřÿĺšĳ ďőłăğăšěńĳ-

śšćő ŋăÿěčő şšćěřęďěŋĺ£.

Ŕşśšĳ, łăł ĺ ćżÿě, 1 6 p 6 2 ĺ {gk}nk_{=1} | ŋěłőšőřżľ ŋăąőř ťşŋłűĺľ ĺğ

Lp(ff): Ŕřĺŋĺňă£ ćő ćŋĺňăŋĺě (3), ŕřĺţőďĺň ł śńěďş¿źěľ űěŕőůłě śőőšŋőÿěŋĺľ: ( n ∑ k=1 ‖gk‖^2p

)_1=_2

6

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ( n ∑ k=1 |gk|^2

)_1=_2‖ ‖ ‖ ‖ ‖ p =

= ∫ ˙ ∫_1 0 | | | | n∑ k=1 rk(t) gk(!) | | | | 2 dt p=2 dff(!) 1=p

                         6

6^~K2;p

{∫ ˙ (∫_1 0 | | | | | n∑ k=1 rk(t) gk(!) | | | | | p dt ) dff(!)

}_1=p =

= ~K_2;p (∫_1 0 dt (∫ ˙ | | | | | n∑ k=1 rk(t) gk(!) | | | | | p dff(!)

))_1=p =

= ~K_2;p

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 rk(t) gk ‖ ‖ ‖ ‖ p p

1=p 6^~K2;p

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 rk(t) gk ‖ ‖ ‖ ‖ 2 p dt 1=2

�

Ŕěřěď šěň łăł śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ őśŋőćŋş¿ šěőřěňş ŕăřăčřăťă, ŋăŕő-

ňŋĺň, ůšő ďń£ ąăŋăţőćă ŕřőśšřăŋśšćă Z

k(Z) := max {k ∈ N : ∃ E ⊂ Z : dim E = k; d(E; lk_2 ) 6 2}

Šěőřěňă 1 (śěůěŋĺ£ ÿăřőć ś łőŋěůŋżň łőšĺŕőň). Śşźěśšćşěš ăąśőń¿šŋă£

ŕőśšő£ŋŋă£ K > 0; őąńăďă¿źă£ śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň. Ěśńĺ n ∈ N ĺ X |

ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő łőšĺŕă p ś łőŋśšăŋšőľ łőšĺŕă Cp(X) ĺ řăğňěřŋőśšĺ

dim X > n; šő

k(X) > K Cp(X)^2 n^2=p:

Ŕőśłőńĳłş ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă łőšĺŕă p ěśšĳ, őůěćĺďŋő, śŋőćă ŕřő-

śšřăŋśšćă łőšĺŕă p; ŕřĺůěň ś ŋě ąőńĳÿěľ łőŋśšăŋšőľ łőšĺŕă, šő ĺğ šěőřěňż

ňőňěŋšăńĳŋő ćżšěłăěš šăłőě, ťőřňăńĳŋő ąőńěě śĺńĳŋőě,

78 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Śńěďśšćĺě 1. Ěśńĺ X | ŕřőśšřăŋśšćő łőšĺŕă p; šő ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N ćś£łőě n-ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E ŕřőśšřăŋśšćă X śőďěřęĺš 2-ĺğő-

ňěšřĺůŋş¿ łőŕĺ¿ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă lk_2 řăğňěřŋőśšĺ, ŋě ňěŋĳÿěľ, ůěň K Cp(X)^2 n^2=p; čďě K > 0 | ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£, šő ěśšĳ

k(E) > K Cp(X)^2 (dim E)^2=p: �

Ğăňěůăŋĺě 4. Ďćě šěőřěňż ĺğ šřěţ, ďőłăğăŋŋżě ć ŕăřăčřăťě 5, ůăśšĺůŋő śőďěřęăšś£ ć šěőřěňě 1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăł ňż ćż£śŋĺńĺ, ďń£ p ∈ [1; +∞) ń¿ąőě ŕřőśšřăŋśšćő šĺŕă Lp ĺňěěš (łőŋěůŋżľ) łőšĺŕ ~p := max {2; p}; ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, łăłőćő ąż ŋĺ ążńő n ∈ N; łőŋěůŋőňěřŋżě lnp ĺňě¿š łőŋśšăŋšż łőšĺŕă ~p ŋě ąőńĳÿĺě, ůěň C_~p(Lp; ) šő ěśšĳ, řăćŋőňěřŋő (ŕő n ) őčřăŋĺůěŋŋżě. İšő šăł, ŕőšőňş ůšő ćśě lnp ĺğőňěšřĺůŋő ćłńăďżćă¿šś£ ć ń¿ąőě ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Lp (ć šěřňĺŋőńőčĺĺ, ććěďěŋŋőľ ć ŋăůăńě ŕăřăčřăťă, Lp 1 -řăćŋőňěřŋő śőďěřęĺš lnp ).

Šăłĺň őąřăğőň, C_~p(lnp ) 6 ~p ĺ ĺğ šěőřěňż 1 ňż ŕőńşůăěň:

ŕřĺ 1 6 p 6 2 ŕřőśšřăŋśšćă lnp 2 -ĺğőňěšřĺůŋő śőďěřęăš ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋ-

śšćő řăğňěřŋőśšĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě [ ~K n ] ; ă ŕőśłőńĳłş ăśĺňŕšőšĺůěśłĺ (ŕő n ) ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ěćłńĺďőćżţ ŕřőśšřăŋśšć őŋĺ śőďěřęăšĳ ŋě ňőčşš, šő łăůěśšćěŋŋő ŕěřćă£ šěőřěňă ĺğ ŕăřăčřăťă 5 şśšăŋőćńěŋă;

ŕřĺ 2 6 p < +∞ ŕřőśšřăŋśšćă lnp 2 -ĺğőňěšřĺůŋő śőďěřęăš ěćłńĺďőćő ŕřő-

śšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ ŕő łřăľŋěľ ňěřě [ ~K n^2=p ] ; ĺ ňż ŕőńşůăěň őśŋőćŋőľ řěğşńĳšăš, śőďěřęăźĺľś£ ć šěőřěňě 2 ĺğ ŕăřăčřăťă 5 (šěőřěňă 1 ŋě čăřăŋšĺřşěš šőčő, ůšő ć lnp ŋě ňőęěš ążšĳ 2 - ěćłńĺďőćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, ğďěśĳ ŕřĺţőďĺšś£, łăł ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ć §5, "řăąőšăšĳ řşłăňĺ").

Şŕřăęŋěŋĺ£. 3) Ŕřőćěřĳšě şšćěřęďěŋĺě ĺğ ğăňěůăŋĺ£ 3 őą ĺğőňěšřĺůěśłĺţ ćńőęěŋĺ£ţ.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 1 ŕőšřěąşěšś£ ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě őą őűěŋłě ňěďĺăŋż ŋőřňż ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě ůěřěğ łőŋśšăŋšş łőšĺŕă řăśśňăšřĺćăěňőčő łőŋěůŋőňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ p ∈ [2; +∞) ĺ X := (R^n; ‖ · ‖) | ŋěłőšőřőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě n-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕşśšĳ, ďăńěě, a; b > 0 | šăłĺě ůĺśńă, ůšő a^{−1}| · | 6

‖·‖ 6 b |·| ĺ ab 6^√n (ŋăŕőňŋĺň, ůšő ůěřěğ |·| ňż őąőğŋăůăěň őążůŋş¿ ěćłńĺďőćş

ŋőřňş). Ŕřěďŕőńőęĺň ěźě ůšő ć X ćżąřăŋ šăłőľ |·|-őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {fj}nj_{=1}; ůšő ‖f_1‖ > ‖f_2‖ > : : : > ‖fn‖: Ěśńĺ M | ňěďĺăŋă ŋőřňż ‖·‖ ŋă śťěřě {|x| = 1}; šő

M > K0 Cp(X) max_16_m6_n^{‖fm‖ m^{1=p} n^{−1=2}}

Őšś¿ďă śńěďşěš šěőřěňă 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ćőğĳňěň łăłőě{ńĺąő n -ňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E ć X: Ŕő šěőřěňě Ďęőŋă ĺ ńěňňě Ďćőřěűłőčő{Řőďęěřśă, ć E ŋăľďěšś£ ćŕĺśăŋŋżľ ć ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ŕřőśšřăŋśšćă E ¡ńńĺŕśőĺď ĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ¡ńńĺŕśőĺďă (ŋăćěřŋőě, ŕőğćőńĺšěńĳŋő ďőŕşśšĺšĳ šăłş¿ ćőńĳŋőśšĳ

ŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ ŁŐŠĹŔĂ p 79

řěůĺ) ąăğĺś {fj}mj_{=1}; ďń£ łőšőřżţ ‖f_1‖ > ‖f_2‖ > : : : > ‖fn‖ ĺ ‖fj‖ > 1=4 ŕřĺ

1 6 j 6^{[n}_2^] : Łăł őążůŋő, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő ¡šőš ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă ŕőřő-

ęďăěš ěćłńĺďőćş ŋőřňş | · |: Ć ¡šőň śńşůăě, n^{−1}=^2 | · | 6 ‖ · ‖ 6 | · |; šő ěśšĳ ć

şśńőćĺ£ţ ńěňňż 1 ş ŋăś a = √ n ĺ b = 1: Ŕřĺňěŋ£ěň ńěňňş 1:

M > K0 Cp(X) max_1

6m6^[ n2^] { ‖fm‖ m^1=p n^{−1}=^2 }

     >

>^1_4 K0 Cp(X) n^{1=p} n^{−1=2} =^~K Cp(X) n^{1=p−1=2}:

Őšś¿ďă (ŕěřćă£ šěőřěňă ő ŕőůšĺ ěćłńĺďőćőň śěůěŋĺĺ),

k(E) > K^′ n(Mb )^2 > K Cp(X)^2 n^2=p: �

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1. Ĺśŕőńĳğş£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ńěňňş őą őűěŋłě ňěďĺ-

ăŋż, őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőśšĳ śĺśšěňż ťşŋłűĺľ Řăďěňăţěřă ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őš-

ŋőśĺšěńĳŋő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ňěřż Ţăăřă — ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě,

ŋěřăćěŋśšćă Łőţăŋă ĺ Ţĺŋůĺŋă, ŋěřăćěŋśšćő Čěńĳďěřă, ĺ ćğ£ć ŕřőĺğćőńĳŋőě m; 1 6

m 6 n; ŕőńşůăěň: M ≍ ∫ S^{n−1} ‖x‖ d—(x) = ∫ S^{n−1} ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 x^(j^)fj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ d—(x) =

= ∫ S^{n−1} ∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj (t)x^(j^)fj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ds d—(x) >

(ŕřĺňěŋ£ěň ŋěřăćěŋśšćő Łăţăŋă)

> K21^∫_{Sn−1}

∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 rj(t)x^(j^)fj ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2 ds 1=2 d—(x) >

> K21 Cp(X)^∫_{Sn−1} n∑ j=1 ‖x^(j^)fj‖p 1=p d—(x) >

> K21 Cp(X) ‖fm‖^∫_{Sn−1} m∑ j=1 |x^(j^)|p 1=p d—(x) >

80 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

(ă šěŕěřĳ | Čěńĳďěřă)

> K21 Cp(X) ‖fm‖ m^{1=q−1=2 ∫}_{Sn−1} m∑ j=1 |x^(j^)|^2 1=2 d—(x) >

> K21 Cp(X) ‖fm‖ m^{1=q−1=2} m^{1=2 ∫}_{Sn−1} |x^{(1)}| d—(x) > K Cp(X) ‖fm‖ m^{1=q 1}√_n �

Ğăňěůăŋĺě 5. Ć ŋěłőšőřőň śňżśńě ďćőľśšćěŋŋőě ŕőŋ£šĺě ł ŕőŋ£šĺ¿ łőšĺŕă ěśšĳ šăł ŋăğżćăěňőě śćőľśšćő ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ĺňěšĳ łőŋěůŋżľ šĺŕ. Ĺňěŋŋő, čőćőř£š, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő X ĺňěěš šĺŕ p; ěśńĺ ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {xj } ĺğ X ś ŋěłőšőřőľ ŕőśšő£ŋŋőľ (ğăćĺś£źěľ šőńĳłő őš ŕřőśšřăŋśšćă ĺ p ) ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő (∫_1 0 ‖ ‖ ‖ ∑ rj (t) xj ‖ ‖ ‖^2

)1=2

6 C^{(∑} ‖xj ‖^{p)1=p} :

Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ¡šĺţ ďćşţ śćőľśšć ćżřăęăěšś£ ć šőň ťăłšě, ůšő, ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő X ĺňěěš šĺŕ p; šő śőŕř£ęěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő X^∗ ĺňěěš łőšĺŕ p^′; 1=p + 1=p^′ = 1; ĺ, ěśńĺ X^∗ ĺňěěš šĺŕ p; šő X ĺňěěš łőšĺŕ p^′: Őąřăšŋőě, ćőőąźě čőćőř£, ŋě ćěřŋő: ňż ğŋăěň, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő L_1[0; 1] ĺňěěš "ŋăĺńşůÿĺľ" łőšĺŕ 2, ŋő śőŕř£ęěŋŋőě ł ŋěňş ŕřőśšřăŋśšćő L_∞[0; 1] ŋĺ łőŋěůŋőčő šĺŕă, ŋĺ łőšĺŕă ŋě ĺňěěš (¡šő ŕřőśšő ŕřőćěřĺšĳ; ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡šő ďőńęŋő ążšĳ £śŋő ĺğ őąźĺţ śőőąřăęěŋĺľ, | ć L_∞[0; 1] "śĺď£š" ŕő łřăľŋěľ ňěřě ćśě śěŕăřăąěńĳŋżě ąăŋăţőćż ŕřőśšřăŋśšćă, ĺ ŋăćěřŋőě ěśšĳ ţőš£ ąż őďŋő ŕńőţőě ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ "šĺŕ{łőšĺŕ").

Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ŕőłăğăšĳ, ůšő C[0, 1] ŋě ĺňěěš ŋĺ łőŋěůŋőčő šĺŕă, ŋĺ łőŋěůŋőčő łőšĺŕă. 2) Łăęďőě ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš šĺŕ 1 (ś łăłőľ łőŋśšăŋšőľ?). Čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš šĺŕ 2 ś łőŋśšăŋšőľ 1.

3) Ěśńĺ ąăŋăţőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš šĺŕ 2 + ε, čďě ε > 0, šő őŋő łőŋěůŋőňěřŋő. 4) Ŕşśšĳ 1 6 p 6 +∞ ĺ ε > 0. Ŕőłăğăšĳ, ůšő ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě Lp -ŕřőśšřăŋśšćő ŋě ňőęěš ĺňěšĳ łőšĺŕ max{2; p} − ε.

5) Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő Lp, p ∈ [1, +∞), ĺňěěš šĺŕ 2 ŕřĺ p > 2. Ŕřĺ 1 6 p 6 2 ŕřőśšřăŋśšćő Lp ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő šĺŕă p.

Čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő | ěďĺŋśšćěŋŋőě (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ąăŋăţőćżţ ĺğőňőřťĺğňőć) ŕřőśšřăŋśšćő ś šěň śćőľśšćőň, ůšő łăł őŋő, šăł ĺ ěčő śőŕř£ęěŋŋőě ĺňě¿š šĺŕ 2. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ X ĺňěěš šĺŕ 2, ă X^∗ ĺňěěš łőšĺŕ 2, šő X ĺğőňőřťŋő čĺńĳąěřšőćş ŕřőśšřăŋśšćş. İšőš ğăňěůăšěńĳŋżľ ťăłš şśšăŋőćĺń ŕőńĳśłĺľ ňăšěňăšĺł Ś. Łćăŕěŋĳ^{24}.

24S.Kwapie«n, Isomorphic characterizations of inner product spaces by orthogonal series with vector valued coe‹cients, Studia Math. 44 (1972), pp. 583-595.

ŐĄŽĚŇŊŻĚ ŐŠŊŐŸĚŊĹ§ 81

§7. Volume Ratio Ňěšőď őąžěňŋżţ őšŋőÿěŋĺľ, ő łőšőřőň ŕőľďěš řěůĳ ć ¡šőň ŕăřăčřăťě, ćőśţőďĺš ěźě ł ňőśłőćśłőňş ňăšěňăšĺłş Ą.Ś. Łăÿĺŋş { 1970{ě čőďż. Ťőřňăńĳŋő ĺ £ćŋő ćěńĺůĺŋż V r(E) ďń£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć (őŕřěďěńěŋĺě śň. ŋĺęě) ążńĺ ććěďěŋż ŕőńĳśłĺň ňăšěňăšĺłőň Ś. Ÿăřěłőň, ŋő ŋě£ćŋő ŕřĺňěŋ£ńĺśĳ ěźě Ą.Ś. Łăÿĺŋżň ć šěőřĺĺ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ.

Łăł őążůŋő, őśŋőćŋőě ďěľśšćĺě ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěš řăğćőřăůĺćăšĳś£ ć Rn: Ŋăŕőňŋĺň, ůšő Vol őąőğŋăůăěš (ńěąěčőćśłĺľ) őąžěň ć Rn; Bn_2 | ěćłńĺďőć ÿăř, — | ŋőřňĺřőćăŋŋă£ ňěřă Ţăăřă (ć ąńĺęăľÿěě ćřěň£, | ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě Sn^{−1}; ćőőąźě čőćőř£, ňż ďőčőćőřĺńĺśĳ ¡šĺň śĺňćőńőň őąőğŋăůăšĳ ń¿ąş¿ ňěřş Ţăăřă, šăł łăł ĺğ łőŋšěłśšă ćśěčďă £śŋő, ő łăłőľ łőŋłřěšŋő ňěřě ĺďěš řěůĳ, ĺ ŋěďőřăğşňěŋĺľ ćőğŋĺłŋşšĳ ŋě ďőńęŋő).

Ŕşśšĳ B | ŋěłőšőřżľ ÿăř (šő ěśšĳ ğăňłŋşšőě ăąśőń¿šŋő ćżŕşłńőě šěńő) ć

R^n ĺ E = (R^n; ‖ · ‖) | ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ěďĺŋĺůŋżň ÿăřőň B:

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Őąžěňŋżň őšŋőÿěŋĺěň ŕřőśšřăŋśšćă E ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă

V r(E) := infİ_⊂B ( Vol B Vol İ

)_1=n = ( Vol B Vol D

)_1=n ; čďě in˛mum ąěřěšś£ ŕő ćśěň ¡ńńĺŕśőĺďăň İ; śőďěřęăźĺňś£ ć ÿăřě B; ă D | ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă ďń£ B (¡ńńĺŕśőĺď ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżľ ć ¡šőš ÿăř).

Őůěćĺďŋő, ćśěčďă V r(E) > 1:

Ńěňňă 1 (ŕřőśšěľÿĺě śćőľśšćă ťşŋłűĺĺ V r ).

(1) V r(ln_2 ) = 1; ĺ ¡šő řăćěŋśšćő ĺňěěš ňěśšő šőńĳłő ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă, ĺğőňěšřĺůŋőčő ěćłńĺďőćş.

(2) Őąžěňŋőě őšŋőÿěŋĺě śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ŕřőśšřăŋśšćă Rn (šő ěśšĳ ŕřĺ ĺğőňőřťĺğňăţ, ĺńĺ, ůšő šő ęě, ŕřĺ ğăňěŋăţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ąăğĺśőć).

(3) Ďń£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŋőřňĺřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć E; F őďĺŋăłőćőľ řăğňěřŋőśšĺ V r(E) 6 d(E; F ) V r(F ):

Ğăňěůăŋĺě 1. Śćőľśšćő (2) ŕőğćőń£ěš ŕřĺ řăąőšě ś ćěńĺůĺŋăňĺ V r(E) śůĺšăšĳ, ůšő ¡ńńĺŕśőĺď D £ćń£ěšś£ őążůŋżň ěćłńĺďőćżň ÿăřőň. Śćőľśšćő (3) ŕőłăğżćăěš, ůšő őąžěňŋőě őšŋőÿěŋĺě V r(E) ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ŕřőśšřăŋśšćă E (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőňěšřĺľ), ŋő ŋĺłăł ŋě őš łőŋłřěšŋőľ řěăńĺğăűĺĺ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă łăł Rn ś ŋěłőšőřőľ ŋőřňőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1. (1) Ŕőśłőńĳłş ¡ńńĺŕśőĺď ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă, ćŕĺśăŋŋżľ ć B; śşźěśšćşěš, šő šőůŋă£ ŋĺęŋ££ čřăŋĳ ć őŕřěďěńěŋĺĺ 1 ŕřěćřăźăěšś£ ć ňĺŋĺňşň ĺ, łăł şęě őšňěůěŋő ć őŕřěďěńěŋĺĺ 1, ďőśšĺčăěšś£ ŋă ¡šőň ¡ńńĺŕśőĺďě ĺ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ) šőńĳłő ŋă ŋěň.

82 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

(2) Ŕřĺ ńĺŋěľŋżţ ĺğőňőřťĺğňăţ ŕřőśšřăŋśšćă Rn őąžěňż řăğńĺůŋżţ šěń ňěŋ£¿šś£ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő ďřşč ďřşčş ś őďŋőľ ĺ šőľ ęě łőŋśšăŋšőľ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ (ďěšěřňĺŋăŋš ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£: Vol T (A) = | det T | Vol A: ), ůšő ŋě ĺğňěŋ£ěš őšŋőÿěŋĺ£ ¡šĺţ őąžěňőć.

(3) Ŕşśšĳ d := d(E; F ) ĺ n | řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšć E ĺ F: İšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ łăł Rn ś ÿăřăňĺ BE ĺ BF śőőšćěšśšćěŋŋő, ŕřĺůěň ňőęŋő śůĺšăšĳ (šăł łăł řăśśšő£ŋĺě Ąăŋăţă{Ňăğşřă ďőśšĺčăěšś£ ŋă ŋěłőšőřőň ĺğőňőřťĺğňě), ůšő BF ⊂ BE ⊂ d BF : Řăśśňőšřĺň ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă DF ⊂ BF ÿăřă BF : Őŋ śőďěřęĺšś£ šăłęě ć BE ĺ ďń£ ŋěčő Vol BE Vol DF 6 dn Vol BF Vol DF

= dn V rn(F ):

Ŕěřěţőďĺň ć ¡šĺţ śőőšŋőÿěŋĺ£ţ śńěćă ł in˛mum’ş ŕő ćśěň ¡ńńĺŕśőĺďăň İ ⊂ BE ĺ ĺğćńěłăěň łőřěŋĳ n -ľ śšěŕěŋĺ. �

Őśŋőćş ćśěţ ďăńĳŋěľÿĺţ ŕřĺńőęěŋĺľ őąžěňŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ śőśšăćń£ěš Šěőřěňă 1 (Szarek^{25} ). Ŕşśšĳ B | ŋěłőšőřżľ ÿăř ć R^n; ‖ · ‖ | śőőšćěšśšćş¿źă£ ŋőřňă, E := (Rn; ‖ · ‖) ; İ | łăłőľ{ńĺąő ¡ńńĺŕśőĺď, ćŕĺśăŋŋżľ ć B: Ŕşśšĳ, ďăńěě, ||| · ||| | ŋőřňă, ŕőřőęďěŋŋă£ ¡šĺň ¡ńńĺŕśőĺďőň ĺ

A := ( Vol B Vol İ

)_1=n

: Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ, ďń£ ń¿ąőčő k = 1; 2; : : : ; n − 1 śşźě-

śšćşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ∈ E řăğňěřŋőśšĺ k; ďń£ łőšőřőčő ||| · ||| 6 (4ı A)^{nn−k} ‖ · ‖ ŋă F (őůěćĺďŋő, ůšő ‖ · ‖ 6 ||| · |||; šăł łăł ¡ńńĺŕśőĺď ćńőęěŋ ć ÿăř B ). Ąőńěě šőčő, ňěřă ćśěţ šăłĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć F ŋě ňěŋĳÿě, ůěň 1 − 2n:

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ŋěśłőńĳłő ńěňň, ŋő śŋăůăńă ňż ŕőśůĺšăěň őąžěňż ÿăřőć Vol Bnp ĺ ŕřĺćěďěň őűěŋłĺ ďń£ őąžěňŋżţ őšŋőÿěŋĺľ ŋěłőšőřżţ łńăśśĺůěśłĺţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ůšőąż śřăğş ŕőłăğăšĳ, łăłĺň őąřăğőň ć łőŋłřěšŋżţ śńşůă£ţ ňőęěš ążšĳ ŕřĺňěŋěŋă šěőřěňă Ÿăřěłă (śň. śńěďśšćĺě 3). Ŋăŕőňŋĺň, ůšő `(¸) = ∫_∞ 0 t¸^{−1} e^−t dt ĺ `(¸ + 1) = ¸ `(¸): Ăśĺňŕšőšĺůěśłőě ŕőćěďěŋĺě ` -ťşŋłűĺĺ ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ ğăďăěšś£ śńěďş¿źĺň śőőšŋőÿěŋĺěň: `(¸ + 1) ∼ √ 2ı e^−¸ ¸¸^{+1}=^2; ¸ → +∞:

Ŕřěďńőęěŋĺě 1 (őąžěňż ÿăřőć ć l^n_p ). Ŕşśšĳ p > 0 ĺ l^n_p ; łăł őążůŋő, ŕřőśšřăŋśšćő Rn ś ěďĺŋĺůŋżň ÿăřőň Bnp := {x ∈ Rn : ‖x‖p = ∑n j=1 |xj|

p 6 1}

(ÿăř ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćżŕşłńżľ, šăł łăł ŕřĺ n > 1 ĺ p < 1 ‖ · ‖p | ŋě ŋőřňă). Śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

(1) Vn(p) := Vol Bnp = ( 2` ( 1 + 1 p ))n

` ( 1 + np ) :

25S.Szarek, On Ka–sin’s almost Euclidean orthogonal decompositions of l^n_1 , Bull. Acad. Polon. Sci. 26 (1978), 691{694.

ŐĄŽĚŇŊŻĚ ŐŠŊŐŸĚŊĹ§ 83

Ć ůăśšŋőśšĺ, ŕřĺ p = 1 Vn(1) = 2 n n! ; ă ŕřĺ p = 2 Vn(2) = ı n=2 ` ( 1 + n 2 ) : Ğăňěůăŋĺě 2. Ĺğ ťőřňşńż (1) ćżšěłăěš, ůšő ďń£ łăęďőčő p ∈ (0; +∞) śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőśšő£ŋŋżě c(p) > 0 ĺ C(p) > 0; ůšő ďń£ ń¿ąőčő n ∈ N c(p) n^{−1}=p 6 (Vn(p))^1=n 6 C(p) n^{−1}=p:

Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřěďńőęěŋĺ£ 1. Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ ćěńĺůĺŋż Vn(p) ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ ĺŋšěčřăńőň Ip := ∫ R^n exp ( −‖x‖p ) dx; ćżůĺśńĺć ěčő ďćşň£ śŕőśőąăňĺ.

Ś őďŋőľ śšőřőŋż, ¡šőš ĺŋšěčřăń řăćěŋ

Ip = ∫ · · · ∫

R^n

exp − n∑ j=1 |x(j)|p dx = (∫

R

e^−t^p dt )n = ( 2 ∫_∞ 0 e^−t^p dt )n = = ( 2 ∫_∞ 0 1 p t^{1−}p e^−t^p dtp )n = ( 2 · 1 p ∫_∞ 0 s^1=p^{−1} e^−s ds )n = = ( 2 · 1 p` ( 1 p ))n = ( 2` ( 1 + 1 p ))n ; ă ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺňěŋ££ ťőřňşńş Ŋĳ¿šőŋă{Ńěľąŋĺűă, ŕőńşůăěň:

Ip = ∫

R^n

(∫_∞ ‖x‖p d dt ( −e^−t^p ) dt ) dx =

∫_1 0 ∫ {‖x‖p 61} p tp^{−1} e^−t^p dx dt = = ∫_∞ 0 p tp^{−1} e^−t^p Vol {x ∈ Rn : ‖x‖p 6 t} dt =

= Vn(p) ∫_∞ 0 p tn^+p^{−1} e^−t^p dt = Vn(p) ∫_∞ 0 p sn=p e^−u du · 1p =

= Vn(p)` ( 1 + np ) : � Řăćěŋśšćő (1) ŕőğćőń£ěš őűěŋĺšĳ ĺŋšěřěśş¿źĺě ŋăś őąžěňŋżě őšŋőÿěŋĺ£. Śŋăůăńă ňż řăśśňőšřĺň śńşůăľ ŕřőśšřăŋśšćă ln_1 ; ă ğăšěň ŕőńşůĺň ĺ śőőšćěšśšćş¿źěě ŋěřăćěŋśšćő ďń£ p ∈ [1; 2]:

Śńěďśšćĺě 1. Łăłőćő ąż ŋĺ ążńő n ∈ N; V r (l^n_1 ) 6 C1; čďě ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ C_1 6 √ 2 e ı : Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş, ŕő ŋěřăćěŋśšćş Čěńĳďěřă, ‖a‖_1 = ∑n j=1 1 · |aj | 6

n^1=^2 (∑ n j=1 |aj| 2 )_1=_2

; šő İn := n^{−1}=^2 Bn_2 ⊂ Bn_1 ĺ

(2) V r(ln_1 )n 6 Vol B n 1 Vol İn = 2 n n! nn=^2` ( 1 + n 2 ) ın=^2 :

84 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ğăňěšĺň, ůšő, ŋă śăňőň ďěńě, ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň śĺňňěšřĺĺ ¡ńńĺŕśőĺď İn = n^{−1}=^2 Bn_2 ěśšĳ ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă (ćŕĺśăŋŋżľ ¡ńńĺŕśőĺď ňăłśĺňăńĳŋőčő őąžěňă) ďń£ Bn_1 ; ŕő¡šőňş őąžěňŋőě őšŋőÿěŋĺě V r(ln_1 ) śőćŕăďăěš ś łőřŋěň n -őľ śšěŕěŋĺ ĺğ ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕőśńěďŋěčő ŋěřăćěŋśšćă. Ŋăň őśšăńőśĳ őűěŋĺšĳ śćěřţş ¡šş ŕřăćş¿ ůăśšĳ. Ďń£ ¡šőčő ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ ťőřňşńőľ Śšĺřńĺŋčă ĺ śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ ďń£ ` -ťşŋłűĺĺ (ćšőřőě ĺğ ŋĺţ ěśšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋőě śńěďśšćĺě śšăŋďăřšŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ` -ťşŋłűĺĺ ůěřěğ ĺŋšěčřăń İľńěřă ĺ ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ{ Ąşŋ£łőćśłőčő):

(3)` ( n 2 + 1 ) = ( n 2 ) ! ŕřĺ ůěšŋőň n,

6 `^{( n + 1}_2^{)1=2} `^{( n + 3}_2^{)1=2} = = ( n + 1 2 )_1=_2 (

n − 1 2 ) ! ŕřĺ ŋěůěšŋőň n:

Šăł łăł ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă m

m! = √ 2ım (m e )m exp ( „m 12 m ) ;

čďě 0 < „m < 1; šő

(4) √ 2ım (m e )m 6 m! 6^√2ım^{( m}_e^{)m} e^{1=12}:

ŐĄŽĚŇŊŻĚ ŐŠŊŐŸĚŊĹ§ 85

Ŕő¡šőňş ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (2), (4) ĺ (3) ŕőńşůăěšś£ śńěďş¿źă£ őűěŋłă^{26}:

(5) V r(ln_1 )n 6 2n n! nn=^2` ( 1 + n 2 ) ın=^2 6 (√ 2e ı )n : � Şŕřăęŋěŋĺ£. 1) Ŕőłăğăšĳ, ůšő ¡ńńĺŕśőĺď Ďęőŋă ďń£ ěďĺŋĺůŋőčő ÿăřă (őłšă¡ďřă) ŕřőśšřăŋśšćă l^n_1 ěśšĳ ěćłńĺďőć ÿăř B^n_2 .

Śńěďśšćĺě 2. Łăłőćő ąż ŋĺ ążńő n ∈ N; ďń£ ń¿ąőčő p ∈ [1; 2] V r (l^n_p ) 6 Cp;

čďě ăąśőń¿šŋă£ ŕőśšő£ŋŋă£ Cp 6 V r(ln_1 ) 6 √ 2e ı : Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ šőľ ęě ĺďěěľ, ůšő ĺ ć ŕřěďżďşźěň ďőłăğăšěńĳśšćě: čřşąő čőćőř£, ňż ğăčőŋĺň ěćłńĺďőć ÿăř ć łřăšŋőě ÿăřă ĺğ lnp ; šăł, ůšőąż ćśě ďěľśšćĺě ŕřőĺśţőďĺńő ćŋşšřĺ Bn_1 ; ĺ ŕőśńě ¡šőčő ĺśŕőńĳğşěň śńěďśšćĺě 1 (šőůŋěě, őśŋőćŋőě ŋěřăćěŋśšćő ďń£ ůăśšŋőčő őąžěňőć śőőšćěšśšćş¿źĺţ ÿăřőć, şśšăŋőćńěŋŋőě ć ďőłăğăšěńĳśšćě ¡šőčő śńěďśšćĺ£). Ĺňěŋŋő,

(6) n^{−1}=^2 Bn_2 ⊂ n^{−1}=p^′ Bnp ⊂ Bn_1 ; 1 6 p 6 2;

šăł łăł, ŕő ŋěřăćěŋśšćş Čěńĳďěřă, ďń£ a = {a}nj_{=1} ∈ Rn; ś őďŋőľ śšőřőŋż, n∑ j=1 |aj | 6 n^1=p^′ ( n ∑ j=1 |aj|p )_1=p

26Ćőš ŋěłőšőřżě ŕőďřőąŋőśšĺ. Ďń£ ůěšŋőčő n

V r(l^n1 )^n 6 2^n n^{n/}2 e^n √ 2πn π^{n/2} n^n · ( n 2 ) ! 6^{2nen} √ 2πn π^{n/2} n^{n/2} · √ 2π(n/2) n^{n/2} e^{n/}2 2^{n/}2

·e1^/12 = 2^{n/}

2 e^{n/}2 π^{n/}2 e1^/12 √ 2 < ( 2 e π )_{n/}2 . Ďń£ ŋěůěšŋőčő n

V r(l^n1 )^n 6 2^n n^{n/}2e^n √ 2πn π^{n/2} n^n · ( n + 1 2 )1_/2 ( n − 1 2 )

! 6

6^{2nnn/2en} √ 2πn π^{n/2} n^n · ( n + 1)1^/2 √ 2 · √ 2π ((n − 1)/2) (n − 1)^{n/2−1/2} (2 e)^{n/2−1/2} · e1^/12 =

= 2^{n/2} e^{n/2} √ 2 π^{n/2} · √ n2 − 1 n2 · ( n − 1 n )_{n/}2_−1_/2 · √ e e1^/12 6 ( 2 e π )_{n/}2 , šăł łăł ( n − 1 n )_{n/}2_−1_/2

= exp (( n 2 − 1 2 ) ln ( 1 − 1 n )) 6 exp^{(( n}_2 −^1_2^) ·^(−^1_n^{))} = e^12n^{− 1}2

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ( n − 1 n ) n_{2 −} 1_2 · √ e · e^112 √ 2 6^{e 12n + 112}√_2 6 1, n > 1.

86 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

ĺ, ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ‖a‖p = ( n ∑ j=1 (|aj |^2)p=^2

)_1=p

6

( n ∑ j=1 1^{(2}=p^{)′}

)_1=_{(2}=p_)′

1=p( n∑ j=1 (|aj |^2)

)_1=_2 = n^1=^{2−1}=p^′ ‖a‖_2;

ŕőśłőńĳłş (1=p) · (1=(2=p)^′) = p^{−1} (1 − (1=(2=p))) = 1=p − 1=2 = 1=2 − 1=p^′:

İńńĺŕśőĺď n^1=p^{′−1}=^2 Bn_2 ćŕĺśăŋ ć ÿăř Bnp ; ĺ ŕő¡šőňş ĺŋšěřěśş¿źěě ŋăś őąžěňŋőě őšŋőÿěŋĺě ňőęěš ążšĳ őűěŋěŋő śćěřţş, ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ (6) ĺ śńěďş¿źĺě ŋěřăćěŋśšćă:

Vol Bnp Vol ( n^1=p^{′−1}=^2 Bn_2 ) = Vol ( n^{−1}=p^′ Bnp ) Vol ( n^{−1}=^2 Bn_2

) 6^{Vol Bn1} Vol ( n^{−1}=^2 Bn_2 ) 6 (√ 2 e ı )n : � Łăł ŕřĺńőęěŋĺě śńěďśšćĺ£ 2 ŕőńşůăěň ďřşčőľ ŕőďţőď ł śěůěŋĺ£ň ąőńĳÿőľ řăğňěřŋőśšĺ ć lnp :

Śńěďśšćĺě 3. Ŕşśšĳ n ∈ N; 1 6 p 6 2: Ďń£ ń¿ąőčő k = 1; 2; : : : ; n − 1 śşźěśšćşěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ∈ lnp řăğňěřŋőśšĺ k; ďń£ łőšőřőčő

d(F; ln_2 ) 6 ( 4ı √ 2e ı ) n_{n−k} = ( 4 √ 2ıe ) n_{n−k} : Ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ k = n=2 ŕřĺ ůěšŋőň n d(F; ln_2 ) 6 32ıe: �

Šěŕěřĳ ňż, ćőğćřăźă£śĳ ł šěőřěňě 1 ĺ ěě ďőłăğăšěńĳśšćş, ŕřěďćăřĺšěńĳŋő řăśśňőšřĺň šřĺ ćśŕőňőčăšěńĳŋżě şšćěřęďěŋĺ£. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő őążůŋş¿ ěćłńĺďőćş ŋőřňş ć ŕřőśšřăŋśšćě Rn ňż őąőğŋăůăěň šăł ęě, łăł ĺ ňőďşńĳ ůĺśńă, | | · |; ă ůěřěğ — (ćőğňőęŋő, ś řăğńĺůŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ ĺ š.ŕ.) | ňěřş Ţăăřă ŋă śőőšćěšśšćş¿źěň řăśśňăšřĺćăěňőľ śĺšşăűĺĺ ňŋőčőőąřăğĺĺ.

Ńěňňă 1. Ŕşśšĳ B | ŋěłőšőřżľ ÿăř ć R^n; ‖ · ‖ | ŋőřňă, ŕőřőęďěŋŋă£ ¡šĺň ÿăřőň. Šőčďă Vol B Vol Bn_2 = ∫ S^{n−1} ‖x‖^−n d—(x);

čďě, łăł őążůŋő, — | ňěřă Ţăăřă ŋă śťěřě Sn^{−1}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąžěň Vol B řăćěŋ ĺŋšěčřăńş ∫ B dx: Ŕěřěľďěň ć Rn ł ŕőń£řŋżň (śťěřĺůěśłĺň) łőőřďĺŋăšăň. Ěśńĺ šőůłă x ąěčăěš ŕő ěćłńĺďőćőľ śťěřě Sn^{−1}; šő šőůłă x‖x‖ ąşďěš ŕřőąěčăšĳ śťěřş, śőőšćěšśšćş¿źş¿ ÿăřş B: Łăęďă£

šőůłă x ∈ Sn^{−1} ťĺłśĺřşěš ŋěłőšőřżľ ńşů, ĺśţőď£źĺľ ĺğ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ĺ ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ šőůłĺ x ĺ x ‖x‖ ∈ {y ∈ B : ‖y‖ = 1}: Šăłĺň őąřăğőň, ć ŕőń£řŋżţ

ŐĄŽĚŇŊŻĚ ŐŠŊŐŸĚŊĹ§ 87

łőőřďĺŋăšăţ, ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ŕřőůĺţ ŕăřăňěšřăţ (šő ěśšĳ, ŕřĺ ťĺłśăűĺĺ ŕőńőęěŋĺ£ ŕěřěňěŋŋőľ šőůłĺ x ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě) ŋěőšřĺűăšěńĳŋżľ ŕăřăňěšř r (řăśśšő£ŋĺě őš ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ďő šőůěł ÿăřă B ) ąşďěš ĺğňěŋ£šĳś£ ć ŕřěďěńăţ őš ŋşń£ ďő | | | x_‖x_‖ | | | ; ĺńĺ r ∈ [0;^1_‖x_‖ ]:

Šăłĺň őąřăğőň, ś ŋěłőšőřżň ŕőśšő£ŋŋżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň –n (ŋě ğăćĺś£źĺň őš B ) ĺŋšěřěśş¿źĺľ ŋăś őąžěň ąşďěš řăćěŋ

(7) Vol B = ∫ B dx = –n ∫ S^{n−1} d—(x)

∫_1=_‖x_‖ 0 nrn^{−1} dr = –n ∫ S^{n−1} ‖x‖^−n d—(x):

Ŕőďśšăćĺć ć śőőšŋőÿěŋĺě (7) ć łăůěśšćě B ěćłńĺďőć ÿăř, ňż ŋăľďěň ğŋăůěŋĺě łő¡ťťĺűĺěŋšă –n : Vol Bn_2 = –n · 1; šő ěśšĳ

Vol B = V olBn_2 ∫ S^{n−1} ‖x‖^−n d—(x): �

Ğăňěůăŋĺě 4. Ć ść£ğĺ ś şšćěřęďěŋĺěň ĺğ ńěňňż 1, őůěŋĳ şňěśšŋő ŕřĺćěśšĺ ğďěśĳ ĺŋšěřěśŋőě ŋěřăćěŋśšćő Şřżśőŋă. Ŕşśšĳ E = (Rn; ‖ · ‖) | ŋěłőšőřőě ŋőřňĺřőćăŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ś ěďĺŋĺůŋżň ÿăřőň B = {x : ‖x‖ 6 1}; řěăńĺğőćăŋŋőě

ć R^n; ĺ ‖·‖∗ | śőŕř£ęěŋŋă£ ŋőřňă (šő ěśšĳ, ŋőřňă ć śőŕř£ęěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

E^∗ : ‖x^′‖_∗ = sup {⟨x^′; x⟩ : x ∈ B} ). Šőčďă

( 8 ) ( Vol B Vol Bn_2

)_1=n

6^∫_{Sn−1} ‖x‖∗ d—(x):

Łăł śńěďśšćĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ (8) ŕőńşůăěšś£ őűěŋłă (9) ( Vol B Vol Bn_2

)_1=n

6 n^{−1=2 (∫}_{Sn−1} ‖x‖∗ d‚n(x)^{)1=2} ;

čďě ‚ | łăŋőŋĺůěśłă£ čăşśśőćśłă£ ňěřă ŋă Rn; d‚n = e^{−|}x^{|2}=^2 dx: Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕěřěţőď£ ć ĺŋšěčřăńě śŕřăćă ł śťěřĺůěśłĺň łőőřďĺŋăšăň, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő ∫

R^n

‖x‖_∗ d‚n(x) = cn ∫ S^{n−1} ‖x‖_∗ d—(x)

ś ŕőśšő£ŋŋőľ cn = ∫ R^n |x| d‚n(x); łőšőřă£ ŋě ŕřěćőśţőďĺš √ n; ŕřĺůěň Cn= √ n → 1; łőčďă n → +∞:

Ŋěřăćěŋśšćő (9) őąž£śŋ£ěš ŕřĺůĺŋş šőčő, ůšő ďń£ őűěŋőł őąžěňőć ŋěłőšőřżţ ÿăřőć ć Rn őůěŋĳ ůăśšő ćňěśšő ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕő ňěřăň Ţăăřă ŋă ěćłńĺďőćżţ śťěřăţ ŕřĺňěŋ£¿šś£ ćěřő£šŋőśšŋżňĺ ňěšőďż, ść£ğăŋŋżě ś ĺŋšěčřĺřőćăŋĺěň ŕő čăşśśőćśłĺň ňěřăň ĺ ś čăşśśőćśłĺňĺ śńşůăľŋżňĺ ćěńĺůĺŋăňĺ.

88 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Ńěňňă 2. Ěśńĺ f | ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě S^{n−1}; šő ďń£ ćś£łőčő k = 1; 2; : : : ; n ∫ S^{n−1} f(x) d—(x) = ∫ F ∈Gn,k d—(F ) ∫ S^{k−1}(F )

f(x) d—F (x):

Ğďěśĳ Gn;k | ňŋőčőőąřăğĺě Čřăśśňăŋă, Sk^{−1}(F ) | ěćłńĺďőćă ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě F:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő şęě ążńő ć ŕăřăčřăťě "Ňěřă Ţăăřă". � Ńěňňă 3. Ŕşśšĳ k ∈ N; k > 1; ‹ ∈ (0; 1) ĺ^~B(‹) | ŋěłőšőřă£ ěćłńĺďőćă ÿăŕłă ŋă śťěřě Sk^{−1}; šő ěśšĳ ~B(‹) := ~B(x; ‹) := {y ∈ Sk^{−1} : |y − x| 6 ‹} ďń£ ŋěłőšőřőčő x ∈ Sk^{−1}: Šőčďă

— ~B(‹) > ( ‹ ı )k : Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ „ | şčőń, őŕřěďěń£ěňżľ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ 0 6 „ 6 ı=2; ‹=2 = sin („=2): §śŋő, ůšő ěćłńĺďőćă ÿăŕłă ~B(‹) ŋă śťěřě śőćŕăďăěš ś "čěőďěğĺůěśłőľ" ÿăŕłőľ B(„) = {y ∈ Sk^{−1} : ȷ(y; x) 6 „}:

Ňż şęě ĺňěńĺ řăŋĳÿě ďěńő ś ňěřőľ — B(„) (śň. ćšőřőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ő ćżąőřě k -ňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă), šăł ůšő

— ~B(‹) = — B(„) = ∫ „ 0 sink^{−2} ’ d’ 2 ∫ ı=_2 0 sink^{−2} ’ d’

> 1ı ∫ „ 0 sink^{−2} ’ cos ’ d’;

šăł łăł ĺŋšěčřăń ć ğŋăňěŋăšěńě ŋě ąőńĳÿě ı=2; ă ŋă ŕřőňěęşšłě (0; ı=2) 1 > cos ’ > 0: Ćśŕőňĺŋă£, ůšő 0 < ‹ < 1 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, 0 < „ < ı=3; ĺ ĺŋšěčřĺřş£ ŕřăćş¿ ůăśšĳ ŕőśńěďŋěčő śőőšŋőÿěŋĺ£, ŕőńşůăěň:

— ~B(‹) > 1ı 1k − 1 sink^{−1} „ = 1ı 1k − 1 ( 2 sin „ 2 cos „ 2 ) = 1ı 1k − 1 ( 2 · ‹ 2 cos „ 2 )

                                        >

>^1_ı^1_{k − 1}

( √ 3 ‹ 2 )k_{−1} >^{( ‹}_ı^{)k 1}_{k − 1} ( √ 3 ı 2 )k_{−1} >^{( ‹}_ı^{)k 2k−1}_{k − 1} >^{( ‹}_ı^{)k} : �

ŐĄŽĚŇŊŻĚ ŐŠŊŐŸĚŊĹ§ 89

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Śőćěřÿă£, ěśńĺ ŋěőąţőďĺňő, ŕőďţőď£źěě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňżľ ¡ńńĺŕśőĺď İ ěśšĳ ěďĺŋĺůŋżľ ěćłńĺďőć ÿăř Bn_2 : Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ěďĺŋĺůŋş¿ ěćłńĺďőćş śťěřş łăłőčő{ńĺąő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă F ŕřőśšřăŋśšćă Rn ůěřěğ S(F ): Ğăťĺłśĺřşěň k ĺ řăśśňőšřĺň śńěďş¿źěě ŕőďňŋőęěśšćă ňŋőčőőąřăğĺ£ Čřăśśňăŋă:

F := { F ∈ Gn;k :^∫_{S(F )} ‖x‖^{−n} d—F (x) 6 (2 A)^n } : Ŕő ŋěřăćěŋśšćş Ůěążÿ-ěćă, —(F) > 1 − 2^−n: Ďěľśšćĺšěńĳŋő,

—(Gn;k \ F) 6^∫_{Gn,k} ∫ S(F ) ‖x‖^−

n d—F (x) (2 A)n d—

(F );

ŕřĺňěŋ££ ńěňňş 2, ă ğăšěň ĺ ńěňňş 1, ŕřĺţőďĺň ł śőőšŋőÿěŋĺ£ň

—(Gn;k \ F) 6^1_{(2 A)n}^∫_{Sn−1} ‖x‖^{−n} d—(x) =^1_{(2 A)n}^{Vol B}_{Vol Bn2} =^1_{(2 A)n} A^n =^1_{2n} :

Ŕőłăęěň, ůšő ń¿ąőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć F ∈ F şďőćńěšćőř£ěš ğăłń¿ůěŋĺ¿ ŋăÿěľ šěőřěňż. Ďń£ ¡šőčő ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřőě ůĺśńő r; 0 < r < 2; ĺ řăśśňőšřĺň mr := {x ∈ S(F ) : ‖x‖ 6 r} (ćżąőř ůĺśńă r ňż őśşźěśšćĺň ŋěśłőńĳłő ŕőğęě šăł, ůšőąż ďń£ ‹ = r=2 ňőčńă ąż ążšĳ ŕřĺňěŋěŋă ńěňňă 3). Ŕőłăęěň, ůšő

mr 6 (2rA)^n :

Ŕřĺňěŋ££ ěźě řăğ ŋěřăćěŋśšćő Ůěążÿ-ěćă, ŕőńşůăěň:

mr = — { x ∈ S(F ) : 1 ‖x‖n > 1 rn } 6 r^{n ∫}_{S(F )} ‖x‖^{−n} d—(x) 6 r^n (2A)^n

(ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő F ∈ F ).

Ćżąěřěň šěŕěřĳ ůĺśńő r šăłĺň, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő (2Ar)n = ( r=2 ı )k (šő ěśšĳ, rn^−k = ( 2n^+k ık An )_{−1} ), ĺ ŕőńőęĺň ‹ = r=2: Šăł łăł 0 < ‹ < 1; šő, ŕő

ńěňňě 3, łăłőľ{ąż y ∈ S(F ) ŋĺ ćğ£šĳ, —{x ∈ S(F ) : |x − y| 6 ‹} > ( ‹ ı )k : Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ňż ŕőńşůĺńĺ, ůšő

mr = —{x ∈ S(F ) : ‖x‖ 6 r} 6 ( ‹ ı )k : Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő y ∈ S(F ) ŋăľďěšś£ šăłőľ x ∈ S(F ); ůšő ‖x‖ > r ĺ |x − y| 6 ‹:

90 ŔŐŮŠĹ ĚĆŁŃĹĎŐĆŻ ŔŐĎŔŘŐŚŠŘĂŊŚŠĆĂ

Šăł łăł, ŕő şśńőćĺ¿, ‖ · ‖ 6 | · |; šő ďń£ ¡šőľ ŕăřż ćěłšőřőć, ‖x − y‖ 6 r=2 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ‖y‖ > ‖x‖ − ‖x − y‖ > r − r=2; őšłşďă ňż ŕőńşůăěň, ůšő ŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě ‖ · ‖ > r=2:

Ěśńĺ y | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř ĺğ F; šő, ŕő ďőłăğăŋŋőňş, ‖ ‖ ‖ ‖ y |y| ‖ ‖ ‖ ‖ > r=2; šő

ěśšĳ |y| 6 (2=r) ‖y‖ ďń£ ćś£łőčő y ∈ F:

Ŋăň őśšăńőśĳ őűěŋĺšĳ śćěřţş ůĺśńő 2=r: Ĺňěěň:

rn^−k = ( 2n^+k ık An )_{−1} = ( 1 2A )n ( 1 2ı )k ; őšłşďă (r=2)n^−k > ( 1 4Aı )n : Ĺšăł, ‖ · ‖ > r 2 | · | > ( 1 4Aı )n=_(n_−k_) | · |; ĺńĺ

| · | 6 (4Aı)n=^(n^−k^) ‖ · ‖: �

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ňż ŕřĺćěďěň śńěďş¿źĺľ ŕőřăğĺšěńĳŋżľ řěğşńĳšăš ĺğ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ řăąőšż Ą.Ś. Łăÿĺŋă^{27}, ĺğćěśšŋżľ śěľůăś łăł "łăÿĺŋśłőě ŕőůšĺ őřšőčőŋăńĳŋőě řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ln_1 ":

Śńěďśšćĺě 4. Ěśńĺ n = 2k; k ∈ N; šő śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋőě řăğńőęěŋĺě ln_2 = F_1 ⊕ F_2 ŋă ďćă k -ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ďń£ łőšőřőčő

∀x ∈ F_1 ∪ F_2 ‖x‖_1 6 √ n ‖x‖_2 6 32ıe ‖x‖_1:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň İn := n^{−1}=^2 Bn_2 : Šăł łăł İn ⊂ Bn_1 ; šő, ŕő śńěďśšćĺ¿ 1 (śň. (2) ĺ (5)), ( Vol Bn_1 Vol İn

)_1=n

6

√ 2e ı ; ĺ, ŕřĺňěŋ££ šěőřěňş 1, ňż ŕőńşůăěň:

(10) — {F ∈ Gn;k : pİ_n 6 32ıe ‖ · ‖_1 ŋă F } > 1 2 : Šăł łăł őšőąřăęěŋĺě F → F^⊥ śőţřăŋ£ěš ňěřş — ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ Čřăśśňăŋă

Gn;k; šő (10) śŕřăćěďńĺćő šăłęě ĺ ŕřĺ ğăňěŋě F ŋă F^⊥: Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęě-

śšćő šěţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć F ∈ Gn;k; ďń£ łőšőřżţ pİ_n 6 32ıe ‖ · ‖_1 łăł ŋă F; šăł ĺ ŋă F^⊥ őďŋőćřěňěŋŋő, ĺňěěš ŋěŋşńěćş¿ ňěřş. Šěŕěřĳ ďőśšăšőůŋő ćğ£šĳ őďŋő ĺğ šăłĺţ k -ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć F ĺ ŕőńőęĺšĳ F_1 := F ĺ F_2 := F^⊥: �

27Ą.Ś. Łăÿĺŋ, Ďĺăňěšřż ŋěłőšőřżţ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ĺ ŋěłőšőřżě łńăśśż čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ, Ĺğćěśšĺ£ ĂŊ ŚŚŚŘ (ňăšěň.) 83, 1977, 334{351.

ŚŔĹŚŐŁ ŃĹŠĚŘĂŠŞŘŻ 91

Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż

[ĄěŃť] Ľ.Ąěřč, Ľ.Ń-ěťśšř-ěň, Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, Ććěďěŋĺě, Ňőśłćă: Ňĺř (1980), 264 ś.

[Ąěřę] Ň.Ąěřęě, Čěőňěšřĺ£ Šőň I , Ňőśłćă: Ňĺř (1984), 559 ś.

[ČŃ¿ą] Ĺ.Ň.Čńăğňăŋ, đ.Ĺ.Ń¿ąĺů, Łőŋěůŋőňěřŋżľ ńĺŋěľŋżľ ăŋăńĺğ ć ğăďăůăţ, Ňőśłćă: Ŋăşłă (1969).

[ĎŸć1] Ŋ.Ďăŋťőřď, Ďę.Ě.Ÿćăřű, Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż (őąźă£ šěőřĺ£) Šőň I , Ňőśłćă: Ĺŋőśšřăŋŋă£ ńĺšěřăšşřă (1962), 895 ś.

[Ğĺč1] Ă.Ğĺčňşŋď, Šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě ř£ďż Šőň I , Ňőśłćă: Ňĺř (1968), 615 ś. [ŁăŚă] Ą.Ś.Łăÿĺŋ, Ă.Ă.Śăăł£ŋ, Őřšőčőŋăńĳŋżě ř£ďż, Ňőśłćă: Ŋăşłă (1984), 496 ś. [Ńěćĺ] Ŕ.Ńěćĺ, Łőŋłřěšŋżě ŕřőąńěňż ťşŋłűĺőŋăńĳŋőčő ăŋăńĺğă, Ňőśłćă: Ŋăşłă (1967), 510 ś. [Ňăł] Ą.Ň.Ňăłăřőć, p -ăąśőń¿šŋő śşňňĺřş¿źĺě őŕěřăšőřż ĺ ŋěłőšőřżě ĺţ ŕřĺńőęěŋĺ£, Ăńčěąřă ĺ ăŋăńĺğ 3 (1991), no. 2, 1-83.

[ŇČŃŔ] Ą.Ň.Ňăłăřőć, Ň.Č.Čőńşğĺŋă, Ă.Ă.Ńőďłĺŋ, Ă.Ŋ.Ŕőďłőřżšőć,, Ĺğąřăŋŋżě ğăďăůĺ ŕő ćěźěśšćěŋŋőňş ăŋăńĺğş, Ňőśłćă: Ŋăşłă (1992), 432 ś.

[Ÿěť] Ţ.Ÿěťťěř, Šőŕőńőčĺůěśłĺě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, Ňőśłćă: Ňĺř (1971), 360 ś.

198904, Śăŋłš{Ŕěšěřąşřč, Ŕěšřőďćőřěű, Şŋĺćěřśĺšěšśłĺľ ŕřőśŕěłš, ď.28 Śăŋłš{Ŕěšěřąşřčśłĺľ čőśşďăřśšćěŋŋżľ şŋĺćěřśĺšěš, ňăšěňăšĺłő{ňěţăŋĺůěśłĺľ ťăłşńĳšěš,

email: orein@or1146.spb.edu