SPb. Math. Society Preprint 2007-02 31 May 2007

ŐĄ ŐĎŊŐŇ ŐĄŐĄŹĚŊĹĹ ŔŐŊ§ŠĹ§ ŤŘĚĽŇĂ

Őńěč Ĺ. Řěľŋőć

Ŕşśšĳ H | śěŕăřăąěńĳŋőě čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Ŕşśšĳ {e_j }^N_{j=1}; čďě N ∈

N ∪ {+∞}; | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć H: Šőčďă ďń£

ń¿ąőčő ćěłšőřă e ∈ H ĺňěěň: N∑ j=1 |⟨e; e_j ⟩|^2 ≤ ||e||^2: (1)

İšő | ŋěřăćěŋśšćő Ąěśśěń£. Ďń£ ŕőńŋőľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {e_j }^N_{j=1} (šő ěśšĳ, ďń£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă ć H) ĺňěěšś£ ąőńěě śĺńĳŋőě śćőľśšćő śĺśšěňż: N∑ j=1 |⟨e; e_j ⟩|^2 = ||e||^2 for every e ∈ H: (2)

İšő | řăćěŋśšćő Ŕăřśěćăń£.

Śőőšŋőÿěŋĺ£ (1) ĺ (2), ŋěśőňŋěŋŋő, £ćń£¿šś£ őďŋĺňĺ ĺğ śăňżţ ćăęŋżţ ć łńăśśĺůěśłőľ šěőřĺĺ čĺńĳąěřšőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. Ňż ňőęěň, őďŋăłő, ŕőľšĺ ďăńĳÿě, řăśśňăšřĺćă£ śůěšŋżě ĺńĺ ŋěśůěšŋżě ąěśłőŋěůŋżě (őřšőčőŋăńĳŋżě ĺńĺ ŋěš) śěňěľśšćă ć čĺńĳąěřšőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ, ďăęě ŋě őą£ğăšěńĳŋő śěŕăřăąěńĳŋżţ, ĺ śšăřă£śĳ őŕřěďěńĺšĳ śěňěľśšćă, łőšőřżě őąńăďă¿š śćőľśšćăňĺ, ŕőţőęĺňĺ ŋă (1) ĺ (2). Ěśńĺ čőćőřĺšĳ łőřőšłő, ňż ŋă ¡šőň ŕşšĺ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ňőęěň ŕřĺďšĺ ł "ŕěřěŕőńŋěŋŋżň" śěňěľśšćăň, śćőľśšćă łőšőřżţ őůěŋĳ ŕőţőęĺ ŋă śćőľśšćă čĺńĳąěřšőćżţ ąăğĺśőć ć śěŕăřăąěńĳŋżţ (ĺńĺ ŋěśěŕăřăąěńĳŋżţ) ŕřőśšřăŋśšćăţ | ć šőň śňżśńě, ůšő őśŋőćŋżě ĺţ śćőľśšćă ćżčń£ď£š ŕőůšĺ łăł śćőľśšćă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ć (1) ĺ (2). Ěśńĺ šăłĺě "ŕěřěŕőńŋěŋŋżě" ŋěśůěšŋżě śěňěľśšćă

Řăąőšă ćżŕőńŋěŋă ŕřĺ ůăśšĺůŋőľ ŕőďďěřęłě Ťőŋďă ŘŤŤĹ: Čřăŋš 06-01-00457

řăśśňăšřĺćă¿šś£ ć śěŕăřăąěńĳŋżţ H; šő, łőŋěůŋő, ĺţ ¡ńěňěŋšż ŋě ďă¿š ŋăň őążůŋżľ čĺńĳąěřšőć ąăğĺś, ŕőśłőńĳłş śěňěľśšćő ŋěśůěšŋő ĺ, šăłĺň őąřăğőň, ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňő.

Śŋőćă ąşďěň łřăšłĺ ĺ śłăęěň ńĺÿĳ, ůšő ňż | ŋă ŕşšĺ ł ŕőńşůěŋĺ¿ ŋőćőčő łńăśśă śěňěľśšć, ŋě ąăğĺśŋżţ, ŋő ćěďşźĺţ śěą£ őůěŋĳ ŕőţőęě ŋă ąăğĺśż, śő śćőľśšćăňĺ, łőšőřżě ňőčşš ążšĳ őůěŋĳ ŕőńěğŋż ć šěőřĺĺ čĺńĳąěřšőćżţ ŕřőśšřăŋśšć. İšő ťřěľňż.

Šőůŋěě, ŕşśšĳ {e_α}_{α∈A} ěśšĳ ŋěłőšőřőě śěňěľśšćő ć H (ňż ŕřěďŕőńăčăěň, őążůŋő, ůšő ćśě řăśśňăšřĺćăěňżě ňŋőęěśšćă ŋě ŕşśšż, łăłőćő śěľůăś ĺ A ): Čőćőř£š, ůšő śěňěľśšćő {e_α}_{α∈A} ěśšĳ ťřěľň, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőśšő£ŋŋżě A ĺ B; čďě 0 < A ≤ B < ∞; ůšő ďń£ ń¿ąőčő e ∈ H ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£: A ||e||^2 ≤ ∑ α∈A |⟨e; e_α⟩|^2 ≤ B ||e||^2 (3)

(śň. [1, 3] ďń£ ŕřěłřăśŋőčő ććěďěŋĺ£ ć šěőřĺ¿ ťřěľňőć). Ć ¡šőň śńşůăě A | ŋĺęŋ££ (frame{)čřăŋĺűă ĺ B | ćěřţŋ££ (frame{)čřăŋĺűă ďń£ ¡šőčő ťřěľňă. Ěśńĺ śěňěľśšćő E := {e_α}_{α∈A} şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň, ăŋăńőčĺůŋżň (1), šő čőćőř£š ő ąěśśěńěćőň śěňěľśšćě. Ěśńĺ śěňěľśšćő {e_α}_{α∈A} şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň, ăŋăńőčĺůŋżň (2), šő čőćőř£š ő ŕăřśěćăńěćőň śěňěľśšćě ĺ ć ¡šőň śńşůăě {e_α}_{α∈A} | ŕő ŋěőąţőďĺňőśšĺ ťřěľň, šăł ůšő ňż ŕőńşůăěň ŕăřśěćăńěć ťřěľň. Ąőńěě šőůŋő, E ŋăğżćăěšś£ ąěśśěńěćżň śěňěľśšćőň, (śőőšćěšśšćěŋŋő, ąěśśěńěćőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿), ěśńĺ śşźěśšćşěš łőŋśšăŋšă B > 0 šăłă£, ůšő ďń£ ćś£łőčő e ∈ H ∑ α∈A |⟨e; e_α⟩|^2 ≤ B ||e||^2

(śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺ ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć A śůěšŋő). Ěśńĺ E | ťřěľň śő śćőľśšćőň ĺğ (3), šő čőćőř£š, ůšő ¡šő | ŕăřśěćăńěć ťřěľň, łőčďă ć (3) A = B = 1: Ąőńěě őąźő, ěśńĺ A = B > 0 ć (3) šő ťřěľň E ŋăğżćăěšś£ ęěśšłĺň ťřěľňőň. Ěźě ŕăřă őŕřěďěńěŋĺľ:ťřěľň E £ćń£ěšś£ řăćŋőňěřŋżň, ěśńĺ ||e_α|| = ||e_β|| ďń£ ćśěţ ¸; ˛ ∈ A ; ťřěľň E šőůěŋ, ěśńĺ śěňěľśšćő E \ {e_γ} şęě ŋě ťřěľň łăłőćő ąż ŋĺ ążńő ‚ ∈ A :

Šěőřĺ£ ťřěľňőć (śň. [1, 3]) ğăňěůăšěńĳŋő řăğćĺćăńăśĳ (ĺ ŕřőďőńęăěš řăğćĺćăšĳś£) ć šěůěŋĺě ŕőśńěďŋĺţ ŕřĺňěřŋő 30 ńěš. Ňż ŋě śőąĺřăěňś£ ğďěśĳ şŕőňĺŋăšĳ ďăęě ŋăůăńĳŋżě (ŋő ďőćőńĳŋő ĺŋšěřěśŋżě ĺ ĺŋőčďă ŋěšřĺćĺăńĳŋżě) řěğşńĳšăšż šěőřĺĺ. Ąşłćăńĳŋő śěľůăś, ŋěśłőńĳłĺňĺ śšřőłăňĺ ŋĺęě, ňż ŋăňěšĺň ŋěłőšőřżě ŕşšĺ ćőğňőęŋżţ őąőąźěŋĺľ ŕőŋ£šĺ£ ťřěľňă (ĺ ğăšěň řăśśňőšřĺň őďĺŋ ĺğ ŋĺţ). Ąőńěě őąźă£ śĺšşăűĺ£ řăśśňőšřěŋă ć řăąőšě ăćšőřă [5], čďě ćŕěřćżě ążńő ććěďěŋő ŕőŋ£šĺě ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőčő ĺğňěřĺňőčő ťřěľňă. Ć ďăŋŋőľ řăąőšě ŋĺęě ňż ĺŋšěřěśşěňś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ¡šőľ śĺšşăűĺĺ | ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżľ ĺğňěřĺňżľ ťřěľň ś őďŋőňěřŋżňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ. Őšňěšĺň, ůšő, łăł ŕőłăğżćăěš šěőřěňă 1 ĺğ [5], ĺğşůěŋĺě ĺğňěřĺňżţ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżţ ťřěľňőć śćőďĺšś£, ŕő śşźěśšćş, ł ĺśśńěďőćăŋĺ¿ "ĺğňěřĺňżţ őďŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżţ ťřěľňőć" (šăłĺţ, łăł ć ŋăÿěľ řăąőšě).

Ĺšăł, ć łăłĺţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ ćőğňőęŋő őąőąźěŋĺ£ ŕőŋ£šĺ£ "ťřěľň"? A ) Őďĺŋ ĺğ ŕşšěľ | ğăňěŋĺšĳ łăęďżľ ćěłšőř e_α ć (3) ŋăąőřőň ćěłšőřőć {e_{α,j} }_j :

Łăł ¡šő ŕřőďěńăšĳ? Śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć (3) ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ, čřşąő čőćőř£, (őřšő)ŕřőěłšőřż ĺğ H ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě őďŋőňěřŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ňż ţőšĺň ĺğňěŋĺšĳ śĺšşăűĺ¿ ć ęěńăěňőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, šő ěśšěśšćěŋŋżň £ćń£ěšś£ řăśśňőšřěŋĺě, ďń£ łăęďőčő ¸; ŕőďŕřőśšřăŋśšćă E_α ćňěśšő őďŋőňěřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă span {e_α}; ŕřĺ ¡šőň, ćňěśšő "ŕřőěłűĺĺ" ⟨·; e_α⟩ ŋăďő ćğ£šĳ őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ ı_Eff (ĺğ H ŋă E_α): Őŕĺśăŋŋżľ ŕşšĳ | ¡šő ŋăŕřăćńěŋĺě, ć łőšőřőň ŕőÿńĺ P. G. Casazza ĺ G. Kutyniok [2]. Ćőš ĺţ śőőšćěšśšćş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě.

Ŕşśšĳ I | ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć ĺ ŕşśšĳ {v_i}_{i∈I} ěśšĳ śěňěľśšćő "ćěśőć", š. ě. v_i > 0 ďń£ ćśěţ i ∈ I: Śěňěľśšćő ğăňłŋşšżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć {W_i}_{i∈I} čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H ěśšĳ frame of subspaces ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł {v_i}_{i∈I} ďń£ H; ěśńĺ śşźěśšćş¿š łőŋśšăŋšż 0 < C ≤ D < ∞ šăłĺě, ůšő C ||f||^2 ≤ ∑ i∈I v^2_i ||ı_{Wi} (f)||^2 ≤ D ||f||^2 for all f ∈ H:

Ŕőŋ£šĺ£ čřăŋĺű, ćěřţŋěľ ĺ ŋĺęŋěľ čřăŋĺű, ęěśšłĺţ, ŕăřśěćăńěćżţ ĺ š. ŕ. "ťřěľňőć ŕőďŕřőśšřăŋśšć" őŕřěďěń£¿šś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň. Ďăńĳŋěľÿĺě őąőąźěŋĺ£ ć ¡šőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ ŋă śńşůăľ "ĺğňěřĺňżţ ťřěľňőć ŕőďŕřőśšřăŋśšć" ŕřěďńőęěŋő ăćšőřőň ć [5].

B ) Ďřşčőľ ŕşšĳ ďń£ őąőąźěŋĺľ. Ŕřőśšő ĺğňěŋĺň śşňňş ć (3) ŋă ĺŋšěčřăń, ůšő őğŋăůăěš ĺğňěŋěŋĺě ňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć A ŋă ŕřőśšřăŋśšćő ś ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěřőľ, ŋăŕřĺňěř, (˙; ˚; —): Ć ďăŋŋżľ ňőňěŋš ŕőďřőąŋőśšĺ őŕşśłăěň, ŕőśłőńĳłş ŋĺęě ¡šő ąşďěš ŕřőďěńăŋő ć ťőřňăńĳŋőň őŕřěďěńěŋĺĺ.

Ŕěřěď šěň, łăł ŕěřěľšĺ ł ĺğńőęěŋĺ¿ őśŋőćŋőčő ňăšěřĺăńă, ŕřĺćěďěň ŋěłőšőřżě ĺśŕőńĳğşěňżě őąőğŋăůěŋĺ£.

Ďń£ ŕřőśšőšż ĺğńőęěŋĺ£ ć ¡šőľ řăąőšě ňż řăśśňăšřĺćăěň šőńĳłő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Ćśě ĺğńőęěŋŋőě ŋĺęě, őďŋăłő, śŕřăćěďńĺćő ĺ ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě.

Ćś¿ďş ďăńěě ůěřěğ H őąőğŋăůăěšś£ čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő. Ňż őšőęďěśšćń£ěň ŕřőśšřăŋśšćő H ś ěčő śőŕř£ęěŋŋżň. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć h; f ∈ H; őďĺŋ ĺğ łőšőřżţ řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł ńĺŋěľŋżľ ŋěŕřěřżćŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă H; ğăŕĺśżćăěšś£ łăł ć ćĺďě ⟨f; h⟩; šăł ĺ ć ćĺďě ⟨h; f⟩: Ŕőď ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă ŕőŋĺňăěšś£ ğăňłŋşšőě ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ěśńĺ E | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć H; šő ı_E | őřšőčőŋăńĳŋżľ ŕřőěłšőř ĺğ H ŋă E: Ćś£łĺľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ŕřőěłšőř śăňőśőŕř£ęěŋ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő őŕěřăšőř U ĺğ čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H ć čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő H_0 ůăśšĺůŋő ĺğőňěšřĺůěŋ, ěśńĺ ŋă ŋěłőšőřőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě H_1 ⊂ H őŋ ĺğőňěšřĺůěŋ, ă ŋă ěčő őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ. Ůăśšĺůŋő ĺğőňěšřĺůěśłĺľ őŕěřăšőř U : H → H_0 | ťăłšőřőšőąřăęěŋĺě ĺğ H ŋă őąřăğ U(H); ěśńĺ U(H) = H_0; šő śőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř ćłńăďżćăěš ĺğőňěšřĺůěśłĺ ŕřőśšřăŋśšćő H_0 ć H:

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H ůěřěğ Id_H őąőğŋăůăěšś£ šőęďěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ć H:

Ŕşśšĳ (˙; —) | ŕřőśšřăŋśšćő ś ňěřőľ. Ťşŋłűĺ£ g : ˙ → H ŋăğżćăěšś£ śłăń£řŋő ĺğňěřĺňőľ, ěśńĺ ďń£ ćś£łőčő ćěłšőřă h ∈ H ĺğňěřĺňă śłăń£řŋőğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£ ⟨h; g(·)⟩ : ˙ → H: Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ĺŋšěčřăńż őš ŕőďőąŋżţ ćěłšőřŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ. Ňŋőęěśšćő őůěŋĳ ŕőńěğŋőľ ĺŋťőřňăűĺĺ ő ćěłšőřŋőň ĺŋšěčřĺřőćăŋĺĺ ĺńĺ ő ŋěśłăń£řŋő-ğŋăůŋżţ ĺğňěřĺňżţ ťşŋłűĺ£ţ ňőęŋő ŋăľšĺ ć ŕřěłřăśŋő ŋăŕĺśăŋŋőľ ňőŋőčřăťĺĺ J. Diestel’ă ĺ J. J. Uhl’ă [4].

Ĺŋšěčřăńĳŋżě ťřěľňż. Ňż řăśśňăšřĺćăěň őďĺŋ ůăśšŋżľ śńşůăľ ŕőŋ£šĺ£ "ĺğňěřĺňżľ ŕřőśšřăŋśšćěŋŋżľ ťřěľň", ććěďěŋŋőčő ăćšőřőň ć řăąőšě [5], ĺ ŋăůĺŋăěň ĺğşůěŋĺě "ĺŋšěčřăńĳŋżţ" ťřěľňőć ś ĺţ őŕřěďěńěŋĺ£, ŕřőśšěľÿĺţ śćőľśšć ĺ ĺţ ść£ğĺ ś šěőřĺěľ őŕěřăšőřőć ć čĺńĳąěřšőćżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

Ŕőśňőšřĺň ŋă şśńőćĺě (3) ć őŕřěďěńěŋĺĺ łńăśśĺůěśłőčő ťřěľňă ś ĺŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£. Ŕőńőęĺň ˙ := A ĺ ŕşśšĳ —_c ěśšĳ "śůĺšă¿źă£" ňěřă ŋă A ; š. ě. —_c | ňěřă ŋă ff-ăńčěąřě ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ňŋőęěśšćă A ś šěň śćőľśšćőň, ůšő ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ¸ ∈ A ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő —_c({¸}) = 1: Őšňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŋěőšřĺűăšěńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ ’ ŋă A ćżŕőńŋ£ěšś£ śńěďş¿źěě śőőšŋőÿěŋĺě: ∑ α∈A ’(¸) = ∫ A ’(¸) d—_c(¸) ≡ ∫ Ω ’ d—_c:

Šăłĺň őąřăğőň, śőőšŋőÿěŋĺ£ (3) ňőčşš ŕěřěŕĺśăŋż ć "ĺŋšěčřăńĳŋőľ" ťőřňě, ĺ ňż ŕőńşůăěň, ůšő śěňěľśšćő {e_α}_{α∈A} ěśšĳ ťřěľň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćş¿š ďćě ŕőśšő£ŋŋżě A ĺ B; čďě 0 < A ≤ B < ∞ šăłĺě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő e ∈ H ćżŕőńŋ£¿šś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ A ||e||^2 ≤ ∫ A |⟨e; ·⟩|^2 d—_c ≤ B ||e||^2: (3a)

Ŋăÿă űěńĳ ć ŋăśšő£źěľ řăąőšě | ğăňěŋĺšĳ ďĺśłřěšŋş¿ ňěřş ŋă ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ĺ ŕőśňőšřěšĳ, ůšő ŕőńşůĺšś£.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Śěňěľśšćő {fω}ω∈Ω ŋăğżćăěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő h ∈ H ťşŋłűĺ£ ’; ’(!) := ⟨h; f_ω⟩; ĺğňěřĺňă ĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőśšő£ŋŋżě C; D > 0; ůšő ďń£ ćś£łőčő ćěłšőřă f ∈ H ćżŕőńŋ£¿šś£ ŋěřăćěŋśšćă

(4) C ||f||^2 6 ∫ Ω |⟨f; f_ω ⟩|^2 d—(!) 6 D ||f||^2:

Ŕőśšő£ŋŋżě C ĺ D ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋĺęŋěľ ĺ ćěřţŋěľ čřăŋĺűăňĺ (ďń£) ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă {f_ω}_Ω: Śěňěľśšćő {f_ω }_{ω∈Ω} ŋăğżćăěšś£ C-ęěśšłĺň ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň, ěśńĺ łőŋśšăŋšż C; D ć (4) ňőčşš ążšĳ ćżąřăŋż šăł, ůšő C = D; őŋő ŋăğżćăěšś£ ŕăřśěćăńěćżň (ĺŋšěčřăńĳŋżľ Parseval’s frame), ěśńĺ C = D = 1; ěśńĺ ďń£ F_Ω := span{f_ω}; ! ∈ ˙; H = ⊕ ∫ Ω F_ω; šő ¡šőš ŕăřśěćăńěćżň ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ěśšĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ H; Ŕăřśěćăńěćż ťřěľňż ňż ŋăğżćăěň šăłęě ŋőřňăńĺğőćăŋŋżňĺ ęěśšłĺňĺ ĺŋšěčřăńĳŋżňĺ ťřěľňăňĺ. Ěśńĺ ć (4) ĺňěěš ňěśšő šőńĳłő ŕřăćőě ŋěřăćěŋśšćő, šő čőćőř£š ő ąěśśěńěćőň ĺŋšěčřăńĳŋőň śěňěľśšćě ś ąěśśěńěćőľ ćěřţŋěľ čřăŋĺűěľ D:

Ğăňěůăŋĺě 1. Ŕşśšĳ {fω}Ω | ŋěłőšőřżľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ć H: Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ! ∈ ˙ ŕőńőęĺň g(!) := f_ω; őŕřěďěń££, šăłĺň őąřăğőň, H-ğŋăůŋş¿ ťşŋłűĺ¿ g ŋă ˙: Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă, ¡šă ťşŋłűĺ£ śłăń£řŋő ĺğňěřĺňă. Őąřăšŋő, ďń£ ń¿ąőľ śłăń£řŋő ĺğňěřĺňőľ čĺńĳąěřšőćőğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ g : ˙ → H ťőřňşńă f_ω = g(!) őŕřěďěń£ěš ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ć H; ěśńĺ šőńĳłő ďń£ ŋěłőšőřżţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ łőŋśšăŋš C_0; D_0 ŕřĺ ćśěţ h ∈ H

(5) C_0 ||h||^2 6 ∫ Ω |⟨h; g(!)⟩|^2 d—(!) 6 D_0 ||h||^2:

Šăłĺň őąřăğőň, ĺŋšěčřăńĳŋżě ťřěľňż | ¡šő ŕřőśšő śłăń£řŋő ĺğňěřĺňżě čĺńĳąěřšőćőğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ, şďőćńěšćőř£¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£ň (5). Ŕřĺ ¡šőň, őůěćĺďŋő, čřăŋĺűż ďăŋŋőčő ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă śőćŕăďă¿š ś śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ čřăŋĺűăňĺ (śłăń£řŋő ĺğňěřĺňőľ) H-ğŋăůŋőľ ťşŋłűĺĺ. Ňż čőćőřĺň, ůšő ťşŋłűĺ£ g ăśśőűĺĺřőćăŋă ś ŋăÿĺň ťřěľňőň {f_ω}_Ω:

Ŕşśšĳ ş ŋăś ěśšĳ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň {f_ω} ć H ĺ ŕşśšĳ g | ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ŋĺň śłăń£řŋő ĺğňěřĺňă£ H-ğŋăůŋă£ ťşŋłűĺ£. Řăśśňőšřĺň ťőřňăńĳŋş¿ ťőřňşńş

(6) T ’ = ∫ Ω ’ g d— ďń£ ’ ∈ L_2(˙; —):

Ěě ŋăďő ŕőŋĺňăšĳ šăł (ťşŋłűĺ£ g ćśěčő ńĺÿĳ śłăń£řŋő ĺğňěřĺňă, ŕő¡šőňş ĺŋšěčřăń ć (6) ŋě őą£ğăŋ £ćń£šĳś£ ĺŋšěčřăńőň Ąőţŋěřă). Ĺŋšěčřăń ć (6) ěśšĳ ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă H; łőšőřżľ ŋă ćěłšőřě h ĺğ H ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě

(7) (T ’)(h) = ∫ Ω ’ ⟨g; h⟩ d—:

Ůšőąż ĺŋšěčřăń ć (7) ćśěčďă (ŕřĺ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ ’ ĺğ L_2(˙; —)) ążń őŕřěďěńěŋ ĺ łőŋěůěŋ ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż śłăń£řŋă£ ťşŋłűĺ£ ⟨g; h⟩ ńěęăńă ć ŕřőśšřăŋśšćě L_2(˙—): Ĺ ¡šő ďőńęŋő ążšĳ ŕřĺ ń¿ąőň ćěłšőřě h:

Ŕőśńěďŋĺě ďćă śőőšŋőÿěŋĺ£ ňőęŋő, řăğşňěěšś£, řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő śłăń£řŋő ĺğňěřĺňőčő śěňěľśšćă {f_ω}_Ω ćěłšőřőć čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H (ă ŋě šőńĳłő ďń£ ĺŋšěčřăńĳŋżţ ťřěľňőć), ĺ ś ¡šĺň śěňěľśšćőň, łőŋěůŋő, ňőęŋő ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň ăśśőűĺĺřőćăšĳ śłăń£řŋő ĺğňěřĺňş¿ ťşŋłűĺ¿ g : ˙ → H: Łőčďă, ć ¡šőň śńşůăě, śőőšŋőÿěŋĺě (6) őŕřěďěń£ěš őšőąřăęěŋĺě ĺğ L_2(˙; —) ć H? Ĺ ěśńĺ őŕřěďěń£ěš, šő łőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ąşďěš őčřăŋĺůěŋŋżň?

Ŕěřěď šěň łăł ťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğżćăšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ťăłš, ŕőśňőšřĺň, łăł ąşďěš ćżčń£ďěšĳ śőŕř£ęěŋŋżľ ł T őŕěřăšőř ć śńşůăě, łőčďă T őŕřěďěńěŋ ĺ őčřăŋĺůěŋ.

Ĺšăł, T ’ = ∫ Ω ’ g d—: Ďń£ h ∈ H ĺňěěň (ŕěřćőě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě | ć L_2(˙; —)):

⟨T^∗h; ’⟩ = ⟨T ’; h⟩ = ∫ Ω ’ ⟨g; h⟩ d— = ⟨⟨g; h⟩; ’⟩ (ć łőŋűě űěŕőůłĺ ćŋěÿŋěě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě | ć L_2(˙; —); ă ćŋşšřěŋŋě | ĺğ H!): Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ T őčřăŋĺůěŋ; šő

(8) T^∗h = ⟨h; g⟩ ďń£ ćśěţ h ∈ H:

Őąřăšŋő, ěśńĺ śőőšŋőÿěŋĺě (8) őŕřěďěń£ěš őčřăŋĺůěŋŋżľ őŕěřăšőř, šő ć śĺńş řěťńěłśĺćŋőśšĺ čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H őŕřěďěńěŋ ĺ őčřăŋĺůěŋ ŋăÿ őŕěřăšőř T ś šőľ ęě ťőřňşńőľ (4).

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ŕşśšĳ {fω}Ω | ŋěłőšőřőě śłăń£řŋő ĺğňěřĺňőě śěňěľśšćő ć H: Śńěďş¿źĺě ďćă şšćěřęďěŋĺ£ řăćŋőśĺńĳŋż.

1) Śőőšŋőÿěŋĺě (6) őŕřěďěń£ěš őšőąřăęěŋĺě Ě ĺğ L_2(˙; —; ) łőšőřőě ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺŋěľŋżľ őčřăŋĺůěŋŋżľ őŕěřăšőř.

2) Śěňěľśšćő {f_ω}_Ω ĺňěěš łőŋěůŋş¿ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺűş ć šőň śňżśńě, ůšő őŋő şďőćńěšćőř£ěš ŕřăćőňş ŋěřăćěŋśšćş ć (4) ś ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšőľ D:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1) =⇒ 2): Ěśńĺ T őčřăŋĺůěŋ, šő T^∗ šăłęě őčřăŋĺůěŋ, ŕřĺůěň ďń£ h ∈ H

(9) ‖T^∗h‖^2 = ∫ Ω |⟨h; g⟩|^2 d— = ∫ Ω |⟨h; f_ω⟩|^2 d—(!):

Ŕő¡šőňş ć łăůěśšćě ćěřţŋěľ čřăŋĺűż ďń£ śěňěľśšćă {f_ω} ňőęŋő ćğ£šĳ ůĺśńő ||T^∗|| = ||T ||: 2) =⇒ 1): Ŕşśšĳ D > 0 | ćěřţŋ££ čřăŋĺűă ďń£ {f_ω}: Śőőšŋőÿěŋĺě (8) ťőřňăńĳŋő őŕřěďěń£ěš őšőąřăęěŋĺě T^∗; łőšőřőě, ć śĺńş şśńőćĺľ ĺ řăśśşęďěŋĺľ ŕěřěď ťőřňşńĺřőćłőľ ŕřěďńőęěŋĺ£, £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ĺğ H ć L_2(˙; —): Łăł şęě şŕőňĺŋăńőśĳ ćżÿě, ć śĺńş řěťńěłśĺćŋőśšĺ H őšőąřăęěŋĺě T (ťőřňşńă (6) ) ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋő ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őčřăŋĺůěŋŋżľ őŕěřăšőř.

Ć śńşůăě, łőčďă śěňěľśšćő {f_ω}_Ω ĺňěěš łőŋěůŋş¿ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺűş, ňż čőćőřĺň őą őŕěřăšőřě T;

(10) T ’ = ∫ Ω ’ f_ω d— ďń£ ’ ∈ L_2(˙; —);

łăł ő ŕřěďťřěľňőćśłőň őŕěřăšőřě.

Őďŋĺň ĺğ őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ ć ăŋăńĺšĺůěśłĺţ šěőřĺ£ţ (ňăšěňăšĺůěśłĺľ ăŋăńĺğ, ťşŋłűĺőŋăńĳŋżľ ăŋăńĺğ, őŕěřăšőřŋżě ĺďěăńż, őŕěřăšőřŋżě ăńčěąřż ĺ š. ď.) £ćń£ěšś£ ŕőŋ£šĺě ŕőńŋőšż.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śěňěľśšćő ŕőďŕřőśšřăŋśšć {F_ω} ŕőńŋő ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě H; ěśńĺ span_{ω∈Ω} {F_ω} = H:

Śőőšćěšśšćěŋŋő, śěňěľśšćő {f_ω} ŕőńŋő ć H; ěśńĺ śěňěľśšćő őďŋőňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć {span f_ω}_{ω∈Ω} ŕőńŋő. Ĺňěěš ňěśšő śńěďş¿źĺľ ŕőńěğŋżľ ťăłš. Ŕřěďńőęěŋĺě 2. Ŕşśšĳ {fω}_Ω | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ć H: Śőőšćěšśšćş¿źěě

śěňěľśšćő őďŋőňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, F_ω := span{f_ω}; ŕőńŋő ć H:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő śěňěľśšćő {F_ω} ŋě ŕőńŋő. Ćőğĳňěň ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš f ∈ H šăłĺň őąřăğőň, ůšő f ⊥ span_{ω∈Ω} {F_ω} : Šőčďă ∫ Ω |⟨f; f_ω ⟩|^2 d—(!) = 0

(ŕőśłőńĳłş ćśě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ⟨f; f_ω ⟩ ŋşńĺ). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăÿě śěňěľśšćő {f_ω} ŋě ěśšĳ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ {fω} | śěňěľśšćő ćěłšőřőć ć H: Śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£

řăćŋőśĺńĳŋż ňěęďş śőąőľ.

1) {f_ω} £ćń£ěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň;

21) ŕřěďťřěľňőćśłĺľ őŕěřăšőř T : L_2(˙; —) → H őčřăŋĺůěŋ ĺ ďěľśšćşěš "ŋă"; 3) śőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř T^∗ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťŋżň (ćőőąźě čőćőř£, ćńőęěŋĺěň): Ąőńěě šőčő, śěňěľśšćő {f_ω} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋőřňăńĺğőćăŋŋżľ ęěśšłĺľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň (C = D = 1) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă T ěśšĳ ťăłšőřőšőąřăęěŋĺě, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő śőŕř£ęěŋŋżľ őŕěřăšőř T^∗ £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺůěśłĺň (ćńőęěŋĺěň):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ şšćěřęďěŋĺľ 1){3) şśšăŋőćńěŋă, ŕő śşźěśšćş, ćżÿě. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă őśšăńĳŋőľ ůăśšĺ šěőřěňż ďőśšăšőůŋő ćśŕőňŋĺšĳ őŕřěďěńěŋĺě ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă ĺ ŕřĺňěŋĺšĳ řăćěŋśšćő (9).

Ňż ąşďěň čőćőřĺšĳ őą őŕěřăšőřě T^∗ łăł ő ťřěľň-ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ. Ŕşśšĳ {f_ω } | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň, g | ăśśőűĺĺřőćăŋŋă£ ś ŋĺň śłăń£řŋő ĺğňěřĺňă£ ťşŋłűĺ£. Řăśśňőšřĺň śşŕěřŕőğĺűĺ¿

T T^∗ : H^{T ∗}→ L_2(˙; —)^T→ H: Ďń£ f ∈ H T T^∗f = T (⟨f; g⟩) = ∫ Ω ⟨f; g⟩ g d— = ∫ Ω ⟨f; f_ω ⟩ f_ω d—(!):

Šăłĺň őąřăğőň, őąőğŋăůă£ őŕěřăšőř T T^∗ ůěřěğ S; ňż ŕőńşůăěň őčřăŋĺůěŋŋżľ őŕěřăšőř S ć H; ďń£ łőšőřőčő ŕřĺ ćśěţ f ∈ H śŕřăćěďńĺćż śőőšŋőÿěŋĺ£ (11) Sf = ∫ Ω ⟨f; f_ω⟩ f_ω d—(!) ĺ (12) ⟨Sf; f⟩ = ∫ Ω |⟨f; f_ω⟩|^2 d—(!):

Őŕěřăšőř S ŋăğżćăěšś£ ťřěľň-őŕěřăšőřőň (ďń£ ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă {f_ω}):

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ {fω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H:

1) Ťřěľň-őŕěřăšőř S őčřăŋĺůěŋ, ŕőńőęĺšěńěŋ, śăňőśőŕř£ęěŋ ĺ őąřăšĺň. 2) {f_ω} ěśšĳ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ś čřăŋĺűăňĺ C; D > 0 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă C Id_H 6 S 6 D Id_H :

3): {f_ω} £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĺğőćăŋŋżň ęěśšłĺň ťřěľňőň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă łőčďă S = Id_H:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1) Šő, ůšő S śăňőśőŕř£ęěŋ ĺ ŕőńőęĺšěńěŋ { őůěćĺďŋő. Őąřăšĺňőśšĳ śăňőśőŕř£ęěŋŋőčő őŕěřăšőřă S ćżšěłăěš ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (11) ĺ (12.

2): İšő ňőňěŋšăńĳŋő ŕőńşůăěšś£ ĺğ ťřěľň-ŋěřăćěŋśšćă (4) ć őŕřěďěńěŋĺĺ ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă ĺ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ (12).

3): Ćżšěłăěš ĺğ ďőłăğăŋŋőčő şšćěřęďěŋĺ£ 2) ĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ŋőřňăńĺğőćăŋŋőčő ęěśšłőčő ťřěľňă.

Šěőřěňă 3. Ěśńĺ {fω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H; šő ťřěľň-őŕěřăšőř S

şďőćńěšćőř£ěš śńěďş¿źĺň śőőšŋőÿěŋĺ£ň. Ěśńĺ f ∈ H; šő

(13) f = ∫ Ω ⟨f; S^{−1}f_ω⟩ f_ω d—(!) ĺ (14) f = ∫ Ω ⟨f; S^{−1/2}f_ω⟩ S^{−1/2}f_ω d—(!):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ĺśŕőńĳğşěň ťőřňşńş (11). Ĺňěěň:

f = SS^{−1}f = ∫ Ω ⟨S^{−1}f; f_ω⟩ f_ω d—(!) = ∫ Ω ⟨f; S^{−1}f_ω ⟩ f_ω d—(!):

Ďăńěě,

S^{−1/2}f = S^{−1}SS^{−1/2}f = S^{−1} (∫ Ω ⟨S^{−1/2}f; f_ω⟩ f_ω d—(!) ) = = S^{−1} (∫ Ω ⟨f; S^{−1/2}f_ω⟩ f_ω d—(!) ) = ∫ Ω ⟨f; S^{−1/2}f_ω⟩ f_ω d—(!);

őšłşďă, ŕőśńě ŕřĺňěŋěŋĺ£ ł ńěćőľ ĺ ŕőśńěďŋěľ ůăśš£ň ¡šőľ űěŕőůłĺ řăćěŋśšć őŕěřăšőřă S^{1/2}; őłőŋůăšěńĳŋő ŕőńşůăěň

f = S^{1/2} ∫ Ω ⟨f; S^{−1/2}f_ω⟩ f_ω d—(!) = ∫ Ω ⟨f; S^{−1/2}f_ω⟩ f_ω d—(!):

Ťőřňşńă (13) ďăěš ŋăň ćőğňőęŋőśšĳ "řěłőŋśšřşĺřőćăšĳ" ¡ńěňěŋš f ∈ H ŕő ěčő ťřěľň-łő¡ťťĺűĺěŋšăň {⟨S^{−1}f; f_ω ⟩}: Ŋăďő šőńĳłő ŋăşůĺšĳś£ ćżůĺśń£šĳ ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ğăňěšĺň ěźě, ůšő šăł łăł S ěśšĳ ĺğőňőřťĺğň ŋă H; šő {S^{−1}f_ω } £ćń£- ěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň, ¡łćĺćăńěŋšŋżň ĺŋšěčřăńĳŋőňş ťřěľňş {f_ω }; ĺ ¡šőš ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ňż ŋăğżćăěň łăŋőŋĺůěśłĺň ďşăńĳŋżň ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň.

Šěőřěňă 4. Ŕşśšĳ {fω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H ś ťřěľň-őŕěřăšőřőň S:

Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő ćěźěśšćěŋŋőčő ůĺśńă a; a ≠ 1; śěňěľśšćő {S^{(a−1)/2}f_ω} šăłęě £ćń£ěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň ďń£ H; ŕřĺůěň ěčő ťřěľň-őŕěřăšőř ěśšĳ S^a:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł S | ŕőńőęĺšěńĳŋżľ ĺğőňőřťĺğň ĺğ H ŋă H; šő šăłőćżň £ćń£ěšś£ ĺ S^b ďń£ ń¿ąőčő ŋěŋşńěćőčő ćěźěśšćěŋŋőčő b: Ŕőńăčă£ b = (a − 1)=2; ŕőńşůăěň ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő f ∈ H : ∫ Ω ⟨f; S^bf_ω⟩ S^bf_ω d—(!) = S^b (∫ Ω ⟨f; S^bf_ω⟩ f_ω d—(!) ) = S^b (∫ Ω ⟨S^bf; f_ω ⟩ f_ω d—(!) ) = S^bS ( S^bf_ω ) = S^{1+2b}f = S^a:

İšő ŕőłăğżćăěš, ůšő {S^{(a−1)/2}f_ω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ś ťřěľň-őŕěřăšőřőň S^a:

Ťőřňşńă (14) ć śőćőłşŕŋőśšĺ ś ťřěľň-śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ (4) ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă ŕőłăğżćăěš, ůšő ěśńĺ {f_ω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ć H ś ťřěľň-őŕěřăšőřőň S; šő śěňěľśšćő {S^{−1/2}f_ω } ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋőřňăńĺğőćăŋŋżľ ęěśšłĺľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň. Šő ęě śăňőě ŕőńşůăěň ĺğ ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż, řăśśňăšřĺćă£ (a − 1)=2 = −1=2; š. ě. a = 0:

Šěőřěňă 5. Ćś£łĺľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ¡łćĺćăńěŋšěŋ ŋőřňăńĺğőćăŋŋőňş ęěś-

šłőňş ťřěľňş. Ąőńěě šőůŋő, ěśńĺ {f_ω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ś ťřěľň-őŕěřăšő-řőň S; šő ¡šőš ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ¡łćĺćăńěŋšěŋ ŋőřňăńĺğőćăŋŋőňş ęěśšłőňş ťřěľňş {S^{−1/2}f_ω }:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďćă ĺŋšěčřăńĳŋżţ ťřěľňă ďń£ čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ĺğőňőřťĺğň ĺğ H ŋă H; ŕěřěćőď£źĺľ ¡ńěňěŋšż őďŋőčő ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă ć ¡ńěňěŋšż ćšőřőčő ĺ ¡šő őšőąřăęěŋĺě ťřěľňőć ěśšĳ "őšőąřăęěŋĺě ŋă". Ć ŋăÿěň śńşůăě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż šěŕěřĳ őůěćĺďŋő.

Ůăśšŋżň śńşůăěň (ć łńăśśĺůěśłőľ šěőřĺĺ ťřěľňőć, ćěśĳňă ćăęŋżň) £ćń£ěšś£ ŕőŋ£šĺě ĺŋšěčřăńĳŋőčő ąăğĺśă šĺŕă Řĺśśă. Ŕřĺćěďěň őŕřěďěńěŋĺě. Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ňż čőćőřĺň, ůšő śěňěľśšćő {fω}Ω ěśšĳ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ąăğĺś

šĺŕă Řĺśśă, ěśńĺ śşźěśšćş¿š šăłĺě ŕőśšő£ŋŋżě A; B > 0; ůšő ďń£ ń¿ąőľ ťşŋłűĺĺ ’ ∈ L_2(˙; —) ĺňě¿š ňěśšő ŋěřăćěŋśšćă

(15) A ||’||^2 6 || ∫ Ω ’(!) f_ω d—(!)||^2 6 B ||’||^2:

Ć ŋăśšő£źěľ řăąőšě ňż ŋě śőąĺřăěňś£ ĺğşůăšĳ śćőľśšćă ććěďěŋŋőčő šőńĳłő ůšő ŕőŋ£šĺ£. Ĺśśńěďőćăŋĺě (ďőśšăšőůŋő šźăšěńĳŋőě) śćőľśšć ¡šĺţ ąăğĺśőć šřěąşěš őšďěńĳŋőčő ćŋĺňăŋĺ£, ĺ ňż ŕřěďŕőńăčăěň ŕřőćěśšĺ ěčő ć őďŋőľ ĺğ ŋăÿĺţ ąńĺęăľÿĺţ řăąőš. Ĺŋšěřěśěŋ śńşůăľ, łőčďă A = B = 1: İšő | śńşůăľ šăł ŋăğżćăěňżţ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ĺŋšěčřăńĳŋżţ ąăğĺśőć.

Ććěďěŋŋőě ŋăňĺ ŕőŋ£šĺě ĺŋšěčřăńĳŋőčő ąăğĺśă šĺŕă Řĺśśă ŕőğćőń£ěš ďăšĳ ţăřăłšěřĺśšĺłş šăł ŋăğżćăěňżţ šőůŋżţ ĺŋšěčřăńĳŋżţ ťřěľňőć. Ňż čőćőřĺň, ůšő ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň {f_ω} £ćń£ěšś£ šőůŋżň, ěśńĺ ŕőśńě şďăńěŋĺ£ ĺğ ¡šőčő śěňěľśšćă ňŋőęěśšćă {f_ω}_{ω∈Ω0} ; čďě ˙_0 ⊂ ˙ ś —(˙_0) > 0; őśšăćÿěěś£ śěňěľśšćő ŋě őąřăğşěš ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň.

Šěőřěňă 6. Ŕşśšĳ {fω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H: İłćĺćăńěŋšŋż şšćěř-

ęďěŋĺ£:

1) ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň {f_ω} £ćń£ěšś£ šőůŋżň; 2) śěňěľśšćő f_ω £ćń£ěšś£ ĺŋšěčřăńĳŋżň ąăğĺśőň šĺŕă Řĺśśă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őšňěšĺň, ůšő ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň f_ω šőůěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŕřěďťřěľňőćśłőě ťăłšőřőšőąřăęěŋĺě T ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő. Ŕőśłőńĳłş T ěśšĳ őŕěřăšőř "ŋă", šő ¡šő ňőęěš ążšĳ ć šőň ĺ šőńĳłő šőň śńşůăě, łőčďă őŕěřăšőř T őąřăšĺň ĺ őąřăšŋżľ ł ŋěňş őčřăŋĺůěŋ (šěőřěňă Ąăŋăţă). Őąřăšĺňőśšĳ ¡šőčő őŕěřăšőřă ŕřěćřăźăěš śěňěľśšćő {f_ω} ć ĺŋšěčřăńĳŋżľ ąăğĺś šĺŕă Řĺśśă.

Šěőřěňă 7. Ŕşśšĳ {fω} | ŋőřňăńĺğőćăŋŋżľ ęěśšłĺľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H: 1) Ěśńĺ ˙_0 ⊂ ˙; —˙_0 > 0; šăłőćő, ůšő ďń£ ćś£łőčő !_0 ∈ ˙_0 ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő ||f_{ω0} || ¿ 1 —˙_0 ; šő

f_{ω0} ⊥ span_{ω /∈Ω0}{f_ω} ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !_0 ∈ ˙_0:

2) Ěśńĺ ˙_0 ⊂ ˙; —˙_0 > 0; šăłőćő, ůšő ďń£ ćś£łőčő !_0 ∈ ˙_0 ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő ||f_{ω0} || < 1 —˙_0 ; šő

f_{ω0} ∈ span_{ω /∈Ω0}{f_ω} ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ !_0 ∈ ˙_0:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăÿ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ŋőřňăńĺğőćăŋ ĺ ęěśšłĺľ, ůšő őğŋăůăěš:

(16) ||f||^2 = ∫ Ω |⟨f; f_ω ⟩|^2 d—(!) = ||f||^2 ďń£ ćśěţ f ∈ H:

Ćőğĳňěň !_0 ∈ ˙_0 ĺ ŕőďśšăćĺň f_{ω0} ć (16) ćňěśšő f :

(17) ||f_{ω0} ||^2 = ∫ Ω |⟨f_{ω0} ; f_ω ⟩|^2 d—(!) = ||f||^2:

Ŕřőĺŋšěčřĺřşěň řăćěŋśšćő (17) ŕő ˙_0 : (18) ∫ Ω0 ||f_{ω0} ||^2 d—(!_0) = ∫ Ω0 (∫ Ω0 |⟨f_{ω0} ; f_ω⟩|^2 d—(!) + ∫ Ω\Ω0

|⟨f_{ω0} ; f_ω⟩|^2 d—(!) ) d—(!_0):

Ŕőśńě ¡šĺţ ŕřěďćăřĺšěńĳŋżţ ňăŋĺŕşń£űĺľ ŕřĺśšşŕĺň ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ł ďőłăğăšěńĳśšćş ŋăÿĺţ şšćěřęďěŋĺľ.

1): Šăł łăł ∫ Ω0 (∫ Ω0 |⟨f_{ω0} ; f_ω⟩|^2 d—(!) ) d—(!_0) = ∫∫ Ω0×Ω0

|⟨f_{ω0} ; f_ω ⟩|^2 d—(!) d—(!_0);

šő ĺğ (18) ŕőńşůăěň ∫ Ω0 ||f_{ω0} ||^2 d—(!_0) ¿ —(˙_0) ∫ Ω0 ||f_{ω0} ||^2 d—(!_0) · 1—(˙_0) + ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě śńăčăěňőě,

š. ě. ∫ Ω0 ||f_{ω0} ||^2 d—(!_0) ¿ ∫ Ω0 ||f_{ω0} ||^2 d—(!_0) + ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě śńăčăěňőě.

Śńěďőćăšěńĳŋő "ŋěőšřĺűăšěńĳŋőě śńăčăěňőě" řăćŋő ŋşń¿, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš şšćěřęďěŋĺě 1).

2) Ŕőńőęĺň E := span_{ω /∈Ω0}{f_ω}: Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăľďěšś£ ˙^′_0 ⊂ ˙_0 ŕőńőęĺšěńĳŋőľ ňěřż, ďń£ łőšőřőčő ćśě f_{ω0} ś !_0 ∈ ˙^′_0 ŋě ńěęăš ć E: Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ¡šő ˙_0: Ŕőďśšăćĺň ć śőőšŋőÿěŋĺě (16) ćěłšőř ı_E⊥ f_{ω0} (!_0 ∈ ˙_0) :

(19) 0 < ||ı_E⊥ f_{ω0} ||^2 = ∫ Ω |⟨ı_E⊥ f_{ω0} ; f_ω ⟩|^2 d—(!):

Ĺśŕőńĳğş£ (18) ĺ ŕřőĺŋšěčřĺřőćăć (19) ŕő ˙_0; ŕőńşůĺň: 0 < ∫ Ω0 ||ı_E⊥ f_{ω0} ||^2 d—(!_0) = ∫ Ω0 ∫ Ω0 |⟨ı_E⊥ f_{ω0} ; f_ω⟩|^2 d—(!) d—(!_0) + 0 6

6^∫_{Ω0}^∫_{Ω0} ||ı_E⊥ fω_0 ||^2 ||fω||^2 d—(!) d—(!0):

Šăł łăł ||f_ω||^2 < 1 —(˙_0) ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! ∈ ˙^0; šő ĺğ ŕőśńěďŋĺţ ŋěřăćěŋśšć śńěďşěš: 0 < ∫ Ω0 ||ı_E⊥ f_{ω0} ||^2 d—(!_0) < ∫ Ω0 ||ı_E⊥ f_{ω0} ||^2 d—(!_0) · —(˙_0) · 1—(˙_0) :

Ŕőńşůěŋŋőě ŕřőšĺćőřěůĺě ďőłăğżćăěš şšćěřęďěŋĺě 2).

Śńěďśšćĺě 1. Ŕşśšĳ {fω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H ĺ ˙0 ⊂ ˙; —(˙0) > 0:

Šőčďă {f_ω}_{ω∈Ω\Ω0} | ńĺąő śŋőćă ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň, ńĺąő ŋěŕőńŋă£ śĺśšěňă. Ĺŋăůě čőćőř£, ěśńĺ ćżłĺŋşšĳ ĺğ ĺŋšěčřăńĳŋőčő ťřěľňă śşźěśšćěŋŋş¿ ěčő ůăśšĳ, šő őśšăŋěšś£ ńĺąő śŋőćă ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň, ńĺąő ŋěŕőńŋă£ ć čĺńĳąěřšőćőň ŕřőśšřăŋśšćě śĺśšěňă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő šěőřěňě 5, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňżľ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĺğőćăŋŋżň ęěśšłĺň ĺŋšěčřăńĳŋżň ťřěľňőň. Ć ¡šőň śńşůăě, ŕő šěőřěňě 7, śěňěľśšćő {f_ω}_{ω∈Ω0} ńĺąő śőďěřęĺš śşźěśšćěŋŋş¿ ůăśšĳ {f_ω}_{ω∈Ω}′_0 ; —(˙^′_0) > 0; łőšőřă£ őřšőčőŋăńĳŋă őśšăšłş {f_ω}_{ω∈Ω\Ω0} ; ńĺąő ńěęĺš ć ğăňłŋşšőľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ¡šőčő őśšăšłă.

Śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő, łăł ĺ ć śńşůăě őążůŋżţ ťřěľňőć, ĺŋšěčřăńĳŋżě ťřěľňż śőţřăŋ£¿šś£ ŕřĺ őřšőčőŋăńĳŋőň ŕřőěłšĺřőćăŋĺĺ. Śšőĺš śřăćŋĺšĳ ¡šő ďőśšăšőůŋő ŕřőśšőě ŕřěďńőęěŋĺě ś ťőřňşńĺřşěňőľ ŋĺęě šěőřěňőľ, ć łőšőřőň ŕřĺćěďěŋă ţăřăłšěřĺśšĺłă ĺŋšěčřăńĳŋżţ ťřěľňőć ć šěřňĺŋăţ őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřőěłűĺľ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 3. Ŕşśšĳ {fω} | ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ H ś čřăŋĺűăňĺ C; D:

Ěśńĺ E | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő čĺńĳąěřšőćă ŕřőśšřăŋśšćă H; šő {ı_E (f_ω )} ěśšĳ ĺŋšěčřăńĳŋżľ ťřěľň ďń£ E ś šěňĺ ęě čřăŋĺűăňĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ f ∈ E; ĺňěěň: ∫ Ω |⟨f_ω ; f⟩|^2 d—(!) = ∫ Ω |⟨f_ω ; ı_E (f)⟩|^2 d—(!) = ∫ Ω |⟨ı_E (f_ω ); f⟩⟩|^2 d—(!):

Ć ğăłń¿ůěŋĺě ŕřĺćěďěň ąěğ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőćőńĳŋő šřşďŋş¿ šěőřěňş őąőąźă- ¿źş¿ śőőšćěšśšćş¿źĺľ řěğşńĳšăš D. Han’ă ĺ D.R. Larson’ă (śň. [1], šěőřěňă 4.10). Ăćšőř ŋăňěřěćăěšś£ ŕřĺćěśšĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ć ŕőśńěďş¿źěľ śćőěľ řăąőšě. Šěőřěňă 8. Śěňěľśšćő {fω} £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĺğőćăŋŋżň ęěśšłĺň ĺŋšěčřăńĳ-

ŋżň ťřěľňőň ďń£ H šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš őąžěňń¿źěě čĺńĳąěřšőćő ŕřőśšřăŋśšćő H; H ⊂ H; ĺ ĺŋšěčřăńĳŋżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś

{e_ω} ďń£ H šăłĺě, ůšő ěśšěśšćěŋŋżľ őřšőčőŋăńĳŋżľ ŕřőěłšőř ˝_H ĺğ H ŋă H şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ¿ ˝_H e_ω = f_ω ďń£ ŕőůšĺ ćśěţ ! ∈ ˙:

Ć śńşůăě őążůŋżţ ťřěľňőć şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż śŕřăćěďńĺćő ďăęě ąěğ ŕřěďŕőńőęěŋĺ£ őą őřšőčőŋăńĳŋőśšĺ şłăğăŋŋőčő ŕřőěłšőřă (P.G. Casazza, D. Han, D.R. Larson).

Ńĺšěřăšşřă

1. Casazza, P. G., The art of frame theory, Taiwanese J. Math. 4 (2000), 129-201. 2. Casazza, P. G. and Kutyniok, G., Frames of subspaces, Contemp. Math. 345 (2004), 87-114. 3. Christensen, O., An introduction to frames and Riesz bases, Birkh-auser, Boston (2003). 4. Diestel, J, and Uhl, J. J., Vector measures, Math. Survey 15, Amer. Math. Soc., Providence RI (1977).

5. Reinov O. I., Measurable space frames, Math Track, SMS, Lahore, 2 (2006), 22-27.