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Õ EUÖREH×�E�KqØ;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙZK�Þ{ßcÞDà{á^Û�Þ{K�IDØãâ�ExÜ�äsäcK�LJäcÝDàNÛ�åDIDK�æ{ßcäcäsK�L
àDÞNç�ßcÞ{äcàDL�Þ{K#à{FcÜ^×�EJßËç�ämá�L%åDK�äËÙ�ß�Ö�è
ÞDàDßéâcKcÖ�Ú ê�äcØa@ìë�ÞDEJåDIDàDØ�ßsI¡ë�K�íJFcK�IDÚïî¾ðsñ/àòîµóGñ²ôË@�õ,Þ�EJäËç�KHá{ö�ßc÷øäËçGEkç�ù�ß5K�í�äsÜ�ú�ÖREJßËç�ämáûÞ�EJàDí�KGÙZßcß
à{FcÜ^×DßsÞDÞDÚa÷üä�Ù�Ü^×�EJ÷

L2

è�ÞDK�I{Ø�Ú"@;ýþEJäsäcØ�KJçJIDàDØ�â�ExÜ�äsäcK�LJäcÝDàD÷ÿåDIDK�æ{ßcäcä
X(t)

ë
0 ≤ t ≤ 1

ë¦ä#Þ{ÜHÙZß�è
L�ÚaØòäsIDß�ÖZÞDàDØ àgÝ�K�LWEkIDà�EJæDà{K�ÞDÞDK�÷ � Ü^ÞDÝDæDàDßs÷

GX(t, s) = EX(t)X(s)
ë
s, t ∈ [0, 1]

@��"KkÙZKHúqà{Ø
‖X‖ = ‖X‖L2(0,1)

à)I�EJäsäcØ�KJçJIDàDØ � Ü^ÞDÝDæDà��
Q(X; ε) = P{‖X‖ ≤ ε}.

Õ EUÖREH×�E�K�åDIDßvÖ�ßËÙ�ßcÞDà{á�EJäcà{Ø�å{ç�KJçJàDÝDà
Q(X; ε)

åDIDà
ε→ 0

í�ÚzÙZE�IDß��&ßsÞ�EqL�I�EJí�Kkç�ß%î	�kñ�ë�ÞDK�L%Þ{ßsáDLGè
ÞDK�÷ � K�IDØ�ßk@�
&EGÙZßsß
í�KkÙ�ù��&K�ß%Ý�KkÙZàD×DßsäsçJL�K�I�EJí�KJçgê«äcØa@ìë�Þ�EJåDIDà{Ø�ßcI¡ë¦äsäcÚzÙZÝ{à LÍîµóGñ�à�L�î�
Jñ²ô/í�ÚzÙZà
Þ�EJåDI�EkLkÙZßcÞ{Ú Þ�E�Ü^åDIDKJö�ßcÞDàDß/L�ÚaI�EGú�ßcÞDàNá#ÖDÙ�á

Q(X; ε)
åDI{à�I�EGFsÙZàD×{ÞDÚzÛ)åDIDßvÖ�åDKkÙZKHú�ßsÞDà{á^Û!@

õ�äcà^Ù�Ü�ÛWKJIDK��&K�à{FxLJßcäsçJÞDK�âsK�I�EkFËÙZKHú�ßcÞ{à{á��/EkIWÛ^Ü^ÞDßsÞ�E����/K��cL�E
äsåDI�EJLJß�Ö�ÙZà{L�K�IDEJL�ßcÞ{äsç�LJK�åDK
I�EJäcå{IDß�Ö�ß�ÙZßcÞ{à��

‖X‖2 =

1∫

0

X2(t) dt
d
=

∞∑

n=1

λnη
2
n,

â`Ö�ß
ηn

ë
n ∈ N

ë��5ÞDßËFHEJLJàDäcàDØ�Úaß�äsçGEJÞ�ÖREJI{çJÞDÚaß�â�ExÜ�äsäcK�L�äsÝDàDß�äJ@ LD@Àë;E
λn = λn(X) > 0

ë
n ∈ N

ë
∑
n

λn <∞ �qäcK�íJäsç�LJßcÞDÞDÚaß+×DàDä�Ù�E�à{Þ{ç�ßsâcI�EGÙ�ù�ÞDK�âsK%Ü^I�EJL�Þ{ßcÞDà{á

λy(t) =

1∫

0

GX(s, t)y(s) ds, 0 ≤ t ≤ 1.

� EJÝDàDØûK�í�I�EGFxK�Øaë�FHEHÖREH×�E�äsL�KcÖ�à{ç�ämá5Ý5à{FsÜ^×DßcÞDà�� EJäcà{Ø�å{ç�KJçJàD×DßsäcÝ�K�âcK å{K�L�ß�ÖZßcÞDà{á5åDIDà
ε → 0L�ßcIDKHáNç�ÞDK�äËç�à

P {∑∞
n=1 λnη

2
n ≤ ε2} @�� äsKUú�EGÙZßcÞ{à���ë�áDL�ÞDÚaß � K�I{Ø¦ÜUÙ�Ú<Ö�ÙDá�äcK�íJäsç�LJßcÞDÞDÚzÛ�×DàDäcß�Ù

Ø�K�âsÜ�ç%í�Ú1ç�ù�åDKkÙ�Ü^×DßsÞDÚûÙZà��&ù&Ö�Ù�á)ÞDßcíJKkÙZù���K�âcK�×DàDä�Ù�E�å{IDK�æDßsäcäcKJLD@
�����! #"�$%�'&("*)(),+.-#/0�!12�'34-,�!1($!"657�98:8';=<�>,? @BA*CD@(EFCD@�@2E*G�H
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õ.I�Ekí�KJç�ß)î	IGñ;í�ÚzÙ7I�EkFcL�à{ç�ÞDK�L�Úa÷�åDKcÖ�Û�KcÖgL�Úa×Dà{äËÙZßsÞDà{á5EJäcàDØ�åNç�KJçJàDÝDàÍä&çJK�×DÞDK�äËç�ù���Ö�K)Ý�K�ÞNè
äsçGEJÞ{çJÚ=Ö�Ù�á�Ø;EUÙZÚzÛ Ü^ÝNÙZK�Þ{ßcÞDàD÷7â�ExÜ�äcäsK�L�äsÝDàNÛ7åDIDK�æ{ßcäcäsK�L
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è�ÞDK�IDØ�ß�åDI{à�ÜJäËÙZKJL�àDà¡ë�×{çJK
GXáDLkÙ�á{ßsçJämá � Ü^ÞDÝDæDàDßs÷KJ�IDàDÞ�E�Ý{I�EJßcLJK�÷%FxEUÖREH×Dà%Ö�Ù�á%K�í�ÚaÝ{ÞDK�L�ßsÞDÞDK�âsK/Ö�à �L� ßcIDßsÞDæDà�EUÙZù�ÞDK�âsK�K�åDßsI�EGè

ç�K�I�E6äNM�O�P�Q�OSRTO�UWVYX[Z\X�P^] âcIDEJÞDàD×DÞ{ÚaØ�àqÜ�ä�ÙZK�L�à{á{Ø�à ê�Ü�äËÙ�K�L�à{á{Ø�à�çJàDå�E`_=çJÜ^IDØ;EWô�@�a�çGE/I�EJí�KJçGE
í�ÚzÙ�E�ÖZK�åDKkÙZÞ{ßcÞ�E
äËçGEkç�ù�ßs÷�EJLJçJK�I�E�îcbkñ�ë�â`ÖZß&í�ÚzÙZà�LJÚa×DàDäËÙ�ßcÞDÚ�ç�K�×{ÞDÚaß&Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{ç�ÚòL
EJäsàDØ�å{çJKJç�àNè
ÝNEUÛ�Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙZKJÞDßcÞDà{÷éÖ�Ù�áéØ�ÞDK�âsàNÛ�â�ExÜ�äsäcK�LJäcÝDàNÛ5åDIDKJæDßcäsäcK�LD@�C"ßsFxEJL�àDäsàDØ�K)×�EJäsçJù�IDßËFcÜHÙZùHçGEkçJK�L
î	bkñ¡í�ÚzÙ�E�åDKkÙ�Ü^×DßsÞ�E�L�î	dGñ�ë¡î	ekñ�@

�"KcÖ�Û�KxÖ î	IGñ�K�äsÞDK�LWEJÞ�Þ�E"ÝNÙZEJäcäsàD×DßcäsÝDàNÛ%IDßËFcÜHÙZùHçGEkçGEGÛgfzàDI{ÝDâcK � E"K6äcåDßsÝ{ç�IDEGÙZù�ÞDÚzÛqEJäsàDØ�å{çJKJç�àNè
ÝNEUÛ�ÝDI�EJßsL�ÚzÛ�FHEUÖREH×�Ö�Ù�á�K�í�ÚaÝDÞ{K�L�ßcÞ{ÞDÚzÛ�Ö�à �L� ßcIDßsÞDæDà�EGÙ�ù�ÞDÚzÛqK�åDßcIDEkç�K�I{K�LD@S�6EJÝqà{FcL�ßcäËç�ÞDK#ê«äcØa@ìë
Þ�EJåDIDà{Ø�ßcI¡ë^îch{ë�ij
Jñ�ë^îìðBk{ëHâ­Ù�@�lnm�l~ñ²ôËëxÖ�Ù�á/äsK�í�äsçJL�ßcÞ{ÞDÚzÛ&×{àDäcß�Ù

µn

IDßsâsÜHÙ�áDI{ÞDÚzÛ
ê«L�×�EJäsçJÞDK�äËç�à¡ëkäxEJØ�K�äsKkè
åDIWá{ú�ßsÞDÞDÚzÛDô�ÝDI�EkßcL�ÚzÛ%FHEUÖ�EU×qàDØ�ßcßËç�Ø�ßcäsçJK�EJäcà{Ø�å{ç�KJçJàD×DßsäcÝ�K�ß6I�EkFËÙZKHú�ßcÞDà{ß�åDK�äËç�ßsåDßcÞ{á{Ø

n
@��"IDà

�sç�KJØ åDßcIDLJÚa÷�×NÙZßsÞ�I�EkFËÙZKHú�ßcÞDàNá�K�åDI{ß�Ö�ß�Ù�áDßËç�ämá�çJKkÙZù�Ý�K
äËçGEJI��&à{ØûÝ�K�� �o� àDæ{àDßcÞ{çJK�Ø K�åDßsI�Ekç�KJI�E{ë
E � K�I{Ø¦ÜUÙ�Ú Ö�Ù�á K�äËçGEGÙZù�Þ{ÚzÛ ×NÙZßcÞ{K�L ÖZK�L�KkÙZùJÞDK�äËÙZKHú%ÞDÚ"@qp�ÝNEGFHEGÙZKJäcùDë�×{çJK5L�äËÙDÜN×DEJß�IDEJäcå�EHÖREGè
��ö&à^ÛWämá âsI�EJÞDàD×{ÞDÚzÛüÜJäËÙZKJL�àD÷ LJçJK�IDK�÷ã×^ÙZßcÞ EkäcàDØ�å{çJKJç�à{ÝDà åDKkÙZÞ{K�äsçJù�� K�åDI{ß�Ö�ß�Ù�áDßËç�ämá äsÜ^Ø�Ø�K�÷
åDK�IWá^Ö�Ý�K�L�âcI�EJÞ{àD×DÞDÚzÛ7Ü�ä�ÙZK�L�àD÷�à5åDKJç�KJØ¦Ü5Ø�KHú�ßËç�í�Ú1çJù�L�Úa×DàDä�ÙZßcÞ�á{L�ÞDK�íJßsF�ÖZK�åDKkÙZÞ{à{ç�ß�ÙZù�ÞDÚzÛ
åDIDß�ÖZåDKkÙZKHú�ßsÞDàD÷¡@�C6EGÙZà{×DàDß&ú�ß+Ö�LkÜN×^ÙZßcÞDÞ{K�÷5EkäcàDØ�å{çJKJç�à{ÝDà5ä�K�æ{ßcÞDÝ�K�÷�K�äËçGEkç�Ý^E#ÖDÙ�á

µn

ê�à¡ë¡ä�ÙZßËè
Ö�K�LWEkçJßËÙZùJÞDKDë�Ö�Ù�á

λn = µ−1
n

ô¦ÖREGÙ�K&L�KJFcØ�KUú%ÞDK�äËç�ù&å{IDàDØ�ßcÞ{à{ç�ù�ä­ÛWßsØ¦Ü
à{F&îc
kñ!à
çJßcK�IDßsØ¦Ü
äsI�EJL�ÞDßsÞDà{á
îìð�ðËñ!Ö�Ù�á)åDKkÙDÜN×{ßcÞDà{á)K�Ý�K�Þ{×�Ekç�ß�ÙZù�ÞDKJâcKqI{ßsFcÜHÙZùHçGEkçGEN@

õ�K�íJö�ßcØ�äËÙ�Ü^×�EJß3ÞDßsI�EJäcåDEUÖRE���ö&àNÛ�ämá&âcIDEJÞDàD×DÞ{ÚzÛ+ÜJäËÙZKJL�àD÷�äsK�í�äËç�L�ßsÞDÞDÚaßz×{àDäËÙ�E�ÝDI�EkßcL�K�÷6FHEHÖREGè
×Dà�I�EkFcí�àDLWE���ç�ämá�ÞDE�Ö�L�ß1åDKcÖ�å{K�äËÙZßvÖ�K�LWEGç�ßËÙ�ù�ÞDK�äËç�à¡ëWåDI{àD×DßcØ � K�IDØ¦ÜHÙZÚ5Ö�Ù�á&LJç�K�I{ÚzÛ�×NÙZßsÞDK�L6EJäsàDØþè
å{ç�KJçJàD×DßsäcÝDàNÛ
I�EkFËÙZKHú�ßcÞDà{÷W�sçJàNÛ
å{KxÖZåDK�äËÙ�ß�Ö�K�L�Ekç�ß�ÙZù�ÞDK�äËç�ßs÷¡ë�L�K�K�íkö&ß�âcK�L�KJI�á!ë�ÞDßËÙZùkFcáqÜ^åDI{K�äsçJà{ç�ùD@
p�ÖZÞ�EJÝ�K�àNF�ÙZßsØ�Ø�Úr�/à � �&àDæ�ENë�å{IDàDL�ßvÖ�ßcÞDÞ{K�÷ÍÞDà{ú&ßJë�Ø�KHúqÞDK
Ü�äsØ�KJç�I{ßsç�ù{ëþ×{çJK�Ls�Ëç�K�÷7äcà{çkÜWEJæ{àDà
EJäcàDØ�åNç�KJçJàDÝ^E�äaç�K�×DÞ{K�äsçJù�� ÖZK/Ý�K�Þ{äsçGEJÞ{çJÚüÖ�Ù�á�Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙ�K�ÞDßcÞ{àD÷
äcKJKJç�L�ßËç�äËç�LJÜS��ö�ßcâsK�åDIDK�æDßsäcäcE
L
L2

è�ÞDK�IDØ�ß�FxEJL�àDäsà{ç�ÙZà���ù%KJç�äËÜ^Ø�Ø�Út�sçJàNÛ)LJçJK�IDÚzÛ
×NÙ�ßcÞDK�L{@��6EJÝ
åDK�Ý^EkFHEkÞDK�L�ÞDEJäsçJKUáNö&ßs÷�I�Ekí�Kkè
ç�ßJëu�sçGE
äsÜ^Ø�Ø;E
åDKkè�åDIDßsú%ÞDßsØ¦Ü�K�åDI{ß�Ö�ß�Ù�áDßËç�ämá7äsÜ^Ø�Ø�K�÷�åDK�IWá^ÖZÝ^KJL)âsI�EJÞDà{×DÞDÚzÛ ÜJäËÙZK�LJàD÷¡ë¡×{çJKqÖREJßsç
L�KJFxØ�KHú%ÞDK�äËç�ù�K�í�K�íkö&à{çJù%IDßËFcÜHÙZùHçGEkçJÚ î	IGñ�ÞDE�äËÜ^ö�ßcäËç�L�ßsÞDÞDK
í�KGÙZßcß\�&à{IDK�ÝDàD÷�ÝNÙ�EJäsä6åDIDK�æDßsäcäsK�LD@

v çJKÍÝ^EJäxEJßËç�ämá çJK�×DÞDÚzÛãÝ^KJÞDäsçGEJÞNçgØ;EGÙZÚzÛÿÜNÝ^ÙZK�ÞDßsÞDàD÷¡ëzçJKÍL�ÚaåDà{äxEkçJùÍáDL�ÞDÚaß � KJIDØ¦ÜHÙZÚ Ö�Ù�á
�sç�à^Û)Ý^KJÞDäsçGEJÞNç
Ø�KHúqÞ{KDëDßcä�ÙZà�äsK�í�äËç�L�ßsÞDÞDÚaß � Ü^ÞDÝDæ{àDà�Ý�K�LWEkIDà�EJæDà{à�ä�Ù�Ü^×�EJ÷DÞDKJâcK�åDIDK�æDßsäcäcE%Ø�K�âËÜ^ç
í�Ú1ç�ù�LJÚaI�Ekú�ßsÞDÚ�×DßcI{ßsFw��ÙZßcØ�ßsÞ{çGEJIDÞDÚaß�àNÙ�à&äcåDßsæDà�EGÙ�ù�ÞDÚaß � Ü^ÞDÝDæDàDà!@�õ=�Ëç�K�Ø ä�Ù�Ü^×�EJßaEJäsàDØ�å{çJKJç�àNè
ÝDà�äsK�KJçJL�ßsçJäsç�LkÜ���ö&àNÛ�K�åDIDßvÖ�ßËÙ�à{ç�ß�ÙZßc÷yx&IDßvÖ�âcKGÙZù�Ø;E%Ø�KHú%ÞDK�L�Úa×DàDä�ÙZà{çJùqØ�ßsçJKcÖREJØ�à � xz�L�0ê�äcØa@
î	bkñ�ë�î{dGñ²ôË@Åõ Þ�Ekäsç�KHáNö&ßc÷ äsçGEGç�ù�ß��Ëç�K åDIDKcÖ�ßsØ�K�ÞDäËç�IDàDI{K�LWEJÞDK�Þ�E�åDIDàDØ�ßsIDß#ÞDßcäsÝ�KkÙZù�ÝDà^Û�à{FcL�ßcäËç�ÞDÚzÛ
åDIDK�æDßsäcäsK�LDë�åDK�I{KUú�ÖRE���ö&àNÛ#ÝDI�EJßsL�Úaß/FxEUÖREH×Dà)ä6ÞDßcI�Ekäcå�EUÖ�E���ö�àDØ�àDämá�âsI�EJÞDà{×DÞDÚaØ�à�ÜJäËÙZKJL�à{áDØ�à!@

| çGEGç�ùJá�KJIDâ�EJÞDà{FcK�LWEJÞDE�äËÙ�ß�ÖZÜS��ö�àDØ�K�í�I�EGFxK�Øa@�õ}icð�Ö�KJÝNEGFxÚaLWEJßËç�ämáÍçJßcK�I{ßcØ;E�K�LJç�K�I{ÚzÛ5×^ÙZßËè
Þ�EGÛ�EkäcàDØ�å{çJKJç�à{ÝDàÍäcå{ßcÝ{çJI�E�ÝDIDEJßcL�ÚzÛ�FHEUÖREH×�ä�ÞDßcIDEJäcå�EHÖRE���ö�àDØ�àDämá7âcI�EkÞDàD×DÞDÚaØ�àéÜ�ä�ÙZK�L�à{á{Ø�à7à
L�ÚaåDàDäsÚaLWEJßsçJämá)EJäcà{Ø�å{ç�KJçJàDÝ^E�ä�ç�KJ×DÞDK�äËç�ù��ûÖ�K�Ý^KJÞDäsçGEJÞNç�Ú ÖDÙ�á
Ø;EGÙ�ÚzÛqÜ^ÝNÙZKJÞDßcÞDà{÷#äcK�KJçJL�ßsçJäsçJLJÜWè
��ö&à^Û#â�ExÜ�äsäcK�L�äsÝDàNÛ)åDI{K�æDßcäsäcK�L{@�õti�ó�L�Úa×{àDäËÙ�á���çJämá)çJK�×DÞDÚaß6Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{çJÚøØ;EGÙZÚzÛqÜNÝ^ÙZK�ÞDßsÞDàD÷qÖ�Ù�á
Ø�ÞDK�âcKJÝDI�EkçJÞDK%å{IDK�àDÞ{çJßcâsIDàDIDK�L�EJÞDÞDK�âsKqK�íJK�íJö&ßsÞDÞDK�âsK%å{IDK�æDßsäcäxE | ÙZßså{áDÞ�ENë�L~ij�`��Ö�ÙDá�IDEkFsÙZà{×DÞDÚzÛ
LWEJIDà�EkÞ{ç�K�L6åDI{K�àDÞ{çJßcâcI{àDIDK�LWEkÞDÞDK�âsK�æDßsÞ{ç�IDà{IDK�LWEJÞ{ÞDK�âcK`fzIDKJÜ^ÞDKJL�äcÝ�K�âsK+Ø�K�äËçGE{ë�E"Lzij
��6Ö�Ù�á�I�EkFcÞDKkè
L�à^Ö�ÞDKJäsç�ßs÷gåDIDK�àDÞNç�ßcâsIDàDIDKJLWEJÞDÞDKJâcKéæDßcÞ{çJIDàDIDKJLWEJÞDÞDKJâcKéõzàDÞDßsIDK�L�äsÝ�K�âcK åDI{K�æDßcäsäxE{@�p�çJØ�ßsçJàDØaë�×{ç�K
EJäcàDØ�åNç�KJçJàDÝDà
Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙZK�Þ{ßcÞDàD÷
L

L2

è�ÞDK�IDØ�ßaÖ�Ù�áqÞDßcÝ�KJçJK�IDÚzÛ#æ{ßcÞ{çJIDàDIDK�L�EJÞDÞDÚzÛ
åDIDK�æDßsäcäsK�L�í�Úzè
ÙZà�å{KkÙ�Ü^×DßcÞ{ÚøL)îìðUóUñ�@

C6EJå{K�Ø�ÞDàDØ�ÞDßsÝ�KJç�K�I{Úaß�K�í�KJFcÞ�EH×DßcÞ{à{á¡@�
+ÙDá�Ù���í�K�âsK&â�ExÜ�äcäsK�L�äsÝ^KJâcK�åDIDK�æ{ßcäcäcE�ä~ÞNÜUÙ�ßcL�ÚaØgäcI{ß�Ö�è
ÞDàDØ

X(t)
ë

0 ≤ t ≤ 1
ë�L�L�ß�ÖZßcØ}�����[��M�X[M[����O��[�[�7��Q[M����[��P�P

X(t) = X(t) −
∫ 1

0
X(s) ds

à

ó



m -j� M�O������=Q�M[��X��[������M[X�M[����O����[���ÿå{IDK�æDßsäcä

X [β1, ..., βm]
m (t) = (−1)β1+ ...+βm

∫ t

βm

. . .

∫ t1

β1︸ ︷︷ ︸
m

X(s) ds dt1 . . .

ê�FËÖZßcäcù�Ý^Ekú�Ö�Úa÷ àDÞ�Ö�ßcÝ�ä
βj

IDEJL�ßcÞüÙ�àDí�K�Þ{ÜHÙ��+ë3ÙZàDíJK�ß�Ö�àDÞ{àDæDßJë
0 ≤ t ≤ 1

ô�@�
/Ù�á Ý{I�Ekç�Ý�K�äËç�à
L�ßcI�ÛNÞDàD÷�àDÞ^Ö�ßsÝ^ä/àDÞDKJâ`ÖRE�íkÜHÖZßsç%K�å{Ü�äsÝ^Ekç�ù�ämá!@

x�Ü^ÞDÝDæ{à{á
G(t, s)

Þ�EkFcÚaLWEJßËç�ämá � Ü^ÞDÝ{æDàDßc÷�J�IDàDÞ�E7ê«äcEJØ�K�äsK�åDIWá{ú�ßsÞDÞDK�÷�ô~ÝDI�EJßsL�K�÷�FHEUÖREH×Dà�Ö�ÙDá
Ö�à �L� ßcIDßsÞDæDà�EGÙ�ù�ÞDK�âsK"K�åDßcIDEkç�K�IDE

L
ëJßcä�ÙZà&K�ÞDE�ÜxÖ�K�LkÙZßËç�L�KJI�á{ßsç"Ü^I�EJLJÞDßcÞDà��

LG = δ(s−t) L�äsØ�ÚaäËèÙZß�KJí�K�íJö�ßcÞDÞDÚzÛ � Ü^ÞDÝDæDàD÷!ëzE�çGEJÝ{ú�ß�âcI�EJÞ{àD×DÞDÚaØ�ÜJäËÙZK�LJà{áDØa@�A"Þ{ç�ßsâcI�EGÙ�ù�ÞDÚa÷ K�åDßsI�EkçJK�I¡ë;á^Ö�IDK
Ý^Kkç�K�IDKJâcK�� � Ü^ÞDÝDæDàNá�J�IDàDÞDE{ëDáDLkÙDáDßsçJämá�KJí�I�EkçJÞDÚaØãÝ)K�åDßcIDEkç�K�INÜ

L
@���äËÙ�à�KcÖ�ÞDK�I{KxÖZÞ�Eká�ÝDI�EJßsLWEká

FHEUÖREH×�E�àDØ�ßcßËç#ÞDßËç�IDàDLJà�EGÙZù�Þ{K�ß&IDß��&ßcÞ{àDß
ϕ0

ê�ÞDß+Ü^Ø;EGÙDá{á�K�íJö&Þ{K�äsçJà¡ë!íJÜxÖ�ßsØ äc×DàNçGEkç�ù#ßsâcK
ÞDKJIDØ�àNè
IDK�LWEJÞ{ÞDÚaØ�L

L2(0, 1)
ôËëWç�K � Ü^ÞDÝDæ{àDà~J�I{àDÞ�E{ë^K�×DßsL�à^Ö�ÞDK{ëNÞDß~äsÜ�ö&ßsäsç�LkÜ�ßsçU@���äËÙ�à)I{ß#�&ßsÞDàDß

ϕ0

ßvÖ�àDÞNè
äsç�LJßcÞDÞDKéä
ç�KJ×DÞDK�äËç�ù�� Ö�K�åDK�äËç�KHáDÞ{ÞDK�âcK�Ø�ÞDKHú%à{ç�ß�Ù�á��Uë�ç�K � Ü^ÞDÝ{æDà{á

G(t, s)
ÞDEkFxÚaLWEkßsç�ämá�������� -V����[�������K��� � �[X����  M�X[�[O¡ë�ßcäËÙ�à%K�ÞDE"ÜxÖ�KJLkÙZßsçJL�K�IWáDßËç�Ü^I�EJLJÞDßcÞDà�� LG = δ(s− t)−ϕ0(s)ϕ0(t)L"äcØ�ÚaäËÙ�ß�K�íJK�íJö&ßsÞDÞDÚzÛ � Ü^ÞDÝDæ{àD÷¡ë�E~çGEJÝ{ú&ß�âsI�EJÞDà{×DÞDÚaØ7ÜJäËÙZKJL�à{áDØ7à�Ü�äËÙ�K�L�à�� K�I{çJK�âcKJÞ�EGÙZù�Þ{K�äsçJà

1∫

0

G(t, s)ϕ0(s) ds = 0
Ö�Ù�á
LJäcßËÛ

0 ≤ t ≤ 1. (0.1)

p"íJK�íJö&ßsÞDÞ�Eká � Ü^ÞDÝ{æDà{áYJ�IDàDÞ�Eqá{LkÙ�á{ßsç�ämá á�Ö�IDK�Ø àDÞNç�ßcâsI�EGÙZùJÞDK�âcK)K�åDßsI�EkçJK�I�E{ë¡KJí�I�EkçJÞDK�âcK#Ý�K�å{ßËè
I�Ekç�KJI{Ü

L
ÞDE�åDKcÖ�åDI{K�äsçJI�EJÞDäËç�L�ß � Ü^ÞDÝDæDàD÷!ëÅK�INç�K�âsK�Þ�EGÙZùJÞDÚzÛ

ϕ0

L
L2(0, 1)

@[fzKkÙZßsßqåDKcÖ�IDKJí�ÞDK�äsK
äcL�K�÷{äsç�L�EJØ�à � Ü^ÞDÝDæDàDà�J�I{àDÞ�E�à+K�í�K�íkö&ßcÞ{ÞDK�÷ � Ü^ÞDÝDæ{àDàzJ�IDàDÞ�E&ê«Þ�E�åDIDàDØ�ßsIDß1K�å{ßcI�EkçJK�IDK�L�LJç�KJIDK�âcK
åDK�IWá^Ö�Ý^EWô1Ø�KHú%ÞDK�åDKJFxÞDEJÝ�K�Ø�à{ç�ùJämá�L)î¾ð^�{ë�JWÙ�EJLWE�óNëuicðcñ�@

�"IDKJäsç�IDEJÞDäsçJL�K | K�í�KkÙZßsLWE
Wm

p (0, 1)
���Ëç�KéíWEJÞ�EGÛ�K�L�K åDI{K�äsçJI�EJÞDäËç�L�K � ÜNÞ{ÝDæDàD÷

y
ëÅàDØ�ß6��ö&àNÛ

ÞDßcåDI{ßcIDÚaL�Þ{Úaß�åDIDK�àNFxL�KcÖ�ÞDÚaßaÖ�K
(m−1)

è�âsK+åDKJI�á�Ö�Ý^E�L�ÝNÙ��~×Dà{çJßËÙZùJÞDKDë^åDIDàD×DßsØ
y(m−1)

EJíJäcKkÙ���ç�ÞDK
ÞDßcåDI{ßcIDÚaL�ÞDE%Þ�E

[0, 1]
ëDà

y(m) ∈ Lp(0, 1)
@��6I{à

p = 2
�Ëç�KqâsàNÙZù�íJßcI{çJK�L�K�åDIDK�äËç�I�EJÞ{äsç�LJKD@

�"KkÙ�KUú%àDØ
z` = exp(iπ/`)

@�f�ÜxÖ�ßsØüK�íJKJFxÞ�EH×�EGç�ù
V(...)

KJåDIDß�ÖZßËÙZà{çJßËÙZù
õ1EJÞ^Ö�ßsIDØ�K�Þ^Ö�E��

V(α1, α2, . . . , αn) = det




1 α1 α2
1 . . . αn−1

1

1 α2 α2
2 . . . αn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αn α2

n . . . αn−1
n


 =

∏

1≤j<k≤n

(αk − αj).

�"IDà{L�ß�Ö�ßsØ � KJIDØ¦ÜHÙZàDIDK�LJÝ{Ü7ÙZßsØ�Ø�Ú"ëþåDI{àDÞ�EUÖ�Ù�ßsú�Ekö�ßc÷��7@ ?�@��/à � ��àDæ{Ü ê�äcØa@zîìðUóHñ�ô�ëþÝ�KJçJK�I�Eká
ÞDßcKcÖ�ÞDKJÝDI�EkçJÞDKqàDäsåDKkÙZùkFcÜ�ßËç�ämá�L%äËçGEkç�ù�ßk@

� ��Z\Z\O9�Y�o �¡�¢z£
V1, V2 > 0 ¤g¥2¦,§o¨�§%©2ª�¦,« ¡ «S¬L­®§ ¡F¯� �° ª,±�¨�­®§o¦,§ ¯ « ° «�¨�­ ¡ «�©,¦�§ ¡#¢ ¨�­[¬³²�´(¦�§�µ

¥,§�¨�«�§4¬¶¬\ª ¯ ­[·  �¸(¯ ´^¨�§#¨�«�±�¹®«S¬L§#¨�¨�´6ºq²  �¡�¢z£ ²�»�« r → 0

P{V1 ≤ r} ∼ K1r
a1 exp(−Dd+1

1 r−d), P{V2 ≤ r} ∼ K2r
a2 exp(−Dd+1

2 r−d).¼ ´(½%¥2ª ¡ ²�»�ª�¦�§�¥ ¯ «�¦,ª ¡F¯ §�¥  �¾w¿ ªBÀYª ¡ «S¬\² ¢ ´ ¢ « ¸ ª`¬\ª ¯ ­[·  �¸(¯ ´(¨�§�¨�«�±�¥ ¯ Ày«S· ¡�  ¬Á¬\­qÂ
P{V1 + V2 ≤ r} ∼ Kra exp(−Dd+1r−d),

½!¥2§
D = D1 +D2, a = a1 + a2 − d

2
, K = K1K2

√
2πd

d+ 1
· D

a1+ 1
2

1 D
a2+ 1

2
2

Da+ 1
2

.
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Õ Ö�× ÔKØtÙKÚnÛoÚ�ÔKÜgÝ × ÛoÞ × Ú�Ð+ÑaÓ
ÓKßáà â
Ô × Ñ:ã ÜKä~Ý/ÑaÐoßáà åNÝ~ÒæÝÊâ
Ô Ý × Ô~ØçÙKÚnÛèÚ~Ô~Ü
Ô ØéÝnã�ßêà ëìÜWã�Û+Ó
ÑaÓ
ÔKí

�"ÜJäsçJù L ��äxEkØ�K�äcK�å{I�áNú�ßcÞ{ÞDÚa÷/Ö�à �L� ßcI{ßcÞDæDàDEGÙZù�ÞDÚa÷�K�åDßcIDEkç�K�I�åDK�IWá^Ö�Ý^E 2`
ëHåDK�IDKHú�ÖREJßsØ�Úa÷6Ö�à � è

� ßsIDßcÞ{æDà�EGÙZùJÞDÚaØãL�ÚaI�EGú�ßcÞDà{ßcØ

Lu ≡ (−1)`
(
p`u

(`)
)(`)

+
(
p`−1u

(`−1)
)(`−1)

+ · · · + p0u, (1.1)
ê
p`(x) > 0

ôzà
2`
âcIDEJÞDàD×DÞ{ÚaØ�à�Ü�ä�ÙZK�L�àNáDØ�à

Uν(u) ≡ Uν0(u) + Uν1(u) = 0, ν = 1, . . . , 2`, (1.2)
â`Ö�ß

Uν0(u) = ανu
(kν)(0) +

kν−1∑

j=0

ανju
(j)(0),

Uν1(u) = γνu
(kν)(1) +

kν−1∑

j=0

γνju
(j)(1),

à�Ö�Ù�á�Ù���í�K�âcK/àDÞ^ÖZßcÝ�äxE
ν
åDK/ÝDI�EJ÷DÞ{ßc÷
Ø�ßsIDß~KcÖ�àDÞ%à{F�Ý^K�� �L� àDæDàDßsÞ{ç�K�L

αν

à
γν

KkçxÙZàD×DßsÞ#KJç�ÞNÜUÙDá¡@
A�FcL�ßcäËç�ÞDKéê�äcØa@ìëRÞ�EkåDIDàDØ�ßsI¡ë¦îch{ë�ij
Jñ²ôËë�×{ç�KqäcàDäËç�ßcØ¦Ügê}ð�@µó�ôaØ�KUú%ÞDK%I�EJL�ÞDKJäcàNÙZùJÞDÚaØ�à åDIDßsK�í�I�EkFcKkè

LWEJÞDà{á{Ø�à�åDIDàDL�ßsäsçJàÍÝy����M[Z\X�M[����O����[��Zn�î��X�R���ë�×{ç�K)Ø�Ú àéíJÜxÖ�ßsØ åDIDßvÖ�åDKkÙZEJâ�Ekç�ù�LqÖREGÙZù�Þ{ßc÷Nè
�&ßcØa@�a�ç�KJç6LJà^Ö�Û�EkI�EJÝ{çJßcIDà{FsÜ�ßËç�ämá
Ø�à{ÞDàDØ;EGÙZùJÞDÚaØ FxÞ�EH×DßsÞDàDßcØéäsÜ^Ø�Ø�ÚgåDK�IWá�Ö�Ý�K�L"L�äcß�Û&âsI�EJÞDà{×DÞDÚzÛ
Ü�äËÙ�K�L�àD÷¡@��"K�äsÝ�KkÙZù�Ý{Ü`�sçJK6FcÞ�EH×DßcÞ{àDß�àDâcI�Ekßsç+LWEkú%ÞDßc÷��+ÜS� IDKkÙZù"L"Þ�E2�&àNÛ�IDEJäcäsØ�KJç�IDßsÞDà{á^Û!ë�L�LJß�Ö�ßsØ
Ö�Ù�áÍÞ{ßcâcK äsåDßcæ{à�EGÙZù�Þ{K�ß#K�í�KJFcÞ�EH×DßcÞ{àDß

κ =
2∑̀

ν=1

kν

@Tp�çJØ�ßsçJàDØ=çGEkÝ{ú�ßJëþ×{ç�K�Ö�ÙDáÍÞDK�I{Ø�àDIDK�LWEkÞDÞDÚzÛ
âcI�EJÞ{àD×DÞDÚzÛ
ÜJäËÙZK�LJàD÷�L�Úaå{KkÙZÞDßsÞDÚøÞDßsI�EJL�ßsÞDäsçJLWE

2`− 1 ≥ k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ k2` ≥ 0, kν > kν+2.
/Ù�á�å{IDK�äsçJKJç�Ú å{IDß�Ö�å{KkÙZKHúqà{ØaëW×{ç�K
pj ∈ W j

∞[0, 1]
ë
j = 0, . . . , `

@ � K�â`ÖRE"K�íGÙ�EJäsçJù+KJåDIDß�ÖZßËÙZßsÞDà{á
D(L)

äcK�äËç�K�à{çqà{F � ÜNÞ{ÝDæDàD÷
u ∈ W 2`

2 (0, 1)
ë{ÜxÖ�K�LGÙZßsçJL�K�IWá���ö&àNÛ
ÜJäËÙZK�LJà{áDØ�ê�ð�@µó�ôË@

ýÅEJäcäsØ�KJç�I{àDØãFHEUÖ�EU×NÜ#Þ�E�äcK�í�äËç�L�ßsÞDÞDÚaß6FxÞ�EH×DßsÞDà{á

Lu = µu
Þ�E

[0, 1], u ∈ D(L). (1.3)
�/EkÝ àNFxL�ßsäsç�Þ{K ê«äsØa@ÀëþÞ�EJåDIDà{Ø�ßcI¡ë�îchNë0ij
{ë � ßsK�IDßcØ;EéóGñ²ôËëþåDIDà

p` ≡ 1
äsK�í�äsçJL�ßcÞ{ÞDÚaß�×Dà{äËÙ�E FHEUÖ�EU×{à

ê}ð�@	�WôËëZFHEkåDàDäxEkÞDÞDÚaß�ä�Ü^×DßËç�K�Ø ÝDI�EkçJÞDK�äËç�à¡ë�Ø�KHú%ÞDK
I�EkFcí�à{çJù#Þ�E�Ö�L�ß�åDK�äËÙ�ß�Ö�K�L�Ekç�ß�ÙZù�ÞDK�äËç�à
µ′

n

ë
µ′′

n

ë
n ∈ N

ëNçGEJÝ�×{çJK%å{IDà
n→ ∞ àDØ�ß6��çqØ�ßsäsç�KqEJäcà{Ø�å{ç�KJçJàD×DßsäcÝDàDß � KJIDØ¦ÜHÙZÚ

µ′
n =

(
2πn + ρ′ +O(n−1/2)

)2`
, µ′′

n =
(
2πn+ ρ′′ +O(n−1/2)

)2`
, (1.4)

â`Ö�ß6×DàDäËÙZE
ξ′ = exp(iρ′)

ë
ξ′′ = exp(iρ′′)

�#Ý�K�IDÞ{à�ÝDL�EUÖ�I�EkçJÞDK�âsK�Ü^I�EJLJÞDßcÞDàNá

θ1ξ + θ0 + θ−1ξ
−1 ≡

≡ det




(α1 + ξγ1) α1ω
k1
1 . . . α1ω

k1
`−1 ωk1

` (α1 + ξ−1γ1) γ1ω
k1
`+1 . . . γ1ω

k1
2`−1

(α2 + ξγ2) α2ω
k2
1 . . . α2ω

k2
`−1 ωk2

` (α2 + ξ−1γ2) γ2ω
k2
`+1 . . . γ2ω

k2
2`−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(α2` + ξγ2`) α1ω
k2`

1 . . . α2`ω
k2`

`−1 ωk2`

` (α2` + ξ−1γ2`) γ2`ω
k2`

`+1 . . . γ2`ω
k2`

2`−1




= 0






ê�FËÖZßcäcù
ωj = zj

` = exp(ijπ/`)
ôË@

2 O�Z\��ï�O���X[�}ðZ@zõ0K�íJö�ßcØ äËÙ�Ü^×�Ekß�FHEUÖREH×�EÍäsL�KcÖ�à{çJämáûÝ ä�Ù�Ü^×�E��
p` ≡ 1

å{IDßcK�íJI�EkFxKJLWEJÞDàDßsØ
ÞDßsFxEJL�àDäsàDØ�K�÷
åDßcI{ßcØ�ßcÞ{ÞDK�÷

x
ê�äcØa@�îch{ëñi*
Jñ²ôË@��"IDàK�sçJK�Ø L�ÚaI�Ekú�ßsÞDà{á
L�äsÝ^KJí�Ý^EGÛ#L)ê�ð�@	
Wô�Ö�ßËÙDá{ç�ämá�Þ�E

1∫
0

p
−1/(2`)
` (x) dx

@

� �S��M[��Z\O�ð��òð�@�ó ²�»�ª�¦,§#¥ ¯ «�¦�´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´(ô�§�¨�«�§
ρ′ + ρ′′ = 2π`− 3π − πκ

`
. (1.5)

2 O�Z\��ï�O���X[�æõ¡@DC6E�äcEJØ�K�Ø5Ö�ß�ÙZß~Ü�ä�ÙZK�L�à{ß"äxEJØ�K�äsK�åDIWá{ú&ßcÞDÞDKJäsç�à)K�åDßsI�EkçJK�I�E&Ø�KHúqÞ{K�FHEJØ�ßsÞDà{çJù
Þ�E�Ü�ä�ÙZK�L�à{ß1IDßcâËÜHÙ�áDIDÞ{K�äsçJà%âsI�EJÞDàD×{ÞDÚzÛ&ÜJäËÙZK�LJàD÷)ê}ð�@µó�ô�@ � IDßsí�K�LWEJÞ{à{á�ÞDE~Ý�K�� �L� àDæDàDßsÞ{ç�Ú

pj

çGEJÝ{ú�ß
Ø�KUú%ÞDK�K�ä�Ù�EJí�àNç�ùD@
4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@��~Ù���×DßcLJÚaØ�á{LkÙ�á{ßsç�ämáÍÞ�EJíkÙ���ÖZßcÞDàDßkë¦×{çJK

ξ′ξ′′ = θ−1

θ1

ÞDß
Ø�ßsÞ{áDßËç�ämágåDIDà5à{Fsè
Ø�ßcÞDßsÞDàDà

αν

à
γν

ë¦åDKJÝNE
θ1 6= 0

ëþçU@Bßk@;åDK�Ý^E Þ�EJí�K�IgâsI�EJÞDàD×{ÞDÚzÛgÜ�ä�ÙZK�L�àD÷øê}ð�@µó�ô�IDßsâsÜHÙ�á{IDßcÞ¡@�
/Ù�á
Ö�K�Ý^EkFHEGç�ßËÙ�ù�äsçJLWEì�Ëç�K�âsK%FHEkåDà��&ßsØ

θ1 = det




γ1 α1ω
k1
1 . . . α1ω

k1
`−1 α1ω

k1
` γ1ω

k1
`+1 . . . γ1ω

k1
2`−1

γ2 α2ω
k2
1 . . . α2ω

k2
`−1 α2ω

k2
` γ2ω

k2
`+1 . . . γ2ω

k2
2`−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γ2` α1ω
k2`

1 . . . α2`ω
k2`

`−1 α2`ω
k2`

` γ2`ω
k2`

`+1 . . . γ2`ω
k2`

2`−1



,

θ−1 = det




α1 α1ω
k1
1 . . . α1ω

k1
`−1 γ1ω

k1
` γ1ω

k1
`+1 . . . γ1ω

k1
2`−1

α2 α2ω
k2
1 . . . α2ω

k2

`−1 γ2ω
k2

` γ2ω
k2

`+1 . . . γ2ω
k2

2`−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α2` α1ω
k2`

1 . . . α2`ω
k2`

`−1 γ2`ω
k2`

` γ2`ω
k2`

`+1 . . . γ2`ω
k2`

2`−1



.

õzÚaÞDK�ämá�K�íJö&à{÷&Ø�ÞDKHúqàNç�ßËÙ�ù
ω

kj

1

à{F
j
è�÷�äËç�IDKJÝDà�L�åDßsIDL�K�Ø�KJåDIDß�ÖZßËÙZà{çJßËÙZßkëWåDKkÙ�Ü^×�EkßcØ

θ1 = −ωκ

1 θ−1à¡ëDäËÙ�ß�Ö�K�L�Ekç�ß�ÙZù�ÞDKDë
ρ′ + ρ′′ = −πκ

`
+ (2N − 1)π, N ∈ Z. (1.6)

�"K�äsÝ�KkÙZù�Ý{ÜéäsK�í�äsçJL�ßcÞ{ÞDÚaß#×DàDä�Ù�E)FxEUÖREH×Dà ê�ð�@{��ô"FxEJL�àDämáNç KJç
αν

à
γν

Þ{ßcåDIDßsIDÚaL�ÞDK{ëþå�EJIDEJØ�ßsçJI
N
L5ê}ðJ@{bWô�ÞDß�FHEkL�àDäcàNç�KJç

αν

à
γν

@�p�Ö�Þ�EkÝ^K{ë�ÝNEkÝ5åDK�Ý^EkFxEJÞDK�LÍî	I^ë � ßsK�IDßcØ;E�dN@ìðcñ�ë�ßsäËÙZà5K�åDßcIDEkç�K�I
àDØ�ßcßËçùM�O�P�Q[OSRTO�UWVYX��SP^] âsI�EJÞDà{×DÞDÚaß Ü�ä�ÙZK�L�à{á�ê

Uν1 ≡ 0
åDIDà

ν = 1, . . . , `
ëzà

Uν0 ≡ 0
åDI{à

ν = `+ 1, . . . , 2`
ô�ë{ç�K�L � K�IDØ¦ÜHÙZß%ê}ð�@c
�ô

ρ′ = π(`− 1) − πκ

2`
, ρ′′ = π(`− 2) − πκ

2`
ê«Læ�sçJK�Ø=äËÙ�Ü^×�EJßqÖ�LJß#åDK�äËÙ�ß�Ö�K�L�Ekç�ß�ÙZù�ÞDK�äËç�à

µ′
n

à
µ′′

n

ßcäËç�ßcäËç�L�ßsÞDÞDKÍKJí�ú�ß�Ö�à{Þ{á���ç�ämá L KcÖ�Þ{Ü
µn =(

π(n + `− 1 − κ

2`
) +O(n−1/2)

)2` ô�ëDçU@Bßk@�Lì�Ëç�K�ØÿäËÙ�Ü^×�Ekß
ê�ð�@ûIJôzL�ÚaåDKkÙZÞ{ßcÞDKD@ � ßcK�I{ßcØ;E+Ö�K�Ý^EkFxEJÞ�E{@
�| Ù�ß�ÖZÜS��ö&Eká�ç�ßsK�IDßcØ;E#K�íJK�íJö�Ekßsç � ßcK�IDßsØ¦ÜydN@µó�î	IGñ�ë!L#Ý�KJç�KJIDK�÷y�sçJKJç
IDßsFsÜHÙZùHçGEkç�íJÚzÙéåDKkÙ�Ü^×DßsÞ

Ö�Ù�á
äËÙDÜN×DEká�IDEJäcå�EHÖRE���ö�àNÛWämá�âcIDEJÞDàD×DÞ{ÚzÛ�ÜJäËÙZKJL�àD÷¡@
� �S��M[��Z\Oêð��üõ¡@w�o �¡#¢z£�¸ ´(¦,ª!»�«�ª�ý�«SÀ GX(s, t) ½%ª  �¡6¡ ´(¦ ¡#¸ ´(½!´Y²�»�´^ý�§ ¡6¡ ª ¡ ¨  (¯ §#¦,­[¬ ¡ »�§#¥(¨�«S¬

X(t) º 0 ≤ t ≤ 1 º�À�¦ ¯ À�§ ¢�¡ À=þ   ¨ ¸ ý�«�§�±sÿ�»�«�¨�ª ¡ ªB¬o´ ¡ ´^²�»�À��t§#¨�¨�´(½!´g²�´ ¯ ´��ç« ¢ § ¯�£ ¨�´�´^²�»�§�¥,§ ¯ §#¨�µ
¨�´2½!´~´^²�§F»�ª ¢ ´j»�ª LX º�²�´*»�´��t¥(ª�§.¬L´(½!´�¥(«�þ�þq§Ë»�§#¨�ý�«�ª ¯�£ ¨�­[¬ ¦,­u»�ª��é§�¨�«�§.¬ ���	�
��� ¡ ½Ô»�ª�¨�« ° ¨�­[¬L«

I



 �¡4¯ ´(¦,«SÀS¬L« ���	��
���� �o �¡#¢z£ κ < 2`2
� ¼ ´2½%¥(ªg²�»�« ε→ 0

¡ ²�»�ª�¦�§�¥ ¯ «�¦,´ ¡ ´2´ ¢ ¨�´^ô�§#¨�«�§

P{‖X‖ ≤ ε} ∼ C(X) · εγ exp

(
− 2`− 1

2

(
ϑ`

2` sin π
2`

) 2`
2`−1

ε−
2

2`−1

)
. (1.7)

� ¥,§ ¡#£ ¦,¦�§#¥2§�¨�­ ´��2´6©2¨�ª ° §#¨�«SÀ

γ = −` +
κ + 1

2`− 1
, ϑ` =

1∫

0

p
−1/(2`)
` (x) dx,

ª ¸ ´^¨ ¡#¢ ª,¨ ¢ ª C(X) ©2ª�¥(ª�§ ¢�¡ Àyþ®´j»�¬  (¯ ´^±

C(X) = Cdist(X) · (2π)`/2 (π/ϑ`)
`γ (sin π

2`

) 1+γ
2

(2`− 1)1/2
(

π
2`

)1+ γ
2 Γ` (`− κ

2`

) ,

½!¥2§ Cdist(X) ¤ ¢ ª ¸ ¨�ª2©2­®¦2ª�§4¬LªBÀ � ����P���O��[��OYM[O�P�������RT����X�]

Cdist(X) ≡
∞∏

n=1

µ
1/2
n(

π/ϑ` ·
[
n + `− 1 − κ

2`

])` , (1.8)

ª µn = (λn(X))−1 ¤ ¡ ´�� ¡#¢ ¦,§#¨�¨�­®§ ° « ¡F¯ ª�©2ª,¥2ª ° « ���	����� @
4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@ | K�â­ÙZEJäcÞDK�åDIDà{ÞDæDàDå{Ü
äcI�EJLJÞDßcÞDàNáéîìð�ðsñ¡à � K�IDØ¦ÜHÙ�EJØûê}ðJ@	
�ô�ë{ä�Ü^×DßËç�K�Ø FHEJØ�ßs×�EGè
ÞDà{á�ð�ë�àDØ�ßsßcØ

P{‖X‖ ≤ ε} = P

{ ∞∑

n=1

λnη
2
n ≤ ε2

}
= P

{ ∞∑

n=1

η′2n
µ′

n

+
∞∑

n=1

η′′2n
µ′′

n

≤ ε2

}
=

=

∞∏

n=1

(
µ′

n

µ̃′
n

· µ
′′
n

µ̃′′
n

)1/2

· P
{
V ′ + V ′′ ≤ ε2

}
, (1.9)

â`Ö�ß

V ′ =

∞∑

n=1

η′2n
µ̃′

n

, V ′′ =

∞∑

n=1

η′′2n
µ̃′′

n

, (1.10)

η′n
à
η′′n
�/ÖZL�ß�ÞDßsFxEJL�àDäsàDØ�Úaß�å{K�äËÙZßvÖ�K�LWEGç�ßËÙ�ù�ÞDK�äËç�àqÞ{ßsFHEkL�àDäcà{Ø�ÚzÛqäËçGEJÞ^ÖREkI{ç�ÞDÚzÛ%â�ExÜ�äsäcK�LJäcÝDàNÛ%äk@BLD@ìë

µ̃′
n =

(2πn+ ρ′

ϑ`

)2`

, µ̃′′
n =

(2πn+ ρ′′

ϑ`

)2`

. (1.11)

?�äcàDØ�åNç�KJçJàDÝDà�L�ßcIDKHáNç�ÞDK�äËç�à�Ø;EGÙZÚzÛ�ÜNÝ^ÙZK�ÞDßsÞDàD÷�í�ßcäsÝ�K�ÞDßc×{ÞDÚzÛ�äsÜ^Ø�Øüê}ð�@ìð^kWô�ä1Ý�K�� �L� àDæDà{ßcÞ{çGEGè
Ø�à¡ëHàDØ�ß6��ö&àDØ�à+L�à^Ö)ê}ð�@ìð�ðUô�ëxL�Úa×DàDä�ÙZßcÞ{Ú�L+î	INë � ßcK�IDßsØ;EÁbN@ÊóGñ�@H?~äsàDØ�å{çJKJç�àDÝ^E

P {V ′ + V ′′ ≤ ε2} åDI{à
ε→ 0

å{KkÙ�Ü^×�EJßËç�ämá%à{F�EJäcàDØ�åNç�KJçJàDÝ
P {V ′ ≤ ε2} à P {V ′′ ≤ ε2} åDIDà�åDK�Ø�Kkö&à�ÙZßcØ�Ø�Ú��/à � ��àDæ�E{@C/EkÝ^KJÞDßcæ¡ëÅí�ßcäsÝ�K�ÞDßc×{ÞDK�ß#åDIDKJà{FxL�ßvÖ�ßcÞ{àDß#Lgê}ðJ@{hWô6KJçxÙZàD×DEJßsçJämáÿKkçgê}ðJ@{eWô6Ø�ÞDKHúqàNç�ßËÙ�ßcØaë¦ä­Û�KxÖZàDØ�K�äsçJù

Ý^Kkç�K�IDKJâcK�K�í�ßcäsåDßc×{àDLWEJßËç�ämá�äsK�KJçJÞDK��&ßsÞDàDßsØ�ê}ð�@{I�ô�@��6KJäËÙZß"Ü^åDIDKJö�ßcÞDà{÷�åDIDà^ÛWKcÖ�àDØãÝ5ê}ðJ@ûd�ô�@
�

b



� � äKÛ��
Ñ ×0×�� ã�ÑwÙ! %Ó~Ý Ô × Ð" 7åNÝ6Ó
Ó~ß Ñ × Ó)ÔKØ ÙKäKÛ��
Ñ ×0× ß
ýþEJäsäcØ�KJçJIDàDØüKJí�K�íJö�ßcÞDÞDÚa÷)åDIDKJæDßcäsä | Ù�ßcå{á{Þ�E

S(c)
�%äËçGEJæDàDK�ÞDEJIDÞDÚa÷sJ{ExÜ�äsäcK�L�äsÝDàD÷)åDIDK�æ{ßcäcä6ä"Þ{ÜWè

ÙZßcL�ÚaØÿäcIDßvÖ�ÞDàDØüà�Ý�K�LWEkIDà�EJæDà{K�ÞDÞDK�÷ � Ü^ÞDÝDæDà{ßc÷
GS(c)(s, t) = c− |s− t|, s, t ∈ [0, 1].

C6ßsäËÙZKHú%ÞDK/åDIDK�L�ßsIDà{çJùDëN×Nç�K
GS(c)

á{LkÙ�áDßËç�ämá%Ý�K�LWEJIDàDEJæDàDßs÷qåDIDà
c ≥ 1/2

@ Õ EJØ�ßsçJàDØaë�×{ç�K+åDIDà
c ≥ 1äcåDI�EkL�ß�Ö�Ù�àDL�K�I�EJL�ßsÞDäsçJL�K%å{K%I�EkäcåDIDßvÖ�ßËÙ�ßcÞDà��

S(c)(t)
d
= W (t+ c) −W (t), 0 ≤ t ≤ 1,

â`Ö�ß
W (t)

�%äËçGEJÞ^ÖREkI{ç�ÞDÚa÷�L�àDÞDßsIDK�L�äsÝDàD÷)åDIDK�æ{ßcäcäk@�p�í�Úa×DÞDÚa÷)åDIDKJæDßcäsä | ÙZßcå{á{Þ�E
îìð6
Jñ¡åDKGÙ�Ü^×�EJßsçJämá
åDIDà

c = 1
ëDEJäcàDØ�åNç�KJçJàDÝ^EqØ;EGÙZÚzÛ#Ü^ÝNÙ�K�ÞDßcÞ{àD÷)Ö�Ù�á
Þ{ßcâcK�í�ÚzÙ�E�L�Úa×Dà{äËÙZßsÞ�E%L)î¾ð(IGñ�@

�"IWáDØ�KJ÷�åDKcÖ�äs×Dßsç�ê«äsØa@�îìðBbkñ�ôzå{K�Ý^EkFxÚaLWEkßsçUëZ×{ç�K
GS(c)

ßcäËç�ù � Ü^ÞDÝ{æDà{ásJ�I{àDÞ�E�ÝDI�EJßsL�K�÷#FHEUÖ�EU×{à
LS(c)u ≡ −1

2
u′′ = µu

Þ�E
[0, 1], u′(0) + u′(1) = 0, (2c− 1)u′(0)− (u(0)+ u(1)) = 0. (2.1)

� �S��M[��Z\O õ9�òð�@=ð�@u�o �¡#¢z£
c = 1/2

� ¼ ´2½%¥(ªg²�»�« ε→ 0 «S¬L§6§ ¢ ¬o§ ¡#¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´^ô�§#¨�«�§
P{‖S(1/2)‖ ≤ ε} ∼ 4 ε√

π
· exp(−1

4
ε−2). (2.2)

õ�@��o �¡#¢z£
c > 1/2

� ¼ ´(½%¥2ªì²�»�« ε→ 0 «S¬o§#§ ¢ ¬L§ ¡�¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´^ô�§�¨�«�§
P{‖S(c)‖ ≤ ε} ∼ 4

√
2 ε2

√
π(2c− 1)

· exp(−1
4
ε−2). (2.3)

2 O�Z\��ï�O���X[�$#¡@[�6I{à
c > 1/2

FHEUÖREH×�EÍê�óN@ìðUô"ÞDß%ÜxÖ�K�LGÙZßsçJL�K�IWáDßËç�Ü�ä�ÙZK�L�à�� � ßcKJIDßcØ�Ú ð�@µóNë�åDKkè
äcÝ�KkÙZù�ÝNÜ�LW�Ëç�K�Ø ä�Ù�Ü^×�EJß

κ = 2 = 2`2
@ | åDK�äsK�í�Ú�K�íxÛWKcÖREW�Ëç�K�÷ � K�IDØ;EUÙZù�ÞDK�÷�ç�I{ÜxÖ�ÞDKJäsç�à ÛWKJIDK��&K

à{FxL�ßsäsçJÞDÚ<ê�äcØa@ìë{Þ�EJå{IDàDØ�ßcI!ë¡î	INë��"IDßvÖ�ÙZKHú�ßcÞ{àDß\b{@c
Jñ¡à�îìð(IUñ�ô�ë{ÞDK&L6ÖREJÞDÞDKJØ ä�Ù�Ü^×�EJß"åDI{KJö&ß�LJK�äcåDKGÙZùkè
FxK�LWEGç�ù�ämá
Ü�ú�ß6àDØ�ß6��ö&àDØ�à{ämá�IDßËFcÜHÙZùHçGEkçGEJØ�à!@
4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@NðZ@:p�í�KJFcÞ�EH×DàDØ ζ =

√
2µ
@:�"KcÖ�äsçGEkLkÙ�á{áüK�íJö�ßcß�IDß��&ßsÞDàDß�Ü^I�EJLJÞDßcÞDàNá=ê�óN@ìðUô

u(t) = c1 sin(ζt) + c2 cos(ζt)
L%âsI�EJÞDàD×{ÞDÚaß+ÜJäËÙZK�LJà{á¡ëZåDKkÙDÜN×{àDØaëZ×{ç�K

µn = 1
2
r2
n

ë�â`Ö�ß
r1 < r2 < . . .�
å{KkÙZKHúqàNç�ßËÙ�ù�ÞDÚaß/Ý^KJIDÞDà
ÜNIDEJL�ÞDßsÞDà{á

F (c)(ζ) ≡ 2 + 2 cos(ζ) − (2c− 1)ζ sin(ζ) = 0.

p�çJä6��ÖRE�L�à�Ö�ÞDKDëN×{ç�K�åDIDà
c = 1/2

äcåDßsÝ{ç�I
FHEUÖ�EU×{à5ê�óN@ìðUô¦Ö�LkÜNÝ{I�Ekç�Þ{Úa÷�à
äcKJäsç�KJà{ç�à{F"äcKJí�äsçJL�ßcÞDÞ{ÚzÛ
×DàDäcß�Ù

µ′
n = µ′′

n = 2(πn− π
2
)2
ë
n ∈ N

@ � EJÝ{àDØ�K�í�I�EGFxK�Øaë^äcåDIDEJL�ß�ÖDÙZàDL�K�I�EkL�ßcÞDäËç�L�K�å{K&I�EJäsåDIDß�ÖZßËÙZß�è
ÞDà��

‖S(1/2)‖2 d
=

1

2
(‖W1‖2 + ‖W2‖2),

â`Ö�ß
W1

à
W2

�"ÞDßsFxEJL�àDäsàDØ�Úaß1äËçGEJÞ^ÖREJINç�ÞDÚaßaL�à{ÞDßcIDKJL�äcÝDà{ßzåDIDKJæDßcäsäcÚ"@J?�äcàDØ�åNç�KJçJàDÝ^E
P{‖W‖ ≤ ε}åDIDà

ε→ 0
Û�K�IDK���K%àNFxL�ßsäsç�ÞDE{@��6I{àDØ�ßcÞ{áNá#ÙZßcØ�Ø¦Ü��/à � �&à{æ�E{ë�åDKkÙDÜN×{àDØ.ê�óN@ÊóJôË@

õ¡@,�"IDà
c > 1/2

KJ×DßcL�à�Ö�ÞDKDëk×{ç�K |F (c)(0)|
|F (1)(0)| = 1

ëkà |F (c)(ζ)|
|F (1)(ζ)| ⇒ 2c−1

ëGßcäËÙ�à |ζ| = π(N+ 1
2
)
ë
N → ∞ @

�6I{àDØ�ßcÞ{áNá
ç�ßcKJIDßcØ¦Ü)äcIDEJL�ÞDßsÞDà{á7îìðJðcñ�Ý�å{IDK�æDßsäcäxEkØ
S(c)

à
S(1)

ëZE&FHEkçJßcØ��qç�ßsK�IDßcØ¦Ü)A"ßsÞDäcßsÞ�E�ê�äcØa@
îìð(d�ë9i%�{@	b{@ìðcñ²ôzÝ � Ü^ÞDÝDæDàNáDØ

F (c)
à
F (1)

ëDåDKGÙ�Ü^×DàDØãåDI{à
ε→ 0

P{‖S(c)‖ ≤ ε} ∼ 1√
2c− 1

· P{‖S(1)‖ ≤ ε}.

d



C6K/EJäsàDØ�å{çJKJç�àDÝ^E�å{K�äËÙZßvÖ�ÞDßsâcK�LJÚaI�Ekú�ßsÞDà{á¡ëWÝ^EJÝ�Ü�ú�ß1Ü^Ý^EkFxÚaLWEUÙZK�äcù{ë^íJÚzÙ�E/LJÚa×DàDäËÙ�ßcÞ�E/L%î¾ð(IGñ�@�a�çJK
ÖREJßsç�ê�óN@{��ôË@

�

ýÅEJäcäsØ�KJç�I{àDØ ç�ßcå{ßcIDù
m
è�ÝDI�EkçJÞDK�åDIDKJàDÞ{ç�ßsâcIDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚa÷�åDIDK�æDßsäcä

(S(c))
[β1, ..., βm]
m (t)

@ | Ù�ß�ÖZÜká
î	bGñ�ë
L�L�ß�ÖZßcØüKJí�KJFxÞDEU×{ßcÞDà{á

ε̃` =

(
ε

√
` sin

π

2`

) 1
2`−1

; D` =
2`− 1

2` sin π
2`

; (2.4)

åDIDà
j = 1, . . . , m

kj =

{
m− j,

ßcä�ÙZà
βj = 0,

m+ 1 + j,
ßcä�ÙZà

βj = 1,
k′j = 2m + 1 − kj. (2.5)

� �S��M[��Z\O õ9�üõ¡@ñ�o �¡#¢z£
m ∈ N

� ¼ ´(½%¥(ªg²�»�« ε→ 0 «S¬o§ ¾w¢ ¬o§ ¡#¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´(ô�§�¨�«SÀñÂð�@u� »�« c = 1/2

P{‖(S(1/2))[β1, ..., βm]
m ‖ ≤ ε} ∼

∼ (2m + 2)
m
2

+1

|V(zk1
m+1, z

k2
m+1, . . . , z

km

m+1)| ·
√

m∏
j=1

|1 + z
kj

m+1|2 +
m∏

j=1

|1 + z
k′

j

m+1|2
·

· 2ε̃m+1√
πDm+1

exp

(
− Dm+1

2ε̃2
m+1

)
.
ê�óN@	bWô

õ¡@u� »�« c > 1/2

P{‖(S(c))[β1, ..., βm]
m ‖ ≤ ε} ∼

(2m+ 2)
m+1

2

√
2 sin π

2m+2

|V(zk1
m+1, z

k2
m+1, . . . , z

km

m+1)|
√

2c− 1
·

· 2ε̃2
m+1√

πDm+1

exp

(
− Dm+1

2ε̃2
m+1

)
.
ê�óN@{d�ô

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@ñ�"I�EkßcLWEká)FHEHÖREH×�E{ë � Ü^ÞDÝ{æDàDßc÷YJ�IDàDÞDEqÝ�KJç�K�I{K�÷�äËÙDÜ^ú%à{ç
Ý�K�LWEkIDà�EJæDàNá�åDI{K�àDÞNèç�ßcâsIDàDIDKJLWEJÞDÞDKJâcKqå{IDK�æDßsäcäxENë�Ø�KUú&ßsç%í�Ú1ç�ù�åDKkÙ�Ü^×DßsÞ�E%àNF
ê�óN@ìðUôzä"åDK�Ø�KJö�ù�� � ßsK�IDßcØ�ÚøóN@ìð%î	IGñ �




L
S

(c)
m
u ≡ (−1)m+1 · 1

2
u(2m+2) = µu

Þ�E
[0, 1],

u(βm) = u′(βm−1) = · · · = u(m−1)(β1) = 0,

u(m+1)(0) + u(m+1)(1) = 0, (2c− 1)u(m+1)(0) − (u(m)(0) + u(m)(1)) = 0,

u(m+2)(1 − β1) = u(m+3)(1 − β2) = · · · = u(2m+1)(1 − βm) = 0.

(2.8)

| Ü^×DßsçJK�Ø�ê�óN@ûIJôzLJç�K�INÜ���à)×DßsçJL�ßcINçJÜS� äËç�IDK�Ý{à�L�ê�óN@	eWôzØ�KHúqÞ{K�åDßcIDßsåDàDäcEkç�ùqçGEkÝ9�

u(kj)(0) = u(k′
j)(1) = 0, j = 1, . . . , m.

�"K�äsÝ�KkÙZù�Ý{Ü
FxEUÖREH×�E�ê�óN@	eWôzÜHÖZK�LkÙZßËç�L�K�IWá{ßsç
ÜJäËÙZK�LJà{áDØ � ßcK�IDßsØ�Ú�ð�@µó�ä
` = m + 1

ëDÖDÙ�á
ÖZK�Ý^EkFHEGè
ç�ßËÙ�ù�äsçJLWE � K�IDØ¦ÜHÙ ê�óN@	bWô�è�ê�óN@{d�ô�KJäsçGEJßËç�ämá�L�Úa×{àDäËÙZàNç�ù�Ý�K�Þ{äsçGEJÞ{çJÚ I�EJä­ÛWKHú�Ö�ßcÞ{à{á ê�ð�@{e�ôË@�p~ç�Ø�ßËç�àDØaë
×{ç�K

ϑ` = 2
1

2m+2
@

e



p�í�KkFxÞ�EH×DàDØ
ζ = (2µ)

1
2m+2

@ � K�â`Ö�E�KJíJö&ßsß+IDß��&ßsÞDàDß6ÜNIDEJL�ÞDßsÞDà{áÍê�óN@	eWô

u(t) =
2m+1∑

j=0

cj exp(ωjζt), (2.9)

â`Ö�ß
ωj = zj

m+1

@
ð�@:�6I{à

c = 1
2

àDØ�ßcßsØ
κ = (2m + 1)(m + 1)

@0�"KcÖ�äËçGEJLkÙ�áNá=ê�óN@	hWô�L�âcI�EJÞ{àD×DÞDÚaß Ü�ä�ÙZK�L�àNá¡ë
åDKkÙ�Ü^×DàDØaë�×Nç�K

µn = 1
2
r2m+2
n

ë�â`ÖZß
r1 < r2 < . . .

�qåDKkÙ�KUú%à{çJßËÙZù�Þ{Úaß+Þ{ÜHÙZà)æDß�ÙZK�÷ � Ü^ÞDÝDæ{àDà

F(ζ) ≡

det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m (−1)k1 . . . (−ωm)k1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm
m (−1)km . . . (−ωm)km

1 + eiζ ωm
1 (1 + eiω1ζ) . . . . . . (−1)m(1 + e−iζ) . . . . . .

1 + eiζ ωm+1
1 (1 + eiω1ζ) . . . . . . (−1)m+1(1 + e−iζ) . . . . . .

eiζ ω
k′
1

1 e
iω1ζ . . . ω

k′
1

m eiωmζ (−1)k′
1e−iζ . . . (−ωm)k′

1e−iωmζ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eiζ ω
k′

m

1 eiω1ζ . . . ω
k′

m
m eiωmζ (−1)k′

me−iζ . . . (−ωm)k′
me−iωmζ




.

p�çJä6��ÖRE
Cdist(S

(1/2)
m ) =

∞∏

n=1

(
rn

πn− π
2

)m+1

.

�"K�äsÝ�KkÙZù�Ý{Ü |F(ζ)| ≡ |F(ω1ζ)|
ëWØ�ÞDKHú�ßcäËç�L�K+L�äcß�ÛqÞ{ßcÞ{ÜHÙZßsL�ÚzÛ
Ý�K�I{ÞDßc÷ � Ü^ÞDÝ{æDàDà F äsK�äsçJK�à{ç�à{F

2m+ 2
åDK�ä�ÙZß�ÖZK�LWEkçJßËÙZù�Þ{K�äsçJßc÷

ωj
1rn

ë
j = 0, . . . , 2m+ 1

ë
n ∈ N

@
�6EJÝ�Ü^ÝNEGFHEJÞDK�L
îch{ë�i*
Dë � ßsK�IDßcØ;E�óGñ�ëNåDI{à |ζ| → ∞ à | arg(ζ)| ≤ π

2m+2

äsåDI�EJLJß�Ö�ÙZà{L�K&äcKJKJç�ÞDK,�&ßËè
ÞDàDß

F(ζ) = exp(−iω1ζ) exp(−iω2ζ) . . . exp(−iωmζ) ·
(
Φ(ζ) +O(|ζ|−1)

)
, (2.10)

â`Ö�ß

Φ(ζ) = det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m (−1)k1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm
m (−1)km 0 . . . 0

1 + eiζ ωm
1 . . . ωm

m (−1)m(1 + e−iζ) (−ω1)
m . . . (−ωm)m

1 + eiζ ωm+1
1 . . . ωm+1

m (−1)m+1(1 + e−iζ) (−ω1)
m+1 . . . (−ωm)m+1

eiζ 0 . . . 0 (−1)k′
1e−iζ (−ω1)

k′
1 . . . (−ωm)k′

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
eiζ 0 . . . 0 (−1)k′

me−iζ (−ω1)
k′

m . . . (−ωm)k′
m




.

ýÅEkFsÙ�KUú&ßcÞDàDß/K�åDI{ß�Ö�ß�ÙZà{ç�ß�Ù�á�å{K%åDßsIDL�K�Ø¦Ü
à
(m+ 2)

è�Ø¦Ü
äËç�KkÙ�í�æ{ÜqÖREJßËç

|Φ(ζ)| = M· | exp(iζ) + exp(−iζ) +R|, (2.11)

â`Ö�ß

M = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm
1 ) · V(ωm+1

1 , ω
k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )+

+ V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm+1
1 ) · V(ωm

1 , ω
k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )|,

h



E
R
�qÞDßcÝ�KJçJK�I�Eká)Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{çGE{ë�FxÞ�EH×DßsÞDàDß/Ý^Kkç�K�IDKJ÷#Ö�ÙDá�ÞDEJä6ÞDßcäËÜ�ö&ßcäËç�L�ßsÞDÞDKD@
| Ù�ß�ÖZÜkáÍîcbkñ�ëNÖ�Ù�á)åDIDK�àNFxL�KkÙ�ù�ÞDK�âsK

δ > −1
LJL�ß�Ö�ßsØ � Ü^ÞDÝDæDà��

Ψδ(ζ) = ψδ(ζ)ψδ(ω1ζ)ψδ(ω2ζ) . . . ψδ(ωmζ), (2.12)

â`Ö�ß

ψδ(ζ) =
Γ2(1 + δ)

Γ
(
1 + δ + ζ

π

)
Γ
(
1 + δ − ζ

π

) =
∞∏

n=1

(
1 − ζ2

(π(n+ δ))2

)
.

C6ßsäËÙZKHú%ÞDK�åDIDK�LJßcIDà{çJù ê�äcØa@�L�äcLJáNFxà)äL�sç�à{Ø.î	b^ë��/ßcØ�Ø;E
ð�@{�Gñ�ô�ëD×{ç�K

ψδ(ζ) ∼ Γ2(1 + δ)π2δζ−2δ−1 cos(ζ − π(δ + 1/2)), (2.13)

ßcäËÙ�à
ζ → ∞ ë | arg(ζ)| ≤ φ0 < π

ë{åDIDàD×DßsØãä­ÛWKcÖ�à{Ø�K�äsçJù
I�EJL�Þ{K�Ø�ßcIDÞDEká¡@
�"KkÙZEJâ�Eká

δ = −1/2
ë�à{Fqê�óN@ÀðBkWô�è�ê�óN@ìð^�Wô;åDKkÙ�Ü^×�EJßsØaëZ×{ç�K

|F(ζ)|
|Ψδ(ζ)|

→ 2m+1M, (2.14)

ßcäËÙ�à
ζ → ∞ ë

arg(ζ) 6= πj
2m+2

ë
j ∈ Z

@
�"K�ç�ßsK�IDßsØ�ß�A"ßcÞ{äcßcÞDE

C2
dist(S

(1/2)
m ) =

|F(0)|
|Ψδ(0)| · exp

{
lim
ρ→∞

1

2π

∫ 2π

0

ln
|Ψδ(ρe

iθ)|
|F(ρeiθ)| dθ

}
.

�6KcÖ�ÚaÞNç�ßcâsI�EGÙZùJÞ�Eká � Ü^ÞDÝDæDà{á
KJ×DßcL�à�Ö�ÞDK�àDØ�ßsßsç�äsÜ^Ø�Ø�àDI{ÜJßcØ¦ÜS��Ø;Ekú�K�IDEJÞ{çJÜJëDà
ç�ßsK�IDßsØ;Ez�/ßsí�ßcâ�E&ä
ÜN×{ßsç�KJØ�ê�óN@ìðB
�ô¦ÖREJßsç

C2
dist(S

(1/2)
m ) =

|F(0)|
2m+1M =

4|V(1, ω1, ω
2
1, . . . , ω

2m+1
1 )|

2m+1M =
4(m+ 1)m+1

M .

p"äËçGEGÙZK�äsù�FxEJØ�ßsçJà{ç�ù{ëR×{çJK%LJL�à^ÖZÜ#äsK�KJçJÞDK��&ßsÞDàD÷Íê�óN@{I�ô

M = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )|2 ·
( m∏

j=1

|1 + ω
kj

1 |2 +
m∏

j=1

|1 + ω
k′

j

1 |2
)
,

à)å{K�äËÙZß6Ü^åDIDKJö�ßcÞDà{÷�Ø�Ú å{IDàNÛWKcÖ�à{ØãÝÍê�óN@	bWôË@
õ¡@��"IDà

c > 1
2

àDØ�ßcßsØ
κ = (2m + 1)(m + 1) + 1

@9�"KcÖ�äsçGEkLkÙ�á{áÿê�óN@	hWô�L#âcIDEJÞDàD×DÞ{Úaß�ÜJäËÙZK�LJà{á¡ë
åDKkÙ�Ü^×DàDØaë�×Nç�K

Cdist(S
(c)
m ) =

∞∏

n=1

(
rn

π(n− m+2
2m+2

)

)m+1

,

â`Ö�ß
r1 < r2 < . . .

�#åDKkÙZKHú%à{ç�ß�ÙZù�ÞDÚaß+Þ{ÜHÙZà � Ü^ÞDÝDæ{àDà F(c)(ζ)
ëDå{KkÙ�Ü^×�E���ö&ßc÷{ämá à{F F(ζ)

FxEJØ�ßcÞ{K�÷
L�KJåDIDß�ÖZßËÙZà{çJßËÙZß+äsçJIDK�ÝDà
[
1 + eiζ ωm

1 (1 + eiω1ζ) . . . ωm
m(1 + eiωmζ) (−1)m(1 + e−iζ) . . . (−ωm)m(1 + e−iωmζ)

]

Þ�E�äsç�I{K�Ý{Ü
[
1 − τ

iζ
(1 + eiζ) ωm+1

1 (1 − τ
iω1ζ

(1 + eiω1ζ)) . . . . . . (−1)m+1(1 − τ
−iζ

(1 + e−iζ)) . . . . . .
]

ð^k



ê�FËÖZßcäcù
τ = 1

2c−1

ôË@
?�Þ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K%×�Ekäsç�à=ð�ë�åDIDà |ζ| → ∞ à | arg(ζ)| ≤ π

2m+2

äsåDI�EJL�ßvÖ�ÙZàDLJK%äsK�KJç�Þ{K��&ßsÞDàDß

F(c)(ζ) = exp(−iω1ζ) exp(−iω2ζ) . . . exp(−iωmζ) ·
(
Φ(ζ) +O(|ζ|−1)

)
,

â`Ö�ß

Φ(ζ) = det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m (−1)k1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm
m (−1)km 0 . . . 0

1 ωm+1
1 . . . ωm+1

m (−1)m+1 0 . . . 0
1 + eiζ ωm+1

1 . . . ωm+1
m (−1)m+1(1 + e−iζ) (−ω1)

m+1 . . . (−ωm)m+1

eiζ 0 . . . 0 (−1)k′
1e−iζ (−ω1)

k′
1 . . . (−ωm)k′

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
eiζ 0 . . . 0 (−1)k′

me−iζ (−ω1)
k′

m . . . (−ωm)k′
m




.

õzÚa×Dà{çGEká
(m + 1)

è�� äËç�IDKJÝ{Üãà{F
(m + 2)

è�÷ãàãI�EGFsÙ�EJâ�EGá K�åDIDßvÖ�ßËÙ�à{ç�ß�ÙZùgåDKÍåDßsIDL�K�Ø¦ÜÿäsçJKkÙZí�æ{ÜJë
åDKkÙ�Ü^×�EJßsØ

|Φ(ζ)| = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm+1
1 )| · |V(ωm+1

1 , ω
k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )|·
· | exp(−iζ) − ωκ

1 exp(iζ)| = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )| · |V(ω
k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )|·

·
m∏

j=1

|(ωm+1
1 − ω

kj

1 )(ωm+1
1 − ω

k′
j

1 )| · | exp(−iζ) + ω1 exp(iζ)| =

= |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )|2 · 2m+ 2

|1 − ω1|
· | exp(−iζ) + ω1 exp(iζ)|.

p~çJä6��ÖRE{ëZåDKGÙ�EJâ�Eká
δ = − m+2

2m+2

ë�ä�Ü^×DßËç�K�Ø |F(c)(ζ)| ≡ |F(c)(ω1ζ)|
åDKkÙ�Ü^×�EJßsØaëZ×{ç�K

|ζF(c)(ζ)|
|Ψδ(ζ)|

→ 2m+1|V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )|2
Γ2m+2(1 + δ)π(2m+2)δ

· 2m+ 2

|1 − ω1|
,

ßcäËÙ�à
ζ → ∞ ë

arg(ζ) 6= πj
2m+2

ë
j ∈ Z

@
�"IDà{Ø�ßcÞ{áNá)çJßcK�I{ßcØ¦Ü)A"ßcÞDäsßcÞ�E%EJÞ�EGÙ�K�âcàD×{ÞDK%×DEJäsçJà=ð�ë�åDKkÙDÜN×DEJßcØ

C2
dist(S

(c)
m ) =

Γ2m+2(1 + δ)π(2m+2)δ|1 − ω1|
2m+1|V(ωk1

1 , . . . , ω
km

1 )|2(2m + 2)
·
∣∣ζF(c)(ζ)

∣∣
ζ=0

=

=
2τ(m+ 1)mΓ2m+2(1 + δ)|1 − ω1|

πm+2|V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )|2
,

×{ç�K�ä"ÜN×{ßsç�KJØ |1 − ω1| = 2 sin π
2m+2

ÖREJßËçqå{K�äËÙZß"Ü^åDIDKkö&ßcÞ{àD÷gê�ó^@ûd�ô�@
�

2 O�Z\��ï�O���X[�&%�@�A�F � KJIDØ¦ÜHÙZÚïê�óN@ûdJô#à �sÝ^äËç�IDßsØ;EGÙZù�Þ{ÚzÛ.äcLJK�÷DäsçJLÿKJåDIDß�ÖZßËÙZà{çJßËÙZßs÷�õ1EJÞ^ÖZßcINè
Ø�K�Þ^ÖRE îìðBekñ�äËÙZßvÖZÜ�ßËçUëz×{çJKÍåDIDà

c > 1/2
äsIDß�ÖZàãL�äcß�Û

m
è�Ý{I�Ekç�Þ{K5åDIDKJàDÞ{ç�ßsâcIDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚzÛ åDI{K�æDßcä�è

äcK�L
(S(c))

[β1, ..., βm]
m

ÞDEJàDí�KkÙ�ù���ÜS�<Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{çJÜ�Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙ�K�ÞDßcÞ{àD÷7à{Ø�ß6��ç
å{IDK�æDßsäcäcÚ
(S(c))

[0, ...,0]
m

à
(S(c))

[1, ...,1]
m

ê«àDÞ{çJßcâsIDàDIDK�L�EJÞDàDß1LJß�Ö�ßËç�ämá&ä3KcÖ�ÞDK�âsK~Ý�K�ÞDæDEWôËëUE�Þ�EJàDØ�ßsÞDù���ÜS���"åDI{K�æDßcäsäcÚ
(S(c))

[0,1,0,...]
mà

(S(c))
[1,0,1,...]
m

ê«àDÞ{çJßcâsIDàDIDK�L�EJÞDàDß
LJß�Ö�ßËç�ämá�LK��EGÛNØ;EkçJÞDK�Ø.åDKJI�á�Ö�Ý�ßHô�@���KHú%ÞDK�KHú%à^ÖREkçJùDë�×{ç�Ks�sç�K
L�ßcIDÞ{K�à)åDIDà

c = 1/2
ë{ÞDKì�Ëç�KJç%L�K�å{IDK�ä"åDK�Ý^E�K�äsçGEkßsç�ämá�KJç�Ý{IDÚ1ç�ÚaØa@

ð�ð



p~çJØ�ßsç�à{ØÿßËö&ß�Ù���í�K�åDÚ1çJÞDK�ß�äsK�KJçJÞDK��&ßsÞDàDßkëDåDKkÙ�Ü^×�E,��ö&ßsßcämá
åDI{à
äcI�EkL�ÞDßcÞ{àDà
EJäcà{Ø�å{ç�KJçJàDÝ
Ø;EGè
ÙZÚzÛ
Ü^ÝNÙZK�ÞDßsÞDàD÷#Ö�Ù�á)åDIDK�æ{ßcäcäcE

(S(c))
[β1, ..., βm]
m

ê«å{IDà
c > 1/2

ôzà
Ö�Ù�á)åDI{K�àDÞ{çJßcâcI{àDIDK�LWEkÞDÞDK�âsK
åDIDKkè
æDßcäsäxEYp�IDÞ���çJßc÷DÞDEæ�('¦ÙZßcÞ{í�ßcÝ^E ê«äsØa@aî	bNë � ßsK�IDßcØ;E�ó^@ÊóGñ²ôË@T�6KJäcÝ�KkÙZù�ÝNÜÍL�äcK�Kkç�L�ßËç�äsçJLJÜS��ö�àNÛãÝ{I�EGè
ßcL�ÚzÛgFxEUÖREH×�EGÛ å�EkI�EJØ�ßsçJIDÚ

κ
IDEJL�ÞDÚ"ë¦çJK=�sçJàãEJäsàDØ�å{çJKJç�àDÝ{àãKJçxÙZàD×DE���çJämáüÙZà���ù5Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{çGEJØ�à¡@


&KJL�KkÙZù�Þ{K/Þ{ßcKHúqà�ÖREJÞDÞDK+K�Ý^EkFxÚaL�EJßsçJämá¡ë{×Nç�K�Kkç�ÞDK���ßcÞDà{ßn�sçJàNÛ%Ý^KJÞDäsçGEJÞNç�I�EJL�ÞDK √ e
2(2c−1)

à¡ëWçGEJÝ{àDØ
K�í�I�EkFcK�ØaëDÞDß"FxEJL�àDäsà{çqÞ{à�KJç

βj

ë�ÞDà
ÖREkú�ß"Kkç
m
@

) * ÓKÚ�Ñ,+qä)ÔKäKÛ/Ð`Ý6Ó
Ó~ß}í �
ÑaÓKÚnä
ÔKäKÛ+ÐèÝ/Ó
ÓKß}í -räKÛLëqÓKÛ/Ð × Ü
ÔKí
ØçÛ × ÚïÔ × Ð. ìåNÝ6Ó
ÓKß Ñ × Ó
Ô~Ø Ù~äKÛ"�
Ñ ×0× ß

C/EkàDí�KkÙZßsß�à{FxL�ßsäsçJÞDÚaØ�åDIDK�æ{ßcäcäsK�Øaë^åDK�IDKHú�ÖRE���ö�àDØ5Ý{I�EJßcLkÜ�� FHEHÖREH×{Ü�ä�ÞDßcI�Ekäcå�EUÖ�E���ö�àDØ�àDämá#âsI�EGè
ÞDàD×DÞDÚaØ�à�ÜJäËÙZKJL�à{áDØ�à!ëRáDLGÙ�áDßËç�ämá�æDßsÞ{ç�IDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚa÷YfzIDKJÜ^ÞDK�LJäcÝDàD÷ Ø�KJäsç

B(t)
ëRäcåDßsÝ{ç�I�Ý�KJçJK�IDK�âsK

í�ÚzÙ�LJåDßcIDLJÚaß/å{KkÙ�Ü^×DßcÞ�L)îìð^hGñ�@�p~ç�Ø�ßËç�àDØaëZ×{çJKì�ËçGE%ÝDIDEJßcLWEGá#FHEUÖREH×�E

LBu ≡ −u′′ = µu
ÞDE

[0, 1], u(0) − u(1) = 0, u′(0) − u′(1) = 0 (3.1)

àDØ�ßcßËç Þ{ÜHÙZßcLJK�ß
äcKJí�äsçJL�ßcÞDÞ{K�ß
×DàDä�ÙZK ê«ßsØ¦Ü5äsK�KJçJL�ßsçJäsç�LkÜ�ßsç7äcKJí�äsçJL�ßcÞDÞDEká � Ü^ÞDÝDæDà{á
ϕ0(t) ≡ 1

ôËë�à
åDKJç�KJØ¦Ü�Ý�K�L�EJIDà�EJæ{à{á

GB(t, s)
á{LkÙ�áDßËç�ämá�K�í�K�íJö�ßcÞDÞ{K�÷ � Ü^ÞDÝDæDà{ßc÷yJ�IDàDÞ�E&Ö�Ù�á)FHEUÖ�EU×{àgê �{@ìðUô�@ñ�6EJÝ

íJÜxÖ�ßsç
åDKJÝNEGFHEJÞDK
ÞDàNú�ßJë!çGEkÝNEGá�äcà{çkÜWEJæDàNáéçJàDåDàD×{Þ�E
ÖDÙ�á�æDßcÞNç�IDàDI{K�LWEJÞDÞ{ÚzÛ�åDIDK�æ{ßcäcäsK�LD@��"K�äsÝ^KGÙZùkè
Ý{Ü � ßcK�I{ßcØ;E�óN@ìð î	IGñ1L��Ëç�K�Ø=äËÙDÜN×DEJß#ÞDß
åDI{àDØ�ßcÞDà{Ø;E{ë�Ö�Ù�áÍàDäcä�ÙZß�Ö�KJLWEJÞDà{áÍåDIDK�àDÞNç�ßcâsIDàDIDKJLWEJÞDÞDÚzÛ
åDIDK�æDßsäcäsK�L%Ø�Ú Ö�K�Ý^Ekú�ßsØgÖ�L�E�LJäcåDK�Ø�KJâ�Ekç�ß�ÙZù�ÞDÚzÛ)Ü�ç�L�ßsIWú�Ö�ßsÞDà{á!@

� �S��M[��Z\O/#9�òð�@KðZ@g�o �¡�¢z£�¸ »�ª�§#¦,ª^À�©2ª�¥(ª ° ª ���	����� «S¬o§#§ ¢ ¨  (¯ §#¦�´(§ ¡ ´�� ¡#¢ ¦,§#¨�¨�´(§ ° « ¡4¯ ´ ¡\¡ ´��(µ¡#¢ ¦�§�¨�¨�´^±yþ   ¨ ¸ ý�«�§�± ϕ0(t) ≡ 1
� �o �¡#¢z£ À�¥%»�´ G(t, s) À�¦ ¯ À�§ ¢�¡ À�´��2´�� ¿ §#¨�¨�´^±�þ   ¨ ¸ ý�«�§�±sÿ�»�«�¨�ª

©2ª�¥(ª ° « ���	������� ¼ ´(½%¥(ªg²�»�´^«�¨ ¢ §#½�»�«�»�´(¦,ª�¨�¨�´(§�À�¥j»�´

G1(t, s) =

∫ t

0

∫ s

0

G(x, y) dxdy (3.2)

À�¦ ¯ À�§ ¢�¡ À � ´��(­ ° ¨�´^±10 � þ   ¨ ¸ ý�«�§#±�ÿ�»�«�¨�ª ¸ »�ª�§#¦�´^±s©2ª�¥(ª ° «
L1u ≡ −(Lu′)′ = µu

Þ�E
[0, 1], u ∈ D(L1), (3.3)

½!¥2§ì´�� ¯ ª ¡#¢z£ ´^²�»�§#¥2§ ¯ §#¨�«SÀ D(L1)
¡ ´ ¡�¢ ´(« ¢ «�©Kþ   ¨ ¸ ý�«�± u ∈ W 2`+2

2 (0, 1) º   ¥2´2¦ ¯ § ¢ ¦�´*»�À ¾w¿ «S·
½�»�ª�¨�« ° ¨�­[¬  �¡F¯ ´2¦2«SÀ�¬

u(0) = 0; u(1) = 0; u′ ∈ D(L). (3.4)õ � �o �¡#¢z£ À�¥j»�´ G(t, s) À�¦ ¯ À�§ ¢�¡ À þ   ¨ ¸ ý�«�§�±=ÿ�»�«�¨�ª�©2ª�¥(ª ° « �2�3����� µ �2�3�54���� ¼ ´(½!¥(ª�ý�§�¨ ¢ »�«�»�´^µ
¦,ª�¨�¨�´(§�À�¥j»�´

G(t, s) = G(t, s) − g(t) − g(s) + g (3.5)

� ©2¥,§ ¡#£ g(t) =
1∫
0

G(t, s) ds º g =
1∫
0

g(t) dt
� À�¦ ¯ À�§ ¢�¡ Àé´��,´�� ¿ §#¨�¨�´^±tþ   ¨ ¸ ý�«�§�± ÿ�»�«�¨�ª ¸ »�ª�§#¦�´^±

©2ª�¥(ª ° «	6
L̃1u ≡ −(Lu′)′ = µu

Þ�E
[0, 1], u ∈ D(L̃1), (3.6)

798 Ç(+.Î�ÆB)�1("2Ñ�:*�j)��jÇ2�<;>=2? ?�@ C2;>=2? A�@�Æ25�+.+4$w1(Ì*Å2+.Î�"#+TÈ4"� 6ÈF$!Î#+41(1("#+[Ç(Æ,ÈËÅ2"NÈTÈF"# #È4$!Î�+.1(1("�ÍBATÌB1(Ð�C(Æ2+4Í
ϕ0(t) ≡ 1

?
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½!¥2§ì´�� ¯ ª ¡#¢z£ ´^²�»�§#¥2§ ¯ §#¨�«SÀ D(L̃1)
¡ ´ ¡�¢ ´(« ¢ «�©Kþ   ¨ ¸ ý�«�± u ∈ W 2`+2

2 (0, 1) º   ¥2´2¦ ¯ § ¢ ¦�´*»�À ¾w¿ «S·
½�»�ª�¨�« ° ¨�­[¬  �¡F¯ ´2¦2«SÀ�¬

u(0) − u(1) = 0; u′ ∈ D(L); (Lu′)(0) − (Lu′)(1) = 0. (3.7)

2 O�Z\��ï�O���X[�ED�@(��ÜJäsç�ù
X(t)

ë
0 ≤ t ≤ 1

��â�ExÜ�äsäcK�L�äsÝDàD÷�åDIDKJæDßcäsäzä3Þ{ÜHÙZßcL�ÚaØ äsIDß�ÖZÞDàDØa@�F�K�IDK,�&K
à{FxL�ßsäsçJÞDKDëZ×{ç�K�Ý�K�LWEJI{à�EJæDà{á)åDI{K�àDÞ{çJßcâcI{àDIDK�LWEkÞDÞDK�âsK
åDIDK�æ{ßcäcäcE

G
X

[0]
1

L�ÚaI�EGú�EJßsçJämá�×{ßcIDßËF�Ý�K�LWEkIDàNè
EJæDà��ûàDä­ÛWKcÖ�ÞDKJâcK�åDIDKJæDßcäsäxE

GX

åDK � K�IDØ¦ÜHÙZß�êò�{@µó�ôË@�p~ç�Ø�ßËç�àDØaëD×Nç�K&L/Ü�äËÙ�K�L�à{á^Û
×�Ekäsç�àyð&çJßcK�IDßsØ�Ú
åDIDK�æDßsäcäsÚ

X
[0]
1

à
X

[1]
1

äsK�L�å�EHÖRE���ç
åDK�×{çJà Þ�EJL�ßsIDÞDK�ßk@¡C"ßcä�ÙZKHúqÞDK%çGEJÝ{ú�ß&å{K�Ý^EkFHEkçJùDë!×Nç�K#Ý�K�LWEJI{à�EGè
æDà{á#æDßsÞ{ç�I{àDIDK�LWEkÞDÞDK�âsK�å{IDK�æDßsäcäxE

GX

L�ÚaI�EGú�EJßsçJämá
×DßcI{ßsF6Ý�K�LWEJI{à�EJæDà�� àDä­ÛWKcÖ�ÞDKJâcK�åDIDK�æDßsäcäcE
GXåDK � KJIDØ¦ÜHÙZß%ê �{@{I�ôË@

2 O�Z\��ï�O���X[�HG�@ñ�+ßsâcÝ�K
L�à^Ö�ßËç�ùDë�×{çJKqÖ�à �L� ßcIDßsÞDæDà�EGÙ�ù�ÞDK�ß�L�ÚaI�Ekú&ßcÞDàDß)ê�ð�@ìðUô~åDIDßvÖ�äsçGEJLJàDØ�K�L
L�à^Ö�ß%ê �N@{�Wô�çJK�â`ÖRE�à)çJKkÙZù�Ý�K�ç�K�â`Ö�E{ëZÝ^KJâ`ÖRE

p0 ≡ 0
@

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@9ð�@��"ßcIDL�KJß/âsI�EJÞDà{×DÞDK�ß6Ü�ä�ÙZK�L�àDß6L�ê �{@c
�ô�çJIDàDL�à�EUÙZù�ÞDK�L�ÚaåDKkÙ�ÞDßcÞDK&Ö�Ù�á � Ü^ÞDÝNèæDàDà G1

ë�E)LJçJK�IDK�Ø¦Ü ÜJäËÙZKJL�à�� K�Þ�E)ÜxÖ�KJLkÙZßsçJL�K�IWáDßËç�L)äcàNÙDÜãêòk{@ìðUôË@�
&EGÙ�ßcßJë!Ö�à �o� ßsIDßcÞDæ{àDI{ÜJá ê �{@µó�ô
åDK

t
ë�åDKkÙ�Ü^×DàDØ

(G1)
′
t(t, s) =

∫ s

0

G(t, y) dy,

KJç�Ý{ÜxÖRE�LJL�à^ÖZÜ ÙZàDÞ{ßc÷DÞDKJäsç�à Ø�ÞDKHú�ßsäsç�L�E D(L)
äËÙ�ß�ÖZÜS��çéK�äËçGEJL���àDßcämágâsI�EJÞDàD×{ÞDÚaß
Ü�ä�ÙZK�L�à{á!@T�"Kkè

äcÝ�KkÙZù�ÝNÜ LG(t, s) = δ(t− s) − 1
ëDåDKJäËÙZßvÖ�K�LWEkçJßËÙZùJÞDKqåDKGÙ�Ü^×�EJßcØ

L(G1)
′
t(t, s) = χR+(s− t) − s; (L(G1)

′
t)

′
t = −δ(t− s),

à
Ü�çJL�ßcIWú�Ö�ßcÞDà{ß6Ö�K�Ý^EkFxEJÞDKD@
õ¡@�';ä�ÙZK�L�àDß6K�INç�K�âsK�Þ�EGÙZùJÞDK�äsçJà�êòk{@ÀðHôzK�×DßcLJà^Ö�ÞDK�à{F/K�åDIDßvÖ�ßËÙ�ßcÞDà{áu�

∫ 1

0

G(t, s) dt = g(s) − g − g(s) + g = 0.

A"F6å{ßcIDL�ÚzÛ
ÖZLJÜWÛ
Ü�äËÙ�K�L�àD÷)L�êò�{@c
�ôzäËÙZßvÖZÜ�ßËç

G(0, s) = −g(s) + g = G(1, s).


&à �o� ßsIDßcÞDæ{àDI{ÜJáÍê �N@ûI�ôzå{K
t
ëDå{KkÙ�Ü^×DàDØ

G′
t(t, s) = G′

t(t, s) −
∫ 1

0

G′
t(t, y) dy,

KJç�Ý{ÜxÖRE�äËÙ�ß�ÖZÜJßsç
G′

t ∈ D(L)
@�õzLJà^ÖZÜ L1G(t, s) = δ(t− s)

àDØ�ßcßsØ

L̃1G(t, s) = δ(t− s) −
∫ 1

0

δ(t− y) dy = δ(t− s) − 1.

C/EkÝ^KJÞDßcæ¡ë�å{K�äËÙZßvÖ�ÞDßsß+âsI�EJÞDàD×{ÞDK�ß6Ü�äËÙ�K�L�àDß/äËÙZßvÖZÜ�ßËç
à{F

(LG′
t)(0, s) − (LG′

t)(0, s) =

∫ 1

0

L̃1G(t, s) dt =

∫ 1

0

(δ(t− s) − 1) dt = 0,

à)Lkç�K�IDKJß6Ü�çJL�ßcIWú�Ö�ßcÞDà{ß+çGEJÝ{ú&ß"Ö�KJÝNEGFHEJÞDK{@
�

ð^�



� ßcåDßsIDù)Ø�Ú Ø�KHú�ßcØ K�åDI{ß�Ö�ß�ÙZà{ç�ù�åDK�äËÙ�ß�Ö�K�L�Ekç�ß�ÙZù�ÞDK�äËç�ù�àDÞ{ç�ßsâcIDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚzÛ�è�æDßsÞ{ç�IDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚzÛ
EJÞ�EGÙZKJâcK�L7fzIDKkÜNÞ{K�L�äcÝ�K�âsK%Ø�KJäsçGE{@��"KkÙZKHú%àDØ

B{0}(t) = B(t); B{l}(t) =

∫ t

0

B{l−1}(s) ds, l ∈ N.

� ßcKJIDßcØ;EÁ�{@ÀðzåDKJFxLJKkÙ�áDßËç�L�Úaå{àDäxEkçJù"ÝDI�EJßsL�ÚaßzFxEUÖREH×Dà¡ëkåDK�IDKHú�ÖREJßcØ�Úaß�åDIDK�æ{ßcäcäcEJØ�à
B{l}

à
B{l}

@��)Ú
Þ�EH×DÞDßcØ�äsK�LJç�KJIDK�âcK"àNFw�sçJàNÛ�åDI{K�æDßcäsäcK�L{ëUÖ�Ù�á�Ý�KJç�K�I{K�âcK"äsK�í�äsçJL�ßcÞ{ÞDÚaß�×DàDäËÙZE�äc×Dà{çGE,��ç�ämá�á{L�ÞDKDëG×{ç�K
ÖREJßsç�L�KJFcØ�KUú%ÞDK�äËç�ù+L�Úa×DàDä�ÙZà{ç�ù�ßcâcK&EJäcàDØ�åNç�KJçJàDÝ{Ü%Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙZK�ÞDßsÞDàD÷¡ëNÞDß�K�í�I�Ekö&EkáDäsù�Ý � ßcKJIDßcØ�ß
ð�@Êó^@

� �S��M[��Z\OI#9�üõ¡@y�o �¡�¢z£
l ∈ N0

� ¼ ´(½%¥(ªg²�»�« ε→ 0 «S¬o§#§ ¢ ¬L§ ¡�¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´^ô�§�¨�«�§

P{‖B{l}‖ ≤ ε} ∼
√

2l + 2 · ε
−(2l+1)
l+1√
πDl+1

exp

(
− Dl+1

2ε2
l+1

)
, (3.8)

½!¥2§ ε` =
(
ε
√

2` sin π
2`

) 1
2`−1 ºqª D` ¦�¦�§�¥2§#¨�´7¦ �J
K�54����

2 O�Z\��ï�O���X[�ML!@w��ÞDKHúqàNç�ßËÙ�ù å{ßcIDßvÖî�sÝ^äsåDK�ÞDßsÞ{ç�KJ÷ L ê �N@{eWô�I�EJL�ßsÞ √2l+2
2l+1

· ε−1
√

π

@w�"IDà
l = 0� KJIDØ¦ÜHÙ�E)ê �{@	eWôzäcKJL�å�EUÖREkßsç�ä6åDKkÙ�Ü^×DßsÞDÞDK�÷�L�î¾ðUóNë9ij�kñ�@

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@��"K�K�×DßsIDß�ÖZÞDK l I�EkF6åDI{àDØ�ßcÞ{áNá)åDßcIDLJK�ß6à)Lkç�K�IDKJß�Ü^çJL�ßcIWú�Ö�ßcÞ{à{á � ßcK�I{ßcØ�Úé�N@Àð
Ý
FHEUÖREH×Dß�ê �{@ìðUôËëNåDKkÙ�Ü^×Dà{ØaëD×{ç�K�Ý�K�L�EJIDà�EJæ{à{á

GB{l}
(s, t)

á{LkÙ�á{ßsç�ämá
KJí�K�íJö�ßcÞDÞDKJ÷ � Ü^ÞDÝ{æDàDßc÷~J�IDàDÞDE
ÝDI�EJßsL�K�÷#FHEUÖ�EU×{à�ä"åDßsIDàDKcÖ�àD×DßsäcÝDà{Ø�à âcI�EJÞ{àD×DÞDÚaØ�à)Ü�äËÙ�K�L�à{á{Ø�à

LB{l}
u ≡ (−1)l+1u(2l+2) = µu

Þ�E
[0, 1], u(j)(0) − u(j)(1) = 0, j = 0, 1, . . . , 2l + 1.

p�çJä6��ÖRE"L�à�Ö�ÞDKDëk×{ç�K6K�åDßsI�EkçJK�I LB{l}

äcK�L�åDEUÖREJßËç6ä
(LB)l+1

ëJà�åDKJçJK�Ø¦Ü&ßsâcK"äcå{ßcÝ{çJI�ê�FHE�àDäsÝNÙ��~×{ßcÞDàNè
ßcØ�Þ{ÜHÙZßcLJK�âcK"äsK�í�äsçJL�ßcÞ{ÞDK�âcK6×Dà{äËÙ�E{ëJÞDßcäËÜ^ö�ßcäËç�L�ßsÞDÞDK�âsK6Ö�Ù�á&Þ�EJä1L"äsàNÙ�Ü�ÜJäËÙZKJL�à{á�K�I{çJK�âcKJÞ�EGÙZù�Þ{K�äsçJà
ê k{@ìðUô­ô�ÖZLJÜ^ÝDI�EkçJÞDÚa÷9�

µ′
n = µ′′

n = (2πn)2l+2
@ � EJÝDàDØéK�í�I�EGFxK�ØaëWäsåDI�EJL�ßvÖ�ÙZàDLJK+I�EkL�ßcÞDäËç�L�K+åDK/I�EJäcå{IDßËè

Ö�ßËÙZßsÞDà��
‖B{l}‖2 d

=
∞∑

n=1

η′2n
(2πn)2l+2

+
∞∑

n=1

η′′2n
(2πn)2l+2

,

â`Ö�ß
η′n
à
η′′n
�&Ö�L�ß�Þ{ßsFHEkL�àDäcà{Ø�Úaß/å{K�äËÙZßvÖ�K�LWEGç�ßËÙ�ù�ÞDK�äËç�à)ÞDßsFxEJL�àDäsàDØ�ÚzÛ
äsçGEkÞ^ÖREJI{çJÞDÚzÛ)â�ExÜ�äsäcK�L�äsÝDàNÛ

äJ@ LD@��"IDàDØ�ßsÞDßcÞDà{ß � ßsK�IDßsØ�Úéb{@µó#î{IGñ¡à
ÙZßsØ�Ø�Úç�/à � �&à{æ�E�ÖREkßsç�ê �{@	eWô�@
�

� �S��M[��Z\O&#9�N#¡@0�o �¡#¢z£
l ∈ N0

� ¼ ´(½%¥2ª ¦ ´��,´6©2¨�ª ° §�¨�«SÀ�· ¼ §6´*»�§4¬\­ �3��
 ²�»�« ε → 0 «S¬L§6§ ¢
¬o§ ¡#¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´^ô�§#¨�«�§

P{‖B{l}‖ ≤ ε} ∼ (2l + 2)
√

sin π
2l+2

· ε−2l
l+1√
πDl+1

exp

(
− Dl+1

2ε2
l+1

)
. (3.9)

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@�?~Þ�EUÙZK�âcà{×DÞDK � ßcKJIDßcØ�ß��{@µóNë"Ý�K�LWEJI{à�EJæDà{á
GB{l}

(s, t)
á{LkÙ�á{ßsç�ämá � Ü^ÞDÝDæDàDßs÷

J�I{àDÞ�E�ÝDI�EJßsL�K�÷
FHEUÖ�EU×{à
{
LB{l}

u ≡ (−1)l+1u(2l+2) = µu
ÞDE

[0, 1],

u(0) = u(1) = 0, u(j)(0) − u(j)(1) = 0, j = 1, . . . , 2l.
(3.10)

�6KJäcÝ�KkÙZù�ÝNÜ%FxEUÖREH×�E
ê �N@Àð^k�ô3ÜxÖ�K�LkÙZßËç�L�KJI�á{ßsç�ÜJäËÙZK�LJà{áDØ � ßsK�IDßcØ�Ú�ð�@µó�ä
` = l+ 1

ëWÖ�Ù�á%ÖZK�Ý^EkFHEkçJßËÙZùGè
äsç�L�E � K�IDØ¦ÜHÙZÚ,êò�{@	hWô�K�äsçGEJßËç�ämá�LJÚa×DàDäËÙ�à{ç�ù�Ý�K�Þ{äsçGEJÞ{çkÜ5IDEJä­ÛWKHú�Ö�ßcÞDàNá¡@�p�çJØ�ßsçJàDØaëþ×{çJK

ϑ` = 1
à

κ = (2l + 1)l
@

ðB




p�í�KkFxÞ�EH×DàDØ
ζ = µ

1
2l+2

@u�6KcÖ�äËçGEJLkÙ�áNáéK�íJö&ßsß�IDß#��ßcÞDà{ß�Ü^I�EkL�ÞDßcÞ{à{áÿê �{@ìð^kWô�L#âcI�EJÞ{àD×DÞDÚaß�Ü�ä�ÙZKkè
L�à{á¡ë{åDKkÙ�Ü^×DàDØ

Cdist(B{l}) =

∞∏

n=1

(
rn

π(n+ l
2l+2

)

)l+1

,

â`Ö�ß
r1 < r2 < . . .

�qåDKGÙZKHúqà{çJßËÙZùJÞDÚaß+ÞNÜUÙ�à�æDß�ÙZK�÷ � ÜNÞ{ÝDæDàDà

F(ζ) ≡ det




1 1 . . . 1 1 . . . 1
eiζ eiω1ζ . . . eiωlζ e−iζ . . . e−iωlζ

1 − eiζ ω1(1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)(1 − e−iζ) . . . . . .
1 − eiζ ω2

1(1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)2(1 − e−iζ) . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ω2l

1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)2l(1 − e−iζ) . . . . . .



,

E
ωj = zj

l+1

@
õ�Úa×Dà{çGEká�åDßsIDLJÜS�<äsçJIDK�Ý{Ü�à{F�LJçJK�IDK�÷¡ë!EJÞ�EGÙ�K�âcàD×{ÞDK � ßsK�IDßcØ�ß�óN@Êó�åDIDà |ζ| → ∞ à | arg(ζ)| ≤

π
2l+2

L�ÚaL�KcÖ�àDØ

F(ζ) = (−1)l+1 exp(−iω1ζ) exp(−iω2ζ) . . . exp(−iωlζ) ·
(
Φ(ζ) +O(|ζ|−1)

)
,

â`Ö�ß

Φ(ζ) = det




1 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 − eiζ 1 . . . 1 1 − e−iζ 1 . . . 1
1 − eiζ ω1 . . . ωl (−1)(1 − e−iζ) −ω1 . . . −ωl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ω2l

1 . . . ω2l
l (−1)2l(1 − e−iζ) (−ω1)

2l . . . (−ωl)
2l



.

ýÅEkFsÙ�KUú&ßcÞDàDß/K�åDI{ß�Ö�ß�ÙZà{ç�ß�Ù�á�å{K%åDßsIDL�K�÷)äsçJIDK�Ý�ß�ÖREJßsç

|Φ(ζ)| =
2|V(1, ω1, . . . , ω2l)|

|1 − ω1|
· |(1 − exp(iζ))(exp(−iζ) − ω1)| =

=
2(2l + 2)l

|1 − ω1|
· | exp(−iζ) + ω1 exp(iζ) − (1 + ω1)|.

�"KkÙZEJâ�Eká
δ = l

2l+2

ëDä"Ü^×DßsçJK�Ø |F(ζ)| ≡ |F(ω1ζ)|
åDKGÙ�Ü^×�EJßcØaëZ×{çJK

|F(ζ)|

|ζ2l+1
l∏

j=0

ψδ(ωjζ)|
→ 2l+2(2l + 2)l

Γ2l+2(1 + δ)πl |1 − ω1|
,

ßcäËÙ�à
ζ → ∞ ë

arg(ζ) 6= πj
2l+2

ë
j ∈ Z

@
p~çJä6��ÖRE%EJÞ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K�Ö�KJÝNEGFHEkçJßËÙZù�äËç�LJÜ � ßcK�IDßsØ�Ú.óN@µó&L�Ú1ç�ßsÝ^EJßsç

C2
dist(B{l}) =

Γ2l+2(1 + δ)πl |1 − ω1|
2l+2(2l + 2)l

·
∣∣∣∣
F(ζ)

ζ2l+1

∣∣∣∣
ζ=0

.

�6KJäcÝ�KkÙZù�ÝNÜ

−F(ζ)

ζ2l+1
= det




1 1 . . . 1 1 . . . 1
1−eiζ

ζ
1−eiω1ζ

ζ
. . . 1−eiωlζ

ζ
1−e−iζ

ζ
. . . 1−e−iωlζ

ζ
1−eiζ

ζ
ω1

1−eiω1ζ

ζ
. . . ωl

1−eiωlζ

ζ
(−1)1−e−iζ

ζ
. . . −ωl

1−e−iωlζ

ζ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1−eiζ

ζ
ω2l

1
1−eiω1ζ

ζ
. . . ω2l

l
1−eiωlζ

ζ
(−1)2l 1−e−iζ

ζ
. . . (−ωl)

2l 1−e−iωlζ

ζ



,

ð(I



àDØ�ßcßsØ
∣∣∣∣
F(ζ)

ζ2l+1

∣∣∣∣
ζ=0

= |V(1, ω1, . . . , ω2l+1)| = (2l + 2)l+1,

×{ç�K�ä"ÜN×{ßsç�KJØ |1 − ω1| = 2 sin π
2l+2

ÖREJßËç�åDK�äËÙ�ß6Ü^åDI{KJö&ßsÞDàD÷gêò�{@{h�ôË@
�

2 O�Z\��ï�O���X[�PO¡@[�"IDà
l = 0

êò�{@{h�ô~ÖREkßsç�Ý^Ù�EJäcäsàD×DßsäcÝ{ÜS� � K�IDØ¦ÜHÙ�Ü�ÖDÙ�áÍEkäcàDØ�å{çJKJç�à{ÝDàgØ;EGÙZÚzÛ
ÜNÝ^ÙZK�ÞDßsÞDàD÷�fzIDKJÜ^ÞDK�LJäcÝ�K�âcK�Ø�K�äËçGE�L

L2

è�ÞDKJIDØ�ßJ@��"IDà
l = 1

� K�IDØ¦ÜHÙ�E)ê �{@	hWôzí�ÚzÙZE�å{KkÙ�Ü^×DßcÞDE�L)î¾ðUó^ë
i%bkñ�ëDÞDK�Ý�K�ÞDäsçGEkÞ{çGEqL�ÞDßc÷�äcKcÖ�ßsI�ú�EGÙ�E�Ø�ÞDKHúqà{çJßËÙZù{ë�L�Úa×DàDä�ÙZßcÞDÞ{Úa÷�ÙZà���ù%åDI{àDíkÙZà{ú&ßcÞDÞDK{@

ýÅEJäcäsØ�KJç�I{àDØãç�ßsåDßcIDù
m
è�ÝDI�EGç�ÞDK%åDIDK�àDÞNç�ßcâsIDàDIDKJLWEJÞDÞDÚa÷ å{IDK�æDßsäcä

(B{l})
[β1, ..., βm]
m (t)

@ | K�â­Ù�EJäsÞDK
� ßcKJIDßcØ�ß+óN@ìð�î{IHñ�ë�ßsâcK�Ý^KJLWEJIDà�EkæDà{á
áDLkÙDáDßsçJämá � Ü^ÞDÝ{æDàDßc÷�J�I{àDÞ�E�ÝDI�EJßsL�K�÷
FHEUÖ�EU×{à





L(B{l})m
u ≡ (−1)l+m+1u(2m+2l+2) = µu

Þ�E
[0, 1],

u(βm) = u′(βm−1) = · · · = u(m−1)(β1) = 0,

u(m)(0) = u(m)(1) = 0, u(m+j)(0) − u(m+j)(1) = 0, j = 1, . . . , 2l,

u(m+2l+2)(1 − β1) = u(m+2l+3)(1 − β2) = · · · = u(2m+2l+1)(1 − βm) = 0.

(3.11)

Õ EUÖREH×�E)ê �{@ìð�ðUô;ÜHÖZK�LkÙZßËç�L�K�IWá{ßsçqÜJäËÙZKJL�à{áDØ � ßsK�IDßcØ�Úòð�@µó�ä
` = m + l + 1

ëD×{ç�K&ÖREJßËç
EkäcàDØ�å{çJKJç�à{Ý{Ü
Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙZK�ÞDßsÞDàD÷%Ö�ÙDá
åDIDKJæDßcäsäcK�L

(B{l})
[β1, ..., βm]
m (t)

ä�ç�KJ×DÞDK�äËç�ù��ûÖ�K+Ý�K�ÞDäsçGEkÞ{ç�Ú�ê�FHEkØ�ßsç�à{Øaë{×{çJK
FËÖ�ßsäcù

ϑ` = 1
à

κ = (2m+2l+1)(m+ l+1)− (2l+1)
ôË@(�"IDà�L�Úa×DàDä�ÙZßcÞDà{à%ú�ß�Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{ç�Ú I�Ekä­ÛWKkè

ú�Ö�ßsÞDà{á ßvÖ�àDÞDäËç�L�ßsÞDÞ�EkáéåDI{K�íkÙZßsØ;E7��L�KJFxØ�KHú%ÞDK�äËç�ù#L�ÚaåDà{äxEkçJù)L
á{L�ÞDK�Ø L�à�Ö�ß&äcKJKJç�L�ßËç�äËç�LJÜS��ö�àDß
Û�EJI�EkÝ{ç�ßsIDàDäsçJàD×DßsäcÝDàDß�KJåDIDß�ÖZßËÙZà{çJßËÙZà!@���ÚûK�âcI�EkÞDàD×DàDØ�ämá�äËÙDÜN×DEJßcØ

l = 1
@

� �S��M[��Z\OI#9�Q%�@y�o �¡�¢z£
m ∈ N

� ¼ ´2½%¥(ªg²�»�« ε→ 0 «S¬L§6§ ¢ ¬o§ ¡#¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´(ô�§�¨�«�§
P{‖(B{1})

[β1, ..., βm]
m ‖ ≤ ε} ∼

∼
(2m+ 4)

m+2
2

√
2 sin 3π

2m+4

|V(zk1
m+2, z

k2
m+2, . . . , z

km

m+2)| ·
√

m∏
j=1

|1 + z
kj

m+2|2 +
m∏

j=1

|1 + z
k′

j

m+2|2
·

· ε−2
m+2√
πDm+2

exp

(
− Dm+2

2ε2
m+2

)
.
êò�{@ìðUó�ô

½!¥2§ D` ¦,¦�§�¥,§�¨�´�¦ �J
K�54�� º ε` ¤g¦ ¼ §#´*»�§4¬o§ �3��
 º®«æ²�»�« j = 1, . . . , m

kj =

{
m− j,

ßcä�ÙZà
βj = 0,

m+ 3 + j,
ßcä�ÙZà

βj = 1,
k′j = 2m + 3 − kj. (3.13)

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@�p�í�KJFxÞDEU×{àDØ ζ = µ
1

2m+4
@��"KcÖ�äËçGEJLkÙ�áNá5K�íkö&ßcß%IDß#��ßcÞDà{ß%Ü^I�EJL�Þ{ßcÞDà{á ê �{@ìð�ðUô�L

âcI�EJÞ{àD×DÞDÚaß6Ü�ä�ÙZK�L�à{á!ë�åDKkÙ�Ü^×Dà{Ø

Cdist((B{1})m) =

∞∏

n=1

(
rn

π(n− m−1
2m+4

)

)m+2

,

ð^b



â`Ö�ß
r1 < r2 < . . .

�qåDKGÙZKHúqà{çJßËÙZùJÞDÚaß+ÞNÜUÙ�à�æDß�ÙZK�÷ � ÜNÞ{ÝDæDàDà

F1(ζ) ≡

det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m+1 (−1)k1 . . . (−ωm+1)
k1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm

m+1 (−1)km . . . (−ωm+1)
km

1 ωm
1 . . . ωm

m+1 (−1)m . . . (−ωm+1)
m

1 − eiζ ωm+1
1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)m+1(1 − e−iζ) . . . . . .

1 − eiζ ωm+2
1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)m+2(1 − e−iζ) . . . . . .

eiζ ωm
1 e

iω1ζ . . . ωm
m+1e

iωm+1ζ (−1)me−iζ . . . . . .

eiζ ω
k′
1

1 e
iω1ζ . . . ω

k′
1

m+1e
iωm+1ζ (−1)k′

1e−iζ . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eiζ ω
k′

m

1 eiω1ζ . . . ω
k′

m

m+1e
iωm+1ζ (−1)k′

me−iζ . . . . . .




,

E
ωj = zj

m+2

@
?�Þ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K � ßcK�IDßsØ�ß+óN@Êó^ëDåDIDà |ζ| → ∞ à | arg(ζ)| ≤ π

2m+4

LJÚaL�KcÖ�àDØ

F1(ζ) = exp(−iω1ζ) exp(−iω2ζ) . . . exp(−iωm+1ζ) ·
(
Φ(ζ) +O(|ζ|−1)

)
,

â`Ö�ß

Φ(ζ) = det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m+1 (−1)k1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm

m+1 (−1)km 0 . . . 0
1 ωm

1 . . . ωm
m+1 (−1)m 0 . . . 0

1 − eiζ ωm+1
1 . . . ωm+1

m+1 (−1)m+1(1 − e−iζ) (−ω1)
m+1 . . . (−ωm+1)

m+1

1 − eiζ ωm+2
1 . . . ωm+2

m+1 (−1)m+2(1 − e−iζ) (−ω1)
m+2 . . . (−ωm+1)

m+2

−eiζ 0 . . . 0 (−1)m(−e−iζ) (−ω1)
m . . . (−ωm+1)

m

−eiζ 0 . . . 0 (−1)k′
1(−e−iζ) (−ω1)

k′
1 . . . (−ωm+1)

k′
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−eiζ 0 . . . 0 (−1)k′

m(−e−iζ) (−ω1)
k′

m . . . (−ωm+1)
k′

m




.

ýÅEkFsÙZEJâ�Eká)K�åDIDßvÖ�ßËÙ�à{ç�ß�ÙZù
åDK�åDßcI{L�K�Ø¦Ü#à
(m+ 3)

è�Ø¦Ü
äsçJKkÙZí�æNÜ�ëZåDKkÙ�Ü^×�EkßcØ

|Φ(ζ)| = M · | exp(−iζ) + ω−3
1 exp(iζ) +R|,

â`Ö�ß

M = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm
1 , ω

m+1
1 ) · V(ωm+2

1 , ωm
1 , ω

k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )+

+ V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm
1 , ω

m+2
1 ) · V(ωm+1

1 , ωm
1 , ω

k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )|,
E
R
�qÞDßcÝ�KJçJK�I�Eká)Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{çGE{ë�FxÞ�EH×DßsÞDàDß/Ý^Kkç�K�IDKJ÷#Ö�ÙDá�ÞDEJä6ÞDßcäËÜ�ö&ßcäËç�L�ßsÞDÞDKD@
�"KkÙZEJâ�Eká

δ = − m−1
2m+4

ëDä"Ü^×DßËç�K�Ø |F1(ζ)| ≡ |F1(ω1ζ)|
åDKkÙ�Ü^×�EkßcØaëZ×{ç�K

|F1(ζ)|
∣∣∣ζ3

m+1∏
j=0

ψδ(ωjζ)
∣∣∣
→ 2m+2πm−1M

Γ2m+4(1 + δ)
,

ð(d



ßcäËÙ�à
ζ → ∞ ë

arg(ζ) 6= πj
2m+4

ë
j ∈ Z

@
p~çJä6��ÖRE%EJÞ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K�Ö�KJÝNEGFHEkçJßËÙZù�äËç�LJÜ � ßcK�IDßsØ�Ú.óN@µó&äËÙZßvÖZÜ�ßËç

C2
dist((B{1})m) =

Γ2m+4(1 + δ)

2m+2πm−1M
·
∣∣∣∣
F1(ζ)

ζ3

∣∣∣∣
ζ=0

.

õzÚa×Dà{çGEká�L�K�åDIDßvÖ�ßËÙ�à{ç�ß�ÙZß
(m + 1)

è��.äsçJIDK�Ý{Ü
à{F
(m+ 4)

è�÷¡ëDä"Ü^×DßsçJK�Ø�êò�{@ÀðB�WôzåDKkÙ�Ü^×Dà{Ø
∣∣∣∣
F1(ζ)

ζ3

∣∣∣∣
ζ=0

= |V(1, ω1, ω
2
1, . . . , ω

2m+3
1 )| = (2m+ 4)m+2.

p"äËçGEGÙZK�äsù�FxEJØ�ßsçJà{ç�ù{ëR×{çJK%LJL�à^ÖZÜ#äsK�KJçJÞDK��&ßsÞDàD÷Íê �{@ìð^�Wô

M = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )|2 · 2m+ 4

|1 − ω3|
·
( m∏

j=1

|1 + ω
kj

1 |2 +
m∏

j=1

|1 + ω
k′

j

1 |2
)
,

à)å{K�äËÙZß6Ü^åDIDKJö�ßcÞDà{÷�ä"Ü^×DßsçJK�Ø |1 − ω3| = 2 sin 3π
2m+4

åDKkÙDÜN×DEJßcØøê �{@ìðUó�ô�@
�

R * ÓKÚ�Ñ,+qä)ÔKäKÛ/Ð`Ý6Ó
Ó~ß}í �
ÑaÓKÚnä
ÔKäKÛ+ÐèÝ/Ó
ÓKß}í Ï�Ô
Ó
ÑwäKÛ+Ð × Ü
ÔKí
ÙKäKÛ��
Ñ ×0× Ô × Ð. ìåNÝ6Ó
ÓKß Ñ × Ó
Ô~Ø ÙKäKÛ"�)Ñ ×:× ß

?~Þ�EGÙ�K�âcàD×{ÞDK�ij�{ë�K�åDIDßvÖ�ßËÙ�àDØ åDK�ä�ÙZß�Ö�KJLWEkç�ß�ÙZù�ÞDKJäsç�ùqàDÞ{ç�ßsâcIDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚzÛ�è�æDßsÞ{ç�IDà{IDK�LWEJÞ{ÞDÚzÛéEJÞ�EUÙZKkè
âcK�L�õzàDÞ{ßcIDK�LJäcÝ�K�âcK%åDIDK�æ{ßcäcäcE{@��"KkÙZKHú%àDØ

W{0}(t) = W (t); W{l}(t) =

∫ t

0

W{l−1}(s) ds, l ∈ N.

| åDßcÝ{çJI�åDIDK�æDßsäcäcE
W{1}

à�EJäsàDØ�å{ç�Kkç�àDÝ^E6ßcâcK"Ø;EUÙZÚzÛ&Ü^ÝNÙZKJÞDßcÞDà{÷�L
L2

è�ÞDK�IDØ�ßzí�ÚzÙZà�à{FsÜN×{ßcÞDÚ L�îìðHó^ë
i!dGñ�@�õ î{INë��"IDà{Ø�ßcI=IN@	
kñ¦Ü^ÝNEGFHEJÞDK{ë�×Nç�K)Ý^KJLWEJIDà�EkæDà{á

GW{1}

á{LkÙ�áDßËç�ämá � ÜNÞ{ÝDæDàDßs÷ J�IDàDÞ�E
ÝDI�EkßcL�K�÷
FHEUÖREH×Dà

LW{1}
u ≡ uIV = µu

ÞDE
[0, 1], u(0) = u(1) = u′′(0) = u′′(1) = 0. (4.1)

� ßcKJIDßcØ;E��{@Àð%åDKJFcL�KkÙ�á{ßsç L�Úaå{àDäxEkçJù ÝDI�EJßsL�ÚaßqFxEUÖREH×Dà¡ë�åDK�IDKHú�ÖREJßsØ�ÚaßqåDIDKJæDßcäsäxEJØ�à
W{l}

à
W{l}

@
��Ú Þ�EH×DÞDßcØ�äsK�LJç�KJIDK�âcK�à{Fn�Ëç�àNÛ
åDIDK�æDßsäcäsK�LDë�ÖDÙ�á
Ý�KJçJK�IDK�âsK�äcåDI�EkL�ß�Ö�Ù�àDL�K�ÞDßsKUú%à^ÖREkÞDÞDK�ß�äcK�KJçJÞDKkè
�&ßcÞ{àDßJ@

� �S��M[��Z\O(%��òð�@y�o �¡�¢z£
l ∈ N0

� ¼ ´(½%¥(ªg«S¬L§6§ ¢ ¬o§ ¡#¢ ´�»�ª�¦,§#¨ ¡�¢ ¦�´z²�´�»�ª ¡ ²�»�§#¥2§ ¯ §�¨�« ¾

‖W{l}‖ d
= ‖B{l}‖. (4.2)

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@9�"IDà l = 0
I�EJL�ßsÞDäsçJL�KÍê 
D@µó�ô�ÛWK�I{K��&K)à{FxLJßcäsçJÞDK�ê�äcØa@ìë�Þ�EJåDI{àDØ�ßcI¡ë3îBó�kkñ�àÿî¾ðUó^ë

i%�kñ²ôË@2��Ü�äËç�ù
l ≥ 1

@,�"K�KJ×DßcIDßvÖ�ÞDK�å{IDàDØ�ßcÞNá{á&Lkç�K�IDKJßzà�å{ßcIDL�KJß�Ü�ç�L�ßsIWú�Ö�ßsÞDà{á � ßcK�I{ßcØ�Ú��{@ìðzÝ+FHEUÖREH×Dß
êò
D@ìðUôËë{åDKkÙ�Ü^×DàDØaë�×Nç�KqÝ�K�L�EJIDà�EJæ{à{á

GW{l}
(s, t)

á{LkÙ�áDßËç�ämá � ÜNÞ{ÝDæDàDßs÷�J�IDàDÞ�E�ÝDIDEJßcL�KJ÷)FxEUÖREH×Dà
{
LW{l}

u ≡ (−1)l+1u(2l+2) = µu
Þ�E

[0, 1],

u(l+1)(0) = u(l+1)(1) = 0, u(j)(0) − u(j)(1) = 0, j = 0, . . . , l − 1, l + 2, . . . , 2l + 1.
(4.3)

�+ßsâcÝ�K�å{IDK�L�ßsIDà{ç�ù{ëN×{çJK�åDI{à
(l+1)

è�ÝDI�EkçJÞDK�ØéÖZà �L� ßsIDßcÞ{æDàDIDK�L�EJÞDàDà
äsK�í�äËç�L�ßsÞDÞDÚaß � Ü^ÞDÝDæDà{à
ÝDI�EGè
ßcL�ÚzÛ�FxEUÖREH×�ê �{@ìð^kWôþà�êò
D@	�WôþåDßsIDßËÛ�KcÖZá{ç6Ö�I{Ü^â�L"Ö�INÜNâ�E%ê«ßsäËÙZà%äcK�Kkç�L�ßËç�äsçJLJÜS��ö�ßcß"äcKJí�äsçJL�ßcÞDÞ{K�ß�×{àDäËÙZK

ð^e



µ 6= 0
ôË@�p~ç�ä#��ÖRE�ä�ÙZß�Ö�Ü�ßsçUë�×Nç�K�ÞDßcÞNÜUÙ�ßcL�Úaß6äcKJí�äsçJL�ßcÞDÞ{Úaß/×{àDäËÙ�Ez�Ëç�àNÛqFHEUÖREH×
åDK�åDEJIDÞDK�äsK�L�å�EUÖ�E���çUë

E�å{KJç�K�Ø¦Ü
äcK�L�åDEUÖRE���çqà
ÞDßsÞ{ÜHÙZßcL�Úaß+äcK�íJäsç�LJßcÞDÞDÚaß/×DàDä�Ù�E%Ý�K�L�EJIDà�EJæ{àD÷¡ë�KJçJÝ{ÜxÖRE�ä�ÙZß�Ö�Ü�ßsç êò
D@µó�ô�@
�

� �S��M[��Z\OS%�� õ¡@��o �¡�¢z£
l ∈ N

� ¼ ´(½%¥2ªè¦o´��2´6©2¨�ª ° §#¨�«SÀS· ¼ §6´*»�§4¬\­ �3��
 ²�»�« ε→ 0 «S¬L§6§ ¢ ¬o§ ¡#¢ ´¡ ´(´ ¢ ¨�´(ô�§�¨�«�§

P{‖W{l}‖ ≤ ε} ∼ (2l + 2)
3
2 sin π

2l+2
〈cos π

2l+2
〉 · ε

−(2l−1)
l+1√
πDl+1

exp

(
− Dl+1

2ε2
l+1

)
(4.4)

ê«L�ÚaI�EGú�ßcÞDà{ß/L�Ü^â­ÙZK�LJÚzÛ)äcÝ�K�í�Ý^EGÛ)LkÛ�KcÖ�à{ç%L � K�I{Ø¦ÜUÙDÜ
ç�KkÙ�ù�Ý�KqåDIDà)ÞDßs×DßsçJÞDÚzÛ
l
ô�@

2 O�Z\��ï�O���X[��ð3T�@��"IDà
l = 1

� KJIDØ¦ÜHÙ�E�ê 
D@c
�ô�äsK�L�å�EHÖREJßsç%ä/åDKkÙ�Ü^×DßsÞDÞDK�÷�L�îìðHóNë9i%bkñ�ëZäcØa@ZçGEJÝ{ú�ß
î	b{ë��6I{ß�Ö�ÙZKHú�ßsÞDàDß�ð�@{dGñ�@
4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@�?�Þ�EGÙZK�âsàD×DÞDK � ßcK�I{ßcØ�ß 
D@ìð�ë�Ý^KJLWEJIDà�EkæDà{á GW{l}

(s, t)
áDLGÙ�áDßËç�ämá � Ü^ÞDÝDæDàDßs÷

J�I{àDÞ�E�ÝDI�EJßsL�K�÷
FHEUÖ�EU×{à




LW{l}
u ≡ (−1)l+1u(2l+2) = µu

Þ�E
[0, 1],

u(0) = u(1) = 0, u(l+1)(0) = u(l+1)(1) = 0,

u(j)(0) − u(j)(1) = 0, j = 1, . . . , l − 1, l + 2, . . . , 2l.

(4.5)

�6KJäcÝ�KkÙZù�ÝNÜ"FHEUÖREH×�E+êò
{@ûI�ô!ÜxÖ�K�LGÙZßsçJL�K�IWáDßËç~Ü�ä�ÙZK�L�àNáDØ � ßcK�IDßsØ�Úüð�@µóaä
` = l+1

ësÖ�Ù�á�Ö�K�Ý^EkFxEkç�ß�ÙZù�äËç�LWE
� KJIDØ¦ÜHÙZÚ,êò
{@	
�ô�K�äËçGEJßsçJämágL�Úa×DàDä�ÙZà{çJù�Ý�K�ÞDäsçGEkÞ{çJÜ5I�EJä­ÛWKHú�Ö�ßcÞ{à{á¡@�p~ç�Ø�ßsçJàDØaëþ×Nç�K

ϑ` = 1
à

κ =
(2l + 1)l + 1

@
p�í�KkFxÞ�EH×DàDØ

ζ = µ
1

2l+2
@��"KcÖ�äsçGEJLGÙ�á{á�K�íkö&ßcßaI{ß#�&ßsÞDàDß�Ü^I�EJL�ÞDßsÞDà{á�ê 
D@ûIJôÅL"âcI�EkÞDàD×DÞDÚaß�Ü�ä�ÙZK�L�àNá¡ë

åDKkÙ�Ü^×DàDØ

Cdist(W{l}) =

∞∏

n=1

(
rn

π(n+ l−1
2l+2

)

)l+1

,

â`Ö�ß
r1 < r2 < . . .

�qåDKGÙZKHúqà{çJßËÙZùJÞDÚaß+ÞNÜUÙ�à�æDß�ÙZK�÷ � ÜNÞ{ÝDæDàDà

F(ζ) ≡ det




1 1 . . . 1 1 . . . 1
eiζ eiω1ζ . . . eiωlζ e−iζ . . . e−iωlζ

1 − eiζ ω1(1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)(1 − e−iζ) . . . . . .
1 − eiζ ω2

1(1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)2(1 − e−iζ) . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ωl−1

1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)l−1(1 − e−iζ) . . . . . .
1 −1 . . . (−1)l (−1)l+1 . . . −1
eiζ −e−iω1ζ . . . (−1)le−iωlζ (−1)l+1e−iζ . . . −e−iωlζ

1 − eiζ ωl+2
1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)l+2(1 − e−iζ) . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ω2l

1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)2l(1 − e−iζ) . . . . . .




,

E
ωj = zj

l+1

@
õ�Úa×Dà{çGEká)åDßsIDLJÜS�.äsçJIDK�Ý{Ü#àNF6LJç�K�I{K�÷
à

(l+ 2)
èË�øà{F

(l+ 3)
è�÷¡ëDEJÞDEGÙZK�âsàD×DÞDK � ßcK�IDßsØ�ß/óN@µó�åDIDà

|ζ| → ∞ à | arg(ζ)| ≤ π
2l+2

LJÚaL�KcÖ�àDØ

F(ζ) = exp(−iω1ζ) exp(−iω2ζ) . . . exp(−iωlζ) ·
(
Φ(ζ) +O(|ζ|−1)

)
,

ð^h



â`Ö�ß

Φ(ζ) = det



1 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 − eiζ 1 . . . 1 1 − e−iζ −1 . . . −1
1 − eiζ ω1 . . . ωl (−1)(1 − e−iζ) ω1 . . . ωl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ωl−1

1 . . . ωl−1
l (−1)l−1(1 − e−iζ) −(−ω1)

l−1 . . . −(−ωl)
l−1

1 −1 . . . (−1)l (−1)l+1 0 . . . 0
1 − eiζ −1 . . . (−1)l (−1)l+1(1 − e−iζ) −(−1)l+2 . . . 1
1 − eiζ −ω1 . . . (−1)lωl (−1)l+2(1 − e−iζ) (−1)l+2ω1 . . . −ωl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ −ωl−1

1 . . . (−1)lωl−1
l (−1)2l(1 − e−iζ) (−1)l+3(−ω1)

l−1 . . . (−ωl)
l−1




.

�6I{àDíWEJLkÙDá{á�LJßcI�ÛNÞ����<åDKGÙZK�L�àDÞNÜ�Ø;EkçJIDàDæDÚ=Ý ÞDà{ú%ÞDßs÷¡ë!åDKGÙ�Ü^×DàDØ |Φ(ζ)| = 2l+1|∆1(ζ)| · |∆2(ζ)|
ë

â`Ö�ß
å{IDà�×{ßsç�Þ{K�Ø

l

∆1(ζ) = det




1 1 . . . 1 0 . . . 0
1 − eiζ 1 . . . 1 1 . . . 1
1 − eiζ ω2 . . . ωl ωl+2 . . . ω2l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ωl−1

2 . . . ωl−1
l ωl−1

l+2 . . . ωl−1
2l



,

∆2(ζ) = det




1 0 . . . 0 1 . . . 1
1 − e−iζ 1 . . . 1 1 . . . 1
1 − e−iζ ω2 . . . ωl ωl+2 . . . ω2l

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − e−iζ ωl−1

2 . . . ωl−1
l ωl−1

l+2 . . . ωl−1
2l




;

å{IDà�Þ{ßc×DßËç�ÞDK�Ø
l

∆1(ζ) = det




1 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 − eiζ 1 . . . 1 1 − e−iζ 1 . . . 1
1 − eiζ ω2 . . . ωl−1 (−1)(1 − e−iζ) −ω2 . . . −ωl−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 − eiζ ωl−1

2 . . . ωl−1
l−1 (−1)l−1(1 − e−iζ) (−ω2)

l−1 . . . (−ωl−1)
l−1



,

∆2(ζ) = det




1 1 . . . 1 0 . . . 0
1 1 . . . 1 1 . . . 1
ω1 ω3 . . . ωl −ω1 . . . −ωl

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ωl−1

1 ωl−1
3 . . . ωl−1

l (−ω1)
l−1 . . . (−ωl)

l−1




ê«KJçJØ�ßsç�à{Øaë�×Nç�K�Lì�Ëç�K�ØÿäËÙ�Ü^×�EJß
∆1

äsK�L�å�EHÖREJßsç�ä6K�åDI{ß�Ö�ß�ÙZà{ç�ß�ÙZßcØ à{F � ßcK�IDßsØ�Úé�{@	�Wô�@
ýÅEkFsÙZEJâ�Eká)K�åDIDßvÖ�ßËÙ�à{ç�ß�ÙZà åDK�åDßcI{L�K�÷)äsç�I{K�Ý�ßJë�åDKkÙ�Ü^×�EJßsØw�
å{IDà�×{ßsç�Þ{K�Ø

l

|Φ(ζ)| =
2l+1|V(1, ω2, . . . , ω2l−2)|2

|1 − ω1|2
· |1 − ω1 exp(iζ)|2 =

=
4(2l + 2)l−1

|1 − ω1|2
· | exp(−iζ) + ω2

1 exp(iζ) − 2ω1|;

ó�k



å{IDà�Þ{ßc×DßËç�ÞDK�Ø
l

|Φ(ζ)| =
2l+3|V(1, ω2, . . . , ω2l−2)|2

|1 − ω2|2
· |(1 − exp(iζ))(exp(−iζ) − ω2

1)| =

=
16(2l + 2)l−1

|1 − ω2|2
· | exp(−iζ) + ω2

1 exp(iζ) − (1 + ω2
1)|.

�"KkÙZEJâ�Eká
δ = l−1

2l+2

ëDä"Ü^×DßsçJK�Ø |F(ζ)| ≡ |F(ω1ζ)|
åDKGÙ�Ü^×�EJßcØaëZ×{çJK

|F(ζ)|

|ζ2l
l∏

j=0

ψδ(ωjζ)|
→ 2l+3(2l + 2)l−1

Γ2l+2(1 + δ)πl−1 M

ê�FËÖZßcäcù
M = |1 − ω1|2

åDIDà ×DßsçJÞDK�Ø
l
à

M = |1 − ω2|2/4
åDIDà ÞDßc×{ßsç�Þ{K�Ø

l
ôËë1ßsäËÙZà

ζ → ∞ ë
arg(ζ) 6= πj

2l+2

ë
j ∈ Z

@
p~çJä6��ÖRE%EJÞ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K�Ö�KJÝNEGFHEkçJßËÙZù�äËç�LJÜ � ßcK�IDßsØ�Ú.óN@µó&L�Ú1ç�ßsÝ^EJßsç

C2
dist(W{l}) =

Γ2l+2(1 + δ)πl−1
M

2l+3(2l + 2)l−1
·
∣∣∣∣
F(ζ)

ζ2l

∣∣∣∣
ζ=0

.

�6KJäcÝ�KkÙZù�ÝNÜ

F(ζ)

ζ2l
= det




1 1 . . . 1 1 . . . 1
1−eiζ

ζ
1−eiω1ζ

ζ
. . . 1−eiωlζ

ζ
1−e−iζ

ζ
. . . 1−e−iωlζ

ζ
1−eiζ

ζ
ω1

1−eiω1ζ

ζ
. . . ωl

1−eiωlζ

ζ
(−1)1−e−iζ

ζ
. . . −ωl

1−e−iωlζ

ζ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1−eiζ

ζ
ωl−1

1
1−eiω1ζ

ζ
. . . ωl−1

l
1−eiωlζ

ζ
(−1)l−1 1−e−iζ

ζ
. . . (−ωl)

l−1 1−e−iωlζ

ζ

1 −1 . . . (−1)l (−1)l+1 . . . −1
1−eiζ

ζ
−1−eiω1ζ

ζ
. . . (−1)l 1−eiωlζ

ζ
(−1)l+1 1−e−iζ

ζ
. . . −1−e−iωlζ

ζ

1−eiζ

ζ
ωl+2

1
1−eiω1ζ

ζ
. . . ω

l+2

l
1−eiωlζ

ζ
(−1)l+2 1−e−iζ

ζ
. . . (−ωl)

l+2 1−e−iωlζ

ζ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1−eiζ

ζ
ω2l

1
1−eiω1ζ

ζ
. . . ω2l

l
1−eiωlζ

ζ
(−1)2l 1−e−iζ

ζ
. . . (−ωl)

2l 1−e−iωlζ

ζ




,

àDØ�ßcßsØ
∣∣∣∣
F(ζ)

ζ2l

∣∣∣∣
ζ=0

= |V(1, ω1, . . . , ω2l+1)| = (2l + 2)l+1,

×{ç�K�ä"ÜN×{ßsç�KJØ |1 − ωj| = 2 sin jπ
2l+2

ÖREJßsç�åDKJäËÙZß6Ü^åDIDKJö�ßcÞDàD÷Íêò
D@c
�ô�@
�

2 O�Z\��ï�O���X[�VU¡@��"IDà�Ö�KJÝNEGFHEkçJßËÙZù�äËç�L�ß�Ø�Ú åDK"äsÜ�ö�ßcäsçJLJÜ�L�K�äsåDKkÙZùkFxK�LWEUÙZàDäcù�çJßcØaëW×{çJK6K�åDßcIDEkç�K�I
ÝDI�EJßsL�K�÷#FHEUÖ�EU×{à�êò
{@ûI�ô�á{LkÙ�á{ßsç�ämá)ÝDL�EUÖ�I�EkçJK�ØüKJåDßcI�EGç�K�I�E�ÝDI�EkßcL�K�÷
FHEHÖREH×Dà�å{K�IWá^Ö�Ý^E

l + 1

{
Lu ≡ il+1u(l+1) = µu

Þ�E
[0, 1],

u(0) = u(1) = 0, u(j)(0) − u(j)(1) = 0, j = 1, . . . , l − 1.

�6I{à)Þ{ßc×DßËç�ÞDK�Ø
l
K�åDßsI�Ekç�KJI

L
äsK�L�å�EUÖ�EJßsç�ä6K�åDßsI�Ekç�KJIDK�Ø LB

{ l−1
2 }

ê�äcØa@�êò�{@ÀðBkWô­ô�@

óNð



ýÅEJäcäsØ�KJç�I{àDØ çJßcåDßsIDù
m
è�ÝDIDEkç�ÞDK�å{IDK�àDÞ{çJßcâsIDàDIDK�L�EJÞDÞDÚa÷)åDIDK�æ{ßcäcä

(W{l})
[β1, ..., βm]
m (t)

@ | K�â­Ù�EJäsÞDK
� ßcKJIDßcØ�ß+óN@ìð�î{IHñ�ë�ßsâcK�Ý^KJLWEJIDà�EkæDà{á
áDLkÙDáDßsçJämá � Ü^ÞDÝ{æDàDßc÷�J�I{àDÞ�E�ÝDI�EJßsL�K�÷
FHEUÖ�EU×{à





L(W{l})m
u ≡ (−1)l+m+1u(2m+2l+2) = µu

ÞDE
[0, 1],

u(βm) = u′(βm−1) = · · · = u(m−1)(β1) = 0,

u(m)(0) = u(m)(1) = 0, u(m+j)(0) − u(m+j)(1) = 0, j = 1, . . . , l − 1,

u(m+l+1)(0) = u(m+l+1)(1) = 0, u(m+j)(0) − u(m+j)(1) = 0, j = l + 2, . . . , 2l,

u(m+2l+2)(1 − β1) = u(m+2l+3)(1 − β2) = · · · = u(2m+2l+1)(1 − βm) = 0.

(4.6)

Õ EUÖREH×�E ê 
D@{b�ôaÜxÖ�K�LGÙZßsçJL�K�IWáDßËç)ÜJäËÙZKJL�à{áDØ � ßcK�IDßsØ�Ú ð�@Êó�ä
` = m + l + 1

ë�×{çJK%ÖREJßsç)EkäcàDØ�å{çJKJç�à{Ý{Ü
Ø;EGÙZÚzÛ�Ü^ÝNÙZKJÞDßcÞDà{÷�Ö�Ù�á�åDIDKJæDßcäsäcK�L

(W{l})
[β1, ..., βm]
m (t)

äaç�K�×DÞ{K�äsçJù�� Ö�K/Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{ç�Ú=ê�FHEJØ�ßËç�àDØaë^×{çJK
FËÖ�ßsäcù

ϑ` = 1
à

κ = (2m + 2l + 1)(m + l + 1) − 2l
ôË@u�6I{à

l = 1
FxEUÖREH×�E�êò
{@{bWô~à{Ø�ßcßsç)I�Ekäcå�EUÖ�EGè

��ö&à{ßcämá
âcIDEJÞDàD×DÞ{Úaß�Ü�äËÙ�K�L�à{á!ëDÝ�K�ÞDäsçGEkÞ{ç�ÚûI�EJä­ÛWKHú�Ö�ßcÞ{à{áqÖ�Ù�á��Ëç�K�âsK�äËÙ�Ü^×�Eká
í�ÚzÙZà#L�Úa×Dà{äËÙZßsÞDÚ L
î	b{ë��6I{ß�Ö�ÙZKHú�ßsÞDàDß�ð�@{dGñ�@���ÚøK�âsI�EJÞDàD×{àDØ�ämá)äËÙ�Ü^×�EJßsØ

l = 2
@

� �S��M[��Z\OW%��N#¡@³�o �¡#¢z£
m ∈ N

� ¼ ´(½!¥(ªY¦y´��,´6©2¨�ª ° §�¨�«SÀ�· ¼ §#´*»�§4¬L­ �3�54 ²�»�« ε → 0 «S¬L§6§ ¢
¬o§ ¡#¢ ´ ¡ ´(´ ¢ ¨�´^ô�§#¨�«�§

P{‖(W{2})
[β1, ..., βm]
m ‖ ≤ ε} ∼

∼
4(2m+ 6)

m+2
2 sin π

m+3

√
sin π

2m+6
sin 5π

2m+6

|V(zk1
m+3, z

k2
m+3, . . . , z

km

m+3)| ·
√

m∏
j=1

|zm+3 + z
kj

m+3|2 +
m∏

j=1

|zm+3 + z
k′

j

m+3|2
·

· ε−3
m+3√
πDm+3

exp

(
− Dm+3

2ε2
m+3

)
.
êò
D@{d�ô

4 � � O�ö�O�����÷�ø�P�������@®p�í�KJFxÞDEU×{àDØ ζ = µ
1

2m+6
@®�"KcÖ�äsçGEJLGÙ�á{áÿK�íJö�ßcß)IDß#��ßcÞDàDß)Ü^I�EJL�ÞDßsÞDà{á êò
{@{bWô&L

âcI�EJÞ{àD×DÞDÚaß6Ü�ä�ÙZK�L�à{á!ë�åDKkÙ�Ü^×Dà{Ø

Cdist((W{2})m) =

∞∏

n=1

(
rn

π(n− m−1
2m+6

)

)m+3

,

â`Ö�ß
r1 < r2 < . . .

�qåDKGÙZKHúqà{çJßËÙZùJÞDÚaß+ÞNÜUÙ�à�æDß�ÙZK�÷ � ÜNÞ{ÝDæDàDà
F1(ζ) ≡

det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m+2 (−1)k1 . . . (−ωm+2)
k1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm

m+2 (−1)km . . . (−ωm+2)
km

1 ωm
1 . . . ωm

m+2 (−1)m . . . (−ωm+2)
m

1 ωm+3
1 . . . ω

m+3

m+2 (−1)m+3 . . . (−ωm+2)
m+3

1 − eiζ ωm+1
1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)m+1(1 − e−iζ) . . . . . .

1 − eiζ ωm+4
1 (1 − eiω1ζ) . . . . . . (−1)m+4(1 − e−iζ) . . . . . .

eiζ ωm
1 e

iω1ζ . . . ωm
m+2e

iωm+2ζ (−1)me−iζ . . . . . .

eiζ ωm+3
1 eiω1ζ . . . ω

m+3

m+2e
iωm+2ζ (−1)m+3e−iζ . . . . . .

eiζ ω
k′
1

1 e
iω1ζ . . . ω

k′
1

m+2e
iωm+1ζ (−1)k′

1e−iζ . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eiζ ω
k′

m

1 eiω1ζ . . . ω
k′

m

m+2e
iωm+1ζ (−1)k′

me−iζ . . . . . .




,

ó�ó



E
ωj = zj

m+3

@
?�Þ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K � ßcK�IDßsØ�ß+óN@Êó^ëDåDIDà |ζ| → ∞ à | arg(ζ)| ≤ π

2m+6

å{KkÙ�Ü^×�EJßsØ

F1(ζ) = exp(−iω1ζ) exp(−iω2ζ) . . . exp(−iωm+2ζ) ·
(
Φ(ζ) +O(|ζ|−1)

)
,

â`Ö�ß

Φ(ζ) = det




1 ωk1
1 . . . ωk1

m+1 (−1)k1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkm

1 . . . ωkm

m+2 (−1)km 0 . . . 0
1 ωm

1 . . . ωm
m+2 (−1)m 0 . . . 0

1 ωm+3
1 . . . ωm+3

m+2 (−1)m+3 0 . . . 0
1 − eiζ ωm+1

1 . . . ωm+1
m+2 (−1)m+1(1 − e−iζ) (−ω1)

m+1 . . . (−ωm+2)
m+1

1 − eiζ ωm+4
1 . . . ωm+4

m+2 (−1)m+4(1 − e−iζ) (−ω1)
m+4 . . . (−ωm+2)

m+4

−eiζ 0 . . . 0 (−1)m(−e−iζ) (−ω1)
m . . . (−ωm+2)

m

−eiζ 0 . . . 0 (−1)m+3(−e−iζ) (−ω1)
m+3 . . . (−ωm+2)

m+3

−eiζ 0 . . . 0 (−1)k′
1(−e−iζ) (−ω1)

k′
1 . . . (−ωm+2)

k′
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−eiζ 0 . . . 0 (−1)k′

m(−e−iζ) (−ω1)
k′

m . . . (−ωm+2)
k′

m




.

ýÅEkFsÙ�KUú&ßcÞDàDß/K�åDI{ß�Ö�ß�ÙZà{ç�ß�Ù�á�å{K%åDßsIDL�K�Ø¦Ü
à
(m+ 4)

è�Ø¦Ü
äËç�KkÙ�í�æ{ÜqÖREJßËç

|Φ(ζ)| = M1 · | exp(−iζ) + ω−4
1 exp(iζ) +R|,

â`Ö�ß

M1 = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm
1 , ω

m+3
1 , ωm+1

1 ) · V(ωm+4
1 , ωm

1 , ω
m+3
1 , ω

k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )+

+ V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 , ωm
1 , ω

m+3
1 , ωm+4

1 ) · V(ωm+1
1 , ωm

1 , ω
m+3
1 , ω

k′
1

1 , . . . , ω
k′

m

1 )|,
E
R
�qÞDßcÝ�KJçJK�I�Eká)Ý�K�ÞDäËçGEJÞ{çGE{ë�FxÞ�EH×DßsÞDàDß/Ý^Kkç�K�IDKJ÷#Ö�ÙDá�ÞDEJä6ÞDßcäËÜ�ö&ßcäËç�L�ßsÞDÞDKD@
�"KkÙZEJâ�Eká

δ = − m−1
2m+6

ëDä"Ü^×DßËç�K�Ø |F1(ζ)| ≡ |F1(ω1ζ)|
åDKkÙ�Ü^×�EkßcØaëZ×{ç�K

|F1(ζ)|
∣∣∣ζ4

m+2∏
j=0

ψδ(ωjζ)
∣∣∣
→ 2m+3πm−1

M1

Γ2m+6(1 + δ)
,

ßcäËÙ�à
ζ → ∞ ë

arg(ζ) 6= πj
2m+6

ë
j ∈ Z

@
p~çJä6��ÖRE%EJÞ�EGÙZKJâcàD×DÞ{K�Ö�KJÝNEGFHEkçJßËÙZù�äËç�LJÜ � ßcK�IDßsØ�Ú.óN@µó&äËÙZßvÖZÜ�ßËç

C2
dist((W{2})m) =

Γ2m+6(1 + δ)

2m+3πm−1M1
·
∣∣∣∣
F1(ζ)

ζ4

∣∣∣∣
ζ=0

.

õzÚa×Dà{çGEká
L�KJåDIDß�ÖZßËÙZà{çJßËÙZß
(m+ 1)

è�� äËç�IDK�ÝNÜ#à{F
(m+ 5)

è�÷
à
(m+ 2)

è��øäsçJIDK�Ý{Üqà{F
(m+ 6)

è�÷¡ë^ä
ÜN×{ßsç�KJØ�ê �{@ìð^�Wô3åDKkÙ�Ü^×DàDØ

∣∣∣∣
F1(ζ)

ζ4

∣∣∣∣
ζ=0

= |V(1, ω1, ω
2
1, . . . , ω

2m+5
1 )| = (2m+ 6)m+3.

ó��



p"äËçGEGÙZK�äsù�FxEJØ�ßsçJà{ç�ù{ëR×{çJK%LJL�à^ÖZÜ#äsK�KJçJÞDK��&ßsÞDàD÷Íê �{@ìð^�Wô

M1 = |V(ωk1
1 , . . . , ω

km

1 )|2 · (2m + 6)2

|1 − ω1||1 − ω2|2|1 − ω5|
·
( m∏

j=1

|ω1 + ω
kj

1 |2 +

m∏

j=1

|ω1 + ω
k′

j

1 |2
)
,

à)å{K�äËÙZß6Ü^åDIDKJö�ßcÞDà{÷�ä"Ü^×DßsçJK�Ø |1 − ωj| = 2 sin jπ
2m+6

åDKkÙ�Ü^×�EJßsØ.ê 
D@ûdJôË@
�
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