SPb. Math. Society Preprint 2007-07 18 Oct 2007

Представлено проф. В. Н. Малозёмовым

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ ВАРИАНТ МНОГОМЕРНОГО БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ

О. В. Просеков

sc2@pisem.net

1^∘. Пусть m_1, m_2, . . . , m_t — натуральные числа, отличные от единицы. Введём обозначения

m = (m_1, m_2, . . . , m_t) ; M = m_1m_2 · · · m_t ;

M_μ = m_{μ+1}m_{μ+2} · · · m_t при μ ∈ 0 : t − 1, N_t = 1 ; Λ_1 = 1 ; Λ_μ = m_1m_2 · · · m_{μ−1} при μ ∈ 2 : t + 1 .

Многомерное дискретное преобразование Фурье сигнала x_m ∈ C_{m1} ×C_{m2} × × · · · × C_{mt} , определяется формулой

X_m(k_1, k_2, . . . , k_t) = m_t−1∑

j_t=0 · · · m_2−1∑

j_2=0 m_1−1∑

j_1=0 x_m(j_1, j_2, . . . , j_t) ω^{−k1j1}_{m1} ω^{−k2j2}_{m2} · · · ω^{−ktjt}_{mt} , где k_μ ∈ 0 : m_μ − 1, μ ∈ 1 : t.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть x(j_1 + j_2 Λ_1 + · · · + j_t Λ_t) = x_m(j_1, j_2, . . . , j_t) и X = (¯ F_{mt} ⊗ · · · ⊗ F̄_{m2} ⊗ F̄_{m1} ) x , где F̄_{mμ} [k, j] = ω^{−kj}_{mμ} , k, j ∈ 0 : m_μ − 1, μ ∈ 1 : t. Тогда

X_m(k_1, k_2, . . . , k_t) = X(k_1 + k_2 Λ_1 + · · · + k_t Λ_t).

1

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу известного свойства кронекерова умножения матриц [1] имеем ( F̄_{mt} ⊗ · · · ⊗ F̄_{m2} ⊗ F̄_{m1} )[_t∑ μ=1 k_μ Λ_μ,^t ∑ μ=1 j_μ Λ_μ ] = t∏ μ=1 F̄_{mμ} [k_μ, j_μ] = t∏ μ=1 ω^{−kμjμ} m_ν . Поэтому X (_t∑ μ=1 k_μ Λ_μ ) =

= m_t−1∑

j_t=0 · · · m_2−1∑

j_2=0 m_1−1∑

j_1=0 ( F̄_{mt} ⊗ · · · ⊗ F̄_{m2} ⊗ F̄_{m1} )[_t∑ μ=1 k_μ Λ_μ,^t ∑ μ=1 j_μ Λ_μ ] ×

× x (_t∑ μ=1 j_μ Λ_μ ) = m_t−1∑

j_t=0 · · · m_2−1∑

j_2=0 m_1−1∑

j_1=0 x (_t∑ μ=1 j_μ Λ_μ )^t∏ μ=1 ω^{−kμjμ} m_ν =

= m_t−1∑

j_t=0 · · · m_2−1∑

j_2=0 m_1−1∑

j_1=0

x_m(j_1, j_2, . . . , j_t) t∏ μ=1 ω^{−kμjμ} m_ν = Xm(k1, k2, . . . , kt) . Предложение доказано.

2^∘. Рассмотрим один из вариантов факторизации матрицы F_{mt} ⊗· · ·⊗F_{m2} ⊗ ⊗ F_{m1} . Введём матрицу n = {n_{ν,μ}} (ν ∈ 1 : s, μ ∈ 1 : t), такую, что m_μ = n_{1,μ} × × n_{2,μ} · · · n_{s,μ}. Считаем n_{ν,μ} ⩾ 1. Пусть N_{ν,μ} = n_{ν+1,μ}n_{ν+2,μ} · · · n_{s,μ} при ν ∈ 0 : s − 1, N_{s,μ} = 1 ; Δ_{1,μ} = 1 ; Δ_{ν,μ} = n_{1,μ}n_{2,μ} · · · n_{ν−1,μ} при ν ∈ 2 : s + 1 .

Выберем матрицу параметров p = {p_{ν,μ}} (ν ∈ 1 : s, μ ∈ 1 : t), такую, что каждое p_{ν,μ} взаимно просто с n_{ν,μ}. Тогда матрицы Фурье F_{mμ} допускают параметрическое представление [2] F_{mμ} = ( Rev^{(q1,μ,...,qs,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} )_T (^s∏ ν=1 ( I_{Nν,μ} ⊗ Twid^{(p1,μ,...,pν−1,μ,qν,μ)} n_{1,μ},...,n_{ν−1,μ},n_{ν,μ} ) × × ( I_{Nν,μ} ⊗ F_{nν,μ} ⊗ I_{Δν,μ} )) Mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} . (1) В этой формуле q = {q_{ν,μ}} — матрица сопряжённых параметров; при n_{ν,μ} > 1 соответствующее q_{ν,μ} определяется соотношением ⟨q_{ν,μ} p_{ν,μ}⟩_{nν,μ} = 1, при n_{ν,μ} = = 1 соответствующее q_{ν,μ} равно нулю. Матрица Twid^{(p1,μ,...,pν−1,μ,pν,μ)} n_{1,μ},...,n_{ν−1,μ},n_{ν,μ} — диаго- нальная параметрическая матрица вращений с элементами Twid^{(p1,μ,...,pν−1,μ,pν,μ)} n_{1,μ},...,n_{ν−1,μ},n_{ν,μ} [_ν∑ α=1 j_α Δ_{α,μ},^ν ∑ α=1 j_α Δ_{α,μ} ] = ω^{jν pν} ∑_{ν−1} α=1 j_α p_{α,μ}Δ_{α,μ} Δ_{ν+1,μ} . (2)

Здесь ν ∈ 2 : s, μ ∈ 1 : t и j_α ∈ 0 : n_{α,μ} − 1. Напомним, что Twid^{(p1,μ)}_{n1,μ} = I_{n1,μ} .

Матрицы Mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} и Rev (q_{1,μ},...,q_{s,μ}) n_{1,μ},...,n_{s,μ} допускают разложения [2] Mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} = s−1∏ ν=0 ( Mix^{(ps−ν,μ,1)} n_{s−ν,μ},N_{s−ν,μ} ⊗ IΔs−ν,μ ) , (3)

Rev^{(q1,μ,...,qs,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} = s∏ ν=1 ( I_{Nν,μ} ⊗ Rev^{(1,qν,μ)}_{Δν,μ,nν,μ} ) . (4) Если n_{ν,μ} = 1, то Mix^{(ps−ν,μ,1)}_{1,Ns−ν,μ} = I_{Ns−ν,μ} и Rev^{(1,0)}_{Δν,μ,1} = I_{Δν,μ} . Справедлива следующая ТЕОРЕМА 1. При любой матрице параметров p = {p_{ν,μ}} матрица F_{mt} ⊗ ⊗ · · · ⊗ F_{m2} ⊗ F_{m1} допускает представление F_{mt} ⊗· · ·⊗F_{m2} ⊗F_{m1} = ( R^{(q)}_m )_T (_s∏ ν=1 T^{(ν)}_m t∏ μ=1 ( I_{MμNν,μ} ⊗F_{nν,μ} ⊗I_{ΛμΔν,μ} ) ) S^{(p)}_m , (5)

где q = {q_{ν,μ}} — матрица сопряжённых параметров; S^{(p)}m и R^{(q)}m — матрицы перестановок вида

S^{(p)}_m = s−1∏ ν=0 t∏ μ=1 ( I_{Mμ} ⊗ Mix^{(ps−ν,μ,1)} n_{s−ν,μ},N_{s−ν,μ} ⊗ IΔs−ν,μΛμ ) , (6)

R^{(q)}_m = s∏ ν=1 t∏ μ=1 ( I_{MμNν,μ} ⊗ Rev^{(1,qν,μ)}_{Δν,μ,nν,μ} ⊗ I_{Λμ} ) ; (7)

T^{(ν)}m — диагональная матрица с элементами

T^{(ν)}_m [_t∑ μ=1 s∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ,^t ∑ μ=1 s∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ ] = t∏ μ=1 ω^{jν,μ qν,μ} ∑_{ν−1} α=1 j_{α,μ} p_{α,μ}Δ_{α,μ} Δ_{ν+1,μ} , (8)

где ν ∈ 2 : s, μ ∈ 1 : t и j_α ∈ 0 : n_{α,μ} − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам понадобятся следующие свойства кронекерова умножения матриц [3]:

A^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ A^{(2)}_{m2} ⊗ A^{(1)}_{m1} = t∏ μ=1 ( I_{Mμ} ⊗ A^{(μ)}_{mμ} ⊗ I_{Λμ} ) , (9) s∏ ν=1 ( A^{(ν)}_{m1} ⊗ B^{(ν)}_{m2} ⊗ · · · ⊗ G^{(ν)}_{mt} ) =

= (_s∏ ν=1 A^{(ν)}_{m1} ) ⊗ (_s∏ ν=1 B^{(ν)}_{m2} ) ⊗ · · · ⊗ (_s∏ ν=1 G^{(ν)}_{mt} ) . (10)

Сомножители в правой части (9) можно переставлять в любом порядке.

Выведем формулу (5), опираясь на приведённые свойства кронекерова умножения. На этом пути мы получим формулы (6), (7) и (8).

Введём обозначения S^{(μ)}_{mμ} = Mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} , R (μ) m_μ = Rev (q_{1,μ},...,q_{s,μ}) n_{1,μ},...,n_{s,μ} , T^{(ν)}_{mμ} = I_{Nν,μ} ⊗ Twid^{(p1,μ,...,pν−1,μ,qν,μ)} n_{1,μ},...,n_{ν−1,μ},n_{ν,μ} , D (ν) m_μ = INν,μ ⊗ Fnν,μ ⊗ IΔν,μ . H^{(μ)}_{mμ} = s∏ ν=1 T^{(ν)}_{mμ} D^{(ν)}_{mμ} .

В этих обозначениях формула (1) примет следующий вид F_{mμ} = ( R^{(μ)}_{mμ} )_T H^{(μ)}_{mμ} S^{(μ)}_{mμ} .

Тогда F_{mt} ⊗ · · · ⊗ F_{m2} ⊗ F_{m1} = = (( R^{(t)}_{mt} )_T H^{(t)}_{mt} S^{(t)}_{mt} ) ⊗ · · · ⊗ (( R^{(2)}_{m2} )_T H^{(2)}_{m2} S^{(2)}_{m2} ) ⊗ (( R^{(1)}_{m1} )_T H^{(1)}_{m1} S^{(1)}_{m1} ) = = ( R^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ R^{(2)}_{m2} ⊗ R^{(1)}_{m1} )_T ( H^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ H^{(2)}_{m2} ⊗ H^{(1)}_{m1} ) × × ( S^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ S^{(2)}_{m2} ⊗ S^{(1)}_{m1} ) . (11)

Здесь мы использовали свойство (10). Разберёмся с матрицами перестановок в формуле (11). Учитывая разложения (3), (4) и пользуясь (9), получаем

S^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ S^{(2)}_{m2} ⊗ S^{(1)}_{m1} = t∏ μ=1 ( I_{Mμ} ⊗ Mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} ⊗ IΛμ ) =

= s−1∏ ν=0 t∏ μ=1 ( I_{Mμ} ⊗ Mix^{(ps−ν,μ,1)} n_{s−ν,μ},N_{s−ν,μ} ⊗ IΔs−ν,μΛμ ) = S^{(p)}_m ,

R^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ R^{(2)}_{m2} ⊗ R^{(1)}_{m1} = t∏ μ=1 ( I_{Mμ} ⊗ Rev^{(q1,μ,...,qs,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} ⊗ IΛμ ) =

= s∏ ν=1 t∏ μ=1 ( I_{MμNν,μ} ⊗ Rev^{(1,qν,μ)}_{Δν,μ,nν,μ} ⊗ I_{Λμ} ) = R^{(q)}_m .

Формулы (6) и (7) установлены.

В силу определения матрицы H^{(μ)}m_μ и свойства (10) приходим к следующему соотношению

H^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ H^{(2)}_{m2} ⊗ H^{(1)}_{m1} = s∏ ν=1 ( T^{(ν)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ T^{(ν)}_{m2} ⊗ T^{(ν)}_{m1} ) × × ( D^{(ν)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ D^{(ν)}_{m2} ⊗ D^{(ν)}_{m1} ) . (12)

Разберёмся с диагональной матрицей T^{(ν)}m_t ⊗ · · · ⊗ T^{(ν)}m_2 ⊗ T^{(ν)}m_1 . Имеем

T^{(ν)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ T^{(ν)}_{m2} ⊗ T^{(ν)}_{m1} = ( I_{Nν,t} ⊗ Twid^{(p1,t,...,pν−1,t,qν,t)} n_{1,t},...,n_{ν−1,t},n_{ν,t} ) ⊗ · · · ⊗ ⊗ ( I_{Nν,2} ⊗ Twid^{(p1,2,...,pν−1,2,qν,2)} n_{1,2},...,n_{ν−1,2},n_{ν,2} ) ⊗ ( I_{Nν,1} ⊗ Twid^{(p1,1,...,pν−1,1,qν,1)} n_{1,1},...,n_{ν−1,1},n_{ν,1} ) . По определению параметрической матрицы вращений (2) получим ( I_{Nν,μ} ⊗ Twid^{(p1,μ,...,pν−1,μ,qν,μ)} n_{1,μ},...,n_{ν−1,μ},n_{ν,μ} )[^s∑ α=1 j_α Δ_{α,μ},^s ∑ α=1 j_α Δ_{α,μ} ] = ω^{jν qν,μ} ∑_{ν−1} α=1 j_α p_{α,μ}Δ_{α,μ} Δ_{ν+1,μ} . Следовательно,

T^{(ν)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ T^{(ν)}_{m2} ⊗ T^{(ν)}_{m1} [_t∑ μ=1 s∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ,^t ∑ μ=1 s∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ ] = = t∏ μ=1 ω^{jν,μ qν,μ} ∑_{ν−1} α=1 j_{α,μ} p_{α,μ}Δ_{α,μ} Δ_{ν+1,μ} = T (ν) m [_t∑ μ=1 s∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ,^t ∑ μ=1 s∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ ] .

Формула (8) установлена.

Пусть D^{(ν)}m = D^{(ν)}m_t ⊗ · · · ⊗ D^{(ν)}m_2 ⊗ D^{(ν)}m_1 . По свойству (9)

D^{(ν)}_m = t∏ μ=1 ( I_{Mμ} ⊗ D^{(ν)}_{mμ} ⊗ I_{Λμ} ) = t∏ μ=1 ( I_{MμNν,μ} ⊗ F_{nν,μ} ⊗ I_{ΛμΔν,μ} ) . (13)

Подставив формулы (12) и (13) в (11), получим (5).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Матрицы R^{(q)}m и S^{(p)}m могут быть представлены в явном виде: S^{(p)}_m [_t∑ μ=1 j_μ Λ_μ,^t ∑ μ=1 k_μ Λ_μ ] = ( S^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ S^{(2)}_{m2} ⊗ S^{(1)}_{m1} )[_t∑ μ=1 j_μ Λ_μ,^t ∑ μ=1 k_μ Λ_μ ] = = t∏ μ=1 Mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} [jμ, kμ] = { 1, если k_μ = mix^{(p1,μ,...,ps,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} (jμ), 0 в остальных случаях, R^{(q)}_m [_t∑ μ=1 j_μ Λ_μ,^t ∑ μ=1 k_μ Λ_μ ] = ( R^{(t)}_{mt} ⊗ · · · ⊗ R^{(2)}_{m2} ⊗ R^{(1)}_{m1} )[_t∑ μ=1 j_μ Λ_μ,^t ∑ μ=1 k_μ Λ_μ ] = = t∏ μ=1 Rev^{(q1,μ,...,qs,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} [jμ, kμ] = { 1, если k_μ = rev^{(q1,μ,...,qs,μ)} n_{1,μ},...,n_{s,μ} (jμ), 0 в остальных случаях.

Поскольку Twid^{(p1,μ)}_{n1,μ} = I_{n1,μ} , то T^{(1)}m = I_M .

3^∘. Рассмотрим пример. Пусть m = (24, 6, 2) и

n = 2 1 1

3 2 1

4 3 2 , p = 3 1 1

2 3 1

3 2 3 , q = 1 0 0

2 1 0

3 2 1 .

По формуле (5) получим

F_{24} ⊗ F_6 ⊗ F_2 = ( R^{(q)}_m )_T ( T^{(1)}_m ( I_{144} ⊗ F_2 ⊗ I_1 )( I_{12} ⊗ F_1 ⊗ I_{24} )( I_2 ⊗ F_1 ⊗ I_{144} ) × × T^{(2)}_m ( I_{48} ⊗ F_3 ⊗ I_2 )( I_6 ⊗ F_2 ⊗ I_{24} )( I_2 ⊗ F_1 ⊗ I_{144} ) × × T^{(3)}_m ( I_{12} ⊗ F_4 ⊗ I_6 )( I_2 ⊗ F_3 ⊗ I_{48} )( I_1 ⊗ F_2 ⊗ I_{144} )) S^{(p)}_m = = ( R^{(q)}_m )_T (( I_{144} ⊗ F_2 ) T^{(2)}_m ( I_{48} ⊗ F_3 ⊗ I_2 )( I_6 ⊗ F_2 ⊗ I_{24} ) × × T^{(3)}_m ( I_{12} ⊗ F_4 ⊗ I_6 )( I_2 ⊗ F_3 ⊗ I_{48} )( F_2 ⊗ I_{144} )) S^{(p)}_m .

Матрица S^{(p)}m определяется формулой (6):

S^{(p)}_m = ( I_{12} ⊗ Mix^{(3,1)}_{4,1} ⊗ I_6 )( I_2 ⊗ Mix^{(2,1)}_{3,1} ⊗ I_{48} )( I_1 ⊗ Mix^{(3,1)}_{2,1} ⊗ I_{144} ) × × ( I_{12} ⊗ Mix^{(2,1)}_{3,4} ⊗ I_2 )( I_2 ⊗ Mix^{(3,1)}_{2,3} ⊗ I_{24} )( I_1 ⊗ Mix^{(1,1)}_{1,2} ⊗ I_{144} ) × × ( I_{12} ⊗ Mix^{(3,1)}_{2,12} ⊗ I_1 )( I_2 ⊗ Mix^{(1,1)}_{1,6} ⊗ I_{24} )( I_1 ⊗ Mix^{(1,1)}_{1,2} ⊗ I_{144} ) = = ( I_{12} ⊗ Mix^{(3,1)}_{4,1} ⊗ I_6 )( I_2 ⊗ Mix^{(2,1)}_{3,1} ⊗ I_{48} ) × × ( I_{12} ⊗ Mix^{(2,1)}_{3,4} ⊗ I_2 )( I_2 ⊗ Mix^{(3,1)}_{2,3} ⊗ I_{24} )( I_{12} ⊗ Mix^{(3,1)}_{2,12} ) . Матрица R^{(q)}m определяется формулой (7):

R^{(q)}_m = ( I_{144} ⊗ Rev^{(1,1)}_{1,2} ⊗ I_1 )( I_{12} ⊗ Rev^{(1,0)}_{1,1} ⊗ I_{24} )( I_2 ⊗ Rev^{(1,0)}_{1,1} ⊗ I_{144} ) × × ( I_{48} ⊗ Rev^{(1,2)}_{2,3} ⊗ I_1 )( I_6 ⊗ Rev^{(1,1)}_{1,2} ⊗ I_{24} )( I_2 ⊗ Rev^{(1,0)}_{1,1} ⊗ I_{144} ) × × ( I_{12} ⊗ Rev^{(1,3)}_{6,4} ⊗ I_1 )( I_2 ⊗ Rev^{(1,2)}_{2,3} ⊗ I_{24} )( I_1 ⊗ Rev^{(1,1)}_{1,2} ⊗ I_{144} ) = = ( I_{48} ⊗ Rev^{(1,2)}_{2,3} )( I_{12} ⊗ Rev^{(1,3)}_{6,4} )( I_2 ⊗ Rev^{(1,2)}_{2,3} ⊗ I_{24} ) . Матрицы вращений T^{(2)}m и T^{(3)}m получаются следующие:

T^{(2)}_m

[_3∑ μ=1 3∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ,^3 ∑ μ=1 3∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ ] = 3∏ μ=1 ω^{j2,μ q2,μ j1,μ p1,μΔ1,μ} Δ_{3,μ} =

= ω^{6 j2,1 j1,1}

6 ω^{j2,2 j1,2}_2 ω^{0 j2,3 j1,3}_1 = 1 ,

T^{(3)}_m

[_3∑ μ=1 3∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ,^3 ∑ μ=1 3∑ α=1 j_{α,μ} Δ_{α,μ}Λ_μ ] = 3∏ μ=1 ω^{j3,μ q3,μ} ∑_2 α=1 j_{α,μ} p_{α,μ}Δ_{α,μ} Δ_{4,μ} =

= ω^{3 j3,1 (3 j1,1+4 j2,1)}

24 ω^{2 j3,2 (j1,2+3 j2,2)} 6 ω^{j3,3 (j1,3+j2,3)} 2 = = ω^{j3,1 (3 j1,1+4 j2,1)}

8 ω^{6 j3,2 j2,2}_6 ω^{j3,3}_2 = ω^{3 j3,1 j1,1}_8 (−1)^{j3,1 j2,1+j3,3} .

В матрице T^{(2)}m все диагональные элементы тривиальные (равны 1), т. е. T^{(2)}m = I_{288}. В матрице T^{(3)}m среди диагональных элементов 156 равны 1, 24 равны −1, 36 равны i и оставшиеся 72 — нетривиальные.

4^∘. Подсчитаем количество арифметических операций, необходимых для вычисления многомерного ДПФ. Обозначим через ψ(N) количество комплексных умножений, необходимых для вычисления ДПФ длины N, а через η(N) — количество комплексных сложений. В построчно-столбцевом подходе вычисления многомерного ДПФ [4, с. 259], когда к μ-й размерности применяется соответствующий одномерный алгоритм БПФ M/m_μ раз, нам потребуется следующее количество арифметических операций: ψ(M) = t∑ μ=1 ψ(m_μ) M/m_μ =

= t∑ μ=1 M/m_μ s∑ ν=1 ( N_{ν,μ}(Δ_{ν,μ} − 1)(n_{ν,μ} − 1) + N_{ν,μ} ψ(n_{ν,μ}) Δ_{ν,μ} ) ,

η(M) = t∑ μ=1 η(m_μ) M/m_μ = t∑ μ=1 M/m_μ s∑ ν=1 N_{ν,μ} η(n_{ν,μ}) Δ_{ν,μ} .

В теореме 1 диагональная матрица T^{(ν)}m зависит от матриц параметров p и q. Обозначим через φ_ν (n, p, q) число комплексных нетривиальных элементов в матрице T^{(ν)}m . Понятно, что φ_ν (n, p, q) < M.

В предложенном методе вычисления многомерного ДПФ, в формуле (5), потребуется следующее количество арифметических операций: ψ(M) = s∑ ν=1 t∑ μ=1 M_μN_{ν,μ} ψ(n_{ν,μ}) Δ_{ν,μ}Λ_μ + s∑ ν=2 φ_ν (n, p, q) ,

η(M) = s∑ ν=1 t∑ μ=1 M_μN_{ν,μ} η(n_{ν,μ}) Δ_{ν,μ}Λ_μ . Если в приведённом в п. 3 примере использовать алгоритмы БПФ малых порядков с ψ(2) = 0, η(2) = 2, ψ(3) = 2, η(3) = 6 и ψ(4) = 0, η(4) = 8 [5], то получим такой результат:

ψ(288) = 144 · 0 + 48 · 2 · 2 + 6 · 0 · 2 + 12 · 0 · 6 + 2 · 2 · 48 + 0 · 144 + 72 = = 384 + 72 = 456 , η(288) = 144 · 2 + 48 · 6 · 2 + 6 · 2 · 2 + 12 · 8 · 6 + 2 · 6 · 48 + 2 · 144 = 2328 .

В непараметрическом случае (все p_ν = q_ν = 1) число умножений будет равно ψ(288) = 384 + 96 + 180 = 660 .

Для построчно-столбцевого метода вычисления многомерного ДПФ число умножений будет равно ψ(288) = 12 · 39 + 48 · 12 + 144 · 0 = 1044 .

В заключение отметим, что результат, представленный в теореме 1, может быть использован в методе простых множителей [6]. Результат теоремы в непараметрическом случае для M = 2^t был получен в [7].

ЛИТЕРАТУРА 1. Малозёмов В. Н., Просеков О. В. Факторизация матриц реверсных перестановок // Электронный архив препринтов С.-Петербургского матем. общества. Препринт 2007-04.

(http://www.mathsoc.spb.ru/preprint/2007/index.html#04)

2. Малозёмов В. Н., Просеков О. В. Параметрическая факторизация матрицы Фурье // Электронный архив препринтов С.-Петербургского матем. общества. Препринт 2007-06.

(http://www.mathsoc.spb.ru/preprint/2007/index.html#06)

3. Воеводин В. В., Кузнецов Ю. А. Матрицы и вычисления. М.: Наука, 1984.

320 с.

4. Блейхут Р. Быстрые алгоритмы цифровой обработки сигналов. М.: Мир, 1989. 448 с.

5. Малозёмов В. Н., Просеков О. В. О быстром преобразовании Фурье малых порядков // Вестник СПбГУ. Сер. 1. 2003. Вып. 1 (№ 1). С. 36–45.

6. Малозёмов В. Н., Просеков О. В. Параметрический вариант метода простых множителей // Электронный архив препринтов С.-Петербургского матем. общества. Препринт 2007-05.

(http://www.mathsoc.spb.ru/preprint/2007/index.html#05)

7. Власенко В. А., Лаппа Ю. М. Матричный подход к построению быстрых алгоритмов многомерного ДПФ // Изв. вузов. Радиоэлектроника. 1986. T. 29. № 1. С. 86–89.