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О вариационной природе m-гессиановских

операторов

Н.М.Ивочкина, Н.В.Филимоненкова

Памяти Ольги Александровны Ладыженской

Аннотация

В статье рассмотрены три типа основных в теории гессиановских уравнений

функционалов. Исследование свойств двух из них было начато в серии работ

Н.С.Трудингера и Шю-Джиа Ванга, посвящённых гессиановским мерам. Целью

этого направления является создание аналога теорем вложения в конусах допу-

стимых для гессиановских операторов функций. С другой стороны, в работах

Н.М.Ивочкиной 90-х годов было предпринято вариационное описание конуса до-

пустимых функций в терминах локальных минимумов аналогов интеграла Ди-

рихле с лагранжианом, зависящим от вторых производных. В настоящей работе

содержится обзор некоторых известных фактов и устанавливается связь между

функционалами всех типов. Имеются в ней и новые результаты.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 12-01-31467, и Министерства
образования и науки Российской Федерации, соглашение № 14.В37.21.1125.

1. Введение

К середине 70-х в теории эллиптических уравнений в частных производных второго
порядка сложилась следующая ситуация. С одной стороны, теория линейных и квази-
линейных уравнений приобрела черты классической завершённости [10]. В частности,
в ней были разработаны функционально-аналитические методы исследования реше-
ний краевых задач для таких уравнений. С другой стороны, оказалось, что эти ме-
тоды применимы к решениям задачи Дирихле для эллиптического уравнения Монжа
– Ампера (см. напр. [12]), которое является классическим примером полностью нели-
нейного дифференциального уравнения, эллиптического в конусе выпуклых функций.
Естественным образом возникла задача описания дифференциальных операторов вто-
рого порядка, родственных оператору Монжа – Ампера, т.е. полностью нелинейных,
представимых в виде дивергенции. Решена она была в работе [1], в которой, в част-
ности, показано, что требование дивергентности предписывает зависимость от вторых
производных лишь в виде линейной комбинации миноров матрицы Гессе функции u.

Эта деятельность заинтересовала О.А.Ладыженскую и она обратила внимание ав-
тора на публикации [13], [26], [11], в которых, по существу, рассматривалась та же
самая задача, но в иных терминах и в других разделах математики. Сейчас мы мо-
жем сказать, что примерно в одно и то же время разными авторами независимо было
предпринято алгебраическое описание ядра вариационной производной функционалов,
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лагранжиан которых зависит от вторых производных, если речь идет о скалярном слу-
чае, или от первых производных произвольной вектор-функции в общей постановке.
При этом, дальнейшие планы этих авторов были безусловно различны, а в нашем кон-
тексте следовало предъявить класс операторов дивергентной структуры с непустым
множеством эллиптичности.

Первые шаги для решения этой задачи были предприняты в работе [2], где, в частно-
сти, было показано, что если дифференциальный оператор второго порядка есть дивер-
генция и эллиптичен на любой функции из C2, то он линеен по вторым производным,
т.е. полностью нелинейные операторы второго порядка не могут быть тотально эллип-
тическими. Именно так обстоит дело с оператором Монжа – Ампера, хорошо известно,
что его множество эллиптичности – конус выпуклых функций. В заметке рассматри-
ваются уравнения с операторами Tm[u] типа Монжа – Ампера в ограниченной области
Ω ⊂ Rn:

Tm[u] =
1

m

∑

i,j

∂2

∂xi∂xj

(

∂Tm[u]

∂uij
u

)

= fm, m = 1, ..., n, (1.1)

где Tm[u] – след порядка m, сумма всех главных миноров порядка m матрицы Гессе
uxx. Показано, что в конусе выпуклых функций, где уравнения (1.1) являются эллип-
тическими, применим интегральный метод построения априорных оценок градиента
решений задачи Дирихле на границе, разработанный в монографии [10]. Мы приводим
для полноты простой вывод представления (1.1) во втором параграфе.

Для доказательства разрешимости в классическом смысле задачи Дирихле для
уравнения (1.1) используется хорошо известный метод непрерывности (метод продол-
жения по параметру). При этом исходные характеристики задачи должны гаранти-
ровать эллиптичность уравнения на решениях при любом значении параметра. Для
уравнения Монжа – Ампера, m = n, такой контроль осуществляет требование положи-
тельности правой части в (1.1) при любом значении параметра, т.е. если мы стартовали
со строго выпуклого решения, то решения при любом значении параметра при выпол-
нении этого требования будут строго выпуклыми функциями, а уравнение (1.1) – эл-
липтическим на каждом из этих решений. Для m < n это неверно. Так, для уравнения
Пуассона, m = 1, положительность правой части в (1.1) не гарантирует выпуклости
решения, что впрочем и не требуется для его разрешимости в C2.

Решающим шагом в построении теории разрешимости задачи Дирихле для урав-
нения (1.1) стало сопоставление каждому m = 1, ..., n функционального конуса в C2,
конструктивное описание которого имеет вид

Km(Ω̄) = {u ∈ C2(Ω̄) : Ti[u] > 0, i = 1, ...,m}, (1.2)

[4]. В цитируемой работе показано, что конус (1.2) является компонентой связности
положительности оператора Tm[u], содержащей функцию u0 = x2, в которой оператор
(1.1) эллиптичен. Однако выпуклость этого конуса была доказана лишь для m = 1, 2, n.
Именно для этих значений m в работе [5] была доказана разрешимость в классическом
смысле задачи Дирихле для уравнения (1.1) в выпуклой области при нулевом гранич-
ном условии.

В программной статье [14] исследуется проблема разрешимости задачи Дирихле для
уравнений вида F (uxx) = f , где функции F должны удовлетворять набору условий,
гарантирующих существование выпуклого функционального конуса, принадлежность
которому контролируется значениями f . Одним из примеров является F = Tm. При
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этом, в статье [14] им сопоставляются соответствующие функциональные реализации
алгебраических конусов Л.Гординга [21]. В частности, Л.Гордингом доказана выпук-
лость конусов, порождаемых гиперболическими многочленами, что и было использо-
вано авторами [14].

Конструктивное описание (1.2) впервые появилось в работе [4] и, как показано в
этой статье, оно эквивалентно определению конусов Гординга, порождаемых гипербо-
лическими многочленами pm(t;S) = Pm(S + tId), S ∈ Sym(n), что снимает проблему
выпуклости (1.2) для всех {m}n1 . Функции из соответствующих конусов названы в [14]
допустимыми и, следуя этой терминологии, мы называем элементы нашего конуса (1.2)
m-допустимыми.

В работе Д.Урбаса [34] уравнения такого типа (в отличие от уравнений кривизны
) названы гессиановскими и с тех пор этот термин широко принят в математической
литературе. Мы называем операторы Tm и уравнения (1.1) m-гессиановскими.

Работа [21] была написана более полувека назад и в статьях [9], [8] приводится
её обновленный вариант с тем, чтобы показать фундаментальное значение конусов
Л.Гординга в теории m-гессиановских уравнений и их приложений в дифференциаль-
ной геометрии.

Одной из задач, решаемых в [14], является описание наиболее широкого класса гес-
сиановских операторов, а также отыскание соответствующих, близких к необходимым,
условий на границу области, гарантирующих классическую разрешимость задачи Ди-
рихле с произвольным граничным условием для уравнения (1.1), причем все данные
предполагаются сколь угодно гладкими. При этом дивергентная структура не исполь-
зуется в аргументации, да её и нет для большинства уравнений из [14].

В статье Н.В.Крылова [24] развит иной подход к теории гессиановских уравненияй,
охватывающий и задачу Дирихле для уравнения (1.1). Класс рассматриваемых уравне-
ний в рамках этого подхода, по существу, шире, чем в [14]. При этом, большое внимание
уделяется проблеме минимальных требований на гладкость данных задач, а также рас-
сматриваются уравнения с возможным вырождением эллиптичности.

В публикации [28] исследуется разрешимость задачи Дирихле в конусах (1.2) для
существенно нового класса гессиановских уравнений с (1.1) в качестве частного слу-
чая. В [29] поставлена проблема разрешимости задачи Дирихле для уравнения (1.1) в
замыканиях конусов (1.2) в различных функциональных нормах как проблема суще-
ствования аппроксимативных решений. В предлагаемой статье рассматривается такое
замыкание в C2(Ω̄):

K̄m(Ω̄) := {u ∈ C1,1(Ω̄) : Ti[u] ≥ 0 п.в., i = 1, ...,m}. (1.3)

Далее, для элементов (1.3) мы будем использовать термин "m -допустимая п.в."функция.
Обзор современной ситуации для m-гессиановских уравнений имеется в статье [20].

Из работ [20], [19] следует справедливость следующей теоремы существования.

Теорема 1.1. Пусть Ω - ограниченная область в Rn, ∂Ω - (m − 1)- выпуклая ги-

перповерхность класса C4, φ ∈ C4(∂Ω), fm ≥ 0, f
1/m
m ∈ C2(Ω̄). Тогда существует

единственное m-допустимое п.в. решение u ∈ C1,1(Ω̄) уравнения (1.1), равное φ на
∂Ω.

Отметим, что в статье Н.В.Крылова [23] теорема 1.1 доказана для ∂Ω ∈ C3, если
решение принимает нулевое условие Дирихле, и при более слабых предположениях
гладкости f .

3



В сравнении с линейными и квазилинейными уравнениями эллиптического типа
условия гладкости на данные задачи в теореме 1.1 создают впечатление завышенных.
Это одна из открытых проблем в теории полностью нелинейных уравнений. Некоторые
подходы к её решению намечены в статье [18]. К таким проблемам отнесём и тот факт,
что к настоящему моменту разрешимость задачи Неймана удалось доказать лишь для
уравнения Монжа – Ампера, m = n, [25], (см. также [34]).

Целью настоящей работы является исследование свойств основных функционалов,
так, или иначе связанных с m-гессиановскими операторами Tm. Для её реализации
понадобились некоторые формальные алгебраические соотношения, в большинстве хо-
рошо известные, а также новая точка зрения на некоторые геометрические понятия.
Например, оказалось, что в формуле интегрирования по частям удобнее использовать
нормаль, направленную внутрь области интегрирования. Во втором параграфе даётся
описание этого алгебро-геометрического аппарата и для полноты приводятся доказа-
тельства основных соотношений, использованных далее.

В третьем параграфе приводится вариационное описание конусов (1.2). По существу,
здесь представлен подход из работы [7], где основным действующим лицом являлся
функционал типа интеграла Дирихле. В статьях [15], [33], [30], [29], [31], [30], [16], [32],
[27] центральное место занимают функционалы иного типа и мы показываем, что в
рамках классического подхода их использование приводит к тому же результату:

Jp[v] =

∫

Ω

v2xTp−1[v]dx, Ip[v] = −

∫

Ω

vTp[v]dx.

Именно, конусы (1.2) состоят из функций, которые доставляют локальные минимумы
функционалам Ip, Jp при всех p = 1, ...,m и только из них.

В статье Шю-Джиа Ванга была введена специальная интегральная норма функций
в конусах (1.2) и показано, что она оценивает их нормы Лебега. Эта деятельность была
продолжена в серии работ Трудингера – Ванга [30], [31], [30]. Отметим также [16] и
недавнюю работу [27]. В четвертом параграфе содержится обзор этого направления,
впрочем, не претендующий на полноту.

В теории линейных и квазилинейных уравнений важную роль играют различные
типы интегральной монотонности рассматриваемых операторов. В пятом и шестом па-
раграфах нашей статьи для доказательства подобных свойств операторов Tm в конусах
(1.2) применяется вариационный анализ. Некоторые из них были получены другим ме-
тодом в статьях [29], [30]. Насколько нам известно, новым является неравенство

∫

Ω

(w − u)(Tm[w]− Tm[u])dx ≤ 0,

верное для любых u,w ∈ Km(Ω̄), равных нулю на ∂Ω.
В шестом параграфе приведены равенство, связывающее функционалы Im, Jm и его

следствия. Там же представлены результаты вариационного анализа функционалов Jm.

2. Основные понятия и вспомогательные предложе-

ния

Рассмотрим пространство Sym(n) симметричных матриц размера n × n. Выберем и
зафиксируем целое число m с условием 1 6 m 6 n. Следом порядка m матрицы
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S = (sij) ∈ Sym(n) называют сумму всех главных миноров порядка m матрицы S,
обозначают Tm(S). В частности, T1(S) = trS, Tn(S) = detS. Функция Tm ортогонально
инвариантна в том смысле, что

Tm(S) = Tm(BSBT ), S ∈ Sym(n), BBT = I. (2.1)

Для симметричной матрицы S = (sij) введем обозначения:

T ij
m (S) =

∂Tm(S)

∂sij
, T ij,kl

m (S) =
∂2Tm(S)

∂sij∂skl
. (2.2)

Функция Tm обладает m-однородностью:

T ij
m (S)sij = mTm(S). (2.3)

В процессе исследования полностью нелинейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных второго порядка авторам часто приходится доказывать различные
алгебраические соотношения для функций Tm. В контексте настоящей работы речь
идёт о тождестве

T1(S)Tm−1(S)−

n
∑

k=1

siksjkT
ij
m−1(S) = mTm(S). (2.4)

Действительно, ввиду (2.1) правую часть соотношения (2.4) достаточно рассмотреть
на диагональных матрицах Λ = diag{λ1, ..., λn}. Имеем:

T1(Λ)Tm−1(Λ) =

n
∑

1

(λ2
iTm−2,i(Λ) + λiTm−1,i(Λ)), Tm−1,i(Λ) =

∂Tm(Λ)

∂λi
,

что вместе с тождеством (2.3) в форме
∑n

1 λiTm−1,i(Λ) = mTm(Λ) приводит к соотно-
шению (2.4). Приведём без доказательства ещё одно алгебраическое тождество, спра-
ведливое для любой матрицы S ∈ Sym(n) и вектора a = (a1, ..., an):

anTm−1 = akT
ni
m−1(S)ski + aiT

ni
m (S). (2.5)

Положим Ω ⊂ Rn – ограниченная область, u ∈ C2(Ω), uxx – матрица Гессе функции
u. Операторы, порожденные функциями Tm, назовем m-гессиановскими операторами:

Tm[u] = Tm(uxx).

При m = 1 это операторы Лапласа, при m = n – Монжа – Ампера. Докажем вспомо-
гательную лемму, которая является обоснованием представления (1.1) для оператора
Tm. Речь идет о хорошо известном, вообще говоря, факте, что дивергенция миноров
матриц специального вида тождественно равна нулю.

Лемма 2.1. Пусть v = (v1, ..., vn) ∈ C2(Ω), Ω ⊂ Rn, mp[v] – какой либо минор порядка
p матрицы (5v). Справедливо тождество

d

dxi

∂mp[v]

∂vki
= 0, k = 1, ..., n. (2.6)

5



Доказательство. Действительно, представим правую часть (2.6) в виде

d

dxi

∂mp[v]

∂vki
=
∑

i<j

(

∂2mp[v]

∂vki ∂v
l
j

+
∂2mp[v]

∂vkj ∂v
l
i

)

vlij . (2.7)

Здесь и далее нижние индексы дифференциальные, т.е vki := ∂vk/∂xi. Поскольку i, j –
номера строк минора mp[v], сумма слагаемых в скобках в (2.7) даже при фиксирован-
ных индексах i, j, k, l тождественно равно 0, что приводит, в частности, к справедливо-
сти (2.6).

Как отметил рецензент, тождество (2.6) хорошо известно и доказательство его име-
ется в первом томе монографии Данфорда – Шварца. Мы приводим его здесь ещё раз,
поскольку именно это простое наблюдение является генератором исследований в [26],
[1], [13], [11] и многих других. Особенность направления, представленного в настоящей
статье, состоит в том, что все результаты, в конце концов, обязаны взаимодействию
косой симметрии определителей (2.6) и ортогональной инвариантности (2.1) следов
любого порядка симметричных матриц S.

Рассмотрим скалярный случай, v = 5u, u ∈ C2(Ω). Простыми следствиями (2.3) и
леммы 2.1 является дивергентное представление:

Tm[u] =
1

m

∑

i,j

∂2

∂xi∂xj

(

T ij
m [u]u

)

,

а также следующие полезные тождества:
∑

{jkl}

T ij,kl
m [u] = 0, i, j, k, l = 1, ..., n, (2.8)

где {jkl} – все перестановки указанных индексов,

d

dxi
T ij
m [u] = 0, j = 1, ..., n. (2.9)

Для описания геометрических характеристик замкнутой гиперповерхности ∂Ω в ра-
боте [6] была, по существу, введена матрица кривизны (см.также [8], [9]). Для ее опре-
деления рассмотрим какую-либо параметризацию поверхности ∂Ω:

∂Ω = {X = (X1, X2, ..., Xn)(θ), θ ∈ Rn−1}.

Обозначим

Xi =
∂X

∂θi
, Xij =

∂2X

∂θi∂θj
, Xθθ = (Xij).

Рассмотрим матрицу метрического тензора для поверхности ∂Ω: g = (gij), gij = (Xi, Xj)
– и разложение g−1 = ττT . Пусть x ∈ ∂Ω и n = n(x) – орт внутренней нормали к по-
верхности ∂Ω в точке x. Обозначим

X(k) = Xiτ
i
k, X(θθ) = τTXθθτ.

Отметим, что система {X(1), X(2), ..., X(n−1),n} образует ортонормированный сопро-
вождающий базис поверхности ∂Ω. Матрицей кривизны для поверхности ∂Ω в точке x
назовем симметричную матрицу

K[∂Ω](x) = (X(θθ),n)(x). (2.10)
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Она является геометрическим инвариантом поверхности ∂Ω, ее собственные значения
– главные кривизны ∂Ω в точке x. Однако в обращении удобнее иметь дело со следами
порядка m, нежели с собственными числами матрицы (2.10). По этой причине авторы
отдают преимущество понятию p-кривизны поверхности ∂Ω в точке x, или кривизны
порядка p:

kp[∂Ω](x) = Tp(K[∂Ω])(x). (2.11)

Заметим, что работая с функциями из C2(Ω̄), мы оперируем только евклидовыми ко-
ординатами и базисами {ei}

n
1 .

Лемма 2.2. Пусть v,Φ - произвольные функции из C2(Ω̄). Предположим, что v−Φ =
const на ∂Ω. Тогда в обозначениях (2.2), (2.11) для всех x ∈ ∂Ω справедливы тождества:

T ij
p [v](v − Φ)i(n, ej) = Tp(Φ(θθ) − vnK), p = 1, ..., n− 1. (2.12)

Если же Φ = 0, x ∈ ∂Ω, то

−T ij
p [v]vi(n, ej) = (−vn)

p+1
kp[∂Ω], p = 1, ..., n− 1. (2.13)

Доказательство. Сопоставим точке x0 ∈ ∂Ω евклидову систему координат, полагая
en = n(x0). Очевидно, что в новой системе (v−Φ)i(x0) = 0, (ei,n(x0)) = 0, i = 1, ..., n−1,
и левые части (2.12), (2.13) принимают вид T nn

p [v](v − Φ)n, T nn
p [v](v)n соответственно.

Параметризуем теперь ∂Ω в окрестности x0 специальным образом. Именно, пусть
θi = xi, i = 1, ..., n. Тогда гиперповерхность ∂Ω в окрестности выбранной точки есть
график функции , т.е

∂Ω ∩Br(x0) = {x : xn = ω(θ), ωθ(0) = 0, xi = θi}, 0 < r << 1.

Очевидно, что g(θ)(x0) = Id, и поэтому K[∂Ω](x0) = ωθθ(x0),

v(ij)(x0) = vij(x0) = (Φ(ij)(x0)− vnKij [∂Ω](x0)), i, j = 1, ..., n− 1.

Замечая, что T nn
p [v](x0) = Tp−1(v(θθ)(x0)), убеждаемся в справедливости тождеств (2.12),

(2.13)

В заключение этого параграфа дадим точные определения понятий, связанных с
теорией разрешимости m-гессиановских уравнений (1.1).

Определение 2.3. Матрица S ∈ Sym(n) называетсяm-положительной, если Ti(S) > 0,
i = 1, 2, ...,m. Множество m-положительных матриц образует конус в пространстве
Sym(n):

Km = {S ∈ Sym(n) : Ti(S) > 0, i = 1, 2, ...,m}.

Таким образом, получаем классификацию пространства симметричных матриц

K1 ⊃ K2 ⊃ K3 ⊃ ... ⊃ Kn,

где Kn – конус положительно определенных матриц.

Определение 2.4. Функция u ∈ C2(Ω̄) называется m-допустимой в области Ω̄, если
ее матрица Гессе uxx является m-положительной во всех точках x ∈ Ω̄. Множество
m-допустимых функций образует конус в пространстве C2(Ω̄):

Km(Ω̄) := {u ∈ C2(Ω̄) : Ti[u] > 0, i = 1, ...,m}. (2.14)
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В частности, Kn(Ω̄) – это конус C2-гладких строго выпуклых функций. В работах
[9], [18] показано, что конус Km(Ω̄) выпуклый и принадлежит множеству эллиптичности
оператора Tm.

Определение 2.5. Поверхность ∂Ω ∈ C2 называется строго (m− 1)-выпуклой, если
K[∂Ω](x) ∈ Km−1 для всех x ∈ ∂Ω, иными словами kp[∂Ω](x) > 0 для всех x ∈ ∂Ω,
p = 1, 2, ...,m− 1.

Понятие строго (n − 1)-выпуклой поверхности совпадает с понятием строго выпуклой
поверхности в традиционном смысле.

Лемма 2.6. Пусть u ∈ Km(Ω̄). Тогда невырожденные поверхности уровня функции u
строго (m− 1)-выпуклые.

Эта связь между m-допустимыми функциями и (m− 1)-выпуклыми поверхностями
доказана в работе [18].

3. Классический подход к вариационным задачам

Рассмотрим в C2(Ω̄), Ω ⊂ Rn функционалы

µp−1[v] =

∫

Ω

Tp−1[v]dx, Jp[v] =

∫

Ω

v2xTp−1[v]dx, Ip[v] = −

∫

Ω

vTp[v]dx, (3.1)

p = 1, ..., n + 1. Отметим, что так как по определению T0[v] = 1, то µ0[v] не является
функционалом, а J1[v] есть интеграл Дирихле. Случай p = n+ 1 безсодержателен для
Ip[v], поскольку Tn+1[v] = 0 для любой C2-функции v. Следуя классическому образцу,
проварьируем функционалы (3.1). На примере функционала µp−1 введем обозначения
для первой и второй вариации:

δµp−1[v] =
dµp−1(u+ tη)

dt
|t=0, δ2µp−1[v] =

d2µp−1(u+ tη)

dt2
|t=0.

Лемма 3.1. Пусть v = u + tη, u ∈ C2(Ω̄), t ∈ R, η ∈ C∞ финитна в Ω. Справедливы
тождества:

δµp−1[v] = δ2µp−1[v] = 0, (3.2)

δJp[v] =
2p

p+ 1
δIp[v] = −2p

∫

Ω

ηTp[u]dx, (3.3)

δ2Jp[v] =
2p

p+ 1
δ2Ip[v] = −2p

∫

Ω

T ij
p [u]ηiηjdx, p = 1, ..., n+ 1. (3.4)

Доказательство. В самом деле, тождество (3.2) есть очевидное следствие (2.9). Не
многим сложнее и вывод (3.3), (3.4). Например, соотношение (2.4) и интегрирование по
частям приводит к первому из равенств (3.3) следующим образом:

d

dt

∫

Ω

v2xTp−1[v]dx =

∫

Ω

(2(vx, ηx)Tp−1[v] + v2xT
ij
p−1[v]ηij)dx =

∫

Ω

(−2T1[v]Tp−1[v] + 2(vxi, vxj)T
ij
p−1[v])ηdx = −2p

∫

Ω

Tp[v]ηdx

Остается положить в этом равенстве t = 0.
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По аналогии с квадратичными функционалами линейной теории мы будем иссле-
довать экстремальные свойства функционалов

Jp[u; fp] := Jp[u] + 2p

∫

Ω

ufpdx, Ip[u; fp] := Ip[u] + (p+ 1)

∫

Ω

ufpdx, p = 1, ..., n, (3.5)

где fp – известная функция. Уравнения Эйлера – Лагранжа для этих функционалов
одинаковы и при p = m имеют вид (1.1). Здесь нас будут интересовать локальные
минимумы функционалов (3.5) в смысле следующего определения.

Определение 3.2. Функция w ∈ C2(Ω̄) называется локальным в C2(Ω) минимайзером
функционала J [u], если найдется постоянная c(w) такая, что J [w] ≤ J [w + η] для всех
финитных в Ω функций η ∈ C∞, удовлетворяющих неравенству ||η||C2(Ω) ≤ c(w).

Следуя идее из [7], дадим точное описание классов локальных минимайзеров функ-
ционалов (3.5), порождаемых функциями fp ∈ C(Ω̄).

Лемма 3.3. Зафиксируем в (3.5) p = m и пусть w ∈ C2(Ω̄). Для того, чтобы нашлась
функция fm ∈ C(Ω̄) такая, что функция w оказалась бы локальным минимайзером для
функционалов (3.5) с p = m, необходимо, чтобы оператор Tm был эллиптичен, вообще
говоря не строго, на w. Если же Tm строго эллиптичен на w, т.е. выполнено неравенство

(5Tm[w]ξ, ξ) = T ij
m [w]ξiξj > 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, |ξ| = 1, (3.6)

то w является локальным в C2(Ω) минимайзером функционалов (3.5) с p = m, fm =
Tm[w].

Доказательство. Очевидно, что w ∈ C2(Ω̄) есть локальный минимайзер для функ-
ционалов (3.5) тогда и только тогда, когда их первые вариации равны 0, а вторые –
положительны для достаточности и с необходимостью неотрицательны.

Пусть сначала имеется функция fm такая, что w ∈ C2(Ω̄) локально минимизиру-
ет функционалы (3.5). Тогда w удовлетворяет уравнению (1.1) и, в силу произвола в
выборе η, выполнена не строгая версия неравенства (3.6).

Если же для произвольной функции w ∈ C2(Ω̄) имеется неравенство (3.6), то вторая
вариация (3.4) функционалов (3.5) положительна, а уравнение Эйлера - Лагранжа (1.1)
имеется с fm = Tm[w], т.е. w и в самом деле является локальным в C2(Ω) минимайзером
функционалов (3.5)

Тождество (2.8) позволяет переписать неравенство (3.6) в следующей эквивалентной
форме

trm(wxx + ξ × ξ)− trmwxx > 0, ξ ∈ Rn, |ξ| = 1, (3.7)

которую можно квалифицировать как ξ-монотонность оператора Tm на w. Как показа-
но в [9], множество функций, удовлетворяющих неравенству (3.7), не является связным
в C2(Ω) при m > 1. В следующем предложении мы приводим иной тип монотонности
операторов Tm, который сужает множество локальных минимайзеров функционалов
(3.5), но гарантирует его выпуклость в C2(Ω) при любом m.

Лемма 3.4. Зафиксируем в (3.5) p = m и пусть w ∈ C2(Ω̄). Для того, чтобы нашлась
функция fm ∈ C(Ω̄) такая, что функция w оказалась бы локальным минимайзером для
функционалов (3.5) с p = m, достаточно, чтобы w удовлетворяла неравенству:

trm(wxx + tId) > trmwxx > 0, x ∈ Ω, t ∈ R+. (3.8)
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Лемма 3.4 равносильна следующему предложению, содержащему вариационное опи-
сание конуса m-допустимых функций (1.2), (2.14).

Теорема 3.5. Предположим, что Tm[w] > 0. Тогда для того, чтобы w доставляла
локальный в C2(Ω) минимум функционалам (3.5) с fp = Tp[w], p = 1, ...,m, необходимо
и достаточно включение w ∈ Km(Ω).

Доказательство. В самом деле, если w локально минимизирует все функционалы
(3.5), то лемма 3.3 гарантирует выполнение неравенств

(5Tp[w]ξ, ξ) ≥ 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, |ξ| = 1, p = 1, ...,m, (3.9)

что приводит к неравенствам Tp[w] ≥ 0, 1 ≤ p ≤ m − 1. Однако, из теории гипербо-
лических многочленов Л.Гординга, (см.,напр.,[9]), следует, что требование Tm[w] > 0
гарантирует строгие неравенства в (3.9), а тогда w ∈ Km(Ω).

Поскольку для m-допустимых функций справедливо неравенство (3.6) и, так как
Kp(Ω) ⊂ Km(Ω) для p < m, то операторы Tp строго эллиптичны на w при всех p.
Остается заметить, что тогда w – локальный минимайзер для функционалов (3.5), как
это следует из Леммы 3.3.

Заметим, что в теории m-гессиановских уравнений имеются различные эквивалент-
ные описания конуса m-допустимых функций и неравенства (3.8) – одно из них. По-
этому лемма 3.4 является очевидным следствием теоремы 3.5.

Лемма 3.4 и теорема 3.5 делают очевидным тот факт, что множеством глобальной
минимизации функционалов (3.5) должны быть конусы Kp(Ω). При этом естественно
потребовать, чтобы вариации функции u ∈ Kp(Ω) не покидали конуса p-допустимых
функций. Однако, в рамках классического подхода это требование, вообще говоря, вы-
полнить невозможно, так как финитные функции не являются p-допустимыми ни при
каких p > 1. Поэтому далее мы реализуем альтернативный метод исследования.

4. О специальных интегральных нормах в Km

Функционалы Im[u], m = 1, ..., n, впервые появились в статье Шю-Джиа Ванга [33].
В частности, в ней было замечено одно замечательное свойство этих функционалов.
Именно, в [33] доказана теорема, которая в наших обозначениях читается следующим
образом.

Теорема 4.1. Пусть u,w ∈ K̄
0
m(Ω̄),

K̄
0
m(Ω̄) = {u ∈ K̄m(Ω̄), u|∂Ω = 0}. (4.1)

. Тогда для всех m = 1, ..., n cправедливы соотношения:

(i) если I
1

m+1

m [u] = 0, то u ≡ 0;

(ii) I
1

m+1

m [tu] = tI
1

m+1

m [u], для t > 0;

(iii) I
1

m+1

m [u+ w] ≤ I
1

m+1

m [u] + I
1

m+1

m [w].

Утверждение теоремы 4.1 наводит на мысль, что I
1

m+1

m [u] есть норма в K
0
m и, следуя

[33], мы будем обозначать её символом ||u||K0
m

.
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В цитируемой статье имеется ряд неточностей в доказательстве теоремы 4.1. Мы
реконструируем это доказательство на основе альтернативного классическому подхода
к вариационным задачам.

Доказательство. Хорошо известно, что m-допустимые п.в. функции, равные нулю на
∂Ω, не отрицательны и единственность решений из теоремы 1.1 гарантирует справедли-
вость (i). Равенство (ii) есть очевидное следствие (m+1)-однородности функционалов
Im[u].

Для доказательства (iii) введём функцию

h(t) = I
1

m+1

m [u + tη], t ∈ [0; 1], η = w − u

и покажем, что она выпукла. Вычисляем, интегрируя по частям с учётом тождеств
(2.9), (2.3):

d

dt
Im[v] = −

∫

Ω

(

1

m
T ij
m [v]vijη + vT ij

m [v]ηij

)

dx =
m+ 1

m

∫

Ω

T ij
m [v]viηjdx. (4.2)

Далее,

d2

dt2
Im[v] =

m+ 1

m

∫

Ω

(

T ij,kl
m [v]viηklηj + T ij

m [v]ηiηj
)

dx = (m+ 1)

∫

Ω

T ij
m [v]ηiηjdx. (4.3)

Здесь мы используем ещё тождество (2.8).
Заметим теперь, что v = (1 − t)u + tw ∈ K̄m при всех t ∈ [0; 1] в условиях теоремы

4.1. Поэтому для v имеется неравенство (3.9) и, как следствие,

(
∫

Ω

T ij
m [v]viηjdx

)2

≤

∫

Ω

T ij
m [v]vivjdx

∫

Ω

T ij
m [v]ηiηjdx. (4.4)

Легко убедиться, что равенства (4.2), (4.3) вместе с (4.4) приводят к неравенству h′′(t) ≥
0, t ∈ [0; 1], что гарантирует справедливость (iii).

Теорема 4.1 позволяет ожидать, что в конусах K
0
m имеются свои теоремы вложения.

Построению этой теории посвящены работы [33], [31], [16] и др. Как известно, базой
теорем вложения является вывод соответствующих неравенств. Приведём два примера.

В качестве первого выберем следующий частный случай неравенств теоремы 5.2 из
публикации [33].

||u||Lm+1 ≤ c0||u||K0
m
, m = 1, ..., n. (4.5)

Для доказательства этой теоремы в цитируемой статье построен нелинейный аналог
теории критического показателя для полулинейных уравнений. При этом, найдено точ-
ное значение постоянной c0. Именно, c0 = λ−1

1 , где λ1 – единственное положительное
"собственное число"задачи

Tm[u] + λu = 0, u ∈ K
0
m(Ω̄).

Заметим, что при m = n неравенство (4.5) было выведено в статье Н.В.Крылова [22], а
также, повидимому независимо, в публикации [15].
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Второй пример – аналог неравенства Пуанкаре, найденный в статье [31]:

||u||K0
l
≤ ||u||K0

m
, 0 ≤ l < m, m = 1, ..., n. (4.6)

Для того, чтобы на основе (4.5), (4.6) говорить о теоремах вложения, небходимо пра-
вильно пополнить конусы K

0
m функциями с более слабыми дифференциальными свой-

ствами. Эта сложная проблема исследуется в серии статей [29], [30], [32].
Покажем, что и для функционалов µm[u] имеется аналог теоремы 4.1.

Теорема 4.2. Пусть u, w – произвольные функции из конуса (4.1). Тогда для всех
m = 2, ..., n справедливы соотношения:

(i) если µ
1
m
m [u] = 0, то u ≡ 0;

(ii) µ
1
m
m [tu] = tµ

1
m
m [u], для t > 0;

(iii) µ
1
m
m [u+ w] ≤ µ

1
m
m [u] + µ

1
m
m [w].

Доказательство. Соотношения (i), (ii) очевидны. Для доказательства (iii), отметим
сначала, что согласно лемме 2.6 поверхности уровня m-допустимых функций (m− 1)-
выпуклы и, кроме того, в условиях теоремы справедливо равенство |vx| = −vn, v =
u + tη, η = w − u, 0 ≤ t ≤ 1, где n - внутренняя к ∂Ω нормаль. Имея ввиду тождество
(2.13) из леммы 2.2, представим µm[v] в форме:

µm[v] =

∫

Ω

Tm[v]dx = −
1

m

∫

∂Ω

T ij
m [v]vi(n, ej)ds = −

1

m

∫

∂Ω

|vx|
m
km−1ds. (4.7)

Дифференцируем:

d

dt
µm[v] = −

∫

∂Ω

|vx|
m−1ηnkm−1ds,

d2

dt2
µm[v] = (m− 1)

∫

∂Ω

|vx|
m−2η2nkm−1ds. (4.8)

Обозначим ĥ(t) = µ
1
m [v]. Прямое вычисление показывает, что равенства (4.7), (4.8), а

также соответствующий аналог неравенства (4.4), приводят к неравенству ĥ′′(t) ≥ 0 и
поэтому выполнено соотношение (iii).

5. Свойства функционалов Im[u], µm[u] в конусе Km

В отличие от классического подхода, здесь и далее мы будем варьировать функциона-
лы, не выходя из конуса m-допустимых функций. Именно, пусть u, w – произвольные
m-допустимые в Ω̄ функции. Положим v = u+tη, η = w−u, t ∈ [0; 1]. В силу выпуклости
Km, функции v = v(t) m-допустимы при всех t. Что касается η, мы можем гаранти-
ровать лишь η = 0, x ∈ ∂Ω, рассматривая совпадающие на границе области функции
u, w. Именно такие функции мы и будем рассматривать далее, фиксируя функцию
Φ ∈ C4(Ω̄) и обозначая

K
Φ(Ω̄) := {u ∈ Km(Ω̄), u|∂Ω = Φ}. (5.1)

Обозначим ещё Ωr = {x ∈ Ω : dist{x; ∂Ω} > r, 0 < r << 1}.
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Теорема 5.1. Пусть u,w ∈ K
Φ
m(Ω̄). Предположим, что найдётся число r > 0 такое,

что w ≥ u для всех x ∈ Ω\Ωr. Тогда справедливы неравенства

µp[w] ≤ µp[u], p = 1, ...,m. (5.2)

Если же u ≤ w в Ω и Φ ≤ 0 на ∂Ω, то вместе с (5.2) имеются неравенства

Ip[w] ≤ Ip[u], p = 1, ...,m. (5.3)

Доказательство. Положим v = u + tη, η = w − u и покажем, что в условиях теоремы
dµp[v]/dt ≤ 0, что гарантирует справедливость (5.2). Действительно,

d

dt
µp[v] = −

∫

Ω

T ij
p [v]ηiηjdx−

∫

∂Ω

T nn
p [v]ηnds ≤ 0. (5.4)

Здесь использованы условие эллиптичности (3.6) и представление (2.12) из леммы 2.2.
Обратимся к доказательству неравенств (5.3). Вычисляем, учитывая (3.6), (2.12),

d

dt
Ip[v] = −

∫

Ω

(ηTp[v] + vT ij
p [v]ηij)dx = −(p+ 1)

∫

Ω

ηTp[v]dx +

∫

∂Ω

ΦT nn
p [v]ηnds ≤ 0,

что и завершает доказательство теоремы 5.1.

В статье [30] реализуется иной подход к доказательству неравенства (5.2), лемма
2.1. Что касается неравенства (5.3), в [30], лемма 5.2, утверждается его справедливость
для произвольных значений функции Φ на ∂Ω, что, вообще говоря, неверно.

Очевидно, что в условиях теоремы 5.1

min
K̄Φ

m(Ω)
µm[u] = min

K̄Φ
m(Ω)

Im[u] = 0. (5.5)

и в теореме 1.1 с fm ≡ 0 приведены достаточные условия существования и единствен-
ности минимайзера в конусе (5.1). В частности, требуется (m− 1)-выпуклость границы
области (см.определение 2.5). Согласно лемме 2.6 поверхности уровня m-допустимых
функций (m− 1)-выпуклы, и поэтому это условие необходимо, если Φ = const.

Рассмотрим теперь задачу минимизации функционалов Im[u; f ] в K
0
m (см. (3.5)).

Теорема 5.2. Пусть f ∈ C4(Ω̄), f ≥ δ > 0, ∂Ω – (m − 1)-выпуклая поверхность
класса C4. Тогда существует единственная функция u ∈ K

0
m(Ω̄), такая, что для всех

w ∈ K
0
m(Ω̄) справедливо неравенство

Im[w; f ] > m

∫

Ω

uTm[u]dx = −mIm[u] = inf
K0

m(Ω̄)
Im[w; f ], w 6= u, (5.6)

причём при w = u достигается равенство.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 4.2, положим v = u+ tη, t ∈ [0; 1],
w – произвольная функция из K

0
m(Ω). Равенство (4.2) на этот раз представим в виде

d

dt
Im[v; f ](t) = −(m+ 1)

∫

Ω

η(Tm[v]− f)dx. (5.7)
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В качестве u выберем единственное в K
0
m решение уравнения (1.1) c fm = f . Для

функции Im[v; f ](t) выполнено тождество (4.3), что вместе с (5.7) приводит к

Im[v; f ](t) = Im[u; f ] +
m+ 1

2
t2
∫

Ω

T ij
m [v̂]ηiηjdx, v̂ = u+ t̂η, t̂ ∈ (0; 1). (5.8)

Заметим, что Im[u; f ] = −mIm[u; 0] = −Im[u]. Поэтому, в силу эллиптичности опера-
торов Tm в конусе Km из (2.14) и выпуклости последнего, равенство (5.8) гарантирует
справедливость (5.6).

В классическом вариационном исчислении важную роль играют минимизирующие
последовательности. Однако, в теореме 5.2 мы имеем дело с отрицательными миниму-
мами функционалов, и в этом контексте правильно говорить о последовательностях

{uk}∞1 = {uk ∈ K
0
m, |Im[uk]| ≥ |Im[uk+1]|, k ∈ N}. (5.9)

Источником последовательностей (5.9) для функционалов Im[u; f ] являются решения
уравнения (1.1). Например, пусть f ≥ 0. Положим fk = f+δk, где δk > 0, limk→∞ δk = 0
и построим последовательность (5.9) как последовательность решений уравнения (1.1)
c правой частью fk, k ∈ N . Мы доказали, что теорема 5.2 верна, быть может с потерей
равенства, и для f ≥ 0.

Отметим, наконец, что для операторов Tm в конусе (4.1) справедливо свойство "ин-
тегральной"монотонности в следующем смысле.

Следствие 5.3. Для любых w, u ∈ K
0(Ω̄) выполнено неравенство

∫

Ω

(w − u)(Tm[w]− Tm[u])dx ≤ 0, (5.10)

причём равенство достигается лишь при w = u.

Действительно, для f = Tm[u] неравенство (5.6) равносильно следующему:

−

∫

Ω

w(Tm[w]− (m+ 1)Tm[u])dx > m

∫

Ω

uTm[u]dx. (5.11)

Очевидно, что соотношение (5.11) останется справедливым, если в нём поменять ме-
стами w и u. Назовём новое неравенство инверсией (5.11). Складывая (5.11) с его ин-
версией, получаем (5.10).

6. Свойства фукционала Jm[u] в конусе Km(Ω)

Функционалы {Jp}
n
1 из (3.1) впервые были рассмотрены в работе [7] как естественные

аналоги интеграла Дирихле, m = 1, в конусах Kp. Между ними и функционалами
предыдущего параграфа имеется естественная связь. Именно, справедлива

Лемма 6.1. Для любой функции v ∈ C2(Ω̄) справедливо тождество

Jm[v] =
2m

m+ 1
Im[v]−

1

m+ 1

∫

∂Ω

(2vT ni
m [v] + v2xT

ni
m−1[v])vids. (6.1)

14



Для доказательства равенства (6.1) надо проинтегрировать по частям в Jm[v] и
воспользоваться тождествами (2.4), (2.5), а также леммой 2.2.

Приведём два частных случая тождества (6.1). Пустьm = n+1. Поскольку Tn+1[v] ≡
0, имеем следующую версию (6.1):

Jn+1[v] =

∫

Ω

v2x det vxxdx = −
1

n+ 2

∫

∂Ω

v2xT
ni
n [v]vids. (6.2)

Напомним, что мы всегда под дифференцированием по n в граничных точках понимаем
дифференцирование по внутренней к ∂Ω нормали.

Пусть теперь v|∂Ω = 0. Тогда из леммы 2.2 и равенства (6.1) следует, что

Jm[v] =
2m

m+ 1
Im[v]−

1

m+ 1

∫

∂Ω

v2x(−vn)
m−1

km−2[∂Ω]ds, m = 1, ..., n+ 1. (6.3)

Ввиду (6.2), соотношение (6.3) выглядит особенно просто при m = n+ 1. Именно, для
любой функции u ∈ C2

0 (Ω̄) имеется тождество:
∫

Ω

u2
x(1 + u2

x)
n+2

2 G[Γ]dx =
1

n+ 2

∫

∂Ω

|ux|
2(−un)

n
G[∂Ω]ds. (6.4)

Здесь Γ = Γ[u] – график функции u, символом G обозначена гауссова кривизна
соответствующей поверхности.

Обратимся к функциям из K
0
m(Ω̄).

Лемма 6.2. Для функций v ∈ K
0
m(Ω̄) справедливо тождество

Jm[v] =
2m

m+ 1
Im[v] +

1

m+ 1

∫

∂Ω

|vx|
m+1

km−2[∂Ω]ds, m = 1, ..., n+ 1. (6.5)

Действительно, из свойств m-допустимых функций, равных нулю на ∂Ω, следует,
что на ∂Ω выполнено равенство −vn = |vx|, и соотношение (6.3) принимает вид (6.5)
(см. лемму 2.2).

Лемма 6.2 позволяет сравнить функционалы Im, Jm в конусе (4.1). В самом деле,
поверхности уровня m-допустимых функций с необходимостью (m − 1)-выпуклы и, в
частности, km−2[∂Ω] > 0 (см., определение 2.5, лемму 2.6). Тем самым (6.5) гарантирует
справедливость неравенства (m+ 1)Jm[v] > 2mIm[v], если v 6= 0.

В качестве возможных приложений приведём одно простое следствие неравенства
Ванга (4.5) и тождества (6.5).

Теорема 6.3. Для функций v ∈ K
0
m(Ω̄), m = 1, ..., n справедливо неравенство

2m

C
||v||m+1

Lm+1(Ω) +

∫

∂Ω

|vx|
m+1

km−2[∂Ω]ds ≤ (m+ 1)

∫

Ω

|vx|
2trm−1vxxdx. (6.6)

Заметим, что неравенство (6.6) может быть усилено в соответствии с теоремой 5.2
из [33]. Например, для 2m > n вместо ||v||m+1

Lm+1(Ω) в левой части (6.6) можно взять

supΩ |v|m+1 с большей постоянной C = C(n,m,Ω) > 0. Отметим ещё, что для m = n+1
неравенство (4.5) не работает и в этом случае вместо (6.6) мы получим для выпуклых
функций, равных нулю на ∂Ω, соответствующую версию тождества (6.4).

Используя вариационный подход, покажем, что функционалы Jm монотонны в Km

в смысле следующего предложения.
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Теорема 6.4. Пусть u,w ∈ Km(Ω̄). Предположим, что выполнены условия

w|∂Ω = u|∂Ω, w(x) ≤ u(x), x ∈ Ω. (6.7)

Тогда
Jp[w] ≥ Jp[u], p = 1, ...,m. (6.8)

Доказательство. Положим v = u + tη, t ∈ [0; 1], η = w − u. Первое из условий (6.7)
даёт η = 0 на ∂Ω и тождества (2.4), (2.5) вместе с леммой 2.2 приводят к равенству

d

dt
Jm[v](t) = −2m

∫

Ω

ηTm[v]dx −

∫

∂Ω

ηnv
2
xT

nn
m−1[v]ds. (6.9)

Поскольку из условий (6.7) следует, что η ≤ 0 в Ω , а ηn ≤ 0 на ∂Ω, производная (6.9)
неотрицательна для всех t ∈ [0; 1], и поэтому выполнено неравенство (6.8).

В отличие от тривиального равенства (5.5), inf
K

φ
m
Jm[v] > 0, если φ 6= 0, вообще

говоря. Более того, в теореме 1.1 приведены достаточные условия существования абсо-
лютного в конусе (5.1) минимайзера функционала Jm. Именно, справедлива

Теорема 6.5. Предположим, что ∂Ω – (m − 1)-выпуклая поверхность класса C4,
φ ∈ C4(∂Ω), φ 6= 0. Тогда существует единственная функция um ∈ K̄

φ
m(Ω̄) такая, что

inf
K

φ
m(Ω̄)

Jm[v] = Jm[um] > 0, m = 1, ..., n. (6.10)

При этом um ∈ C1,1(Ω̄).

Действительно, в рассматриваемом случае выполнены условия теоремы 1.1 с fm ≡ 0.
С другой стороны, из теоремы сравнения для m-допустимых функций следует, что
какова бы ни была v ∈ K

φ
m(Ω̄), выполняется v−um ≤ 0 в Ω и мы находимся в условиях

теоремы 6.4.
Заметим, что в (6.10) нельзя расширить диапазон m, поскольку очевидным образом

Jn+1[u
n] ≡ 0.
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