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Î-ôðåéìû äëÿ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõïðîñòðàíñâàõÎëåã ÐåéíîâÂ ðàáîòå ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå Î-ôðåìà äëÿ îïåðàòîðà â áàíàõîâûõ ïðîñò-ðàíñòâàõ. Èññëåäîâàíû îãðàíè÷åííî ïîëíûå è íàòÿãèâàþùèå Î-ôðåéìû. Ïîêàçàíî,÷òî îïåðàòîð èìååò Î-ôðåéì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1) îí ôàêòîðèçóåòñÿ÷åðåç ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì, è, åñëè îí äåéñòâóåò èç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,òî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2) îí îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé àïïðî-êñèìàöèè. Ñðåäè ïðî÷åãî, àíàëîãè÷íûé ôàêò óñòàíîâëåí äëÿ ââåäåííûõ çäåñüæå ÁÎ-ôðåéìîâ (áåçóñëîâíûõ îïåðàòîðíûõ ôðåéìîâ).Òàêæå, íàïðèìåð, óñòàíîâëåíî, ÷òî âñÿêèé îïåðàòîð èìåþùèé îãðàíè÷åííîïîëíûé è íàòÿãèâàþùèé Î-ôðåéì, ñëàáî êîìïàêòåí. Ïðèâåäåíû è äðóãèåïðèìåíåíèÿ. Îäíî èç íèõ: äàí îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ìàðèè Ñêîïèíîéî ñóùåñòâîâàíèè â L1(0, 1) áåçóñëîâíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèÿ.�1. Î-ôðåéìûÌû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëðãèþ òåîðèè îïåðàòîðîââ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [2]).Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü T ∈ L(X,W ), (x′

k)
∞
k=1 ⊂ X∗, (wk)

∞
k=1 ⊂ W. Ìûãîâîðèì, ÷òî F := ((x′

k)
∞
k=1, (wk)

∞
k=1) åñòü Î-ôðåéì äëÿ T, åñëè äëÿ êàæäîãî

x ∈ X ðÿä ∑∞
k=1〈x

′
k, x〉wk ñõîäèòñÿ â W è

Tx =

∞∑

k=1

〈x′
k, x〉wk, x ∈ X.Åñëè ñóùåñòâóåò Î-ôðåéì äëÿ T, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî T èìååò Î-ôðåéì.Ïðèìåðû, 1) Ïóñòü ∆ : l∞ → l1 � äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð ñ äèàãîíàëüþ

(δk) ∈ l1. Òîãäà ∆x =
∑

〈ek, x〉ek, ãäå (ek) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõâåêòîðîâ â lp (â íàøåì ñëó÷àå, â l1), x = (xk) ∈ l∞.2) Åñëè â X åñòü áàçèñ Øàóäåðà (fk)
∞
k=1, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì: x =∑∞

k=1〈f
′
k, x〉fk, ãäå (f ′

k) � áèîðòîãîíàëüíàÿ ê (fk) ñèñòåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿëþáîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà W è êàæäîãî îïåðàòîðà T : X → W

Tx =
∞∑

k=1

〈f ′
k, x〉Tfk, x ∈ X.AMS Subject Classi�cation 2010: 46B28 Spaces of operators; tensor products; approximationproperties.Key words: 46B28 Approximation of operators; bounded approximation property.1



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 23) ÅñëèW èìååò áàçèñØàóäåðà, íàïðèìåð, (wk) ñ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé
(w′

k), òî âñÿêèé ýëåìåíò w ∈ W ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä w =
∑∞

k=1〈w
′
k, w〉wk è äëÿ

x ∈ X è T : X → W ïîëó÷àåì: 〈Tx, w′
k〉 = 〈x, T ∗w′

k〉 è, ñëåäîâàòåëüíî, Tx =∑∞
k=1〈T

∗w′
k, x〉wk. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâî W ñåïàðàáåëüíî,à ïðîñòðàíñòâî X íå îáÿçàíî áûòü ñåïàðàáåëüíûì.4) Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ñåïàðàáåëüíî è îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîéàïïðîêñìàöèè, òî îíî äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

X0 ñ áàçèñîì [3]. Ïóñòü P : X0 → X � íåïðåðûâíûé ïðîåêòîîð è ((x′
k), (xk))� áàçèñ äëÿ X0 (ò.å., ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåüà). Òîãäà äëÿ

x0 ∈ X0 ìû èìååì ðàçëîæåíèå x0 =
∑∞

k=1〈x
′
k, x0〉xk è, åñëè x ∈ X è x = Px0, òî

x =
∑∞

k=1〈x
′
k, x0〉Pxk. Íî x ∈ X ⊂ X0; ñëåäîâàòåëüíî, x = Px è

x =

∞∑

k=1

〈x′
k, x〉xk = P (x) =

∞∑

k=1

〈x′
k, x〉Pxk.Òåïåðü, ëþáîé îïåðàòîð T ∈ L(X,W ) èìååò Î-ôðåéì ñ ðàçëîæåíèåì âèäà

Tx =

∞∑

k=1

〈x′
k|X , x〉TPxk.Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð ìîæíî ðàññìîòðåòü è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà W ñåïàðàáåëüíîè îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè.Ëåììà 1.1. Ïóñòü X, V, Z,W � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, T ∈ L(X,W ),

A ∈ L(W,V ), B ∈ L(Z,X). Åñëè îïåðàòîð T èìååò Î-ôðåéì, òî è îïåðàòîð
ATB : Z → V èìååò Î-ôðåéì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ((x′

k), (wk)) � Î-ôðåéì äëÿ T. Çàôèêñèðóåì z ∈ Z,è ïóñòü x = Bz. Òîãäà Tx =
∑

〈x′
k, x〉wk, ATx =

∑
〈x′

k, x〉Awk è ATBz = ATx =∑
〈x′

k, Bz〉Awk =
∑

〈B∗x′
k, z〉Awk. Òàêèì îáðàçîì, ((B∗x′

k), (Awk)) åñòü Î-ôðåéìäëÿ îïåðàòîðà ATB.Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè îïåðàòîð T ∈ L(X,W ) ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâîïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì Øàóäåðà, òî îí èìååò Î-ôðåéì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì ëåììó 1.1 è ïðèìåðû 2�3.Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè îïåðàòîð T ∈ L(X,W ) ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâîïðîñòðàíñòâî ñî ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè, òî îí èìååò Î-ôðåéì.È åùå îäíî ñâîéñòâî Î-ôðåéìîâ:Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü F := ((x′
k), (wk)) åñòü Î-ôðåéì äëÿ T ∈ L(X.W ).Òîãäà äóàëüíàÿ ñèñòåìà Fd := ((wk), (x
′
k)) åñòü w∗-ñëàáûé Î-ôðåéì äëÿ T ∗, òîåñòü

T ∗w′ = w∗- lim
N

N∑

k=1

〈w′, wk〉x
′
k, w′ ∈ W ∗.



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 3Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ w′ ∈ W ∗ è x ∈ X èìååì:
〈Tx, w′〉 = 〈

∞∑

k=1

〈x′
k, x〉wk, w

′〉 = 〈

∞∑

k=1

〈w′, wk〉x
′
k, x〉,îòêóäà T ∗w′ = w∗- limN

∑N

k=1 x
′
k〈w

′, wk〉 (ïðåäåë â òîïîëîãèè σ(X∗, X)).Ïîêà ìû ðàññìîòðåëè ëèøü ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà Î-ôðåéìîâ. Íàìíîãîáîëåå ñåðüåçíûå ðåçóëüòàòû ïîÿâÿòñÿ íèæå.Â òåîðèè áàçèñîâ è ôðåéìîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÷àñòî âîçíèêàþòòåðìèíû "íàòÿãèâàþùèé", "îãðàíè÷åííî ïîëíûé" (ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). Ìûââîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ äëÿ îïåðàòîðíûõ ôðåéìîâ.Îïðåäåëåíèå 1.2. Î-ôðåéì ((x′
k), (wk)) äëÿ T íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî x′′ ∈ X∗∗ ðÿä ∑∞

k=1〈x
′′, x′

k〉wk ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
W. Îïðåäåëåíèå 1.3. Î-ôðåéì ((x′

k), (wk)) äëÿ T íàçûâàåòñÿ íàòÿãèâàþùèì,åñëè äëÿ ëþáîãî w′ ∈ W ∗ íîðìà ||
∑∞

k=n+1 x
′
k〈w

′, wk〉|| → 0 ïðè n → ∞.Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü F := ((x′
k), (wk)) åñòü Î-ôðåéì äëÿ T ∈ L(X.W ).Äóàëüíàÿ ñèñòåìà Fd := ((wk), (x

′
k)) åñòü Î-ôðåéì äëÿ T ∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà Î-ôðåéì F íàòÿãèâàþùèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Î-ôðåéì F ÿâëÿåòñÿ íàòÿãèâàþùèì, òî, âî-ïåðâûõ(ïðåäëîæåíèå 1.1), äëÿ w′ ∈ W ∗

T ∗w′ = w∗- lim
N

N∑

k=1

〈w′, wk〉x
′
kè, âî-âòîðûõ,

||

∞∑

k=n+1

x′
k〈w

′, wk〉|| → 0, ïðè n → ∞.Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ∑∞
k=1〈w

′, wk〉x
′
k ñõîäèòñÿ â X∗, ïðè÷åì ê T ∗w′.Îáðàòíî, åñëè ðÿä∑∞

k=1〈w
′, wk〉x

′
k ñõîäèòñÿ ê x0 âX∗, òî, ïî òîìó æå ïðåäëîæåíèþ1.1, îí ñõîäèòñÿ ê T ∗w′. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê ýòîãî ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â

X∗, òî åñòü, Î-ôðåéì F íàòÿãèâàþùèé.Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü F := ((x′
k), (wk)) åñòü Î-ôðåéì äëÿ T ∈ L(X.W ).Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) Î-ôðåéì F îãðàíè÷åííî ïîëíûé;
2) äëÿ êàæäîãî x′′ ∈ X∗∗ èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõñóìì (

∑N

k=1〈x
′′, x′

k〉wk)
∞
N=1 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà∑∞

k=1〈x
′′, x′

k〉wk â ïðîñòðàíñòâå
W. Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2) î÷åâèäíà.

2) ⇒ 1). Ïóñòü x′′ ∈ X∗∗. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∑∞
k=1〈x

′′, x′
k〉wk ñõîäèòñÿ â

W.



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 4Äëÿ ëþáûõ w′ ∈ W ∗ è x ∈ X èìååì:
lim

N→∞
〈

N∑

k=1

〈w′, wk〉x
′
k, x〉 = lim

N→∞
〈w′,

N∑

k=1

wk〈x
′
k, x〉〉 = 〈w′, Tx〉.Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (∑N

k=1〈w
′, wk〉x

′
k)

∞
N=1 îãðàíè÷åíà âX∗.Ïîýòîìó,äëÿ w′ ∈ W ∗ è x′′ ∈ X∗∗ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
N∑

k=1

〈w′, wk〉〈x
′′, x′

k〉)
∞
N=1îãðàíè÷åíà, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (∑N

k=1wk〈x
′′, x′

k〉)
∞
N=1 ÿâëÿåòñÿ σ(W,W ∗)-îãðàíè÷åííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñèëüíî îãðàíè÷åíà â W. Ïî óñëîâèþ 2), ðÿä∑∞

k=1〈x
′′, x′

k〉wk ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå W, ò.å. íàø Î-ôðåéì F � îãðàíè÷åííîïîëíûé.Ïðèìåíÿÿ îáà ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì îäèí èç îñíîâíûõ ôàêòîâ äàííîãîðàçäåëà:Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü F := ((x′
k), (wk)) åñòü Î-ôðåéì äëÿ T ∈ L(X.W ). Åñëèýòîò Î-ôðåéì F îãðàíè÷åííî ïîëíûé è íàòÿãèâàþùèé, òî îïåðàòîð T ñëàáîêîìïàêòåí.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F íàòÿãèâàþùèé, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2 Fd åñòüÎ-ôðåéì äëÿ T ∗, ò.å. äëÿ ëþáîãî w′ ∈ W ∗

T ∗w′ =
∞∑

k=1

〈w′, wk〉x
′
k.Ïîýòîìó, äëÿ x′′ ∈ X∗∗

〈T ∗w′, x′′〉 =

∞∑

k=1

〈w′, wk〉〈x
′′, x′

k〉 = lim
N

〈w′,

N∑

k=1

〈x′′, x′
k〉wk〉,èëè

〈w′, T ∗∗x′′〉 = lim
N
〈w′,

N∑

k=1

〈x′′, x′
k〉wk〉.Òàê êàê F åñòü îãðàíè÷åííî ïîëíûé Î-ôðåéì, òî ðÿä ∑∞

k=1〈x
′′, x′

k〉wk ñõîäèòñÿâ W, ïóñòü, íàïðèìåð, ê ýëåìåíòó w0 ∈ W. Ñëåäîâàòåëüíî,
〈w′, T ∗∗x′′〉 = 〈w′,

∞∑

k=1

〈x′′, x′
k〉wk〉. w′ ∈ W ∗.Èëè: 〈T ∗∗x′′, w′〉 = 〈w′, w0〉 äëÿ âñÿêîãî w′ ∈ W ∗. Òàêèì îáðàçîì, T ∗∗x′′ = w0 è,â ÷àñòíîñòè, T ∗∗x′′ ∈ W, òî åñòü, åñëè x′′ ∈ X∗∗, òî T ∗∗x′′ ∈ W è, ñëåäîâàòåëüíî,îïåðàòîð T ñëàáî êîìïàêòåí.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ïåðâàÿ èç òåîðåì, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ââåäåííîå íàìèïîíÿòèå Î-ôðåéìà è ïîíÿòèå ñâîéñòâà BAP (îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè) äëÿîïåðàòîðîâ (ïîäðîáíåé î BAP ñì. íèæå).Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü T ∈ L(X,W ). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 5
1) T èìååò Î-ôðåéì;
2) îïåðàòîð T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì Øà-óäåðà;
3) îïåðàòîð T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé ñ áàçèñîì Øàóäåðà;Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî èç 1) âûòåêàåò 3). Ïóñòüîïåðàòîð T èìååò Î-ôðåéì F := ((x′

k), (wk)). Ìû ìîæåì (è áóäåì) ñ÷èòàòü,÷òî wk 6= 0 äëÿ êàæäîãî k. Òàê êàê ðÿä ∑∞
k=1〈x

′
k, x〉wk ñõîäèòñÿ (ê Tx) äëÿêàæäîãî x ∈ X, òî íîðìû îïåðàòîðîâ ∑N

k=1 x
′
k ⊗ wk (ðàâíîìåðíî) îãðàíè÷åíû(íàïðèìåð, êîíñòàíòîé K > 0).Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

t := {a = (ak)
∞
k=1 : ðÿä ∞∑

k=1

akwk ñõîäèòñÿ â W},è ïóñòü ek � k-é åäèíè÷íûé âåêòîð â t (ò.å., (ek)s = 0 ïðè k 6= s è (ek)k = 1).Ïîëîæèì
|||a|||t := sup

N

||
N∑

k=1

akwk|| (≥ lim
N

||
N∑

k=1

akwk||).Òàê êàê äëÿ ôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a1, a2, . . . , aN+s, 0, 0, . . . )

|||

N∑

k=1

akek||| ≤ |||

N+s∑

k=1

akek|||è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ (ek)
∞
k=1 ïëîòíà â t, òî (ek) � ìîíîòîííûé áàçèñ(ñì. [2]) â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå t. Ïðè ýòîì, åñëè j : t → W � åñòåñòâåííîåîòîáðàæåíèå a 7→

∑∞
k=1 akwk, òî ||j|| ≤ 1 (ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ||| · ||| â t).Ïîëîæèì Ax := (〈x′
k, x〉)

∞
k=1; òàê êàê ðÿä ∑∞

k=1〈x
′
k, x〉wk ñõîäèòñÿ, òî Ax ∈ t.Äàëåå,

|||Ax|||t = sup
N

||
N∑

k=1

〈x′
k, x〉wk|| ≤ K ||x||, ∀ x ∈ X.Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A íåïðåðûâíî èç X â t, è T = jA : X →

t → W.3) âëå÷åò 2) � î÷åâèäíî, à óòâåðæäåíèå 1) âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) ïîñëåäñòâèþ 1.1.Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì Î-ôðåéìà, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü (è êðàòêî ðàññìîòðèì)ïîíÿòèå áåçóñëîâíîãî Î-ôðåéìà.Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü T ∈ L(X,W ), (x′
k)

∞
k=1 ⊂ X∗, (wk)

∞
k=1 ⊂ W. Ìûãîâîðèì, ÷òî F := ((x′

k)
∞
k=1, (wk)

∞
k=1) åñòü ÁÎ-ôðåéì äëÿ T, åñëè äëÿ êàæäîãî

x ∈ X ðÿä ∑∞
k=1〈x

′
k, x〉wk ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî â W è

Tx =

∞∑

k=1

〈x′
k, x〉wk, x ∈ X.Åñëè ñóùåñòâóåò ÁÎ-ôðåéì äëÿ T, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî T èìååò ÁÎ-ôðåéì.



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 6Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü T ∈ L(X,W ). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) T èìååò ÁÎ-ôðåéì;
2) îïåðàòîð T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áåçóñëîâíûìáàçèñîì;
3) îïåðàòîð T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòå-ëüíîñòåé ñ áåçóñëîâíûì áàçèñîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî èç 1) âûòåêàåò 3). Ïóñòüîïåðàòîð T èìååò ÁÎ-ôðåéì F := ((x′

k), (wk)).Ìû ìîæåì (è áóäåì) ñ÷èòàòü, ÷òî
wk 6= 0 äëÿ êàæäîãî k. Òàê êàê ðÿä ∑∞

k=1〈x
′
k, x〉wk áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ (ê Tx)äëÿ êàæäîãî x ∈ X, òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(·, ·) : X × l∞ → X, îïðåäåëåííàÿäëÿ x ∈ X è a ∈ l∞ ôîðìóëîé B(x, a) :=

∑∞
k=1 ak〈x

′
k, x〉wk, îãðàíè÷åíà.Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

u := {a = (ak)
∞
k=1 : ðÿä ∞∑

k=1

akwk áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â W},è ïóñòü ek � k-é åäèíè÷íûé âåêòîð â t (ò.å., (ek)s = 0 ïðè k 6= s è (ek)k = 1).Ïîëîæèì
|||a|||u := sup

||(bk)||l∞≤1

||
∞∑

k=1

bkakwk||.Òîãäà (ek) � áåçóñëîâíûé áàçèñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå u. Ïðè ýòîì, åñëè
j : u → W � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå a 7→

∑∞
k=1 akwk, òî ||j|| ≤ 1 (ïîîïðåäåëåíèþ íîðìû |||·||| â u).ÏîëîæèìAx := (〈x′

k, x〉)
∞
k=1; òàê êàê ðÿä∑∞

k=1〈x
′
k, x〉wkáåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî Ax ∈ t. Äàëåå,

|||Ax|||t = sup
||(bk)||l∞≤1

||

∞∑

k=1

bk〈x
′
k, x〉wk|| ≤ ||B|| ||x|| ∀ x ∈ X.Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A íåïðåðûâíî èç X â u, è T = jA : X →

u → W.Òî, ÷òî 3) âëå÷åò 2) è 2) âëå÷åò 1) � î÷åâèäíî.Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñëåäñòâèé ïîñëåäíåãî ôàêòà, ïðèâåäåì îòâåò íà âîïðîñÌàðèè Ñêîïèíîé (ïðèìåðíî òðåõ-ëåòíåé äàâíîñòè; òîãäà ÿ îòâåòèë íà âîïðîñ îñóùåñòâîâàíèè â L1 áåçóñëîâíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñîâåðøåííîäðóãèå ñîîáðàæåíèÿ):Ñëåäñòâèå 1.3. Ïðîñòðàíñòâî L1(0, 1) íå èìååò ñ÷åòíîé áåçóñëîâíîé ñèñòåìûïðåäñòàâëåíèÿ, òî åñòü, òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íå îáëàäàåòáåçóñëîâíûì ôðåéìîì.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü òåîðåìó À. Ïåë÷èíñêîãî (ñì.[2, p.24; 1.d.1]): ïðîñòðàíñòâî L1(0, 1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì áàíàõîâàïðîñòðàíñòâà ñ áåçóñëîâíûì áàçèñîì.Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ñâÿçàòü ïîíÿòèå Î-ôðåéìà ñî ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîéàïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ.�2. Îá îïåðàòîðàõ ñî ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 7Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü T ∈ L(X,W ), C ≥ 1. Ìû ãîâîðèì, ÷òî T èìååòñâîéñòâî C-BAP (ñâîéñòâî C-îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè), åñëè äëÿ âñÿêîãîêîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K èç X, äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîéêîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð R : X → W, ÷òî ||R|| ≤ C ||T || è supx∈K ||Rx−Tx|| ≤ ε.Îïåðàòîð T èìååò (ñâîéñòâî) BAP, åñëè îí èìååò ñâîéñòâî C-BAP äëÿ íåêîòîðîéïîñòîÿííîé C ∈ [1,∞).Ëåììà 2.1. T èìååò C-BAP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãîêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà (xk)
N
k=1 ⊂ X, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íî-ìåðíûé îïåðàòîð R : X → W, ÷òî ||R|| ≤ C||T || è sup1≤k≤N ||Rxk − Txk|| ≤ ε.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì (è áóäåì) ñ÷èòàòü, ÷òî ||T || = 1. Çàôèêñèðóåìêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ X è ε > 0. Ïóñòü ε0 := ε/(2 + C), (xk)

M
k=1 �

ε0-ñåòü äëÿ K â X, R ∈ X∗ ⊗ W, ||R|| ≤ C è sup1≤k≤M ||Rxk − Txk|| ≤ ε0.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé x ∈ K, è ïóñòü xk òàêîâ, ÷òî ||x − xk|| ≤ ε0. Òîãäà
||Tx−Rx|| ≤ ||x− xk||+ ||Txk −Rxk||+ ||Rxk − Rx|| ≤ ε0 + ε0 + Cε0 = ε.Ëåììà 2.2. Ïóñòü X,W � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî
X ñåïàðàáåëüíî, è T ∈ L(X,W ). T èìååò C-BAP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ql)

∞
l=1 êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ èç X â W,äëÿ êîòîðîé

1) ïðè ëþáîì x ∈ X ðÿä ∑∞
l=1Qlx ñõîäèòñÿ è

Tx =
∞∑

l=1

Qlx, x ∈ X ;

2) supN ||
∑N

l=1Ql|| ≤ C ||T ||.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X ñåïàðàáåëüíî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü (xk)
∞
1 , êîòîðàÿ ïëîòíà â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì øàðå B̄1(0) ïðîñòðàíñòâà

X. Ïðåäïîëîæèì, êàê è âûøå, ÷òî ||T || = 1 è T èìååò C-BAP, òî åñòü äëÿêàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F ⊂ X, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîéêîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð R : X → W, ÷òî ||R|| ≤ C è supf∈F ||Rf−Tf || ≤ ε. Äëÿêàæäîãî N, ïóñòü RN åñòü êîíå÷íìåðíûé îïåðàòîð èç X â W ñî ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:(i) ||RN || ≤ C è(ii) sup1≤n≤N ||RNxn − Txn|| ≤ 1/2N+1.Åñëè n ∈ N, òî äëÿ âñÿêîãî N ≥ n èìååì:
(iii) ||RNxn − Txn|| ≤

1

2N+1è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî xn

RNxn → Txnïðè N ñòðåìÿùåìñÿ ê ∞.Òåïåðü, çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî Cδ + δ < ε. Äëÿ
x ∈ B̄1(0), âîçüìåì òàêîé xn, ÷òî ||xn − x|| < δ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N0,÷òî ïðè N ≥ N0

||RNx− Tx|| ≤ ||RN || ||xn − x||+ ||RNxn − Txn||+ ||Txn − Tx|| ≤ Cδ + ||T ||δ < ε.



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 8Òàêèì îáðàçîì, åñëè x ∈ X, òî RNx → Tx ïðè N → +∞.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà â ÷àñòè "òîëüêî òîãäà" ìû ïðèìåíèì ëåììó:Ëåììà 2.3. Ïóñòü X,W � ïðîèçâîëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, C ≥ 1 è
T ∈ L(X,W ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî(*) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (SN)

∞
N=1 êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâèç X â W, ÷òî åñëè x ∈ X, òî SNx → Tx ïðè N → +∞ è ||SN || ≤ C||T || äëÿêàæäîãî N.Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ql)

∞
l=1 êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâèç X â W, ÷òî

1) äëÿ ëþáîãî x ∈ X ðÿä ∑∞
l=1Qlx ñõîäèòñÿ è

Tx =
∞∑

l=1

Qlx, x ∈ X ;

2) supN ||
∑N

l=1Ql|| ≤ C ||T ||.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñíîâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ||T || = 1. Ïîëîæèì Q1 :=
S1, Ql := Sl − Sl−1 äëÿ l > 1, òàê ÷òî
SN = S1 + (S2 − S1) + · · ·+ (SN−1 − SN−2) + (SN − SN−1) = Q1 +Q2 + · · ·+QN .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(1) Tx =

∞∑

l=1

Qlx ∀ x ∈ Xè
(2) sup

N

||
N∑

l=1

Ql|| = sup
N

||SN || ≤ C.×àñòü "òîãäà, êîãäà" äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãîóòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 2.4. Ïóñòü X,W � ïðîèçâîëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, C ≥ 1è T ∈ L(X,W ). Åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (RN )
∞
1 êîíå÷íîìåðíûõîïåðàòîðîâ èç X â W, ñõîäÿùàÿñÿ ïîòî÷å÷íî ê T è òàêàÿ. ÷òî ||RN || ≤ C||T ||äëÿ âñåõ N, òî T èìååò C-BAP.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü RNx → Tx äëÿ êàæäîãî x ∈ X(è ||RN || ≤ C||T ||). Çàôèêñèðóåì ε > 0 è êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ X.Ïîëîæèì ε0 := ε(||T || + 1 + C||T ||)−1. Âûáåðåì êîíå÷íóþ ε0-ñåòü F ⊂ X äëÿ

K è ðàññìîòðèì òàêîé îïåðàòîð RN0 , ÷òî supf∈F ||RN0f − Tf || ≤ ε0. Òîãäà, äëÿëþáîãî x ∈ K íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò f0 ∈ F, ÷òî ||f0−x|| ≤ ε0, è ìû ïîëó÷àåì:
||Tx−RN0x|| ≤ ||T || ε0 + ε0 + ||RN0 ||ε0 ≤ ε0(||T ||+ 1 + C||T ||) = ε.Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè X ñåïàðàáåëüíî è T ∈ L(X,W ), òî T èìååò C-BAPòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (RN)

∞
1 êîíå÷íîìåðíûõ



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 9îïåðàòîðîâ èç X â W, êîòîðàÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê îïåðàòîðó T è äëÿ êîòîðîé
||RN || ≤ C||T || äëÿ âñåõ N.Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè X ñåïàðàáåëüíî è T ∈ L(X,W ), òî T èìååò BAPòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõîïåðàòîðîâ èç X â W, ñõîäÿùàÿñÿ ê îïåðàòîðó T ïîòî÷å÷íî.�3. Ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè è Î-ôðåéìû.Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð â ñåïàðàáå-ëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé àïðîê-ñèìàöèè, èìååò Î-ôðåéì.Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, íî çàìåíèìíåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîéòåîðåìû 3.1 âîñõîäèò ê À. Ïåë÷èíñêîìó è íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íàèëó÷øèìâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé èç åãî âàæíîé ðàáî-òû [3].Ïóñòü X,W � ïðîèçâîëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, T ∈ L(X,W ) è Tîáëàäàåò ñâîéñòâîì (*) èç Ëåììû 2.3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Ql)

∞
l=1,ïîëó÷åííóþ â óòâåðæäåíèè Ëåììû 2.3, è ïîëîæèì Ap := Qp (p = 1, 2, . . . )è K := C(≥ 1), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ||T || = 1. Ñåé÷àñ ìû � â îáîçíà÷åíèÿõ(÷àñòè÷íî) ñòàòüè [3].Òåîðåìà 3.1. Åñëè T : X → W èìååò ñâîéñòâî (*), òî åñòü, åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (SN )

∞
N=1 êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ èç X â W, ÷òîäëÿ ëþáîãî x ∈ X SNx → Tx ïðè N → +∞ è ||SN || ≤ C||T || äëÿ êàæäîãî N,òî îïåðàòîð T èìååò Î-ôðåéì.Äîêàçàòåëüñòâî. Â âûøåïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ||T || =

1), èìååì:
Tx =

∞∑

p=1

Apx, ∀ x ∈ X ; Ap ∈ X∗ ⊗W, sup
n∈N

||

n∑

p=1

Ap|| ≤ K(çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ||An|| ≤ ||
∑n

p=1Ap −
∑n−1

p=1 Ap|| ≤ 2K). Ïóñòü
Ep = Ap(X) ⊂ W, mp := dimEp äëÿ p ≥ 1 è m0 = 0. Ìû áóäåì äåéñòâîâàòü êàêâ [3].Ïî ëåììå Àóýðáàõà, ñóùåñòâóþò òàêèå îäíîìåðíûå îïåðàòîðû B

(p)
j : Ep →

Ep, ÷òî ||B
(p)
j || = 1 äëÿ j = 1, 2, . . . , mp, è

mp∑

j=1

B
(p)
j (e) = e, e ∈ Ep.
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(p)
i :=

1

mp

B
(p)
j äëÿ i = rmp+j (ãäå r = 0, 1, . . . , mp−1; j = 1, 2, . . . , mp).Òîãäà, äëÿ e ∈ Ep

m2
p∑

i=1

C
(p)
i (e) = mp ·

mp∑

j=1

1

mp

B
(p)
j e =

mp∑

j=1

B
(p)
j e = e.Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî q ≥ 1, q ≤ m2

p è íåêîòîðûõ l < mp è k ≤ mp èìååì:
||

q∑

i=1

C
(p)
i || = ||

lmp∑

i=1

C
(p)
i +

lmp+k∑

lmp+1

C
(p)
i || ≤ l·

1

mp

||

mp∑

j=1

B
(p)
j ||+

1

mp

·||
k∑

j=1

B
(p)
j || ≤ 1+1 = 2.Òåïåðü, ïóñòü

Ãs := C
(p)
i Apäëÿ p ∈ N, i = 1, 2, . . . , m2

p è s = m2
0+m2

1+ · · ·+m2
p−1+ i. Îäíîìåðíûé îïåðàòîð

Ãs îòîáðàæàåò X â Ep ⊂ W ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ãs : X

Ap

→ Ep = Ap(X)
C

(p)
i→ Ep(⊂ W ).Òàê êàê äëÿ êàæäîãî n ∈ N, äëÿ íåêîòîðûõ k è r ≤ m2

k

n∑

s=1

Ãs =

k−1∑

p=1

m2
p∑

i=1

C
(p)
i Ap +

r∑

i=1

C
(k)
i Ak,òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

||
n∑

s=1

Ãs|| ≤ ||
k−1∑

p=1

Ap||+ ||
r∑

i=1

C
(k)
i Ak|| ≤ K + 2||Ak|| ≤ 5K.Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî x, x ∈ X, Akx → 0 ïðè k → ∞, òî:

lim
n→∞

n∑

s=1

Ãsx = lim
N→∞

N∑

p=1

Apx = Tx.Òàêèì îáðàçîì, ∑∞
s=1 Ãs(x) = Tx, ãäå Ãs ∈ X∗ ⊗ W � îäíîìåðíûé îïåðàòîðäëÿ ëþáîãî s, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T èìååò Î-ôðåéì.Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ ïîëó÷àåìâàæíåéøèå ñëåäñòâèÿ.Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ X è W è äëÿ ëþáîãîîïåðàòîðà T ∈ L(X,W ) ðàâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

(1) T èìååò Î-ôðåéì;
(2) îïåðàòîð T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé ñ áàçèñîì;
(3) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ èç X â W,ñõîäÿùàÿñÿ ê îïåðàòîðó T ïîòî÷å÷íî.



Î-ÔÐÅÉÌÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÂÀÕ 11Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, W �ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è T ∈ L(X,W ). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿýêâèâàëåíòíû:
(1) T èìååò Î-ôðåéì;
(2) T îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé àïïðîêñèìàöèè;
(3) îïåðàòîð T ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì Øàó-äåðà. References[1] P. Casazza, O. Christensen, D.T. Stoeva: Frame expansions in separable Banach spaces,J.Math.Anal.Appl., 307(2) (2005), 710-723.[2] J. Lindenstrauss, L. Tzafriri: Classical Banach spaces I: Sequence spaces, Berlin-Heidelberg-New York: Springer (1977).[3] A. Pe lczy�nski : Any separable Banach space with the bounded approximation property is acomplemented subspace of a Banach space with a basis, Studia Math., XL (1971), 239-243.St. Petersburg State University, Saint Petersburg, RUSSIA.E-mail address : orein51@mail.ru


