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Ñâîéñòâî Øóðà è äèôôåðåíöèðóåìîñòüÎëåã ÐåéíîâÀííîòàöèÿ. Ïðèâîäèòñÿ îáñóæäåíèå äâóõ ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ: 1) Áà-íàõîâî ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîìØóðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâñÿêàÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç R â X ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äèôôå-ðåíöèðóåìîé. 2) Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíî òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç R â Xèìååò ñëàáóþ ïðîèçâîäíóþ.1. Ëþáîïûòíûå (è äàæå èíîãäà íîâûå) òåîðåìû âîçíèêàþò âñëåäñòâèå, êàêÿ èõ íàçûâàþ, "brain misprints"â ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷ (åñëè îíè äåéñòâèòåëüíîòàêîâûå, à íå îøèáêè ïîñòàíîâùèêîâ ïðîáëåì, íàïðèìåð, ñòóäåíòàì). Îá îäíîéèç ïîäîáíîãî ðîäà îïå÷àòîê è î òîì ðåçóëüòàòå, ê êîòîðîìó îíà ïðèâåëà, õî÷åòñÿïîäåëèòüñÿ â ýòîé êîðîòêîé çàìåòêå.Íåäàâíî êî ìíå îáðàòèëñÿ ñòóäåíò ñ ïðîñüáîé î ïîìîùè ("èäåéíîé"; ÿ âïðèíöèïå íå ïðåäîñòàâëÿþ ñòóäåíòàì ðåøåíèå çàäà÷ â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ, õîòÿáûâàþò è ìàëîçíà÷èòåëüíûå èñêëþ÷åíèÿ) â äîêàçàòåëüñòâå îäíîãî óòâåðæäå-íèÿ, êîòîðîå (äîêàçàòåëüñòâî) áûëî íóæíî åìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷åãî-òî âðîäåäîïóñêà ê ýêçàìåíó. Âîò òàê áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ýòî óòâåðæäåíèå:
(∗) Ïóñòü X � áàíàõîâî (âåùåñòâåííîå) ïðîñòðàíñòâî è f � X-çíà÷íàÿôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿêàæäîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà l íà X âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

l(f(·)) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ R ñóùåñòâóåò ïðåäåë limτ→0 ||

f(t+ τ)− f(t)

τ
||.Êîíå÷íî, äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî â ïîäîá-íîãî ðîäà óòâåðæäåíèÿõ íå âîçíèêàåò ñîìíåíèé: âñÿêàÿ ñëàáî àíàëèòè÷åñêàÿ(â íåêîòîðîé îáëàñòè èç C) ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî àíàëèòè÷åñêîé (ñì., íà-ïðèìåð, [3 èëè 4, Theorem 3.10.1], [5 èëè 6, Òåîðåìà VI.4], à òàêæå Çàìå÷àíèå1 íèæå). Íî â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ íàäî áûòü ïî-îñòîðîæíåé. ïðèìåðîì ÷åìó ñëóæèò (êñòàòè, èñïîëüçóåìàÿ íèæå) ñëåäóþùàÿèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ:

ϕ(t) =







e
−

1

1− t2 , åñëè |t| < 1
0, åñëè |t| ≥ 1.AMS Subject Classi�cation 2010: 46G05 Derivatives.Key words: Ñâîéñòâî Øóðà; ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî; ñëàáàÿäèôôåðåíöèðóåìîñòü. 1



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ØÓÐÀ È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÜ 2Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå "òåîðåìà"(∗) î÷åíü ïîõîæà íà óòâåðæäåíèå îá ýêâè-âàëåíòíîñòè ïîíÿòèé ñëàáîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóå-ìîñòè X-çíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà R. Ïîñëåäíåå ñõîäñòâî íàâåëî íàñ íàñîîáðàæåíèÿ, ÷òî ôàêò (∗) åñòü ñîìíèòåëüíûé ôàêò, à òàêæå, ÷òî õîðîøî áûáûëî ïîñìîòðåòü âíèìàòåëüíåé è ïîíÿòü (åñëè, êîíå÷íî, (∗) íåâåðíî), êàêèåáàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè.Òî, ÷òî (∗) íåâåðíî, ïîëó÷èëîñü äîñòàòî÷íî áûñòðî è ïðîñòî. Äåéñòâèòåëü-íî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {−1,−1/2,−1/3, . . . ,−1/n, . . . } òî÷åê âå-ùåñòâåííîé ïðÿìîé è â ìàëîé îêðåñòíîñòè Un êàæäîé òî÷êè âèäà −1/n ïî-ñòðîèì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ϕn, àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèè ϕ,ðàññìîòðåííîé âûøå, íî íåñêîëüêî ñæàòóþ (è ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â òî÷êå
−1/n îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1). Â òî÷êå 0, ñïðàâà îò íåå è ñëåâà îò íîñèòåëåéâñåõ ôóíêöèé ϕn, òàêæå êàê è ìåæäó íîñèòåëÿìè ôóíêöèé ϕn è ϕn+1, îïðåäå-ëèì çíà÷åíèÿ íîâîé ôóíêöèè Φ (îíà ïîÿâèòñÿ áóêâàëüíî ÷åðåç ïàðó ñòðîê) êàêçíà÷åíèÿ, ðàâíûå íóëþ. Íàêîíåö, ñêëåèì âñå "ïîïàðíî äèçúþíêòíûå" ôóíê-öèè {ϕn} è "íóëåâûå êóñêè", ïîëó÷èâ, òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðóþ áåñêîíå÷íîäèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ Φ, çàäàííóþ íà âñåé ïðÿìîé. Ôóíêöèÿ f, äëÿ êî-òîðîé óòâåðæäåíèå (∗) íåâåðíî (ïðè t = 0) òåïåðü ñòðîèòñÿ òàê: ïóñòü X = c0,
(en)

∞

n=1 � ñåìåéñòâî åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â c0 è (χUn
)∞n=1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèåôóíêöèè îêðåñòíîñòåé Un, â êîòîðûõ (â îêðåñòíîñòÿõ) ëåæàò íîñèòåëè ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ f, f : R → c0, îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ t ∈ R êàê

f(t) =
∞
∑

n=1

2(−1)n+1 tΦ(t)χn(t) en.2. Ïóñòü t0 ∈ R, U := U(t0) � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè t0 è f : U → X� ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X.Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, åñëè äëÿ ëþáîãîôóíêöèîíàëà x′ ∈ X∗ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x′ ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîéòî÷êå. Åñëè ôóíêöèÿ f ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â t0 è ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
x0 ∈ X, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x′ ∈ X∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (x′ ◦ f)′(t0) = 〈x′, x0〉,òî ìû íàçûâàåì ýòîò ýëåìåíò x0 ñëàáîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå t0(îáîçíà÷åíèå: w-f ′(t0)).Ôóíêöèÿ f (ñèëüíî) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, åñëè â X ñóùåñòâóåò ïðå-äåë

lim
τ→0

f(t0 + τ)− f(t0)

τ
,è, â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ (ñèëüíîé) ïðîèçâîäíîéôóíêöèè f â òî÷êå t0 (îáîçíà÷åíèå: f ′(t0)). ßñíî, ÷òî(1) Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå t0 ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî äèôôå-ðåíöèðóåìîé, è ïðîèçâîäíàÿ f ′(t0) ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî åå ñëàáîéïðîèçâîäíîé.Ïðèìåð 1: Ïóñòü e0 ∈ X,ϕ ∈ C1(R) è f : R → X, f(t) := ϕ(t)e0. Â ýòîìñëó÷àå f ′(t) = ϕ′(t)e0.



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ØÓÐÀ È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÜ 3Ïóñòü f : U → X ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0. Äëÿ êàæäîãî ôóíê-öèîíàëà x′ ∈ X∗ ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ αx′ := (x′ ◦ f)′(t0) ∈ R. Òàêèì îá-ðàçîì, èìååì îòîáðàæåíèå l : X∗ → R, l : x′ 7→ αx′. Äëÿ âåùåñòâåííûõ a, bè äëÿ x′

1, x
′

2 ∈ X∗ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ [(ax′

1 + bx′

2) ◦ f ]′(t0) = a(x′

1 ◦
f)′(t0) + b(x′

2 ◦ f)
′(t0) = aαx′

1
+ bαx′

2
, ò. å. îòîáðàæåíèå l ëèíåéíî. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç xτ äðîáü f(t0 + τ)− f(t0)

τ
(ñ÷èòàÿ âåëè÷èíó τ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîé). Òîãäà

l(x′) = limτ→0〈x
′, xτ 〉 ∈ R. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (τn),ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà x′ ∈ X∗ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü (〈x′, xτn〉) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, è, ñëåäîâàòåëüíî,ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xτn) îãðàíè÷åíà ïî íîðìå, ñêàæåì, êîíñòàíòîé C > 0.(2) Åñëè f : U → X ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, τn → 0 è t0+ τn ∈ U,òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xτn), ãäå xτn :=

f(t0 + τn)− f(t0)

τn
, îãðàíè÷åíà ïî íîðìåêîíñòàíòîé C, çàâèñÿùåé òîëüêî îò f, t0, (τn).Îòñþäà: |αx′| = limn |〈x

′, xτn〉| ≤ C ||x′||, ò. å. |l(x′)| ≤ C ||x′||.Ïîýòîìó l ∈ X∗∗.(3) Åñëè ôóíêöèÿ f : U → X ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, òî ñó-ùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë x′′

0 ∈ X∗∗, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x′ ∈ X∗ èìååò ìåñòîðàâåíñòâî 〈x′′

0, x
′〉 = (x′ ◦ f)′(t0).Âîïðîñ: Êîãäà x′′

0 = l ∈ X?Îòâåò � íèæå (ñì. Òåîðåìó 2).Ïðèìåð 2 (Ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F : [0, 1] → c0, äëÿ êîòîðîéíå ñóùåñòâóåò w-f ′(0) â c0) : Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòðåçêîâ {[− 1
n
,− 1

n+1
]}∞n=1.Ïóñòü e1, e2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ (ñòàíäàðòíûé áà-çèñ) â c0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : [−1, 0) → c0 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

f(t) =



















äëÿ t ∈ [−1,−1
2
] ïîëîæèì f(t) := e1;äëÿ t ∈ [−1

2
,−1

3
] ïîëîæèì f(t) := e1 +

t+1/2
−1/3+1/2

e2;âîîáùå,äëÿ t ∈ [− 1
n
,− 1

n+1
] ïîëîæèì f(t) :=

∑n−1
k=1 ek +

t+1/n
−1/(n+1)+1/n

en.Òàê êàê αn(t) :=
t+ 1

n

− 1
n+1

+ 1
n

åñòü íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íàïðîìåæóòêå [− 1
n
,− 1

n+1
] è αn(−

1
n
) = 0, αn(−

1
n+1

) = 1, òî f(− 1
n
) = e1 + e2 + · · ·+

en−1, f(−
1

n+1
) = e1 + e2 + · · ·+ en−1 + en è

f(t) = e1 + e2 + · · ·+ en−1 + αn(t)en äëÿ t ∈

[

−
1

n
,−

1

n+ 1

]

.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [−1, 0). Åñëè β ∈ l1, òî äëÿ
t ∈ [− 1

n
,− 1

n+1
] èìååì

〈f(t), β〉 = β1 + β2 + · · ·+ βn−1 + αn(t)βn.



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ØÓÐÀ È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÜ 4Ïóñòü e := (1, 1, . . . , 1, . . . ) ∈ l∞, β ∈ l1. Çàôèêñèðóåì ε > 0, è ïóñòü
N := N(ε) òàêîâî, ÷òî ∑

∞

k=N |βk| < ε. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî c0 êàê ïîä-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà l∞, ïîëó÷àåì: åñëè t ∈ [− 1
N+1

, 0), òî äëÿ íåêîòîðîãî
n, n ≥ N,

|〈f(t)− e, β〉| = |0 + 0 + · · ·+ 0 + (αn(t)− 1)βn| ≤
∞
∑

k=n

|βk| < ε.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî f(t)− e w∗-ñëàáî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿê íóëþ ñëåâà, ò. å. f(t) →
t→0−

e = (1, 1, . . . ) ∈ l∞ â òîïîëîãèè σ(l∞, l1).Ïîëîæèì
F (t) =

{

tf(t), åñëè t ∈ [−1, 0),
0, åñëè t = 0.Ôóíêöèÿ F, îòîáðàæàþùàÿ ïðîìåæóòîê [0, 1] â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî c0,íåïðåðûâíà è

w∗- lim
t→0−

F (t)

t
= w∗- lim

t→0−
f(t) = e ∈ l∞ \ c0.Òàêèì îáðàçîì, F åñòü ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ c0-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, "ñëàáàÿïðîèçâîäíàÿ"êîòîðîé íå ëåæèò â c0.3. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñëàáî íåïðåðûâíàÌû èìååì, îäíàêî:(4) Åñëè f : U → X ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, òî îíà ñèëüíîíåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x′ ∈ X∗ è tn = t0+τn ∈ U, ïðè÷åì τn → 0. Ðàññìîòðèìïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xτn) èç óòâåðæäåíèÿ (2). Èìååì:

|x′ ◦ f(tn)− x′ ◦ f(t0)| = |x′(
f(t0 + τn)− f(t0)

τn
)| |τn| = |x′(xτn)| |τn| ≤ C ||x′|| |τn|,îòêóäà ñëåäóò, ÷òî

||f(tn)− f(t0)|| ≤ C |τn| →
n→∞

0.Çàìå÷àíèå 1: Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, t0 ∈ R, U := U(t0) � íåêîòîðàÿ îêðåñò-íîñòü òî÷êè t0 è f : U → X �ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
X. Ôóíêöèÿ f ñëàáîãî êëàññà C1 â U, åñëè íà U ôóíêöèÿ f ñëàáî íåïðåðûâíîäèôôåðåíöèðóåìà, ò. å. äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà x′ ∈ X∗ êîìïîçèöèÿ x′ ◦ fèìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà U. Ôóíêöèÿ f (ñèëüíîãî) êëàññà C1 â U,åñëè íà U ôóíêöèÿ f (ñèëüíî) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ò. å. f èìååòíåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà U. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèèñëàáîãî èëè ñèëüíîãî êëàññà Cn äëÿ n > 1. Ëåììà 2.1 èç [2] (ñ äîñòàòî÷íî ïðî-ñòûì äîêàçàòåëüñòâîì) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè n ≥ 1 è Ω � îáëàñòü â R èëè â
C. òî âñÿêàÿ X-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñëàáîãî êëàññà Cn+1 åñòü ôóíêöèÿ ñèëüíî-ãî êëàññà Cn. Îòñþäà, êñòàòè, ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå î ñëàáîàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ (ñì. íà÷àëî íàøåé çàìåòêè).



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ØÓÐÀ È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÜ 54. Â ýòîì ïîñëåäíåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì äâà ãëàâíûõ íàáëþäåíèÿ, ñäåëàí-íûå íàìè ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñà, ñ êîòîðîãî íà÷àëàñü ýòà çàìåòêà. Íàïîì-íèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì Øóðà, åñëè âñÿêàÿ ñëàáîñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ ñèëüíî (ò. å. ïîíîðìå è, åñòåñòâåííî, ê íóëþ; ñì., íàïðèìåð, [1], ñòð. 37).Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � (âåùåñòâåííîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è U � íåêî-òîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â R. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:1) Âñÿêàÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç R â X ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîäèôôåðåíöèðóåìîé íà âñåé ïðÿìîé.2) Åñëè f : U → X � ôóíêöèÿ, ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå, òî fñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå.3) Åñëè t0 ∈ R è X-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèòî÷êè t0 è ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå, òî îíà ñèëüíî äèôôåðåíöèðó-åìà â òî÷êå t0.4) Åñëè f � ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç R â X, òî äëÿ ëþáîéòî÷êè t ∈ R ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
h→0

||
f(t+ h)− f(t)

h
||.5) Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì Øóðà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè 5) ⇒ 3) ⇒ 2) ⇒ 1) ⇒ 4) î÷åâèäíû. Äîêà-æåì, ÷òî 4) âëå÷åò 5).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Øóðà, è ïóñòü

(xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ èç X, êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, íîíîðìû êîòîðûõ íå ìåíüøå åäèíèöû è îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé
C : C > ||xn|| ≥ 1 äëÿ âñåõ n ∈ N. Ðàçîáüåì èíòåðâàë (0, 1] íà ñ÷åòíîå ÷èñëîèíòåðâàëîâ âèäà ( 1

n+1
, 1
n
], n = 1, 2, . . . . Äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . ïîñòðîèì íàèíòåðâàëå In := ( 1

n+1
, 1
n
] áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ϕn (èñïîëü-çóÿ ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð ôóíêöèè ϕ), êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå â öåíòðå

tn := 2n+1
n(n+1)

èíòåðâàëà In è ðàâíà íóëþ íà ëåâîé è ïðàâîé òðåòè ýòîãî èíòåðâà-ëà In. Ïðîäîëæèâ ôóíêöèþ ϕn íà âñþ ïðÿìóþ òîæäåñòâåííûì íóëåì, ïîëó÷èì
C∞-ôóíêöèþ ϕn (ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå) èç R â [0, 1], íîñèòåëü Jn êîòîðîé åñòüçàìêíóòûé öåíòðàëüíûé îòðåçîê èíòåðâàëà In, ðàçáèòîãî íà òðè ðàâíûõ ÷àñòè:

Jn :=

[

n+ 1/3

n(n + 1)
,
n+ 2/3

n(n + 1)

]

.Îïðåäåëèì, íàêîíåö, ôóíêöèþ f êàê X-çíà÷íóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ íà êàæäîìèç èíòåðâàëîâ In ôóíêöèè (2C)−1−(−1)n tϕn(t) xn è íóëþ íà îñòàëüíîé ÷àñòè ïðÿ-ìîé. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà âåëè÷èíû || f(t+h)−f(t)
h

|| â òî÷êå t = 0 ïðè h,ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó f(0+tn)−f(0)
tn

= (2C)−1−(−1)n xn è 1 ≤ ||xn|| < C.Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìîé â êàæ-äîé òî÷êå.Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � (âåùåñòâåííîå) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è U � íåêî-òîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ â R. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ØÓÐÀ È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÜ 61) Âñÿêàÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èç R â X èìååò ñëàáóþ ïðî-èçâîäíóþ â ëþáîé òî÷êå ïðÿìîé.2) Åñëè f : U → X � ôóíêöèÿ, ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå, òî ñóùå-ñòâóåò ñëàáàÿ ïðîèçâîäíàÿ w-f ′(0) (êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X).3) Åñëè t0 ∈ R è X-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè òî÷êè t0 è ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå, òî ñóùåñòâóåò ñëàáàÿïðîèçâîäíàÿ w-f ′(t0) (êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X).4) Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíî.Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî óòâåæäåíèÿ 1) � 3) ðàâíîñèëüíû ìåæäó ñîáîé èóòâåðæäåíèå 4) âëå÷åò, íàïðèìåð, 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íå ÿâ-ëÿåòñÿ ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûì, è ïóñòü (xn) � ñëàáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüÊîøè, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè σ(X∗∗, X∗) ê ýëåìåíòó x′′ èç X∗∗\X. Ìîæ-íî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ýëåìåíòû ïî ñâîèì íîðìàì íå ïðåâîñõîäÿòåäèíèöû.Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì óïðîñòèòü èçëîæåíèåäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïîëîæèì e := x′′(∈ X∗∗) è e1 := x1, e2 := x2 − x1, e3 :=
x3 − x2, . . . , en := xn − xn−1, . . . ; (n > 1). Òîãäà e1 + e2 + · · · + en = xn è ðÿä
∑

∞

n=1 en ñëàáî∗ ñõîäèòñÿ â X∗∗ ê e. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : [−1, 0) → X ïîôîðìóëàì, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì ôîðìóëàì èç Ïðèìåðà 2, ïîëàãàÿ f(t) = e1äëÿ t ∈ [−1,−1/2] è f(t) :=
∑n−1

k=1 ek + αn(t)en äëÿ t ∈ [− 1
n
,− 1

n+1
] (n > 1), ãäå

αn(t) :=
t+ 1

n

− 1
n+1

+ 1
n

. Çàôèêñèðóåì x′ ∈ X∗ è çàòåì ε > 0. Ïóñòü N := N(ε)òàêîâî, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ N èìååì
|〈x′, xn+1 − xn〉| <

ε

2
è |〈xn − e, x′〉| <

ε

2
.Åñëè t ∈ [− 1

N+1
, 0), òî äëÿ íåêîòîðîãî n, n ≥ N,

|〈f(t)− e, x′〉| = |〈
n

∑

k=1

ek + αn+1(t)en+1 − e, x′〉|

= |〈xn − e, x′〉+ 〈αn+1(t)(xn+1 − xn), x
′〉| ≤

ε

2
+

ε

2
αn+1(t) ≤ ε.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî f(t)− e w∗-ñëàáî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿê íóëþ ñëåâà, ò. å. f(t) →

t→0−
e ∈ X∗∗ â òîïîëîãèè σ(X∗∗, X∗).Ïîëîæèì

F (t) =







tf(t), åñëè t ∈ [−1, 0),
−tf(−t), åñëè t ∈ (0.1],
0, åñëè t = 0.Ôóíêöèÿ F, îòîáðàæàþùàÿ ïðîìåæóòîê [−1, 1] â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X,íåïðåðûâíà è

σ(X∗∗, X∗)- lim
t→0

F (t)

t
= σ(X∗∗, X∗)- lim

t→0
f(t) = e ∈ X∗∗ \X.
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