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Êâàçèñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ â ìåõàíèêå äâóõôàçîâûõ ñðåä.
Îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Íóëåâîé êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.

Äëÿ îäíîìåðíîé äâóõôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû â ðàìêàõ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîñòðî-
åíà ýâîëþöèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç.

§1. Ââåäåíèå.
(a) Ôóíêöèîíàëû ýíåðãèè. Â ìîäåëüíîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå çàäàäèì ïëîòíîñòè ýíåðãèè äåôîð-

ìàöèè êàæäîé èç ôàç äâóõôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû ðàâåíñòâîì

F±(z) = a±(z − c±)2, a±, c±, z ∈ R, a± > 0. (1.1)

Ïî ïëîòíîñòÿì ýíåðãèè (1.1) îïðåäåëèì âåëè÷èíû

Φ±(z) = F±(z)− zF±z (z) (1.2)

(çäåñü è äàëåå íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó àðãóìåíòó).
Ôóíêöèè Φ±(z) çàäàþò õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äëÿ êàæäîé èç ïëîòíîñòåé ýíåðãèè F±(z).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîìåðíàÿ äâóõôàçîâàÿ óïðóãàÿ ñðåäà çàíèìàåò îòðåçîê (0, l). Â êà÷åñòâå
äîïóñòèìûõ ïîëåé ñìåùåíèÿ âîçüì¼ì ïðîñòðàíñòâî

X =
◦

W 1
2(0, l). (1.3)

Òàêîé âûáîð îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ ñìåùåíèé.
Ðàñïðåäåëåíèå ôàç áóäåì çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ èçìåðèìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ(x), x ∈
(0, l). Íà íîñèòåëå ôóíêöèè χ ðàçìåñòèì ôàçó ñ èíäåêñîì +, à íà åãî äîïîëíåíèè�ôàçó ñ èíäåêñîì
−. Ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Z′:

Z′ = {χ ∈ L∞(0, l) : χ(x) = χ2(x) ïî÷òè âñþäó íà (0, l)}. (1.4)

Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâîì Z′ íàì ïîòðåáóåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâî

Z = Z′ ∩ BV(0, l), (1.5)

õàðàêòåðèçóþùååñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ χ ∈ Z (ïîñëå èñïðàâëåíèÿ å¼ íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû)
èìååò íà èíòåðâàëå (0, l) êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ S[χ], îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

S[χ] = sup
h∈C1

0 (0,l),|h|≤1

∫ l

0
χ(x)h′(x) dx. (1.6)

Ñ ïëîòíîñòÿìè ýíåðãèè (1.1) ñâÿæåì äâà ôóíêöèîíàëà

J [u, χ] =
∫ l

0
(χF+(u′) + (1− χ)F−(u′)) dx, u ∈ X, χ ∈ Z′, (1.7)

I0[u, χ, t] =
∫ l

0
(χ(F+(u′) + t) + (1− χ)F−(u′)) dx, u ∈ X, χ ∈ Z′, t ∈ R. (1.8)

Àðãóìåíòîì ôóíêöèîíàëà (1.7) ñëóæèò ôóíêöèÿ u, ôóíêöèÿ χ äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì.
Ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è

J [�uχ, χ] = inf
u∈X

J [u, χ], �uχ ∈ X (1.9)
1



2

äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè χ ∈ Z′ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì ïîëåì ñìåùåíèé êîìïîçèòíîé
ñðåäû ñ çàäàííûì ôóíêöèåé χ ðàñïðåäåëåíèåì ôàç. Äëÿ êðàòêîñòè ôóíêöèþ �uχ áóäåì íàçûâàòü
ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû.

Àðãóìåíòàìè ôóíêöèîíàëà (1.8) ÿâëÿþòñÿ îáå ôóíêöèè u è χ, à ÷èñëîâîé ïàðàìåòð t, îïðåäå-
ëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé (â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî òåìïåðàòóðîé). Ðåøåíèå âàðèàöèîííîé
çàäà÷è

I0[�ut, �χt, t] = inf
u∈X,χ∈Z′

I0[u, χ, t], �ut ∈ X, �χt ∈ Z′ (1.10)

äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ t ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì ïîëåì ñìåùåíèÿ è ðàâíîâåñíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ôàç äëÿ äâóõôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû. Äëÿ êðàòêîñòè ïàðó �ut, �χt áóäåì íàçûâàòü
ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñðåäû.

Â ìîäåëüíîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë (1.7) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ýíåðãèè äåôîðìàöèè
êîìïîçèòíîé ñðåäû, à (1.8)�äâóõôàçîâîé ñðåäû. Èíäåêñ íîëü â ëåâîé ÷àñòè (1.8) îçíà÷àåò, ÷òî â
ýòîì ôóíêöèîíàëå íå ó÷èòûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ
(êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ) âåëè-
÷èíå (1.6).

(b) Óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè ìåæôàçîâûõ ãðàíèö. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ âðåìåíè τ ≥ 0 ôèêñèðóåì
òî÷êè

xj(τ) ∈ (0, l), j = 1, . . . , N(τ), xj(τ) < xj+1(τ), (1.11)

êîòîðûå âìåñòå ñ êîíöàìè 0 è l èíòåðâàëà (0, l) ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ñèñòåìû îòðåçêîâ

li(τ) ⊂ (0, l), i = 1, . . . , N(τ) + 1,
l1(τ) = (0, x1(τ)), l2(τ) = (x1(τ), x2(τ)), . . . , lN(τ)+1(τ) = (xN(τ)(τ), l).

(1.12)

Ðàçîáü¼ì îòðåçêè {li(τ)} íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû {l+r (τ)} è {l−s (τ)}. Èíòåðâàëû ýòèõ
ãðóïï áóäåì ñ÷èòàòü ïåðåìåæàþùèìèñÿ: áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè èíòåðâàëà ãðóïïû ± ìîãóò áûòü
ëèøü èíòåðâàëû ãðóïïû ∓ äëÿ çíàêîâ + è −, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî êàæäîìó ðàçáèåíèþ çàäàäèì
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

χ(x, τ) =
{ 1 ïðè x ∈ ∪rl

+
r (τ)

0 ïðè x ∈ ∪sl
−
s (τ)

. (1.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ëþáóþ ôóíêöèþ χ(., τ) ∈ Z,
ïðè÷¼ì

N(τ) = S[χ(., τ)]. (1.14)

Ïðèâåä¼ííûå ïîñòðîåíèÿ ñâîäÿò îïèñàíèå ýâîëþöèè ôóíêöèè χ(., τ) ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ òî÷åê
ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç (1.11). Åñëè â ïðîöåññå ýâîëþöèè êàêîé-ëèáî èç èíòåðâàëîâ ãðóïïû {l+r (τ)}
èëè {l−s (τ)} ïðè τ = τ ′ (ìîìåíò âðåìåíè τ ′ íàçîâ¼ì âðåìåíåì ïåðåñòðîéêè) èñ÷åçíåò (ñõëîïíåòñÿ
â íåêîòîðóþ òî÷êó îòðåçêà (0, l) èëè áóäåò âûòåñíåí èç ýòîãî îòðåçêà), òî ýòîò èíòåðâàë áóäåì
ñ÷èòàòü âûáûâøèì èç ñïèñêà (1.12), à (â ñëó÷àå ñõëîïûâàíèÿ â òî÷êó) åãî áëèæàéøèå ñîñåäè�
îáúåäèíèâøèìèñÿ â îäèí èíòåðâàë ãðóïïû ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Äàííàÿ äîãîâîð¼ííîñòü ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî ýâîëþöèÿ χ(., τ) íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ χ0 ∈ Z, S[χ0] ≥ 1 íå âûõîäèò èç êëàññà Z, à
âåëè÷èíà S[χ(., τ)] ìîæåò ëèøü óáûâàòü ñ ðîñòîì τ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τi, i = 1, . . . , k, àïðèîðè íåèçâåñòíûå âðåìåíà ïåðåñòðîåê (åñëè òàêîâûå ñóùå-
ñòâóþò)

0 < τ1 < · · · < τk, 1 ≤ k ≤ S[χ0]. (1.15)

Òîãäà íà êàæäîì èç âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëîâ

(0, τ1), (τ1, τ2), . . . , (τk−1, τk), (τk,∞) ïðè íàëè÷èè ïåðåñòðîåê, (0,∞) ïðè èõ îòñóòñòâèè (1.16)

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ S[χ(., τ)] ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ.

Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè äåëàþòñÿ äâà ïðåäïîëîæåíèÿ [1,2]:
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(1) ýâîëþöèÿ ðàñïîëîæåíèÿ ôàç χ(., τ) ñîïðîâîæäàåòñÿ ýâîëþöèåé ïîëÿ ñìåùåíèé u(., τ) ñîãëàñ-
íî ðàâåíñòâó

u(., τ) = �uχ(.,τ) ≡ �uτ (.); (1.17)

(2) ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ êîíöîâ èíòåðâàëîâ (1.12) íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè (1.16)
ñâÿçàíî ñ ïîëåì ñìåùåíèÿ (1.17) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó


xj(τ) = −γ([Φ(�uτ
x)]|xj(τ) + t),

åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l+r (τ)},


xj(τ) = +γ([Φ(�uτ
x)]|xj(τ) + t),

åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l+r (τ)},

(1.18)

ãäå γ ôèêñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà,

[Φ(�uτ
x)]|xj(τ) = Φ+(�uτ

x(xj(τ)))− Φ−(�uτ
x(xj(τ))), (1.19)

à ïîä âåëè÷èíîé �uτ
x(xj(τ)) äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (1.19) ïîíèìàåòñÿ å¼ ïðåäåëü-

íîå çíà÷åíèå ñî ñòîðîíû îòðåçêà ãðóïïû {l+r }, à äëÿ âòîðîãî� ñî ñòîðîíû îòðåçêà ãðóïïû
{l−s }.

Ëåãêî âèäåòü ÷òî òðåáîâàíèÿ (1.18) âëåêóò çà ñîáîé ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ


xj(τ) = −γ([Φ(�uτ
x)]|xj(τ) + t),

åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l−s (τ)},


xj(τ) = +γ([Φ(�uτ
x)]|xj(τ) + t),

åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l−s (τ)}.

(1.20)

Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè äâóõôàçîâàÿ óïðóãàÿ ñðå-
äà ïðîõîäèò ÷åðåç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû, à ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà
ôàç ïðîïîðöèîíàëüíà ñêà÷êó íà íåé õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Ïðèâåä¼ííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ýâîëþöèîíèðîâàòü ëèøü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, íå
ðàâíîé òîæäåñòâåííî íè íóëþ, íè åäèíèöå. Îòñþäà âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèå íà íà÷àëüíîå óñëîâèå
S[χ(., 0)] ≥ 1. Åñëè â ïðîöåññå ýâîëþöèè îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî τ ′ > 0 âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ðàâåíñòâ χ(x, τ ′) = 0 èëè χ(x, τ ′) = 1 ïðè âñåõ x ∈ (0, l), òî áóäåì ñ÷èòàòü ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåä-
ëèâûì è äëÿ âñåõ τ > τ ′. Äàííàÿ äîãîâîð¼ííîñòü ïîçâîëÿåò âñåãäà ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ χ(., τ)
íà ïîëóîñè R+.

Äëÿ îáú¼ìíîé äîëè ôàçû ñ èíäåêñîì + â ìîìåíò âðåìåíè τ çàðåçåðâèðóåì îáîçíà÷åíèå

Q(τ) = 1
l

∫ l

0
χ(x, τ) dx. (1.21)

§2. Ñâîéñòâà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ðàáîòû íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä ïåðå÷èñëåííûõ íèæå

ñâîéñòâ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êîìïîçèòíîé è äâóõôàçîâîé ñðåäû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ìîæíî
íàéòè â [3].

Îñíîâîé äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ (1.9) è (1.10) â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå ñëóæèò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 2.1. Ôóíêöèîíàë (1.8) äëÿ âñåõ u ∈ X, χ ∈ Z′ ïðåäñòàâ�èì â âèäå

I0[u, χ, t] =

=
∫ l

0
(a+χ + a−(1− χ))(u′ − α(Q)(χ−Q))2 dx + lG(Q, t),

Q = 1
l

∫ l

0
χ(x) dx, α(Q) = [ac]

a−Q + a+(1−Q) ,

G(Q, t) = tQ + a+c2+Q + a−c2−(1−Q)− [ac]α(Q)Q(1−Q),

(2.1)

ãäå [ac] = a+c+ − a−c−.
Ïîñêîëüêó

I0[u, χ, t] = J [u, χ] + t

∫ l

0
χ(x) dx (2.2)

î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì (2.1) ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìàÿ íèæå ëåììà.
Ëåììà 2.2 Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè χ ∈ Z′ çàäà÷à (1.9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Å¼ ðåøåíèå çàäà-

¼òñÿ ðàâåíñòâîì

�uχ(x) = α(Q)
∫ x

0
(χ(y)−Q) dy, Q = 1

l

∫ l

0
χ(x) dx. (2.3)

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû t çàäà÷à (1.10) ðàçðåøèìà. Ìíîæåñòâî âñåõ å¼ ðåøåíèé
èìååò ñëåäóþùåå îïèñàíèå

�ut(x) = α( �Q(t))
∫ x

0
(�χt(y)− �Q(t)) dy (2.4)

ñ ëþáîé ôóíêöèåé �χt ∈ Z′, äëÿ êîòîðîé

1
l

∫ l

0
�χt(x) dx = �Q(t), (2.5)

ãäå ÷èñëî �Q(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

G( �Q(t), t) = min
Q∈[0,1]

G(Q, t), �Q(t) ∈ [0, 1]. (2.6)

Îòìåòèì, ÷òî èç (2.1) è (2.3)-(2.5) âûòåêàþò ðàâåíñòâà

I0[�uχ, χ, t] = lG(Q, t), I0[�ut, �χt, t] = lG( �Q(t), t). (2.7)

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6) ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

t+ = t∗ + [ac]2
a+

, t− = t∗ − [ac]2
a−

, t∗ = −[ac2], (2.8)

ãäå [β] = β+ − β−�ñêà÷îê âåëè÷èíû β, ïðèíèìàþùåé äâà çíà÷åíèÿ β+ è β−. Î÷åâèäíî, ÷òî

t+ ≥ t−, t+ − t− = [ac]2
a+a−

(a+ + a−). (2.9)

Ëåììà 2.3. Ïóñòü t+ > t−. Òîãäà ôóíêöèÿ �Q(t) íåïðåðûâíà ïî t ∈ R, �Q(t) = 1 ïðè t ≤ t−,
�Q(t) = 0 ïðè t ≥ t+, �Q(.) ∈ C∞[t−, t+], ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà ýòîì èíòåðâàëå è

GQ( �Q(t), t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t−, t+]. (2.10)
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Ïóñòü t+ = t−(= t∗). Òîãäà ïðè t < t∗ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.5) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
�Q(t) = 1, ïðè t > t∗�÷èñëî �Q(t) = 0, à â ñëó÷àå t = t∗ âåëè÷èíîé �Q(t) ñëóæèò êàæäîå ÷èñëî èç
èíòåðâàëà [0, 1]. Êðîìå òîãî,

GQ(Q, t∗) = 0 äëÿ âñåõ Q ∈ [0, 1]. (2.11)

Óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.3 äàþò ìîòèâàöèþ íàçûâàòü òåìïåðàòóðû t± òåìïåðàòóðàìè ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû

GQ(0, t) = t− t+, GQ(1, t) = t− t−,

GQ(Q, t) = t + [ac2]− a+α2(Q)(1−Q)2 + a−α2(Q)Q2, GQQ(Q, t) = 2[ac]2a+a−
(a−Q + a+(1−Q))3 .

(2.12)

§3. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ìû áóäåì èçó÷àòü ñôîðìóëèðîâàííóþ â §1 ýâîëþöèîííóþ çàäà÷ó ïî îïðåäåëåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ôàç χ(., τ). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âîçüì¼ì ôóíêöèþ

χ(., 0) = χ0 ∈ Z S[χ0] ≥ 1. (3.1)

Èç ïîñëåäíåãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ χ0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû (1.21) ïðè τ = 0 ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå

Q(0) = Q0 ∈ (0, 1). (3.2)
Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ äâóõôàçîâîé ñðåäû a±, c± è òåìïåðàòóðû t ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû Q0
ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ χ0 íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà

t− < t+, t ∈ [t−, t+],
(a) 0 < Q0 < �Q(t) ≤ 1, (b) 0 ≤ �Q(t) < Q0 < 1, (c) Q0 = �Q(t) ∈ (0, 1);

(3.3)

t− ≤ t+, t 6∈ [t−, t+], Q0 ∈ (0, 1); (3.4)

t+ = t−(= t∗), Q0 ∈ (0, 1). (3.5)
Ñâîéñòâà ðåøåíèé ýâîëþöèîííîé çàäà÷è áóäåò çàâèñåòü îò êëàññà, â êîòîðûé ïîïàëî íà÷àëüíîå
äàííîå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïåðâîé òåîðåìû ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

g+ = max
Q∈[0,1]

GQQ(Q, t) = 2[ac]2a+a−
(min{a+, a−})3 , g− = min

Q∈[0,1]
GQQ(Q, t) = 2[ac]2a+a−

(max{a+, a−})3 , (3.6)

ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â êîòîðûõ âûòåêàþò èç ôîðìóëû (2.12).
Òåîðåìà 1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.3). Òîãäà ýâîëþöèÿ χ(., τ), τ > 0, îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.1).
(1) Â ñëó÷àå (3.3)a íîñèòåëü ôóíêöèè χ(., τ) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò: äëÿ âñåõ èíòåðâà-

ëîâ lj(τ) ãðóïïû {l+r (τ)} è ÷èñåë τ ′ < τ ′′, ëåæàùèõ â îáùåì äëÿ íèõ èíòåðâàëå (1.16), ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ 	lj(τ ′) ⊂ lj(τ ′′).

(2) Â ñëó÷àå (3.3)b íîñèòåëü ôóíêöèè χ(., τ) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò: äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ
lj(τ) ãðóïïû {l+r (τ)} è ÷èñåë τ ′ < τ ′′, ëåæàùèõ â îáùåì äëÿ íèõ èíòåðâàëå (1.16), ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ lj(τ ′) ⊃ 	lj(τ ′′).

(3) Â ñëó÷àå (3.3)c äëÿ âñåõ τ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî χ(., τ) = χ0(.).
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(4) Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ (3.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Q0 − �Q(t)| exp(−g+
γ

l
S[χ0]τ) ≤ |Q(τ)− �Q(t)| ≤ |Q0 − �Q(t)| exp(−g−

γ

l
τ). (3.7)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.4). Òîãäà ýâîëþöèÿ χ(., τ), τ > 0 îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.1).

(1) Ïðè t < t− ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè τ− > 0, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè χ(., τ), τ ∈
(0, τ−) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â óêàçàííîì â òåîðåìå 1 ñìûñëå, à ïðè τ > τ− âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî χ(x, τ) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ (0, l).

(2) Ïðè t > t+ ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè τ+, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè χ(., τ), τ ∈ (0, τ+)
ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò â óêàçàííîì â òåîðåìå 1 ñìûñëå, à ïðè τ > τ+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
χ(x, τ) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ (0, l).

(3) Äëÿ ÷èñåë τ± ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(1−Q0)l
γ(t+ − t)S[χ0]

≤ τ− ≤ (1−Q0)l
γ(t− − t) ,

Q0l

γ(t− t−)S[χ0]
≤ τ+ ≤ Q0l

γ(t− t+)
. (3.8)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.5). Òîãäà äëÿ âñåõ τ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
χ(., τ) = χ0(.).

Òåîðåìà 4. (1) Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû t ëþáîå ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå ôàç êëàññà Z ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýâîëþöèè χ(., τ): åñëè χ0 = �χt, òî
χ(., τ) = χ0(.) äëÿ âñåõ τ > 0.

(2) Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû t ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç êëàññà
Z ÿâëÿþòñÿ àòðàêòîðàìè ýâîëþöèè χ(., τ): äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ χ0 ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç �χt ∈ Z, ÷òî

lim
τ→∞

‖χ(., τ)− �χt(.)‖L1 = 0. (3.9)

Óòâåðæäåíèå (3.9) ïî-ðàçíîìó ðåàëèçóåòñÿ äëÿ óñëîâèé (3.3)a,b è (3.5). Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü "â ïðåäåëå", â òî âðåìÿ êàê äëÿ âòîðîãî (òåîðåìà 2)�äîïðåäåëüíîå
âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè.

Èç (3.9), (2.3) è (2.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êîìïîçèòíîé ñðåäû (1.17) ñïðàâåäëèâ
àíàëîã (3.9)

lim
τ→∞

‖�uτ − �ut‖X = 0 (3.10)

äëÿ ðàâíîâåñíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé �ut, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ôàç �χt.

§4. Ïðåîáðàçîâàíèå ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû.
Îñíîâíûì ôàêòîì, óïðîùàþùèì èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óò-

âåðæäåíèå, â êîòîðîì èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (1.19), êîììåíòàðèè ê íåìó è òðåòüÿ ôîðìóëà
(2.12).

Ëåììà 4.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[Φ(�uτ
x)]|xj(τ) + t = GQ(Q(τ), t). (4.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ôóíêöèé u ∈ X, χ ∈ Z′ ïîëîæèì

Φ[u, χ](x, t) = χ(x)(Φ+(ux(x)) + t) + (1− χ(x))Φ−(ux(x)).

Ââåä¼ííàÿ âåëè÷èíà çàäà¼ò õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äâóõôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîëþ ñìåùåíèé u è ðàñïðåäåëåíèþ ôàç χ. Ïîñêîëüêó Φ±(z) = −a±(z2 − c2±), èç (2.3) ïîëó÷àåì

Φ[�uχ, χ](x, t) = χ(x)(−a+α2(Q)(1−Q)2 + a+c2+ + t) + (1− χ(x))(−a−α2(Q)Q2 + a−c2−).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

[Φ(�uτ
x)]|xj(τ) + t = t + [ac2]− a+α2(Q(τ))(1−Q(τ))2 + a−α2(Q(τ))Q2(τ).

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ òðåòüåé ôîðìóëîé (2.12), çàâåðøèì äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû. ¤

Áëàãîäàðÿ (4.1) ñîîòíîøåíèÿ (1.18) è (1.20) ïðèìóò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä


xj(τ) = −γGQ(Q(τ), t),
åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l+r (τ)},


xj(τ) = +γGQ(Q(τ), t),
åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l+r (τ)},

(4.2)


xj(τ) = −γGQ(Q(τ), t),
åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l−s (τ)},


xj(τ) = +γGQ(Q(τ), t),
åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l−s (τ)}.

(4.3)

Â ñèëó (4.2) íà âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ (1.16) äëÿ äëèíû |lj(τ)| êàæäîãî îòðåçêà lj ãðóïïû {l+r }
èìååì

d

dτ
|lj(τ)| = −γGQ(Q(τ), t), åñëè lj(τ) èìååò îäíó ãðàíè÷íóþ òî÷êó â (0, l),

d

dτ
|lj(τ)| = −2γGQ(Q(τ), t), åñëè lj(τ) èìååò äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè â (0, l).

(4.4)

Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ðàâåíñòâ (4.4) ïî âñåì îòðåçêàì ãðóïïû {l+r } ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî


Q(τ) = −γl−1S[χ(., τ)]GQ(Q(τ), t), Q(0) = Q0. (4.5)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñòðîéêà ôóíêöèè χ(., τ) â òî÷êàõ (1.15) íå íàðóøàåò íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
Q(τ). Ïîýòîìó Q(.) ∈ W 1

∞(R+), à óðàâíåíèå (4.5) ñòàíåò ñïðàâåäëèâûì ïðè âñåõ τ > 0, åñëè â åãî
ëåâîé ÷àñòè èìåòü â âèäó ñîáîëåâñêóþ ïðîèçâîäíóþ.

Èñïîëüçóÿ (4.3) ïîëó÷èì àíàëîã ñîîòíîøåíèé (4.4) äëÿ äëèíû êàæäîãî îòðåçêà lj(τ) ãðóïïû {l−s }:

d

dτ
|lj(τ)| = γGQ(Q(τ), t), åñëè lj(τ) èìååò îäíó ãðàíè÷íóþ òî÷êó â (0, l),

d

dτ
|lj(τ)| = 2γGQ(Q(τ), t), åñëè lj(τ) èìååò äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè â (0, l).

(4.6)

Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ðàâåíñòâà (2.7) è ñîîòíîøåíèÿ (4.5) ïðèä¼ì ê ìîíîòîííîìó óáûâàíèþ ôóíê-
öèîíàëà ýíåðãèè äâóõôàçîâîé ñðåäû âäîëü ýâîëþöèè �uτ (.), χ(., τ):

d

dτ
I0[�uτ (.), χ(., τ), t] = GQ(Q(τ), t) 
Q(τ) = −γl−1S[χ(., τ)]G2

Q(Q(τ), t). (4.7)

§5. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îáú¼ìíîé äîëè ôàçû.
Ôèêñèðóåì ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ôóíêöèþ s(τ), τ ≥ 0, ïðèíèìàþùóþ íåîòðèöàòåëüíûå öå-

ëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Åñëè s(0) ≥ 1 è s(τ) 6≡ const, òî ó íå¼ èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ â
íåêîòîðûõ òî÷êàõ τ = ξj , j = 1, . . . , k

0 < ξ1 < · · · < ξk, 1 ≤ k ≤ s(0)− 1 (5.1)
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(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî τ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñêà÷êà).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè q(τ), τ ≥ 0 ñî çíà÷åíèÿìè â èíòåðâàëå [0, 1]


q(τ) = −γl−1s(τ)GQ(q(τ), t), q(0) = q0 ∈ (0, 1). (5.2)

Îòëè÷èå (4.5) îò (5.2) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â (4.5) âåëè÷èíû Q(τ) è S[χ(., τ)] íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè: îíè îáå ïîðîæäàþòñÿ ôóíêöèåé χ(., τ) ïî ôîðìóëàì (1.21) è (1.6), ñîîòâåòñòâåííî. Â
óðàâíåíèè (5.2) ýòà çàâèñèìîñòü ðàçðóøåíà. Ïåðåìåííûå â îáûêíîâåííîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâ-
íåíèè (5.2) ðàçäåëÿþòñÿ. Îäíàêî ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ åãî ðåøåíèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ [a] = 0)
ñòîëü ãðîìîçäêè, ÷òî ëåã÷å îïèñàòü ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.2) íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå.

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è (5.2) ñ ôóíêöèÿìè s1(τ), s2(τ), s1(τ) = s2(τ) ≡ s(τ) ïðè τ ∈ [0, τ ′] è îáùèì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì q0. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1. Äâà ðåøåíèÿ èç êëàññà W 1
∞(R+) ñî çíà÷åíèÿìè â èíòåðâàëå [0, 1] ñîâïàäàþò íà îò-

ðåçêå [0, τ ′]. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à (5.2) íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé êëàññà W 1
∞(R+)

ñî çíà÷åíèÿìè â èíòåðâàëå [0, 1].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü q1, q2�äâà íà÷àëüíûõ äàííûõ, q1(τ), q2(τ)�äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ

èì ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷. Òîãäà íà îòðåçêå [0, τ ′]

d

dτ
|q1(τ)− q2(τ)|2 = −2γl−1s(τ)(GQ(q1(τ), t)−GQ(q2(τ), t))(q1(τ)− q2(τ)).

Ïîëüçóÿñü (3.6) äëÿ y(τ) = |q1(τ)− q2(τ)|2, èìååì

−2γl−1s(τ)g+y(τ) ≤ 
y(τ) ≤ −2γl−1s(τ)g−y(τ),

÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó y(τ) ≤ y(0), îçíà÷àþùåìó ñîâïàäåíèå q−(τ) è q2(τ) íà îòðåçêå [0, τ ′]
ïðè ñîâïàäåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ q1 = q2 ≡ q0. ¤

Ïî àíàëîãèè ñ (3.3)-(3.5) ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ q0 íà òðè êëàññà:

t− < t+, t ∈ [t−, t+],
(a) 0 < q0 < �Q(t) ≤ 1, (b) 0 ≤ �Q(t) < q0 < 1, (c) q0 = �Q(t) ∈ (0, 1);

(5.3)

t− ≤ t+, t 6∈ [t−, t+], q0 ∈ (0, 1); (5.4)

t+ = t−(= t∗), q0 ∈ (0, 1). (5.5)

Ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (5.2) áóäåò çàâèñåòü îò êëàññà, â êîòîðûé ïîïàëî íà÷àëüíîå äàííîå q0.
Ëåììà 5.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5.3) çàäà÷à (5.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íà âñåé ïîëóîñè

R+ â êëàññå W 1
∞(R+).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5.3)a å¼ ðåøåíèå q(τ) ∈ [q0, �Q(t)) è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî
τ ∈ [0,∞).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5.3)b å¼ ðåøåíèå q(τ) ∈ ( �Q(t), q0] è ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî
τ ∈ [0,∞).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5.3)c äëÿ âñåõ τ ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî q(τ) = q0.
Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|q0 − �Q(t)| exp(−γ

l
g+

∫ τ

0
s(ξ) dξ) ≤ |q(τ)− �Q(t)| ≤ |q0 − �Q(t)| exp(−γ

l
g−

∫ τ

0
s(ξ) dξ). (5.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà îöåíêó (5.6) êàê àïðèîðíóþ. Ïóñòü q(τ)�ðåøåíèå çàäà-
÷è (5.2) ñî çíà÷åíèÿìè â èíòåðâàëå [0, 1]. Òàê êàê ïðè t− < t+, t ∈ [t−, t+] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(2.10) èìååì

d

dτ
�Q(t) = −γl−1s(τ)GQ( �Q(t), t).
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Âû÷èòàÿ ýòî ðàâåíñòâî èç (5.2) è äîìíîæàÿ ðåçóëüòàò íà q(τ)− �Q(t), ïîëó÷àåì

d

dτ
|q(τ)− �Q(t)|2 = −2γ

l
s(τ)(GQ(q(τ), t)−GQ( �Q(t), t))(q(τ)− �Q(t)).

Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè (3.6), ïðèõîäèì ê äâóñòîðîííåé îöåíêå

−2γ

l
g+s(τ)|q(τ)− �Q(t)|2 ≤ d

dτ
|q(τ)− �Q(t)|2 ≤ −2γ

l
g−s(τ)|q(τ)− �Q(t)|2.

Äàëüíåéøèå âûêëàäêè òðàäèöèîííû [4]. Ïîëîæèì

y(τ) = |q(τ)− �Q(t)|2, C±(τ) = −2γ

l
g±s(τ).

Â â òåðìèíàõ ýòèõ îáîçíà÷åíèé äâóñòîðîíÿÿ îöåíêà ïðèìåò âèä

d

dτ
(y(τ) exp(−

∫ τ

0
C−(ξ) dξ)) ≤ 0, d

dτ
(y(τ) exp(−

∫ τ

0
C+(ξ) dξ)) ≥ 0,

÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

y(0) exp(
∫ τ

0
C+(ξ) dξ) ≤ y(τ) ≤ y(0) exp(

∫ τ

0
C−(ξ) dξ).

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïðèõîäèì ê (5.6).
Èç ãëàäêîñòè ôóíêöèè GQ(., t) ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (5.2) â ïðî-

ñòðàíñòâå W 1
∞ äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî äàííîãî q0.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.3)a. Òîãäà èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè G(., t) ñëåäóåò, ÷òî
GQ(q, t) < 0 ïðè âñåõ q ∈ [q0, �Q(t)). Ïîýòîìó ëîêàëüíî ñóùåñòâóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è (5.2) ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì τ . Áëàãîäàðÿ îöåíêå (5.6) îíî íå âûéäåò èç èíòåðâàëà [q0, �Q(t)). Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ GQ(., t) ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâà íà ýòîì èíòåðâàëå, ðåøåíèå çàäà÷è (5.2) åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîëóîñü R+. Ïðèíàäëåæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ïðîñòðàíñòâó W 1

∞(R+)
î÷åâèäíà.

Óñëîâèå (5.3)b ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.3)c óòâåðæäåíèå ëåììû
î÷åâèäíî áëàãîäàðÿ äîêàçàííîé îöåíêå (5.6). ¤

Â ñèëó ëåììû 5.2 ïðè óñëîâèÿõ (5.3) çàäà÷à (5.2) ðàçðåøèìà íà âñåé ïîëóîñè R+ è ïðè q0 6= �Q(t)
âåëè÷èíà �Q(t), åñëè è äîñòèãàåòñÿ ôóíêöèåé q(τ), òî ëèøü â ïðåäåëå. Èíà÷å îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå
(5.4). Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ëåæàò â èíòåðâàëå [0, 1], îíî äëÿ
ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè s(τ) áóäåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Ëåììà 5.3 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.4), à ôóíêöèÿ s(τ) ïîëîæèòåëüíà. Òîãäà
ïðè t < t− çàäà÷à (5.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íà èíòåðâàëå [0, τ−] â êëàññå W 1

∞(0, τ−), ôóíêöèÿ
q(τ) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è q(τ−) = 1;

ïðè t > t+ çàäà÷à (5.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íà èíòåðâàëå [0, τ+] â êëàññå W 1
∞(0, τ+), ôóíêöèÿ

q(τ) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò è q(τ+) = 0.
Äëÿ ÷èñåë τ± ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(1− q0)l
γ(t+ − t)s(0) ≤ τ− ≤ (1− q0)l

γ(t− − t) ,
q0l

γ(t− t−)s(0)
≤ τ+ ≤ q0l

γ(t− t+)
. (5.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (2.12) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

t− t+ = GQ(0, t) ≤ GQ(q, t) ≤ GQ(1, t) = t− t−, q ∈ (0, 1). (5.8)

Ñ èõ ïîìîùüþ è óðàâíåíèÿ (5.2) ïîëó÷àåì

γl−1s(τ)(t− − t) ≤ 
q(τ) ≤ γl−1s(τ)(t+ − t). (5.9)
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Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.4) è t < t−. Ïîñêîëüêó óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ s(τ) ïðèíèìàåò
òîëüêî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà èìååì

γl−1(t− − t) ≤ 
q(τ) ≤ γl−1s(0)(t+ − t). (5.10)

Èç ëîêàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (5.2) äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ q0 ∈ (0, 1)
è îòäåë¼ííîñòè îò íóëÿ âåëè÷èíû 
q(τ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà τ−,
÷òî ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ q(τ) ïðè τ = τ− äîñòèãàåò ãðàíèöû èíòåðâàëà [0, 1] â åãî
ïðàâîì êîíöå. Èíòåãðèðîâàíèå ïðåäûäóùèõ íåðàâåíñòâà τ ∈ (0, τ−) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

γl−1(t− − t)τ− ≤ 1− q0 ≤ γl−1s(0)(t+ − t)τ−, (5.11)

äàþùèì îöåíêè (5.7) äëÿ ÷èñëà τ−.
Ñëó÷àé t > t+ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ¤
Íåîõâà÷åííûì â ëåììàõ 5.2-5.3 îñòà¼òñÿ ñëó÷àé (5.5).
Ëåììà 5.4. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 5.5. Òîãäà äëÿ ëþáîãî q0 ôóíêöèÿ q(τ) = q0, τ ≥ 0

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5.2) â êëàññå W 1
∞(R+).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè óñëîâèè (5.5) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.11). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ q(τ) ≡
q0 çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.2). Èç (2.11), êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.2, ïî-
ëó÷àåì àïðèîðíóþ îöåíêó (5.6) ñ �Q(t) = q0. Èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî q(τ) ≡ q0�åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è. ¤

§6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì.
Ñåé÷àñ íàì ïðåäñòîèò ïîñòðîèòü ýâîëþöèþ ôóíêöèè χ(., τ) ïî å¼ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ χ0. Ïî-

ñòðîåíèå ïðîâåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ âðåìåíè (1.16).
Íà÷í¼ì ñ ïåðâîãî èíòåðâàëà (0, τ1). Â òîì ñëó÷å, åñëè ïåðåñòðîåê íå áóäåò, ïîëîæèì τ1 = ∞.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

q(τ) = −γl−1s(τ)GQ(q(τ), t), s(τ) ≡ S[χ0],

q(0) = Q0, q(τ) ∈ [0, 1].
(6.1)

Åñëè ýâîëþöèÿ ñóùåñòâóåò, òî ïî ëåììå 5.1 äëÿ ôóíêöèè (1.21) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Q(τ) = q(τ), τ ∈ [0, τ1]. (6.2)

Íàøå öåëü�ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (6.1) îïðåäåëèòü âåëè÷èíó τ1 è ýâîëþöèþ ôóíêöèè χ(., τ) íà èí-
òåðâàëå [0, τ1].

Äëÿ ýòîãî ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (6.1) âû÷èñëèì êîîðäèíàòû êîíöîâ èíòåðâàëîâ (1.12) èñõîäÿ èç
ðàâåíñòâ


xj(τ) = −γGQ(q(τ), t),
åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l+r (τ)},


xj(τ) = +γGQ(q(τ), t),
åñëè xj(τ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì èíòåðâàëà ãðóïïû {l+r (τ)},

(6.3)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1.13) ïðè τ = 0 îáðàùàëàñü â χ0. Â ñëó÷àå
ñóùåñòâîâàíèÿ ýâîëþöèè óðàâíåíèÿ (6.3) ñîâïàäàþò ñ (4.2). Çíàÿ ôóíêöèè xj(τ), îïðåäåëèì ìîìåíò
âðåìåíè τ1, â êîòîðûé êàêîé-ëèáî èç èíòåðâàëîâ ãðóïïû {l+r (τ)} èëè {l−s (τ)} ñõëîïíåòñÿ â íåêîòîðóþ
òî÷êó îòðåçêà (0, l) èëè áóäåò âûòåñíåí èç ýòîãî îòðåçêà. Åñëè òàêîâîå íå ïðîèçîéä¼ò çà êîíå÷íîå
âðåìÿ, ïîëîæèì τ1 = ∞. Â ñèëó (6.3) ïðè τ ∈ [0, τ1) äëÿ èíòåðâàëîâ ãðóïïû {l+(τ)} âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

d

dτ
|lj(τ)| = −γGQ(q(τ), t), åñëè lj(τ) èìååò îäíó ãðàíè÷íóþ òî÷êó â (0, l),

d

dτ
|lj(τ)| = −2γGQ(q(τ), t), åñëè lj(τ) èìååò äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè â (0, l).

(6.4)
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Ïîñëå ñëîæåíèÿ êîòîðûõ ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âåëè÷èíà (1.21) ïîñòðîåííàÿ ïî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè (1.13), íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, τ1] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ


Q(τ) = −γl−1s(τ)GQ(q(τ), t), Q(0) = Q0. (6.5)

Ñðàâíèâàÿ (6.1) ñ (6.5) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Q(τ) = q(τ), τ ∈ [0, τ1]. (6.6)

çàâåðøàþùåìó ïîñòðîåíèå ýâîëþöèè ôóíêöèè χ(., τ), τ ∈ [0, τ1].
Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ýâîëþöèé χ(., τ) è χ′(., τ) ñ îáùèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì χ0 è

âðåìåíàìè ïåðâîé ïåðåñòðîéêè τ1 è τ ′1. Âåëè÷èíû (1.21) äëÿ ýòèõ ýâîëþöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(τ)
è Q′(τ), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà


Q(τ) = −γl−1S[χ0]GQ(Q(τ), t), 
Q′(τ) = −γl−1S[χ0]GQ(Q′(τ), t),
Q(0) = Q′(0) = Q0, τ ∈ [0, τ ′′], τ ′′ = min{τ1, τ ′1}.

Â ñèëó ëåììû 5.1 ïðè τ ∈ [0, τ ′′] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Q(τ) = Q′(τ), ÷òî ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ
íà óêàçàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè óðàâíåíèé (4.2) äëÿ îáåèõ ýâîëþöèé. Ïîýòîìó τ1 = τ ′1.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå âðåìÿ ïåðåñòðîéêè τ1 è ýâîëþöèÿ ôóíêöèè χ(., τ), τ ∈ [0, τ1] ñóùåñòâóþò
è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûì äàííûì χ0.

Åñëè äëÿ ïîñòðîåííîé ýâîëþöèè ïðè êîíå÷íîì τ1 âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ Q(τ1) = 0 èëè
Q(τ1) = 1, òî χ(x, τ1) ≡ 0 èëè χ(x, τ1) ≡ 1, ñîîòâåòñòâåííî, è â îáîèõ ñëó÷àÿõ S[χ(., τ)] = 0. Òîãäà
ýòè ðàâåíñòâà ñîõðàíÿòñÿ äëÿ âñåõ τ > τ1 è ïðîöåññ ýâîëþöèè ñ÷èòàåòñÿ çàâåðø¼ííûì.

Åñëè Q(τ) ∈ (0, 1), òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëà τ2 (åñëè âòîðîé ïåðåñòðîéêè íå áóäåò, ïîëîæèì
τ2 =∞) è ýâîëþöèè χ(., τ), τ ∈ [τ1, τ2] â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è (6.1) äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
èçìåíåíèÿ

s(τ) = S[χ(., τ1)], q(τ1) = Q(τ1).
Ïîâòîðÿÿ ýòó êîíñòðóêöèÿ, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îïðåäåëèì âñå âðåìåíà ïåðåñòðîåê è ýâî-

ëþöèþ ôóíêöèè χ(., τ). Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì â ñëåäóþùåé ëåììå.
Ëåììà 6.1. Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè χ(., τ) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ τ ≥ 0 è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì χ0.
Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ ýâîëþöèè χ(., τ). Îíè áóäóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò óñëîâèé

(3.3)� (3.5).
Ëåììà 6.2. Ïðè óñëîâèÿõ (3.3)ñ èëè (3.5) ýâîëþöèÿ χ(., τ) íå çàâèñèò îò âðåìåíè τ .
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî èç óñëîâèé (3.3)c èëè (3.5) â ñèëó ëåìì 5.2 èëè 5.4 ðåøåíèå

çàäà÷è (6.1) íå çàâèñèò îò âðåìåíè τ . Ïîñêîëüêó ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ Q0 = �Q(t), à (ñì. (2.10),
(2.11)) GQ( �Q(t), t) = 0, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1) èìååì GQ(q(τ), t) = 0. Òàê êàê íà èíòåðâàëå
[0, τ1] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî q(τ) = Q(τ), èç (4.2) âûòåêàåò ïîñòîÿíñòâî êîîðäèíàò xj(τ) êîíöîâ
èíòåðâàëîâ lj(τ). Ñëåäîâàòåëüíî, χ(., τ) = χ0 è τ1 =∞ ¤

Ñëåäñòâèåì ëåììû 6.2 ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1(3) è 3. Â ñèëó ëåììû 2.2 ìíîæåñòâî íà-
÷àëüíûõ äàííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.3)ñ èëè (3.5) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðàâíîâåñíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ôàç. Ïîýòîìó èç ëåììû 6.2 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4(1).

Ëåììà 6.2. Ïðè âûïîëíåíèè ëþáûõ óñëîâèé (3.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.7).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó äëÿ ýâîëþöèè χ(., τ) ôóíêöèÿ (1.21) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

(5.2) ñ s(τ) = S[χ(., τ)], ñïðàâåäëèâà îöåíêà (5.6). Èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî Q(τ) ∈ (0, 1) ïðè âñåõ τ ∈ R+.
Ïîýòîìó S[χ(., τ)] ≥ 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ S[χ(., τ)] ìîíîòîííî óáûâàåò, èìååì 1 ≤ S[χ(., τ)] ≤ S[χ0].
Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà è îöåíêó (5.6), ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè (3.7). ¤

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.3)a, òî èç óðàâíåíèÿ (4.2) è ñòðîãîé âûïóêëîñòè íà îòðåçêå [0, 1]
ôóíêöèè G(., t) ñ ïîìîùüþ ëåììû 5.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1(1). Òîãäà äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ (0, l) âåëè÷èíà χ(x, τ) áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì τ . Ïîýòî-
ìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
τ→∞

χ(x, τ) = �χ(x), x ∈ (0, l),
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â ñèëó (1.4) ÿâëÿþùèéñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Òàê êàê âåëè÷èíà S[χ(., τ)] ìîæåò ëèøü
óáûâàòü ñ ðîñòîì τ , ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå �χ0 ∈ Z. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè
è îöåíêîé (3.7), èìååì

�Q(t) = lim
τ→∞

Q(τ) = lim
τ→∞

∫ l

0
χ(x, τ) dx =

∫ l

0
�χ(x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî (ëåììà 2.2), ôóíêöèÿ �χ(x) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì ôàç
�χt(x). Ïîñêîëüêó �χ(x) ≥ χ(x, τ), äëÿ âñåõ τ > 0 è x ∈ (0, l), èç ïðåäûäóùèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò
ðàâåíñòâî (3.9).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.3)b, òî èç óðàâíåíèÿ (4.2) è ñòðîãîé âûïóêëîñòè íà îòðåçêå [0, 1]
ôóíêöèè GQ(0, t) ñ ïîìîùüþ ëåììû 5.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1(2).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ (0, l) âåëè÷èíà 1 − χ(x, τ) áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü ñ
ðîñòîì τ . Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèä¼ì ê ñïðàâåäëèâîñòè (3.9) ïðè óñëîâèè (3.3)b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïðèìåíèì ëåììó 5.3 ê óðàâíåíèþ (4.5). Çàìåòèì, ÷òî äî òåõ ïîð,
ïîêà Q(τ) ∈ (0, 1), ôóíêöèÿ s(τ) = S[χ(., τ)] ïîëîæèòåëüíà.
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