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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ôîðìóëà ñëåäà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

îïåðàòîðà íà îòðåçêå, âîçìóùåííîãî îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà çàðÿä.

1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L íà îòðåçêå [a, b], ïîðîæäàåìûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì ïîðÿäêà n > 2

` = (−i)nDn +
n−2∑
k=0

pk(x)Dk, (1)

(çäåñü pk ∈ L1(a, b) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(Pj(D)y)(a) + (Qj(D)y)(b) = 0, j = 0, . . . , n− 1, (2)

(çäåñü Pj è Qj � ïîëèíîìû ñòåïåíè ìåíüøå n ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Îáî-
çíà÷èì dj íàèáîëüøóþ èç ñòåïåíåé Pj è Qj, aj è bj � êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíè dj
ó ïîëèíîìîâ Pj è Qj ñîîòâåòñòâåííî (òàêèì îáðàçîì, aj è bj íå ìîãóò îäíîâðåìåííî
îáðàùàòüñÿ â íóëü).

Áóäåì ñ÷èòàòü ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) íîðìèðîâàííîé (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
n−1∑
j=0

dj ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñðåäè âñåõ ñèñòåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç (2) íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè; ñì. [2, ãë. II, §4], à
òàêæå [9] â ñëó÷àå áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêè).
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Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî ñèñòåìà (2) ðåãóëÿðíà ïî Áèðêãîôó (ñì. [2, ãë. II, §4]).
Òîãäà îïåðàòîð L èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð1, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü {λN}

∞

N=1
.

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì íóìåðîâàòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
ìîäóëåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè (ò.å. |λN | 6 |λN+1|).

Îáîçíà÷èì Q îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîíå÷íûé (êîìïëåêñíûé) çàðÿä q (ïðîñòðàí-
ñòâî òàêèõ çàðÿäîâ áóäåì îáîçíà÷àòü M[a, b]). Òîãäà îïåðàòîð Lq = L + Q òàêæå èìååò
äèñêðåòíûé ñïåêòð, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü {λN(q)}∞

N=1
.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä

S(q) :=
∞∑
N=1

[
λN(q)− λN −

1

b− a

∫
[a,b]

q(dx)

]
.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∫

[a,b]

q(dx) = 0.

Âïåðâûå ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà áûëà ïîëó÷åíà â 1953 ãîäó È. Ì. Ãåëü-
ôàíäîì è Á. Ì. Ëåâèòàíîì äëÿ çàäà÷è

−y′′ + q(x)y = λy; y(0) = y(π) = 0. (3)

Èìåííî, â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âåùåñòâåííîé q(x) ∈ C1[0, π] ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

S(q) = −q(0) + q(π)

4
.

Ñòàòüÿ [1] ïîðîäèëà ìíîãî÷èñëåííûå óñèëåíèÿ è îáîáùåíèÿ. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ â çàäà÷å
î âû÷èñëåíèè ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ñëåäà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Â. À. Ñàäîâíè÷åãî è
Â. Å. Ïîäîëüñêîãî [7].

Â íåäàâíåé ðàáîòå À. È. Íàçàðîâà, Ä. Ì. Ñòîëÿðîâà è Ï. Á. Çàòèöêîãî [3] äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n > 2 è ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà

S(q) =
ψa(a+)

2n
· tr (A) +

ψb(b−)

2n
· tr (B), (4)

â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñåé÷àñ ñòàíäàðòíûìè2: q ∈ L1(a, b), è ôóíêöèè

ψa(x) =
1

x− a

x∫
a

q(t)dt, ψb(x) =
1

b− x

b∫
x

q(t)dt

èìåþò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ â òî÷êàõ a è b ñîîòâåòñòâåííî. Â ôîðìóëå (4) A è B �
ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû aj è bj, j = 0, . . . , n− 1.
Áîëåå òîãî, â [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïî÷òè ðàçäåëåííûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìíîæèòåëè tr (A) è tr (B) â (4) óïðîùàþòñÿ è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ñóììû ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ Pj è Qj.

1Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì ñàìîñîïðÿæåííîñòè L.
2Äëÿ îïåðàòîðà L áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ è ãëàäêîé ôóíêöèè q ôîðìóëà (4) áûëà óñòàíîâëåíà ðàíåå

Ð. Ô. Øåâ÷åíêî [10].
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Ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ýôôåêò áûë îáíàðóæåí óæå â íàøåì âåêå À. Ì. Ñàâ÷óêîì è
À. À. Øêàëèêîâûì [5, 6]. Èìåííî, îêàçàëîñü, ÷òî åñëè â çàäà÷å (3) q ∈M[0, π] � çàðÿä,
ëîêàëüíî íåïðåðûâíûé â òî÷êàõ 0 è π, òî

S(q) = −q(0) + q(π)

4
− 1

8

∑
j

h2
j , (5)

ãäå hj � ñêà÷êè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà q (ðÿä S(q) â ýòîì ñëó÷àå ñóììèðóåòñÿ
ìåòîäîì ñðåäíèõ). Òàêèì îáðàçîì, ïðè q ∈ M[a, b] ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä ïåðåñòàåò
áûòü ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îò q.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû îáîáùàåì ôîðìóëó (5) íà ñëó÷àé îïåðàòîðà L ñ ïðîèçâîëü-
íûìè ðåãóëÿðíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â §2 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíîé ðåçóëüòàò
è íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ óòâåðæäåíèé. Ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ â §§3 −
5. Â Ïðèëîæåíèå âûíåñåíû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðîâ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.5.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ëþáîé çàðÿä q ∈ M[a, b] ìîæíî ðàçáèòü íà íåïðå-
ðûâíóþ è äèñêðåòíóþ ñîñòàâëÿþùèå, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì c è d ñîîòâåòñòâåííî, òàê
÷òî

q = c + d = c +
∑
j

hjδ(x− xj),
∑
j

|hj| <∞.

Ïîëíóþ âàðèàöèþ çàðÿäà q îáîçíà÷èì ‖q‖. Îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Q(x) =

∫
[a,x]

q(dt).

Òàêèì îáðàçîì, hj � ñêà÷îê ôóíêöèè Q â òî÷êå xj.
Îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì `0 = (−i)nDn è ðåãóëÿð-

íûìè óñëîâèÿìè (2), îáîçíà÷èì L0, à åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà � {λ0
N}

∞

N=1
.

Äàëåå, G(x, y, λ), Gq(x, y, λ), è G0(x, y, λ) � ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðîâ L− λ, Lq− λ
è L0 − λ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [2], ãë. I, §3)).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(λ), îïðåäåëåííîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ââåäåì
ôóíêöèþ Φ̃(z) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ̃(z) = Φ(λ), ãäå z = λ
1
n , Arg(z) ∈ [0,

2π

n
).

Çàìåòèì, ÷òî ðåçîëüâåíòà 1
L−λ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì G(x, y, λ), è îïðå-

äåëèì åãî ñëåä

Sp
1

L− λ
=

b∫
a

G(x, x, λ) dx.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà ìåòîäîì ñðåäíèõ (ìåòîäîì ×åçàðî ïî-
ðÿäêà 1). Ïóñòü I` � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà

∑
j

aj. Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñóì-

ìèðóåìûì ìåòîäîì ñðåäíèõ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(C, 1) - lim
`→∞

I` := (C, 1) -
∞∑
j=1

aj := lim
k→∞

1

k

k∑
`=1

I`.
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Âñå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íàì íå âàæíû, îáîçíà÷àþòñÿ áóê-
âîé C.

2 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà âûãëÿäèò òàê:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü n = 2, è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà q ∈ M[a, b] äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êàõ a è b. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

S(q) = AQ′(a) + BQ′(b)− 1

8

∑
j

h2
j . (6)

ãäå ðÿä S(q) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ, è

A = B = −1

4
ïðè d0 = d1 = 0;

A = B =
1

4
ïðè d0 = d1 = 1;

A = −B =
1

4

a1b0 − a0b1

a1b0 + a0b1

ïðè d0 = 0, d1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå â (6) íå çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, â òî
âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ÷àñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè.

Äëÿ îïåðàòîðîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàåìîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì
ñëàáûì, è çàâèñèìîñòü ñëåäà îò q îñòàåòñÿ ëèíåéíîé.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü n ≥ 3, q ∈ M[a, b] � çàðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
òåîðåìû 2.1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðåãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

S(q) =
Q′(a)

2n
· tr (A) +

Q′(b)
2n
· tr (B),

ãäå ðÿä S(q) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ, à ìàòðèöû A è B òàêèå æå, êàê â (4)
(ñì. [3, Theorem 2]).

Â ïîëíîì îáúåìå ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî â äðóãîé ñòàòüå. Çäåñü ìû äîêà-
æåì òåîðåìó 2.1 è íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R = R` → ∞, îòäåëåííîé îò |λ0
N |

1
n ,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. ïðè n > 3 ∑
λN (q),λN<R

[
λN(q)− λN

]
= − 1

2πi

∫
|λ|=Rn

∫
[a,b]

G0(x, x, λ) q(dx) dλ+ o(1);
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2. ïðè n = 2 ∑
λN (q),λN<R

[
λN(q)− λN

]
= − 1

2πi

∫
|λ|=R2

∫
[a,b]

G0(x, x, λ) q(dx) dλ

+
1

4πi

∑
j

h2
j

∫
|λ|=R2

G0(xj, xj, λ)2 dλ+ o(1). (7)

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü n = 2, è q ∈ M[a, b] � çàðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 2.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R = R` → ∞, îòäåëåííàÿ îò |λ0
N |

1
2 , îáëàäàåò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

1. åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ñèëüíî ðåãóëÿðíû (ñì., íàïð., [9]), òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ ` ìåæäó R` è R`+1 íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíî ÷èñëî |λ0
N |

1
2 ;

2. åñëè æå óñëîâèÿ (2) ðåãóëÿðíû, íî íå ñèëüíî ðåãóëÿðíû, òî ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ ` ìåæäó R` è R`+1 íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà ïàðà ÷èñåë |λ0
N |

1
2 .

Òîãäà

− 1

2πi
· (C, 1)- lim

∫
|λ|=Rn

∫
[a,b]

G0(x, x, λ) q(dx) dλ = AQ′(a) + BQ′(b), (8)

ãäå A è B òàêèå æå, êàê â Òåîðåìå 2.1.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü n = 2. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R = R` → ∞,
îòäåëåííîé îò |λ0

N |
1
2 , ïðè x 6= a, b èìååì

lim
R→∞

∫
|λ|=R2

G0(x, x, λ)2 dλ = −πi
2
.

3 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.3

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ èç [3]. Ïåðâîå èç íèõ îáîáùàåò òåîðåìó ß. Ä.
Òàìàðêèíà [8] î ðàâíîñõîäèìîñòè, âòîðîå äàåò îöåíêè ôóíêöèé Ãðèíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. ([3, Theorem 1]) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R = R` → ∞,

îòäåëåííîé îò |λ0
N |

1
n , èìååì∫

|λ|=Rn

|(G0 −G)(x, y, λ)| |dλ| → 0

ðàâíîìåðíî ïî x, y ∈ [a, b].

Ïðåäëîæåíèå 3.2. ([3, Lemma 1 è (22)]) Ïîëîæèì

Γ1 =
{
w = eiφ : φ ∈

(
0,
π

n

)}
; Γ2 =

{
w = eiφ : φ ∈

(π
n
,

2π

n

)}
.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b]
Rn−1 · |G̃0(x, y, Rw)| → 0 (9)

äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ [a, b] è ïî÷òè âñåõ w ∈ Γ1∪Γ2. Áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ
íà K × J äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ [a, b]2, îòäåëåííîãî îò óãëîâ è
äèàãîíàëè {x = y} è ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà J ⊂ Γ1 ∪ Γ2.

Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì âûðàæåíèè (1) âñå êîýôôèöèåíòû
pk ∈ M[a, b], k = 0, . . . , n − 2. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R = R` → ∞,

îòäåëåííîé îò |λ0
N |

1
n , è äëÿ âñåõ j = 0, . . . , n− 1 ôóíêöèè

Rn−1−j · |(G̃)(j)
x (x, y, Rw)|

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà [a, b]2 × (Γ1 ∪ Γ2).

Çàìå÷àíèå 1. Â [3] âòîðàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà äëÿ pk ∈ L1(a, b).
Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî áåç èçìåíåíèé ïðîõîäèò ïðè pk ∈M[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.3. Ìû íà÷íåì ñ ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [3, (24), (25)]):

4πi
∑

λN (q),λN<R

[
λN(q)− λN

]
= −

∫
|λ|=Rn

λSp

((
1

L− λ
Q

1

Lq − λ

)
Q
(

1

L− λ
Q

1

Lq − λ

))
dλ

+

∫
|λ|=Rn

λSp

(
1

L− λ
Q

1

L− λ
+

1

Lq − λ
Q

1

Lq − λ

)
dλ =: −I1(R) + I2(R).

Ëåììà 3.1. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 2.3 I1(R) = o(1) ïðè R→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì I1(R) ÷åðåç ôóíêöèè Ãðèíà:

I1(R) =

∫
|λ|=Rn

b∫
a

∫
[a,b]

λG(x, y, λ)

×
∫

[a,b]

∫
[a,b]

Gq(y, s, λ)G(s, t, λ)Gq(t, x, λ)q(dt)q(ds)q(dy) dx dλ.

Ïðè n > 3, âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2, ïîëó÷èì

|I1(R)| 6 R2n‖q‖3 C

R4(n−1)
= o(1).

Ïðè n = 2 äîêàçàòåëüñòâî óñëîæíÿåòñÿ. Èç òîé æå îöåíêè ïîëó÷àåì ïðè x, y ∈ [a, b]∣∣∣∣λ ∫
[a,b]

∫
[a,b]

Gq(y, s, λ)G(s, t, λ)Gq(t, x, λ)q(dt)q(ds)

∣∣∣∣ 6 ‖q‖2 C

R
,
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îòêóäà

|I1(R)| 6 ‖q‖2 C

R

∫
|λ|=R2

b∫
a

∫
[a,b]

|G(x, y, λ)| |q|(dy) dx |dλ|

∗
= ‖q‖2 C

R

∫
|λ|=R2

b∫
a

∫
[a,b]

|G0(x, y, λ)| |q|(dy) dx |dλ|+ o(1)

6 ‖q‖2C

∫
Γ1∪Γ2

b∫
a

∫
[a,b]

R · |G̃0(x, y, Rw)| |c|(dy) dx |dw|

+
∑
j

‖q‖2C |hj|
∫

Γ1∪Γ2

b∫
a

R · |G̃0(x, xj, Rw)| dx |dw|+ o(1)

=: I11(R) + I12(R) + o(1)

(ðàâåíñòâî ∗ ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.1).
Â ñèëó îöåíêè èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â I12(R) îãðàíè÷åíî

ðàâíîìåðíî ïî j. Êðîìå òîãî, â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 2.3 çàðÿä q íå èìååò àòîìîâ íà
êîíöàõ îòðåçêà, ò.å. âñå xj ∈ (a, b). Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (9) è òåîðåìà Ëåáåãà äàþò
I12(R) = o(1).

Îöåíèì òåïåðü I11(R). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè çàðÿäà c äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà äëèíû íå áîëåå δ ïîëíàÿ âàðèàöèÿ c íà ýòîì îòðåçêå
íå ïðåâîñõîäèò ε. Âûáåðåì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊂ [a, b]2, îòäåëåííîå îò óãëîâ è
äèàãîíàëè {x = y}, òàê, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [a, b] ìíîæåñòâî Kx = {y ∈ [a, b] : (x, y) /∈ K}
ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç òðåõ èíòåðâàëîâ äëèíû íå áîëåå δ êàæäûé. Òàêæå âûáåðåì
êîìïàêò J ⊂ Γ1 ∪ Γ2, òàê, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà (Γ1 ∪ Γ2) \ J íå ïðåâîñõîäèò ε.

Èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó K × J ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R →∞ â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ
3.2. Èíòåãðàë ïî îñòàâøåìóñÿ ìíîæåñòâó îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç Cε.

Òàêèì îáðàçîì, |I1(R)| 6 Cε+ o(1). Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Â èíòåãðàëå I2(R) âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì
Sp(ABC) = Sp(BCA) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

I2(R) =

∫
|λ|=Rn

λSp

(
1

L− λ
Q

1

L− λ
+

1

Lq − λ
Q

1

Lq − λ

)
dλ

=

∫
|λ|=Rn

Sp

((
λ

(L− λ)2
+

λ

(Lq − λ)2

)
Q
)
dλ

= −
∫

|λ|=Rn

Sp

((
1

L− λ
+

1

Lq − λ

)
Q
)
dλ.
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Êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó ïðèìåíèì òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà. Ýòî äàåò

I2(R) = −2

∫
|λ|=Rn

Sp

(
1

L− λ
Q
)
dλ+

∫
|λ|=Rn

Sp

(
1

L− λ
Q

1

Lq − λ
Q
)
dλ. (10)

Ïðè n > 3 âòîðîå ñëàãàåìîå â (10) îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé CR2−n = o(1) ââèäó îöåíêè
èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Âûðàæàÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîëó÷èì

I2(R) = −2

∫
|λ|=Rn

∫
[a,b]

G(x, x, λ)q(dx) dλ+ o(1) = −2

∫
|λ|=Rn

∫
[a,b]

G0(x, x, λ)q(dx) dλ+ o(1)

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.1). Îáúåäèíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ Ëåììîé
3.1, ïîëó÷èì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðè n = 2 êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â (10) åùå ðàç ïðèìåíèì òîæäåñòâî Ãèëüáåðòà.
Ýòî äàåò

I2(R) =

∫
|λ|=R2

Sp

(
−2

L− λ
Q +

(
1

L− λ
Q
)2

−
(

1

L− λ
Q
)2

1

Lq − λ
Q

)
dλ.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå çäåñü äîïóñêàåò îöåíêó CR−
1
2 = o(1) ââèäó îöåíêè èç Ïðåäëîæå-

íèÿ 3.2. Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ìû âûðàçèì ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà è çàìåíèì G íà G0

àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ n > 3. Ïîëó÷èì

I2(R) = −2

∫
|λ|=R2

∫
[a,b]

G0(x, x, λ)q(dx) dλ

+

∫
|λ|=R2

∫
[a,b]

∫
[a,b]

G0(x, y, λ)G0(y, x, λ)q(dy)q(dx) dλ+ o(1). (11)

Îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü âòîðîå ñëàãàåìîå â (11). Îáîçíà÷èì åãî I3(R) è ïåðåïèøåì
â âèäå

I3(R) =

∫
|λ|=R2

∫
[a,b]

∫
[a,b]

G0(x, y, λ)G0(y, x, λ)c(dy)(c(dx) + 2d(dx)) dλ

+

∫
|λ|=R2

∫
[a,b]

∫
[a,b]

G0(x, y, λ)G0(y, x, λ)d(dy)d(dx) dλ =: I31(R) + I32(R).

Èíòåãðàë I31(R) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî I11(R), ÷òî äàåò |I31(R)| 6 Cε + o(1) äëÿ
ëþáîãî ε > 0.

Äàëåå,

I32(R) =
∑
j,k

hkhj

∫
Γ1∪Γ2

2R2 · G̃0(xj, xk, Rw) G̃0(xk, xj, Rw) dw.
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Âñå ñëàãàåìûå ñ j 6= k ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R→∞ ââèäó (9). Ïî òåîðåìå Ëåáåãà

I32(R) =
∑
j

h2
j

∫
Γ1∪Γ2

2R2 · G̃0(xj, xj, Rw)2 dw + o(1) =
∑
j

h2
j

∫
|λ|=R2

G0(xj, xj, λ)2 dλ+ o(1),

÷òî âìåñòå ñ ôîðìóëîé (11) è îöåíêàìè èíòåãðàëîâ I1 è I31 äàåò (7).

4 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.4

Ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0, b = 1. Äàëåå, ïîñêîëü-
êó äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé q ôîðìóëà (8) óæå èçâåñòíà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó â
ñëó÷àå Q′(0) = Q′(1) = 0. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïîä÷èíèòü q íåñêîëüêèì
óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè, ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî íèæå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì [6, Ëåììà
1].

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü q ∈M[0, 1] � çàðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû
2.1, ïðè÷åì Q′(0) = Q′(1) = 0. Òîãäà

(C, 1)-
∞∑
`=1

∫
[0,1]

cos(2π`x) q(dx) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.4. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà â îêðåñòíîñòè
ïîëþñà [2, ãë. I, §3] è òåîðåìó î âû÷åòàõ, ïåðåïèøåì èíòåãðàë èç (8) òàê:

− 1

2πi

∫
|λ|=Rn

∫
[0,1]

G0(x, x, λ) q(dx) dλ =
∑
|λ0N |<R2

∫
[0,1]

yN(x)zN(x) q(dx), (12)

ãäå yN è zN � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L0 è L∗0, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì

÷èñëàì λ0
N è λ0

N ñîîòâåòñòâåííî è íîðìèðîâàííûå óñëîâèåì

〈yN , zN〉 :=

1∫
0

yN(x)zN(x) dx = 1.

Åñëè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ0
N = λ0

N+1 (à òîãäà è λ0
N = λ0

N+1) ñîîòâåòñòâóåò æîðäàíîâà

êëåòêà ðàçìåðíîñòè 2, òî â ïðàâîé ÷àñòè (12) ñëàãàåìîå yN(x)zN(x) íóæíî çàìåíèòü íà

yN(x)ẑN+1(x) + ŷN+1(x)zN(x),

ãäå ŷN+1 è ẑN+1 � ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L0 è L∗0 èç ýòèõ æîðäàíîâûõ
êëåòîê, à óñëîâèå íîðìèðîâêè èìååò âèä

〈yN , zN〉 = 〈ŷN+1, ẑN+1〉 = 0; 〈yN , ẑN+1〉 = 〈ŷN+1, zN〉 = 1. (13)

Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî îáîñíîâàòü ïåðåõîä ê ïðåäåëó â ñìûñëå ñðåäíèõ â ïðàâîé
÷àñòè (12). Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè.
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Ñëó÷àé d0 = d1 = 0 (óñëîâèÿ Äèðèõëå)3

Ýòîò ñëó÷àé òåõíè÷åñêè íàèáîëåå ïðîñò. Ñèñòåìà (2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y(0) = 0, y(1) = 0.

Îïåðàòîð −D2 ñ ýòèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñàìîñîïðÿæåí, åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λ0
N = (πN)2, yN(x) = zN(x) = C sin(πNx), N ∈ N.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè èìååì

yN(x)zN(x) = 1− cos(2πNx).

Êîíñòàíòà îáíóëÿåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ââèäó óñëîâèÿ
∫

[a,b]

q(dx) = 0, à êîñèíóñ � ïðè

ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ââèäó Ïðåäëîæåíèÿ 4.1. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (8) äîêàçàíà.

Ñëó÷àé d0 = d1 = 1

Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó{
y′(0) + c0y(0) + f0y(1) = 0,
y′(1) + c1y(0) + f1y(1) = 0,

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà � ê âèäó{
z′(0) + c0z(0)− c1z(1) = 0,

z′(1)− f 0z(0) + f 1z(1) = 0.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì èç [2, ãë. II, §4], âûïèøåì àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñ òî÷íîñòüþ äî O(N−2) (ñì. Ïðèëîæåíèå, ï.1) è ó÷òåì óñëîâèå
íîðìèðîâêè. Ïîëó÷èì

yN+1(x)zN+1(x) = 1 + cos(2πNx)− 2
sin(2πNx)

πN
(c0(1− x) + f1x)

+ (−1)N
sin(2πNx)

πN
(c1 − f0)(1− 2x) +O(N−2). (14)

Êàê è â çàäà÷å Äèðèõëå, ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ýòîì ðàçëîæåíèè îáíóëÿþòñÿ ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè è ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â (12). Îñòàëüíûå ÷ëåíû â (14) ïîðîæäàþò ðÿä,
ñõîäÿùèéñÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0, 1], ïðè÷åì ÷àñòíûå ñóììû ýòîãî ðÿäà ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åíû. Îáîçíà÷èì ñóììó ýòîãî ðÿäà g(x). Ïî òåîðåìå Ëåáåãà èìååì

(C, 1) -
∞∑
N=1

∫
[0,1]

yN(x)zN(x) q(dx) =

∫
[0,1]

g(x) q(dx).

3Êàê óêàçûâàëîñü âî ââåäåíèè, ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí â ðàáîòå [6].
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Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé q ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Ïîýòîìó g(x) = 0 äëÿ ï.â. x ∈ [0, 1].

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî èçâåñòíûì ôîðìóëàì [4, 5.4.2.9 è 5.4.2.10], òðåòèé
÷ëåí â (14) äàåò ïðè ñóììèðîâàíèè ôóíêöèþ, èìåþùóþ ðàçðûâû ðàçâå ÷òî íà êîíöàõ
îòðåçêà, ÷åòâåðòûé ÷ëåí � íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ (çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ 1− 2x, óíè÷òî-
æàþùåãî ðàçðûâ â òî÷êå 1

2
), è îñòàòîê � íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. Ïîýòîìó g ìîæåò

îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ ðàçâå ÷òî â òî÷êàõ 0 è 1. Îäíàêî â ñèëó óñëîâèÿ íà q ýòè òî÷êè íå
äàþò âêëàäà â èíòåãðàë, è ôîðìóëà (8) äîêàçàíà.

Ñëó÷àé d0 = 0, d1 = 1

Îáùèé âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé:{
a0y(0) + b0y(1) = 0,

a1y
′(0) + b1y

′(1) + c1y(0) + f1y(1) = 0.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 6= 0. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà èìåþò âèä b0y

′(0) + a0y
′(1) +

1

a1

(c1b0 − f1a0)y(0) = 0,

b1y(0) + a1y(1) = 0.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A = b1a0 + a1b0; B = f1a0 − c1b0; C = a1a0 + b1b0

(íàïîìíèì, ÷òî A 6= 0 ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé).

Ñëó÷àé C = ±A, B = 0: äâóêðàòíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îïåðàòîðà L0 ìîæíî óïðîñòèòü:

a0y(0) + b0y(1) = 0, a1y
′(0) + b1y

′(1) = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî4 C = −A. Òîãäà èìååòñÿ òðè âàðèàíòà:

1. a1 + b1 = 0, a0 + b0 = 0;

2. a1 + b1 = 0, a0 + b0 6= 0;

3. a1 + b1 6= 0, a0 + b0 = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåòèé âàðèàíò ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîãî çàìåíîé L0 íà L∗0.
4Â ñëó÷àå C = A ôîðìóëû âïîëíå àíàëîãè÷íû, åñëè âûïèñàòü àñèìïòîòèêè ïî ñòåïåíÿì N − 1

2 .
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Âàðèàíò a1 + b1 = 0, a0 + b0 = 0: æîðäàíîâûõ êëåòîê íåò. Ýòîò âàðèàíò íàèáîëåå
ïðîñò. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêèì:

y′(0)− y′(1) = 0, y(0)− y(1) = 0.

Îïåðàòîð L0 ñ ýòèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñàìîñîïðÿæåí, åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

λ0
1 = 0, y1(x) = z1(x) ≡ 1;

λ0
2N = λ0

2N+1 = (2πN)2, y2N(x) = z2N(x) = C sin(2πNx),

y2N+1(x) = z2N+1(x) = C cos(2πNx), N ∈ N.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè èìååì

y2N(x)z2N(x) = 1− cos(4πNx); y2N+1(x)z2N+1(x) = 1 + cos(4πNx).

Ïîïàðíîå ñóììèðîâàíèå äàåò êîíñòàíòó, èñ÷åçàþùóþ ïðè èíòåãðèðîâàíèè. Ôîðìóëà
(8) î÷åâèäíà.

Âàðèàíò a1 + b1 = 0, a0 + b0 6= 0: æîðäàíîâû êëåòêè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò
âèä

L0 : a0y(0) + b0y(1) = 0, y′(0)− y′(1) = 0;

L∗0 : b0z
′(0) + a0z

′(1) = 0, z(0)− z(1) = 0.

Âûïèøåì ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè (ñì. Ïðèëîæåíèå, ï.2) è ó÷òåì
óñëîâèå (13). Ïîëó÷èì

y2N(x)ẑ2N+1(x) + ŷ2N+1(x)z2N(x) = 2 + 2 cos(4πNx)
(a0 + b0)(2x− 1)

a0 − b0

. (15)

Âû÷èòàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîäõîäÿùóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ, ïîä÷èíèì q äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèÿì ∫

[0, 1
2

]

(2x− 1) q(dx) =

∫
[ 1
2
,1]

(2x− 1) q(dx) = 0. (16)

Òîãäà çàðÿä q̃(dx) = (2x−1) q(dx) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ 4.1 íà îòðåçêàõ
[0, 1

2
] è [1

2
, 1], è ïîòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü (15) îáíóëÿåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè è ïåðåõîäå ê

ïðåäåëó â (12). Ïîñêîëüêó (16) âëå÷åò
∫

[0,1]

y1(x)z1(x) q(dx) = 0, ôîðìóëà (8) äîêàçàíà.

Ñëó÷àé C = ±A, B 6= 0: àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C = −A (ñëó÷àé C = A ðàçáèðàåòñÿ
àíàëîãè÷íî). Ïåðåïèøåì óñëîâèÿ íà A, B, C â ñëåäóþùåì âèäå:

(a1 + b1)(a0 + b0) = 0; f1a0 − c1b0 6= 0.

Ìû âíîâü èìååì òðè âàðèàíòà:
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• a0 + b0 = 0, a1 + b1 6= 0, ïðè ýòîì c1 + f1 6= 0;

• a0 + b0 6= 0, a1 + b1 = 0;

• a0 + b0 = 0, a1 + b1 = 0, ïðè ýòîì c1 + f1 6= 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âòîðîé âàðèàíò ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî çàìåíîé L0 íà L∗0.

Ïåðâûé âàðèàíò Âûïèøåì àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
ñ òî÷íîñòüþ äî O(N−4) (ñì. Ïðèëîæåíèå, ï.3.1) è ó÷òåì óñëîâèå íîðìèðîâêè. Ñêëàäû-
âàÿ ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ïîïàðíî,
ïîëó÷èì

y2N(x)z2N(x) + y2N+1(x)z2N+1(x) = η+
N(x)ζ+

N(x) + η−N(x)ζ−N(x)

= 2 + 2 cos(4πNx)
(a1 + b1)(1− 2x)

a1 − b1

+ 2 sin(4πNx)
(c1 + f1)(1− 2x)(b1x− a1(1− x))

(a1 − b1)2πN
+O(N−2).

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà çäåñü ñóììèðóþòñÿ, êàê â ôîðìóëå (15), à ïîñëåäíèå � êàê â (14).
Ôîðìóëà (8) äîêàçàíà.

Òðåòèé âàðèàíò Â ýòîì âàðèàíòå ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îïåðàòîðà L0 ìîæíî
óïðîñòèòü:

y(0)− y(1) = 0, y′(0)− y′(1) + c1y(0) = 0.

Âûïèøåì àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñ òî÷íîñòüþ äî
O(N−6) (ñì. Ïðèëîæåíèå, ï.3.2) è ó÷òåì óñëîâèå íîðìèðîâêè. Ñêëàäûâàÿ ÷ëåíû, ñî-
îòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ïîïàðíî, ïîëó÷èì

y2N(x)z2N(x) + y2N+1(x)z2N+1(x) = η+
N(x)ζ+

N(x) + η−N(x)ζ−N(x)

= 2 + sin(4πNx)
c1(2x− 1)

2πN
+O(N−2).

Ýòîò ðÿä ñóììèðóþòñÿ, êàê â ôîðìóëå (14). Ôîðìóëà (8) äîêàçàíà.

Ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé C 6= ±A

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé î÷åâèäíîé ëåììîé.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü lim
k→∞

ak
k

= 0. Òîãäà

(C, 1)-
∞∑
k=1

ak = (C, 1)-
∞∑
k=1

(a2k−1 + a2k)−
1

2
· (C, 1)- lim

k→∞
a2k

= (C, 1)-
∞∑
k=1

(a2k + a2k+1) + a1 −
1

2
· (C, 1)- lim

k→∞
a2k+1, (17)

ò.å. ñóììà â ëåâîé ÷àñòè (17) ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ îäíî èç âûðàæåíèé â ïðàâîé
÷àñòè.
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Âûïèøåì àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñ òî÷íîñòüþ äî
O(N−2) (ñì. Ïðèëîæåíèå, ï.4). Î÷åâèäíî, ÷òî lim

N→∞
1
N
yN(x)zN(x) = 0, ïîýòîìó ìîæíî

ïðèìåíèòü âòîðóþ ÷àñòü ôîðìóëû (17). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîïàðíûå ñóììû

y2N(x)z2N(x) + y2N+1(x)z2N+1(x) = η+
N(x)ζ+

N(x) + η−N(x)ζ−N(x)

= 2 + 2 cos(4πNx)V0(x, α) +
2

N
sin(4πNx)W1(x, α) +O(N−2).

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà çäåñü ñóììèðóþòñÿ, êàê â ôîðìóëå (15), à ïîñëåäíèå � êàê â (14), ñ
ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (18).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ïðåäåë â ôîðìóëå (17). Â çàâèñèìîñòè îò α îí ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàí îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

(C, 1) - lim
N→∞

y2N+1(x)z2N+1(x)

= 1 + lim
k→∞

1

k

k∑
N=1

cos(4πNx)V0(x,±α) + lim
k→∞

1

k

k∑
N=1

sin(4πNx)V1(x,±α)

+ lim
k→∞

1

k

k∑
N=1

1

N
cos(4πNx)W0(x,±α) + lim

k→∞

1

k

k∑
N=1

1

N
sin(4πNx)W1(x,±α).

Êàê è ðàíåå, êîíñòàíòà îáíóëÿåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè. Âòîðîé è òðåòèé ÷ëåí ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åíû è ñõîäÿòñÿ ïîòî÷å÷íî âñþäó, ïðè÷åì ïðåäåë ðàâåí íóëþ âñþäó,
êðîìå òî÷åê 0 è 1 (çäåñü ìû âíîâü ó÷ëè ñîîòíîøåíèÿ (18)). Îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû ñõîäÿòñÿ
ê íóëþ ðàâíîìåðíî. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðà-
ëà. Â ñèëó óñëîâèÿ íà q êîíöû ïðîìåæóòêà íå äàþò âêëàäà â èíòåãðàë, è ôîðìóëà (8)
äîêàçàíà.

5 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.5. Ìû íà÷íåì ñ ôîðìóëû (12) èç ðàáîòû [3], êîòîðàÿ ïðè

n = 2 è x = y äàåò (íàïîìíèì, ÷òî z = λ
1
2 )

G0(x, x, λ) = G̃0(x, x, z) =
∆1,1(z) + e−2izx∆1,2(z)− e2izx∆2,1(z)−∆2,2(z)

2iz∆(z)
.

Çäåñü ∆(z) è ∆α,β(z) � îïðåäåëèòåëè ìàòðèö ïîðÿäêà n, îïðåäåëåííûõ â [3, Sec. 2.1].
Â íàøåì ñëó÷àå îíè èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè z →∞:

∆(z) = ∆̂(z)eiz(a−b)(iz)d0+d1 · (1 +O(z−1)),

∆̂(z) =

∣∣∣∣a0 + b0e
iz(b−a) (−1)d0(a0e

iz(b−a) + b0)
a1 + b1e

iz(b−a) (−1)d1(a1e
iz(b−a) + b1)

∣∣∣∣ ;
∆1,1(z) = ∆̂1,1(z)(iz)d0+d1 · (1 +O(z−1)), ∆̂1,1(z) =

∣∣∣∣b0 (−1)d0(a0e
iz(b−a) + b0)

b1 (−1)d1(a1e
iz(b−a) + b1)

∣∣∣∣ ;
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∆1,2(z) = ∆̂1,2e
iz(a+b)(iz)d0+d1 · (1 +O(z−1)), ∆̂1,2 =

∣∣∣∣a0 b0

a1 b1

∣∣∣∣ ;
∆2,1(z) = ∆̂2,1e

−iz(a+b)(iz)d0+d1 · (1 +O(z−1)), ∆̂2,1 = (−1)d0+d1+1 · ∆̂1,2;

∆2,2(z) = ∆̂2,2(z)eiz(a−b)(iz)d0+d1 · (1 +O(z−1)),

∆̂2,2(z) =

∣∣∣∣a0 + b0e
iz(b−a) (−1)d0b0

a0 + b0e
iz(b−a) (−1)d1b1

∣∣∣∣ .
Ïî óñëîâèþ, |z| = R îòäåëåíî îò |λ0

N |
1
2 , è âñëåäñòâèå ðåãóëÿðíîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

(2) îïðåäåëèòåëü ∆̂(z) îòäåëåí îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì,

G̃0(x, x, z) =
∆̂1,1(z)e2iz(b−a) + ∆̂1,2e

2iz(b−x) − ∆̂2,1e
2iz(x−a) − ∆̂2,2(z)

2iz∆̂(z)
· (1 +O(z−1)).

Ïîñêîëüêó z = Rw ∈ R(Γ1 ∪ Γ2) ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, âñå ýêñïîíåíòû â
ýòîì âûðàæåíèè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R→∞ äëÿ êàæäîãî
x ∈ (a, b) è w ∈ Γ1 ∪ Γ2. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïîëó÷àåì

lim
R→∞

∫
|λ|=R2

G0(x, x, λ)2 dλ = lim
R→∞

∫
z=R(Γ1∪Γ2)

G̃0(x, x, z)2 2z dz

= − lim
R→∞

∫
z=R(Γ1∪Γ2)

(∆̂2,2(z)

∆̂(z)

)2 dz

2z
= − lim

R→∞

∫
z=R(Γ1∪Γ2)

dz

2z
= −πi

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (7) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè R→
∞ óêàçàííûì â óñëîâèè Òåîðåìû 2.4 ñïîñîáîì.

Òåîðåìà 2.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (7) ñõîäèòñÿ ê ñóììå ïåðâûõ äâóõ
ñëàãàåìûõ â (6). Äàëåå, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âî âòîðîì ñëàãàåìîì èç (7) èìååò
ñóììèðóåìóþ ìàæîðàíòó ââèäó îöåíêè èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Òåîðåìà 2.5 è òåîðåìà
Ëåáåãà äàþò ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (6).

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïð., [9], à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.4), åñëè ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ (2) ñèëüíî ðåãóëÿðíû, òî ÷èñëà |λ0
N |

1
2 àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëåíû. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â Òåîðåìå 2.4 ñîîòâåòñòâóåò ñóììèðîâàíèþ ðÿäà S(q) ìåòîäîì
ñðåäíèõ, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíî.

Åñëè óñëîâèÿ (2) ðåãóëÿðíû, íî íå ñèëüíî ðåãóëÿðíû, òî ÷èñëà |λ0
N |

1
2 àñèìïòîòè÷å-

ñêè ëèáî ïîïàðíî ñáëèæàþòñÿ, ëèáî ïîïàðíî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä â Òåîðåìå 2.4 ñîîòâåòñòâóåò ñóììèðîâàíèþ ðÿäà S(q) â òàêîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà
÷ëåíû ðÿäà, îòâå÷àþùèå àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèì èëè ñîâïàäàþùèì ñîáñòâåííûì ÷èñ-
ëàì, ñêëàäûâàþòñÿ ïîïàðíî, à çàòåì ïîëó÷åííûé ðÿä ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî λN(q) − λN → 0 ïðè N → ∞. Ïîýòîìó Ëåììà 4.1 äàåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû è â ýòîì ñëó÷àå.
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Ïðèëîæåíèå

1. Ñëó÷àé d0 = d1 = 1

Êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà L0 èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:

ρN+1 := (λ0
N+1)

1
2 = πN +

f1 − c0

πN
+ (−1)N

c1 − f0

πN
+O(N−2).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L0 è L∗0 ïðè ρN 6= 0 èìåþò âèä

yN(x) = C1

(
cos(ρNx)− c0

sin(ρNx)

ρN
+ f0

sin(ρN(1− x))

ρN

)
;

zN(x) = C2

(
cos(ρNx)− c0

sin(ρNx)

ρN
− c1

sin(ρN(1− x))

ρN

)
.

Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé èìååò âèä

yN+1(x) = C1

(
cos(πNx)− sin(πNx)

c0(1− x) + f1x

πN

−(−1)N sin(πNx)
f0(1− x) + c1x

πN

)
+O(N−2);

zN+1(x) = C2

(
cos(πNx)− sin(πNx)

c0(1− x) + f1x

πN

+(−1)N sin(πNx)
c1(1− x) + f0x

πN

)
+O(N−2).

Àñèìïòîòèêà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

〈yN+1, zN+1〉 =
C1C2

2
+O(N−2).

2. Ñëó÷àé d0 = 0, d1 = 1. Æîðäàíîâû êëåòêè

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé C = −A. Â ýòîì ñëó÷àå ó îïåðàòîðîâ L0 è
L∗0 èìååòñÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ0

1 = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
y1(x) = x − a0

a0+b0
è z1(x) ≡ const, ãäå êîíñòàíòà ïîäáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò âèä λ0
2N = λ0

2N+1 = (2πN)2, N ∈ N.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåð-

âîé ïàðå óñëîâèé (13):

y2N(x) = C1 sin(2πNx),

ŷ2N+1(x) = C1

(x cos(2πNx)

4πN
+

sin(2πNx)

16π2N2
− b0 cos(2πNx)

4πN(a0 + b0)

)
;

z2N(x) = C2 cos(2πNx),

ẑ2N+1(x) = C2

(
− x sin(2πNx)

4πN
− cos(2πNx)

16π2N2
+
a0 sin(2πNx)

4πN(a0 + b0)

)
.
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Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

〈y2N , ẑ2N+1〉 = 〈ŷ2N+1, z2N〉 =
C1C2(a0 − b0)

16πN(a0 + b0)

(çàìåòèì, ÷òî a0 6= b0, òàê êàê A 6= 0).

3. Ñëó÷àé d0 = 0, d1 = 1. Àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèå ñîáñòâåííûå
÷èñëà

Íàïîìíèì, ÷òî ìû âíîâü ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé C = −A. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñîáñòâåííûå
÷èñëà îïåðàòîðà L0, êðîìå λ

0
1, îáúåäèíÿþòñÿ â ïàðû λ2N è λ2N+1, N ∈ N, ñáëèæàþùèåñÿ

ïðè N → ∞. Êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòèõ ïàð îáîçíà÷èì ρ±N . Ïðè ýòîì îäèí èç
íèõ (íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ρ+

N) ðàâåí 2πN . Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (áóäåì îáîçíà÷àòü èõ η±N è ζ±N) ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ ïðè N → ∞, àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ρ−N è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé η−N , ζ

−
N

âûïèøåì ñ òî÷íîñòüþ äî O(N−4) â âàðèàíòå 3.1 è ñ òî÷íîñòüþ äî O(N−6) â âàðèàíòå
3.2.

3.1. Âàðèàíò a0 + b0 = 0, a1 + b1 6= 0

Â ýòîì âàðèàíòå ïîëó÷àåì

ρ−N = 2πN +
B

πNA
− 6AB2 + B3

12A3N3π3
+O(N−4).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L0 è L∗0 èìåþò âèä

η+
N(x) = C1

(
(a1 + b1) cos(2πNx)− (c1 + f1)

sin(2πNx)

2πN

)
,

ζ+
N(x) = C2 sin(2πNx);

η−N(x) = C1

(
a1 cos(ρ−Nx) + b1 cos(ρ−N(1− x))− c1

sin(ρ−Nx)

ρ−N
+ f1

sin(ρ−N(1− x))

ρ−N

)
,

ζ−N(x) = C2

(
b1 sin(ρ−Nx)− a1 sin(ρ−N(1− x))

)
.

Àñèìïòîòèêà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

〈η+
N , ζ

+
N〉 = −C1C2(c1 + f1)

4πN
;

〈η−N , ζ
−
N〉 = C1C2

((c1 + f1)(a1 + b1)

4πN
− (c1 + f1)2(a1f1 + c1b1)

8(a1 − b1)2π3N3

)
+O(N−4)

(çàìåòèì, ÷òî a0 6= b0, òàê êàê A 6= 0).
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3.2. Âàðèàíò a0 + b0 = 0, a1 + b1 = 0

Â ýòîì âàðèàíòå ïîëó÷àåì

ρ−N = 2πN − c1

2πN
+
c3

1 − 12c2
1

96π3N3
+
c4

1 − 6c3
1

96π5N5
+O(N−6).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L0 è L∗0 èìåþò âèä

η+
N(x) = C1 sin(2πNx), ζ+

N(x) = C2 sin(2πNx);

η−N(x) = C1

(
sin(ρ−x) + sin(ρ−(1− x))

)
,

ζ−N(x) = C2

(
sin(ρ−x) + sin(ρ(1− x))

)
.

Àñèìïòîòèêà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

〈η+
N , ζ

+
N〉 =

C1C2

2
;

〈η−N , ζ
−
N〉 = C1C2

( c2
1

8π2N2
− c4

1 − 4c3
1

128π4N4

)
+O(N−6).

4. Ñëó÷àé d0 = 0, d1 = 1. Ðàçäåëåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

Â ýòîì ñëó÷àå êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ2N , λ2N+1, N ∈ N, îïåðàòîðà L0 îáðàçóþò
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðîãðåññèÿì
ñ ðàçíîñòüþ 2π. Îáîçíà÷èì ýòè êîðíè ρ±N . Òîãäà ïðè N →∞ èìååì

ρ±N = 2πN ± α +
B

2πNA
+O(N−2),

ãäå

α = i log

−C

A
−

√(
C

A

)2

− 1

 ,

à âåòâü ëîãàðèôìà âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî |<(α)| < π (âûáîð äðóãîé âåòâè ëîãàðèôìà ïðè-
âîäèò ê ïåðåíóìåðàöèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë). Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ C 6= ±A âûòåêàåò
sin(α) 6= 0.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ L0 è L∗0 èìåþò âèä

η±N(x) = a0 sin(ρ±Nx)− b0 sin(ρ±N(1− x)),

ζ±N(x) = b0 cos(ρ±Nx) + a0 cos(ρ±N(1− x)) + B
sin(ρ±Nx)

a1ρ
±
N

.

Àñèìïòîòèêà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

〈η±N , ζ
±
N〉 = ± sin(α)

a2
0 − b2

0

2
+ B

Aa0 + (Ab0 + a1(a2
0 − b2

0)) cos(α)

4πAa1N
+O(N−2)
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(çàìåòèì, ÷òî a0 6= ±b0, òàê êàê C 6= ±A).
Íîðìèðîâàííûå ïðîèçâåäåíèÿ èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:

η±N(x)ζ±N(x) = 1 + cos(4πNx)V0(x,±α) + sin(4πNx)V1(x,±α)

+
1

N
cos(4πNx)W0(x,±α) +

1

N
sin(4πNx)W1(x,±α) +O(N−2),

ãäå

V0(x, α) =
sin(α(2x− 1))

(a2
0 − b2

0) sin(α)
(a2

0 + b2
0 + 2a0b0 cos(α));

V1(x, α) =
cos(α(2x− 1))

(a2
0 − b2

0) sin(α)
(a2

0 + b2
0 + 2a0b0 cos(α));

W0(x, α) =
B(2R1 sin(α) cos(2αx)−R2 sin(2αx))

4Aa1(a2
0 − b2

0)2π sin2(α)
;

W1(x, α) = −B(2R1 sin(α) sin(2αx) +R2 cos(2αx))

4Aa1(a2
0 − b2

0)2π sin2(α)
;

R1 = a0b0(3Ab0 + a1(a2
0 − b2

0)(1 + 2x)) + 2(a2
0 + b2

0)(Ab0 + a1(a2
0 − b2

0)x) cos(α)

+ a0b0(Ab0 + a1(a2
0 − b2

0)(2x− 1)) cos(2α);

R2 = 4Aa2
0b0 + 2a1(a4

0 − b4
0)(1− x)

+ a0(A(2a2
0 + 5b2

0) + a1b0(a2
0 − b2

0)(5− 2x)) cos(α)

+ 2(a2
0 + b2

0)(Ab0 + a1(a2
0 − b2

0)x) cos(2α)

+ a0b0(Ab0 + a1(a2
0 − b2

0)(2x− 1)) cos(3α).

Ëåììà 5.1. Ôóíêöèè V0(x, α), V1(x, α), W0(x, α) è W1(x, α) íåïðåðûâíû ïî îáåèì ïå-
ðåìåííûì ïðè sin(α) 6= 0 è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì:

V0(x, α) ≡ V0(x,−α), V1(x, α) ≡ −V1(x,−α);

W1(x, α) ≡ W1(x,−α), W0(x, α) ≡ −W0(x,−α);

V0(1
2
, α) ≡ 0, W1(1

2
, α) ≡ 0. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó R1 è R2 � ÷åòíûå ôóíêöèè α, âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû
î÷åâèäíû, êðîìå ïîñëåäíåãî. Íî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå A cos(α) + C = 0, ÷èñëèòåëü â
âûðàæåíèè äëÿ W1 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

2R1 sin(α) sin(2αx) + R2 cos(2αx) = 2 sin(α(x− 1
2
))

×
((
a0a1b0(a2

0 − b2
0)(2x− 1) + a0b

2
0A
)

sin(α(5
2
− x))

+
(
2a1(a4

0 − b4
0)x+ 2b0(a2

0 + b2
0)A
)

sin(α(3
2
− x))

−
(
5a3

0a1b0 + a0a1b
3
0 + a4

0b1 + 5a2
0b

2
0b1

)
sin(α(x− 1

2
))

−
(
2a1(a4

0 − b4
0)(1− x) + 4a2

0b0A
)

sin(α(1
2

+ x))

+
(
a0a1b0(a2

0 − b2
0)(2x− 1)− a3

0A
)

sin(α(3
2

+ x))
)
,

è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (18) äîêàçàíî.
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Áëàãîäàðíîñòè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè, Òåîðåìû 2.4 è 2.5, ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
íàó÷íîãî ôîíäà, ãðàíò 14-21-00035. Òåîðåìà 2.3 ïîëó÷åíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ
16-01-00258à.
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