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1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâåííîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ
ñ äðîáíûì ëàïëàñèàíîì:

(−∆)su = |u|q−2u â ΩR, u ∈ H̃s(ΩR) (1)

â êîëüöå ΩR = BR+1\BR ∈ Rn ïðè s ∈ (0, 1), 2 < q < 2∗n ≡ 2n
(n−2s)+

. Äðîáíûé ëàïëàñèàí

(−∆)s â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò ïîíèìàòüñÿ â ñìûñëå Äèðèõëå èëè â ñìûñëå
Íàâüå, ñì. �2.

Ýôôåêò ìíîæåñòâåííîñòè áûë âïåðâûå îòêðûò ×. Êîôôìàíîì [4], êîòîðûé ïîêàçàë,
÷òî ïðè n = 2 çàäà÷à

−∆u = |u|q−2u â ΩR, u|∂ΩR
= 0 (2)

èìååò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ (íå ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ïî-
âîðîòîì) ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ïðè q > 2 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R.

Â ñòàòüå [9] áûëa äîêàçàíà ìíîæåñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (2) â ñëó÷àå n ≥ 4,
2 < q < 2∗ ≡ 2n

(n−2)+
, à òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ íåðàäèàëüíûõ

ðåøåíèé ïðè q ≥ 2∗.
Ìíîæåñòâåííîñòü ðåøåíèé â ñëó÷àå n = 3 áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [1].
Â äàëüíåéøåì â ñòàòüÿõ [20] è [18] ïîõîæèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíå-

íèÿ ñ p-ëàïëàñèàíîì ∆p u = div (|∇u|p−2∇u): çàäà÷à

−∆p u = |u|q−2u â ΩR, u|∂ΩR
= 0

èìååò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ïðè 1 < p <∞,
p < q < p∗ ≡ np

(n−p)+ è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R.

*Ïðåäñòàâëåíî À.È. Íàçàðîâûì
�Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð. 28, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

198504, Ðîññèÿ. E-mail: ustinns@yandex.ru.
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Ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è (1) â ñëó÷àå n 6= 3. Îòìåòèì, ÷òî
îïåðàòîð äðîáíîãî ëàïëàñèàíà ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
òåõíèêó, ïðåäñòàâëåííóþ â ðàáîòàõ âûøå.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: â �2 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñïîëü-
çóåìûå â äàííîé ðàáîòå. Â �3 ïðèâåäåíû ëåììû, ïîìîãàþùèå ïîñòðîèòü îöåíêè ýíåð-
ãèè ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå H̃s(ωR). Â �4 îïèñàíî ïîâåäåíèå ýíåðãèè ïðè
R→ +∞. Íàêîíåö, â �5 äîêàçàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò � Òåîðåìà 6. Áîëüøèíñòâî òåõíè-
÷åñêèõ äåòàëåé ïîìåùåíî â Ïðèëîæåíèå.

Ðàçëè÷íûå àáñîëþòíûå êîíñòàíòû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C. Â ñëó÷àå çàâèñè-
ìîñòè êîíñòàíòû îò ïàðàìåòðà, ýòîò ïàðàìåòð óêàçûâàåòñÿ â ñêîáêàõ. Çàïèñü a � b
îçíà÷àåò, ÷òî âåðíà äâóõñòîðîííÿÿ îöåíêà C1b ≤ a ≤ C2b ñ êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùè-
ìè îò R. Øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x îáîçíà÷èì Br(x). Åñëè x = 0, òî, äëÿ
êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì åãî Br. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû íóëåâîé âåêòîð ðàçìåðíîñòè
m ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Om.

2 Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îáîçíà÷èì ωR êîëüöî â R1: ωR = [−R− 1,−R] ∪ [R,R + 1]. Ôóíêöèþ ñ íîñèòåëåì â ωR
èëè â ΩR ìû áóäåì îáîçíà÷àòü uR, ïîä÷åðêèâàÿ çàâèñèìîñòü îò ðàäèóñà R.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Fu(ξ) :=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−iξ·xu(x)dx.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Hs(Rn) è H̃s(ΩR) (ñì., íàïð., [22, �2.3.3, 4.3.2]):

Hs(Rn) =

u ∈ L2(Rn) |
∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2dξ < +∞

 ;

H̃s(ΩR) =
{
u ∈ Hs(Rn) | supp(u) ⊂ ΩR

}
.

Äðîáíûé ëàïëàñèàí (−∆)su íà êëàññå Øâàðöà

S =

{
u ∈ C∞(Rn) | sup

x∈Rn
|xαDβu(x)| < +∞ ∀α, β

}
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(−∆)su = F−1(|ξ|2sFu(ξ)).

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

((−∆)su, u) =

∫
Rn

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ. (3)

Äðîáíûé ëàïëàñèàí Äèðèõëå (−∆)sD â îáëàñòè ΩR, íàçûâàåìûé òàêæå ñóæåííûì
(restricted) äðîáíûì ëàïëàñèàíîì � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, âîññòàíîâëåííûé ïî

êâàäðàòè÷íîé ôîðìå (3) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H̃s(ΩR).
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Äðîáíûé ëàïëàñèàí Íàâüå (−∆)sN � ýòî s-òàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñìûñëå
ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, òî åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, âîññòàíîâëåííûé ïî êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìå

((−∆)sNu, u) =
∞∑
j=1

λsj(u, φj)
2, (4)

ãäå λj è φj � ñîáñòâåííûå ÷èñëà è îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì Äèðèõëå â îáëàñòè ΩR. Äðîáíûé ëàïëàñèàí Íàâüå (−∆)sNu òàê-
æå íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì (spectral) äðîáíûì ëàïëàñèàíîì. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,
íàïð., [10, Ëåììà 1]), ÷òî ïðè s ∈ [0, 1] îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (4)

ñîâïàäàåò ñ H̃s(ΩR). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáà îïåðàòîðà ïðè s /∈ Z ÿâëÿþòñÿ íåëîêàëüíûìè.

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå H̃s(ΩR) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå Hs(Rn)

‖u‖2
H̃s(ΩR)

= ‖u‖2
L2(ΩR) + ((−∆)sDu, u), (5)

îäíàêî, â ñèëó íåðàâåíñòâ Ôðèäðèõñà (ñì. Ïðèëîæåíèå, Ëåììà 3) â ïðîñòðàíñòâå

H̃s(ΩR) êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè (3) è (4) çàäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå íîðìå (5) íîðìû

[u]2
D,H̃s(ΩR)

:= ((−∆)sDu, u) � ‖u‖2
H̃s(ΩR)

� ((−∆)sNu, u) =: [u]2
N,H̃s(ΩR)

.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì (3) è (4) (ñì. [10, Òåîð. 1]):
ïðè s ∈ (0, 1) äëÿ u 6≡ 0

((−∆)sNu, u) > ((−∆)sDu, u). (6)

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà äëÿ äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåíèÿ Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà [2]. Èìåííî, ïðè

u ∈ H̃s(ΩR) ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

EDs (w) =

+∞∫
0

∫
Rn

t1−2s|∇w(x, t)|2dxdt

ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé

WD =
{
w(x, t) | EDs (w) < +∞, w|t=0 = u

}
äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ôóíêöèè w̃D è äàåò çíà÷åíèå êâàäðàòà íîðìû Äèðèõëå â
H̃s(Ω) ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû C(s) = 4sΓ(1+s)

2s·Γ(1−s) :

[u]2
D,H̃s(Ω)

= C(s)EDs (w̃D).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Íàâüå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëó÷àåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì Ñòèíãà�Òîððåà [15]: ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

ENs (w) =

+∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇w(x, t)|2dxdt
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ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé

WN =
{
w(x, t) | ENs (w) < +∞, w|t=0 = u, w|x∈∂Ω = 0

}
äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ôóíêöèè w̃N , è âåðíà ôîðìóëà (ñì., íàïð., [11, (2.6)])

[u]2
N,H̃s(Ω)

= C(s)ENs (w̃N).

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ H̃s(Ω) âåðíû íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà (ñì., íàïð., [22, 2.8.1/15]): ïðè

u ∈ H̃s(Ω) è s < n
2
èìååì

[u]2
D,H̃s(Ω)

≥ Cs‖u‖2
L2∗n (Ω) è [u]2

N,H̃s(Ω)
≥ Cs‖u‖2

L2∗n (Ω), (7)

(íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç 2∗n ≡ 2n
(n−2s)+

îáîçíà÷åí ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü âëîæåíèÿ). Òî÷íàÿ
êîíñòàíòà Cs â íåðàâåíñòâå äëÿ íîðìû Äèðèõëå íå çàâèñèò îò îáëàñòè, åå çíà÷åíèå áûëî
íàéäåíî â [5]. Ðàâåíñòâî òî÷íûõ êîíñòàíò äëÿ íîðì Íàâüå è Äèðèõëå áûëî ïîëó÷åíî
ïðè s = 2 â [16] è [7], ïðè s ∈ N â [6] è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s â [12].

Èç íåðàâåíñòâ (7) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ H̃s(Ω) â Lq(Ω) äëÿ ïðåäåëüíîãî
ïîêàçàòåëÿ q = 2∗n, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ ïðè
q < 2∗n.

Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû O(n). Îáîçíà÷èì LsG ïîäïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé èç H̃s(ΩR), èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî G, òî åñòü

LsG =
{
u ∈ H̃s(ΩR) | u(x) = u(gx),∀g ∈ G

}
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Lq,G(ΩR):

Lq,G(ΩR) = {u ∈ Lq(ΩR) | u(x) = u(gx),∀g ∈ G} .

Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ â ðàáîòå [20]: äîïóñòèìûì (m, k)-
ðàçëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà Rn ìû áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæåíèå Rn = (Rm)l ⊕ Rk, ãäå
l,m ∈ N, k ∈ Z+ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ml + k = n; m ≥ 2; k = 0 èëè k ≥ m.

Íàïðèìåð, äëÿ R7 äîïóñòèìûìè ðàçëîæåíèÿìè áóäóò

R7 = (R2)2 ⊕ R3, R7 = (R2)1 ⊕ R5, R7 = (R3)1 ⊕ R4, R7 = (R7)1.

Â îöåíêàõ, ñîäåðæàùèõ äîïóñòèìûå (m, k)-ðàçëîæåíèÿ, òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rn ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü x, òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rm � y, òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Rk � z. Òà-
êèì îáðàçîì1, x = (y1, . . . , yl, z). Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ òî÷êè çàïèñûâàþòñÿ êàê
x = (rx, θx), y = (ry, θy), z = (rz, θz), òàêèì îáðàçîì, x = (ry1 , . . . , ryl , rz, θy1 , . . . , θyl , θz).
Ôóíêöèÿ m-ðàäèàëüíà, åñëè îíà çàâèñèò òîëüêî îò ry1 , . . . , ryl , rz. Ôóíêöèÿ (m, k)-
ðàäèàëüíà, åñëè îíà m-ðàäèàëüíà è èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ ïåðåñòàíîâîê âåê-
òîðîâ y1, . . . , yl. Ãðóïïó, ïîðîæäàþùóþ ïðîñòðàíñòâî (m, k)-ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Gm,k.

1çäåñü è íèæå, åñëè k = 0, òî êîîðäèíàòà z îòñóòñòâóåò
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3 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ìû áóäåì ïîíèìàòü îáîáùåííîå ðåøåíèå u∗ ∈ H̃s(ΩR),
òî åñòü

((−∆)sDu
∗, h) ≡

∫
Rn

|ξ|2sRe(Fu∗Fh)dξ =

∫
ΩR

|u∗|q−2u∗hdx ∀h ∈ H̃s(ΩR) (8)

äëÿ äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå è

((−∆)sNu
∗, h) =

∫
ΩR

|u∗|q−2u∗hdx ∀h ∈ H̃s(ΩR) (9)

äëÿ äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Íàâüå.
Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû JD(u) è JN(u) ðàâåíñòâàìè

JD(u) =
[u]2

D,H̃s(ΩR)

‖u‖2
Lq(ΩR)

è JN(u) =
[u]2

N,H̃s(ΩR)

‖u‖2
Lq(ΩR)

.

Â Ëåììå 5 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàéçåðû ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ïî ïîä-
ïðîñòðàíñòâàì LsG ïðè ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ïîäãðóïïàõ G ⊂ O(n) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1).

Cëåäóþùèå ëåììû ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñâîéñòâ íîðìû Äèðèõëå [vR]D,H̃s(ωR) äëÿ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Â ïåðâîé èç íèõ âûâîäèòñÿ îöåíêà íîðìû Äèðèõëå ñåìåé-
ñòâà ôóíêöèé vR(x), çàäàííûõ íà ïðÿìîé è �óáåãàþùèõ ïî R� ïðè R→ +∞:

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ g+(x) ∈ H̃s[0, 1] è g−(x) = g+(−x). Çàäàäèì ñåìåéñòâî
�óáåãàþùèõ ïî R� ôóíêöèé:

vR(x) = g+(x−R) + g−(x+R). (10)

Òîãäà ïðè R→ +∞ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

[vR]2
D,H̃s(ωR)

= 2[g+]2
D,H̃s[0,1]

+ o(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

[vR]2
D,H̃s(ωR)

=

∫
R

|ξ|2s|FvR|2dξ =

∫
R

|ξ|2s
∣∣Fg+ · e−iξR + Fg− · eiξR

∣∣2 dξ =

=

∫
R

|ξ|2s|Fg+|2dξ +

∫
R

|ξ|2s|Fg−|2dξ +

∫
R

|ξ|2s(Fg+Fg−e−2iξR + Fg+Fg−e2iξR)dξ
∗
=

∗
= [g+]2

D,H̃s[0,1]
+ [g−]2

D,H̃s[−1,0]
+ o(1) = 2[g+]2

D,H̃s[0,1]
+ o(1)

(ðàâåíñòâî * ñëåäóåò èç ëåììû Ðèìàíà�Ëåáåãà).
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Ëåììà 2. Ïóñòü vR(x) � ñåìåéñòâî èç Ëåììû 1. Òîãäà ïðè a > 0 è R→ +∞

[vRr
a]D,H̃s(ωR) � Ra[vR]D,H̃s(ωR).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C0 è C1, íå çàâèñÿ-
ùèå îò R, òàêèå, ÷òî

C0R
a[vR]D,H̃s(ωR) ≥ [vRr

a]D,H̃s(ωR) ≥ C1R
a[vR]D,H̃s(ωR). (11)

Íåðàâåíñòâî (25) (ñì. Ïðèëîæåíèå) c v = ra äàåò ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (11). Äàëåå,
ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (25) ê ôóíêöèÿì v = r−a, u = vRr

a. Ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

[vRr
a]D,H̃s(ωR) ≥

[vR]D,H̃s(ωR)

C‖r−a‖Cm(ωR)

≥ C1[vR]D,H̃s(ωR)R
a.

4 Îöåíêà ýíåðãèè ïî ïîäïðîñòðàíñòâó (m, k)-ðàäèàëüíûõ

ôóíêöèé

Îöåíèì ôóíêöèîíàë JD íà ïîäïðîñòðàíñòâå ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé. Ëþáàÿ ðàäèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ ôóíêöèåé íà ïðÿìîé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî �óáåãàþùèõ ïî R� ôóíêöèé ïî ôîðìóëå (10).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü vR ∈ H̃s(ωR) � ñåìåéñòâî �óáåãàþùèõ ïî R� ôóíêöèé íà ïðÿìîé èç

Ëåììû 1. Âîññòàíîâèì ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ uR(x) ∈ H̃s(ΩR) èç ôóíêöèè vR ∈ H̃s(ωR)
ïî ôîðìóëå uR(x) = vR(|x|). Òîãäà

JD(uR) =
[uR]2

D,H̃s(ΩR)

‖uR‖2
Lq(ΩR)

�
Rn−1[v0]2

D,H̃s[0,1]

R
(n−1)

2
q ‖v0‖2

Lq [0,1]

(12)

ïðè R→ +∞ è q ∈ [2, 2∗1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàç Ôóðüå ðàäèàëüíîé ôóíêöèè ðàäèàëåí. Çàïèøåì íîðìó Äèðè-
õëå ôóíêöèè uR:

[uR]2
D,H̃s(ΩR)

=

∫
Rn

|ξ|2s|FuR|2dξ = C

∫
Rn

|ξ|2s
 R+1∫

R

vR(r)

∫
Sn−1

e−ir|ξ|(σ,θξ)dσdr

2

dξ.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó ôóíêöèè Áåññåëÿ (ñì. [21, Òåîð. IV.1.6])∫
Sn−1

e−i|y|(σ,θ)dσ =
(2π)

n
2

|y|
n−2

2

Jn−2
2

(|y|), θ ∈ Sn−1

íîðìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:

[uR]2
D,H̃s(ΩR)

= C

∫
R+

t1+2s

 R+1∫
R

r
n
2 vR(r)Jn−2

2
(rt)dr

2

dt.
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Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè ðàçîáüåì åå íà äâà èíòåãðàëà. Ïóñòü ε(R) = 1√
R
. Òîãäà

[uR]2
D,H̃s(ΩR)

= C

 ε(R)∫
0

+

+∞∫
ε(R)

 t1+2s

 R+1∫
R

r
n
2 vR(r)Jn−2

2
(rt)dr

2

dt =: I1 + I2.

Ïîêàæåì, ÷òî I1 îöåíèâàåòñÿ êàê o(Rn−1) :∫ ε(R)

0

t1+2s

(∫ R+1

R

r
n
2 vR(r)Jn−2

2
(rt)dr

)2

dt ≤ Cε(R)2+2s

(∫ R+1

R

vR(r)r
n
2 dr

)2

≤

≤ CRn−1−s‖vR‖2
L2(ωR) ≤ CRn−1−s‖v0‖2

L2[0,1] = o(Rn−1).

Îöåíèì òåïåðü èíòåãðàë I2. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä (ïðè t→ +∞) c îñòàòêîì |RN(t)| ≤ C

t
2N+

1
2

(ñì. [17, c. 199]):

Jn−2
2

(t) =
N∑
k=0

(Ak(t) +Bk(t)) +RN(t) (13)

ïðè Ak(t) =
√

2
πt

cos(t−n−1
4

π)

t2k
è Bk(t) =

√
2
πt

sin(t−n−1
4

π)

t2k+1 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè t > ε(R) íà íîñèòåëå vR(r) âûðàæåíèå rt→ +∞ ïðè R→ +∞,
ïîýòîìó ïðèìåíèìà àñèìïòîòèêà (13). Îïðåäåëèì Ak, Bk è RN(t) ôîðìóëàìè

Ak(t) =

R+1∫
R

r
n
2 vR(r)Ak(rt)dr, Bk(t) =

R+1∫
R

r
n
2 vR(r)Bk(rt)dr

è RN(t) =

R+1∫
R

r
n
2 vR(r)RN(rt)dr.

Òàêèì îáðàçîì,

I2 =

+∞∫
ε(R)

t1+2s

(
N∑
k=0

(Ak(t) + Bk(t)) + RN(t)

)2

dt.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê I2 èñïîëüçóåì ýíåðãèþ, ïîëó÷àþùóþñÿ èç A0(t):

+∞∫
ε(R)

A2
0(t)t1+2sdt = C

+∞∫
ε(R)

t1+2s

 R+1∫
R

r
n
2 vR(r)

√
2
πrt

cos(rt− n−1
4
π)dr

2

dt =

= C

+∞∫
ε(R)

t2s

 R+1∫
R

r
n−1

2 vR(r) cos(rt− n−1
4
π)dr

2

dt.
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Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t1 = t+ (n−1)π
4r

. Ïîñêîëüêó t1 � t ïðè t > ε(R), èìååì:

+∞∫
ε(R)

A2
0(t)t1+2sdt � C

+∞∫
ε(R)−n−1

4R
π

t2s1

 R+1∫
R

r
n−1

2 vR(r) cos(rt1)dr

2

dt1 �

�
+∞∫
−∞

|t1|2s
 R+1∫

R

r
n−1

2 vR(r) cos(rt1)dr

2

dt1 + o(Rn−1). (14)

Èç ýêâèâàëåíòíîñòè (14) è Ëåìì 1 è 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

+∞∫
ε(R)

A2
0(t)t1+2sdt � [r

n−1
2 vR]2

D,H̃s(ωR)
� Rn−1[vR]2

D,H̃s(ωR)
� Rn−1[v0]2

D,H̃s[0,1]
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì2 ìîæíî îöåíèòü ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ ñ Ak èBk ïðè k ≤ N = ds+1e.
Àñèìïòîòèêè ýòèõ ÷ëåíîâ áóäóò ñòåïåíÿìè R ñ ìåíüøèìè ïîêàçàòåëÿìè, òî åñòü
o(Rn−1). Íàêîíåö, îöåíêà RN(t) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷ëåí ñ RN :

+∞∫
ε(R)

R2
N(t)t1+2sdt ≤ C

+∞∫
ε(R)

t−2

 R+1∫
R

r
n−1

2
−ds+1e|vR(r)|dr

2

dt ≤

≤ CRn−1−2s−2+
1
2

 1∫
0

|v0(r)|dr

2

= o(Rn−1)‖v0‖2
L2[0,1].

Ýêâèâàëåíòíîñòü I2 � Rn−1[v0]2
D,H̃s[0,1]

ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè

I2 �
+∞∫

ε(R)

t1+2s

(
N∑
k=0

(
A2
k(t) + B2

k(t)
)

+ R2
N(t)

)
dt.

Ñëåäñòâèå 1. Mèíèìóì ôóíêöèîíàëà JD ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé

ýêâèâàëåíòåí R
(n−1)(1−2

q
)
:

min
uR∈LsO(n)

JD(uR) � R
(n−1)(1−2

q
)

(15)

ïðè R→ +∞ è q ∈ [2, 2∗1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñâåðõó â (15) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè (12).

Îöåíêà ñíèçó ñëåäóåò èç (12) è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà âëîæåíèÿ H̃s[0, 1] ↪→ Lq[0, 1].

2Ïî ôîðìóëå ïðèâåäåíèÿ sin(rρ− n−1
4 π) = cos(rρ− n+1

4 π).
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ýíåðãèè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ LsG òðåáóåòñÿ åå äâóõñòî-
ðîííÿÿ îöåíêà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ (m, k)-ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü uR(x) ∈ H̃s(ΩR) � (m, k)-ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ c m 6= n. Òîãäà ïðè
q ∈ [2, 2∗n−m+1] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

[uR]2
D,H̃s(ΩR)

≥ CR
(m−1)(1−2

q
)‖uR‖2

Lq(ΩR) è [uR]2
N,H̃s(ΩR)

≥ CR
(m−1)(1−2

q
)‖uR‖2

Lq(ΩR). (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå L2,G:

T0 : L2,Gm,k(ΩR)→ L2,Gm,k(ΩR).

Åãî íîðìà ðàâíà åäèíèöå. Ïóñòü T1 � îïåðàòîð âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà L1
Gm,k

â ïðî-

ñòðàíñòâî Lp,Gm,k(ΩR) ïðè p ∈ [2, 2(n−m+1)
(n−m−1)+

]

T1 : L1
Gm,k
→ Lp,Gm,k(ΩR).

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [9] ïðè m = 2, k = n− 2 è [20] äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (m, k)-ðàçëîæåíèé
ñóùåñòâóåò òàêîå C0, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ L1

Gm,k
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

[v]2
H̃1(ΩR)

≥ C0R
(m−1)(1−2

p
)‖v‖2

Lp(ΩR).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð T1 íåïðåðûâåí è èìååò îöåíêó äëÿ íîðìû

‖T1‖ = sup
v∈L1

Gm,k

‖T1v‖Lp(ΩR)

‖v‖L1
Gm,k

≤ C
− 1

2
0 R

(m−1)(
1
p
−1

2
)
.

Ðàâåíñòâî (26) èç Ëåììû 6 îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâà H̃s(ΩR) êàê èíòåðïîëÿöèîííóþ
øêàëó:

[H̃k(ΩR), H̃k+1(ΩR)]δ = H̃k+δ(ΩR).

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp(ΩR) òàêæå îáðàçóþò èíòåðïîëÿöèîííóþ
øêàëó: ïðè 1

p
= 1−δ

p0
+ δ

p1

[Lp0(ΩR), Lp1(ΩR)]δ = Lp(ΩR).

Óñðåäíåíèå ïî ãðóïïå ïðè ïîìîùè ìåðû Õààðà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íåïðåðûâíûé
ïðîåêòîð P â ïðîñòðàíñòâå Lp0(ΩR), ïðîåöèðóþùèé ýòî ïðîñòðàíñòâî â ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ôóíêöèé Lp0,Gm,k(ΩR) (òàêæå åãî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê íåïðåðûâíûé ïðîåêòîð
èç Lp1(ΩR) â Lp1,Gm,k(ΩR)). Ïðîñòðàíñòâî Lp0,Gm,k(ΩR) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì, ïîýòîìó
â ñèëó [22, Òåîð. 1.17.1.1] âåðíî

[Lp0,Gm,k(ΩR), Lp1,Gm,k(ΩR)]δ = Lp,Gm,k(ΩR).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíûé ïðîåêòîð èç ïðîñòðàíñòâa L2(ΩR)

â L2,Gm,k(ΩR) (òàêæå íåïðåðûâíûé êàê ïðîåêòîð èç H̃1(ΩR) â L1
Gm,k

), ïðîñòðàíñòâî äî-
ïîëíÿåìî è

[L2,Gm,k(ΩR),L1
Gm,k

]δ = LδGm,k .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èíòåðïîëèðîâàòü îïåðàòîð âëîæåíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè T0

è T1, ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ìû îáîçíà÷èì Ts:

Ts : LsGm,k → Lq,Gm,k(ΩR) ïðè
1

q
=
s

p
+

1− s
2

, (17)

åãî íîðìà îöåíèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì èíòåðïîëÿöèîííîãî íåðàâåíñòâà:

‖Ts‖ ≤ ‖T0‖1−s‖T1‖s ≤ C
− s

2
0 R

(m−1)(
s
p
− s

2
)

= C
− s

2
0 R

(m−1)(
1
q
−1

2
)
. (18)

Ïðè p ∈ [2, 2(n−m+1)
(n−m−1)+

] ïîêàçàòåëü q ïðîáåãàåò îòðåçîê [2, 2∗n−m+1], íåðàâåíñòâî (18) äàåò

îöåíêó íà èíòåðïîëÿöèîííóþ íîðìó (ñîâïàäàþùåé ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé â Hs(Rn)):

‖v‖2
H̃s(ΩR)

≥ Cs
0R

(m−1)(1−2
q

)‖v‖2
Lq(ΩR),

èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà (ñì. Ëåììó 3, Ïðèëîæåíèå) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (16) äëÿ
íîðìû Äèðèõëå:

2[v]2
D,H̃s(ΩR)

≥ ‖v‖2
H̃s(ΩR)

≥ CR
(m−1)(1−2

q
)‖v‖2

Lq(ΩR),

íåðàâåíñòâî (16) äëÿ íîðìû Íàâüå ñëåäóåò èç îöåíêè (6):

[v]2
N,H̃s(ΩR)

≥ [v]2
D,H̃s(ΩR)

≥ CR
(m−1)(1−2

q
)‖v‖2

Lq(ΩR).

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå m 6= n ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå: ïðè
m = n ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü q ðàâåí 2∗1 = 2

1−2s
, è äàæå â ñëó÷àå s < 1

2
åãî íå ïî-

ëó÷èòü èç èíòåðïîëÿöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp(ΩR) � ðàâåíñòâî (17) îáåñïå÷è-
âàåò ïîêàçàòåëè q ≤ 2

1−s , ÷òî ìåíüøå 2∗1. Îäíàêî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî è â
ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçûâàåò Òåîðåìà 1.

Îöåíêà èç Òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî R è q ∈ [2, 2∗n−m+1] cóùåñòâóåò òàêàÿ (m, k)-ðàäèàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ũR, ÷òî

[ũR]2
D,H̃s(ΩR)

≤ CR
(m−1)(1−2

q
)‖ũR‖2

Lq(ΩR) è [ũR]2
N,H̃s(ΩR)

≤ CR
(m−1)(1−2

q
)‖ũR‖2

Lq(ΩR). (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ðàáîòàì [9] (ïðè m = 2, k = n − 2 è ïðè m = n) è [20]
(äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (m, k)-ðàçëîæåíèé) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ũR ∈ L1

Gm,k
, äëÿ êîòîðîé ïðè

q ∈ [2, 2(n−m+1)
(n−m−1)+

] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

[ũR]2
H̃1(ΩR)

≤ CR
(m−1)(1−2

q
)‖ũR‖2

Lq(ΩR).

Çàìåòèì, ÷òî [2, 2∗n−m+1] ⊂ [2, 2(n−m+1)
(n−m−1)+

], ïîýòîìó Ëåììà 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå) äàåò òðå-
áóåìóþ îöåíêó äëÿ íîðì Íàâüå è Äèðèõëå:

[ũR]2
H̃s(ΩR)

≤ [ũR]2
H̃1(ΩR)

≤ CR
(m−1)(1−2

q
)‖ũR‖2

Lq(ΩR).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìíîæåñòâåííîñòè ðåøåíèé òðåáóåòñÿ îöåíèòü ýíåðãèþ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ LsO(n−2)×O(2).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n ≥ 4, òîãäà ìèíèìóìû JD è JN ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì

LsO(n−2)×O(2) ýêâèâàëåíòíû R
1−2

q :

min
uR∈LsO(n−2)×O(2)

JD(uR) � R
1−2

q è min
uR∈LsO(n−2)×O(2)

JN(uR) � R
1−2

q . (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n ≥ 4 ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ LsO(n−2)×O(2) ÿâëÿþòñÿ (2, n− 2)-

ðàäèàëüíûìè, îöåíêè ñëåäóþò èç íåðàâåíñòâ (16) è (19).

5 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è ìíîæåñòâåííîñòè

Òåîðåìà 1 äàåò äâóõñòîðîííþþ îöåíêó íà íîðìó Äèðèõëå ðàäèàëüíîé ôóíêöèè â
H̃s(ΩR) ÷åðåç íîðìó ñóæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H̃s(ωR). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà LsO(n) ñ íîðìîé Äèðèõëå êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ èìååò ìåñòî ïðè q ∈ [1, 2∗1).
Òàêæå, ââèäó òîãî, ÷òî íîðìû Äèðèõëå è Íàâüå ýêâèâàëåíòíû, êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ
ïðè q ∈ [1, 2∗1) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà LsO(n) ñ íîðìîé Íàâüå. Èñïîëüçóÿ

Ëåììó 5 (ñì. Ïðèëîæåíèå), ïîëó÷àåì òåîðåìó:

Òåîðåìà 4 (Cóùåñòâîâàíèå ðàäèàëüíîãî ðåøåíèÿ). Ïðè q ∈ [1, 2∗1), q 6= 2 ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ðàäèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) äëÿ äðîáíûõ ëàïëàñèàíîâ
Äèðèõëå è Íàâüå.

Ïóñòü n ≥ 4, ðàññìîòðèì äîïóñòèìîå (m, k)-ðàçëîæåíèå. Òåîðåìà 2 îáåñïå÷èâàåò
âëîæåíèå LsGm,k(ΩR) ↪→ Lq(ΩR) äëÿ íîðìû Äèðèõëå ïðè q = 2∗n−m+1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îíî èìååò ìåñòî è êîìïàêòíî ïðè q ∈ [1, 2∗n−m+1). Äëÿ íîðìû Íàâüå âëîæåíèå ñïðàâåä-
ëèâî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì. Ëåììà 5 äàåò ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåíîãî ðåøåíèÿ
uR ∈ LsGm,k . Ïðè q > 2 è áîëüøèõ R ìèíèìóìû ôóíêöèîíàëà JD ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì

LsO(n) è LsGm,k ðàçëè÷íû â ñèëó îöåíîê (15), (16) è (19); àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ

ôóíêèöîíàëà JN ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà (6). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì, è äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5 (Cóùåñòâîâàíèå íåðàäèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè ïîêàçàòåëÿõ q ≥ 2∗n).
Ïðè n ≥ 4 è q ∈ (2, 2∗n−m+1) ñóùåñòâóåò òàêîé ðàäèóñ R0, ÷òî ïðè R > R0 â ΩR

ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå (m, k)-ðàäèàëüíîå ðåøåíèå (ïðè ðàçëè÷íûõ m ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íû) çàäà÷è (1) äëÿ äðîáíûõ ëàïëàñèàíîâ Äèðèõëå è Íàâüå.

Çàìå÷àíèå 2. Ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ïîëó÷àåòñÿ ïðè íàèáîëüøåì äîïóñòèìîì
m, òî åñòü m = bn

2
c.

Òåîðåìà 6 (Ìíîæåñòâåííîñòü ïðè n 6= 3). Ïóñòü n 6= 3, s ∈ (0, 1), q ∈ (2, 2∗n)
è N � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå R1(N), ÷òî ïðè ëþ-
áîì R ≥ R1 ñóùåñòâóåò íå ìåíåå N íå ñîâìåùàþùèõñÿ ïîâîðîòîì ïîëîæèòåëüíûõ
ðåøåíèé çàäà÷ (1) ñ äðîáíûìè ëàïëàñèàíàìè Äèðèõëå è Íàâüå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ãðóïï T`×O(n− 2), ` = 1, 2, 3 . . . , N , ãäå T` �
ãðóïïà ïîâîðîòîâ íà óãëû, êðàòíûå 2π

`
. Ìèíèìàéçåðû ïî èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâàì LsT`×O(n−2) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1) ïðè q < 2∗n.

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ φ(x) ∈ C∞0 (B1
2
(On)), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðà-

âåíñòâó
φ(x) = φ(y, z) = φ(|y|, |z|), y ∈ R2, z ∈ Rn−2, |y|+ |z| ≤ 1

2
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y0
i âåðøèíû ïðàâèëüíîãî `-óãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò è y0
1 = (R + 1

2
, 0). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u` ðàâåíñòâîì

u`(y, z) =
∑̀
k=1

φ(y − y0
i , z).

Ëåììà 7 îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü êîíñòàíòîé çíà÷åíèé JD(u`) è
JN(u`) ïðè áîëüøèõ R. Èç îöåíîê (20) ñóùåñòâóåò òàêîé óðîâåíü R1, ÷òî ìèíèìóìû
ôóíêöèîíàëîâ JD è JN ïî LsO(2)×O(n−2) ïðè R > R1 áîëüøå íàéäåííîé âûøå êîíñòàíòû.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàéçåðû ïî LsT`×O(n−2), ` = 1, 2, 3 . . . , N ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Câîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ôóíêöèè u(x) ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû T` × O(n − 2)
ïåðåíîñèòñÿ íà ìèíèìàéçåð: åñëè w̃(x, t) � ïðîäîëæåíèå Êàôôàðåëëè�Ñèëüâåñòðà
(Ñòèíãà�Òîððåà)3 äëÿ ôóíêöèè u(x), òî w̃(gx, t) � ïðîäîëæåíèå Ê-Ñ (Ñ-Ò) äëÿ ôóíê-
öèè u(gx) = u(x), ∀g ∈ T`. Ýòî ïðîäîëæåíèÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèè, â ñèëó åäèí-
ñòâåííîñòè îíè ñîâïàäàþò:

w̃(x, t) = w̃(gx, t), ∀g ∈ T` ×O(n− 2).

Òàêèì îáðàçîì, E(w) ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ïî ïîäïðîñòðàíñòâó T` × O(n − 2)-
èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé â W. Ïóñòü `1, `2 ∈ [1 : N ], `1 > `2, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

Ïåðâûé ñëó÷àé (`1 äåëèòñÿ íà `2). Ïóñòü u`1 è u`2 � ìèíèìàéçåðû ïî LsT`1×O(n−2) è

LsT`2×O(n−2) ñ åäèíè÷íîé íîðìîé â Lq(Ω), èì ñîîòâåòñòâóþò ïðîäîëæåíèÿ w`1 è w`2 . Ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ v = u`1(ry,
`2
`1
θy, z). Î÷åâèäíûì îáðàçîì, v ∈ LsT`2×O(n−2), ‖v‖Lq(Ω) = 1

è ïðîäîëæåíèå äëÿ v óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó w = w`1(ry,
`2
`1
θy, z, t). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

[u`2 ]
2
H̃s(Ω)

≤ [v]2
H̃s(Ω)

= C(s)E(w) =

= C(s)|Sn−3|
+∞∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

t1−2sry|z|n−3(w2
ry + 1

r2y
w2
θy + w2

z + w2
t )dzdθydrydt =

= C(s)|Sn−3|
+∞∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

t1−2sry|z|n−3((w`1)
2
ry + 1

r2y

`22
`21

(w`1)
2
θy + (w`1)

2
z + (w`1)

2
t )dzdθydrydt <

< C(s)|Sn−3|
+∞∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

t1−2sry|z|n−3((w`1)
2
ry + 1

r2y
(w`1)

2
θy + (w`1)

2
z + (w`1)

2
t )dzdθydrydt =

= C(s)E(w`1) = [u`1 ]
2
H̃s(Ω)

,

3äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, Ê-Ñ è Ñ-Ò
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ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè R ≥ R1 ôóíêöèÿ u`1 íå ïðèíàäëåæèò
LsO(2)×O(n−2). Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ýíåðãèè ó u`1 ñòðîãî áîëüøå, ÷åì ó u`2 .

Âòîðîé ñëó÷àé (`1 íå äåëèòñÿ íà `2). Åñëè ìèíèìàéçåð ïî LsT`1×O(n−2) è LsT`2×O(n−2)

îäèí è òîò æå, òî îí ïðèíàäëåæèò LsTHOK(`1,`2)
×O(n−2). Ïðèìåíÿÿ ïåðâûé ñëó÷àé ê ÷èñëàì

`1 è HOK(`1, `2), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà è p-ëàïëàñèàíà Òåîðåìà 6 âåðíà â ñëó÷àå n = 3,
êàê óêàçûâàëîñü âî ââåäåíèè. Èçâåñòíûå àâòîðó äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé
òðåáóþò áîëåå ïðîäâèíóòûõ ìåòîäîâ êîíöåíòðàöèè ðåøåíèé. Ïîýòîìó äëÿ äðîáíûõ
ëàïëàñèàíîâ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðèëîæåíèå

Ëåììà 3 (Íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H̃s(ΩR) âåðíû íåðà-
âåíñòâà

((−∆)sDu, u) ≥ ‖u‖2
L2(ΩR) è ((−∆)sNu, u) ≥ ‖u‖2

L2(ΩR). (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû Íàâüå ìîæíî ïîëó÷èòü íàïðÿìóþ èç îïðå-
äåëåíèÿ äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Íàâüå:

((−∆)sNu, u) =
∞∑
j=1

λsj(u, φj)
2 ≥ λs1‖u‖2

L2(ΩR),

λ1 > 1 â ñèëó íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà â îáëàñòè øèðèíû 1 ïðè u ∈ H̃1(ΩR):

‖∇u‖2
L2(ΩR) ≥ ‖u‖2

L2(ΩR). (22)

Íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû Äèðèõëå äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü äëÿ u ∈ C∞0 (ΩR); èñõîäíîå
íåðàâåíñòâî ïîëó÷èòñÿ çàìûêàíèåì ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Hs(Rn). Îïðåäåëèì ñåìåé-

ñòâî íîðì â ïðîñòðàíñòâå H̃s(ΩR), ïðîèíäåêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîì ε, ýêâèâàëåíòíûõ
íîðìå â ïðîñòðàíñòâå Hs(Rn) è çàäàííûõ ôîðìóëîé

‖u‖2
H̃s(ΩR)

≡
∫
Rn

(ε+ |ξ|)2s|Fu(ξ)|2dξ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ

A : H̃s(ΩR) ↪→ L2(ΩR),

ñîïðÿæåííûé åìó îïåðàòîð äåéñòâóåò êàê

A∗ : L2(ΩR)→ (H̃s(ΩR))′,

èõ íîðìû îäèíàêîâû. Èíäóöèðîâàííàÿ íîðìà â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

‖v‖2
(H̃s(ΩR))′

≡
∫
Rn

(ε+ |ξ|)−2s|Fv(ξ)|2dξ,
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â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷àåì

‖v‖2
(H̃s(ΩR))′

≡
∫
Rn

(ε+ |ξ|)−2s|Fv(ξ)|2dξ ≤

≤
(∫

Rn
(ε+ |ξ|)−2|Fv(ξ)|2dξ

)s(∫
Rn
|Fv(ξ)|2dξ

)1−s

= ‖v‖2s
(H̃1(ΩR))′

‖v‖2−2s
L2(ΩR). (23)

Ïîëüçóÿñü îöåíêîé (23) è íåðàâåíñòâîì Ôðèäðèõñà (22), ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

‖A‖ = sup
‖u‖L2(ΩR)

‖u‖H̃s(ΩR)

= sup
‖v‖(H̃s(ΩR))′

‖v‖L2(ΩR)

≤ sup
‖v‖s

(H̃1(ΩR))′
‖v‖1−s

L2(ΩR)

‖v‖L2(ΩR)

≤

≤ sup

(
‖v‖(H̃1(ΩR))′

‖v‖L2(ΩR)

)s

= sup

(
‖u‖L2(ΩR)

‖u‖H̃1(ΩR)

)s

≤ 1

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî∫
Rn

(ε+ |ξ|)2s|Fu(ξ)|2dξ ≥ ‖u‖2
L2(ΩR),

íåðàâåíñòâî (3) ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ε→ 0.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H̃1(ΩR) âåðíû íåðàâåíñòâà

[u]D,H̃s(ΩR) ≤ [u]D,H̃1(ΩR) è [u]N,H̃s(ΩR) ≤ [u]N,H̃1(ΩR).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ íîðìû Äèðèõëå. Ââèäó íåðàâåí-
ñòâà Ãåëüäåðà è íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà (21) èìååì

[u]D,H̃s(ΩR) =

∫
Rn
|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ ≤

(∫
Rn
|Fu(ξ)|2dξ

)1−s(∫
Rn
|ξ|2|Fu(ξ)|2dξ

)s
=

= [u]1−sD,L2(ΩR)[u]s
D,H̃1(ΩR)

≤ [u]1−s
D,H̃1(ΩR)

[u]s
D,H̃1(ΩR)

= [u]D,H̃1(ΩR).

Óòâåðæäåíèå äëÿ íîðìû Íàâüå òàêæå ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è íåðàâåí-
ñòâà Ôðèäðèõñà (21)

[u]N,H̃s(ΩR) =
∞∑
j=1

λsj(u, φj)
2 ≤

(
∞∑
j=1

(u, φj)
2

)1−s( ∞∑
j=1

λj(u, φj)
2

)s

=

= [u]1−sN,L2(ΩR)[u]s
N,H̃1(ΩR)

≤ [u]1−s
N,H̃1(ΩR)

[u]s
N,H̃1(ΩR)

= [u]N,H̃1(ΩR).

Ëåììà 5. Ïóñòü âëîæåíèå LsG ↪→ Lq(ΩR) êîìïàêòíî. Òîãäà ìèíèìàéçåðû ôóíêöèîíà-
ëîâ JD(u) è JN(u) ïî ïîäïðîñòðàíñòâó LsG ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè
ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1) ñ äðîáíûìè ëàïëàñèàíàìè Íàâüå è Äèðèõëå.

14



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèîíàëîâ JD(u) è JN(u) ìîæíî ñ÷èòàòü èõ
çíàìåíàòåëè åäèíè÷íûìè. Çàäà÷à ñâåëàñü ê ìèíèìèçàöèè íîðì WD(u) = [u]2

D,H̃s(ΩR)
è

WN(u) = [u]2
N,H̃s(ΩR)

ïî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ V (u) = ‖u‖qLq(ΩR) = 1, êîòîðàÿ ââèäó êîì-

ïàêòíîñòè âëîæåíèÿ ñëàáî çàìêíóòà. Ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàéçåðîâ ñëåäóåò èç òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàéçåðà ó ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó êîýðöèòèâíîãî ôóíêöè-
îíàëà íà ñëàáî çàìêíóòîì ìíîæåñòâå (ñì. [19, Òåîð. 26.8]). Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïîñëå
äîìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùèå êîíñòàíòû îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà (8) è (9) äëÿ îáîáùåí-
íûõ ðåøåíèé íà ïðèðàùåíèÿõ h ∈ LsG:

∃λ1, λ2 : DV (u∗D)h = λ1DWD(u∗D)h, DV (u∗N)h = λ2DWN(u∗N)h ∀h ∈ LsG. (24)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñèììåòðè÷íîé êðèòè÷íîñòè, ñì. [14, Òåîð. 1.1]: îáà
ôóíêöèîíàëà JD(u) è JN(u) èíâàðèàíòíû ïîä äåéñòâèåì êîìïàêíòíîé çàìêíóòîé ãðóï-
ïû Ëè G, è, áëàãîäàðÿ ýòîìó, èç ðàâåíñòâ (24) äëÿ ïðèðàùåíèé h ∈ LsG ñëåäóþò àíàëî-

ãè÷íûå (24) ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ ïðèðàùåíèé h ∈ H̃s(ΩR).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïîêàçàòü ïîëîæèòåëüíîñòü ìèíèìàéçåðîâ.

Èõ íåîòðèöàòåëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì:

Ïðåäëîæåíèå [12, Òåîð. 3]. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ H̃s(Ω) ïðè s ∈ (0, 1). Òîãäà

ôóíêöèÿ |u(x)| ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H̃s(Ω) è âåðíû íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì:

[u]D,H̃s(Ω) ≥ [|u|]D,H̃s(Ω) è [u]N,H̃s(Ω) ≥ [|u|]N,H̃s(Ω).

Êðîìå òîãî, åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè ôóíêöèè u(x) íå âûðîæ-
äàþòñÿ, òî íåðàâåíñòâà ñòðîãèå.

Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ìèíèìàéçåðîâ ñëåäóåò èõ ïîëîæèòåëüíîñòü â ñèëó ñòðîãîãî
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

Ïðåäëîæåíèå ([3, Ëåììà 2.6], [8, Òåîð. 2.5]) . Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ H̃s(Ω) \ {0}
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (−∆)su ≥ 0 äëÿ äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå èëè Íàâüå.
Òîãäà u > 0 íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ Ω.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè q < 2∗n óñëîâèÿ ëåììû 5 âûïîëíåíû äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ïîäãðóï-

ïû G ⊂ O(n) ââèäó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H̃s(ΩR) ↪→ Lq(ΩR).

Ëåììà 6. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, m ∈ Z+, s = m + δ ∈ [m,m + 1].

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé u ∈ H̃s(Ω), v ∈ Cm+1(Ω) âåðíî uv ∈ H̃s(Ω) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

[uv]D,H̃s(Ω) ≤ C[u]D,H̃s(Ω)‖v‖
1−δ
Cm(Ω)

‖v‖δ
Cm+1(Ω)

. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äëÿ öåëûõ s = m ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà∑
|α|=m

‖Dα(uv)‖L2(Ω) ≤ C
∑
|α|=m

‖Dαu‖L2(Ω)‖v‖Cm(Ω).

Óòâåðæäåíèå äëÿ δ > 0 ïîëó÷àåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé: ïî äîêàçàííîìó âûøå èìååì (â

ñëó÷àå m = 0 ïðîñòðàíñòâî H̃0(Ω) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê L2(Ω)):

[uv]D,H̃m(Ω) ≤ C[u]D,H̃m(Ω)‖v‖Cm(Ω)

[uv]D,H̃m+1(Ω) ≤ C[u]D,H̃m+1(Ω)‖v‖Cm+1(Ω),
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ñòàëî áûòü, îïåðàòîð äîìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ v íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâàõ H̃m(Ω)

è H̃m+1(Ω). Ñîãëàñíî [22, Òåîð. 4.3.2/2]

[H̃m(Ω), H̃m+1(Ω)]δ = H̃m+δ(Ω), (26)

îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà äîìíîæåíèÿ íà v â ïðîñòðàíñòâå H̃m+δ(Ω),
èíòåðïîëÿöèîííîå íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìîé îöåíêîé (25).

Çàìå÷àíèå 5. Ïðè s ∈ [0, 1] óòâåðæäåíèå Ëåììû 6 âåðíî è äëÿ íîðì Íàâüå.

Ëåììà 7. Ïóñòü ui(x) ∈ H̃s(Ω), i = 1, . . . , k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(x) ñóììó

U(x) = u1(x) + · · ·+ uk(x).

Òîãäà âåðíû íåðàâåíñòâà:

[U ]2
D,H̃s(Ω)

≤ k
k∑
i=1

[ui]
2
D,H̃s(Ω)

è [U ]2
N,H̃s(Ω)

≤ k
k∑
i=1

[ui]
2
N,H̃s(Ω)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷åñêîì.
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