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REGULAR FUNCTIONS
AND CONDITIONAL EXPECTATION OPERATORS

ON ORDERED IDEALS OF L1(0, 1)-SPACE.

The article treats the role of action of conditional expectation operators in the
real interpolation between L1(0, 1) and L∞(0, 1). The main results are the following:

1). If all the above mentioned operators translate into itself
(
one says average

)
an

real vector ordeded ideal X which lies between L1(0, 1) and L∞(0, 1), then X is

interpolated. 2). There exist a class of of sub-σ-algebras
(
which are called verifying

)
such that averaging of X by an arbitrary verifying σ-subalgebras guarantees for

X to be being interpolated where X is every symmetrical
(
=rearrangement

invariant
)

ideal. 3). The full classi�cation of verifying sub-σ-algebras in the

class of independently complemented sub-σ-algebras is given. 4). For a principal

symmetrical ideal X
(
=generated by a function f ∈ L1(0, 1)

)
an e�ciently criterion

is given in order to X were averaged by an arbitrary independently complemented
sub-σ-algebra.

Spaces of measurable functions, 46E30

Ìåêëåð Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷.

ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
ÓÑËÎÂÍÎÃÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÆÈÄÀÍÈß

ÍÀ ÏÎÐßÄÊÎÂÛÕ ÈÄÅÀËÀÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ L1(0, 1)

Ââåäåíèå

Ñèììåòðè÷íûå (=ïåðåñòàíîâî÷íî èíâàðèàíòíûå) áàíàõîâû ïîðÿäêîâî
èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé áûëè ââåäåíû â ôóíêöèîíàëü-
íûé àíàëèç â íà÷àëå 2-é ïîëîâèíû ïðîøëîãî âåêà. Îòòàëêèâàÿñü îò èçâåñòíûõ
íåðàâåíñòâ Õàðäè-Ëèòòëâóäà è ðàáîò ïî ïîëèíîìàì Áåðíøòåéíà, èõ ââ¼ë
â ðàññìîòðåíèå G.G. Lorentz è ïðîäîëæèë èçó÷åíèå T. Shimogaki. Ïåðâûå
îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ìîíîãðàôèè áûëè îïóáëèêîâàíû W.A.J
Luxemburg, 1967, K-M Chong and N.M.Rice, 1971, J. Lindenstrauss and L.Tzafriri,
1973. Ïîäõîä ýòèõ àâòîðîâ êðîìå âåêòîðíîé, èäåàëüíîé è ñèììåòðè÷íîé
ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ ïðåäïîëàãàë òàêæå èõ áàíàõîâîñòü.

Íîâûé è ìîùíûé èìïóëüñ â èçó÷åíèå ýòèõ îáúåêòîâ äàëà ðàáîòà À.Ï.
Êàëüäåðîíà (A.P. Calderon, 1966), ãäå äîêàçàíà çíàìåíàòåëüíàÿ òåîðåìà î
âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà âåêòîðíûõ ìíîãîîáðà-
çèÿõ ïðîìåæóòî÷íûõ ìåæäó L1 è L∞. Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå
V íàçûâàåòñÿ (L1, L∞)-èíòåðïîëÿöèîííûì, åñëè êàæäûé äîïóñòèìûé ëè-
íåéíûé îïåðàòîð, ò.å. ïåðåâîäÿùèé êðàéíèå ïðîñòðàíñòâà ýòîé ïàðû â ñàìèõ
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ñåáÿ ïåðåâîäèò â ñåáÿ è V , óäîâëåòâîðÿÿ â ñëó÷àå áàíàõîâà V íåðàâåíñòâó
ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà ìåæäó íîðìàìè îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâàõ L1, L∞ è
V . Îãðàíè÷èâàÿñü âåêòîðíûì ñëó÷àåì, òåîðåìó Êàëüäåðîíà ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü òàê: èíòåïîëÿöèîííîñòü V äëÿ ïàðû (L1, L∞) ðàâíîñèëüíà íåêîåìó
ñâîéñòâó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íàçûâàåìîìó ñâîéñòâîì ìàæîðàíòíîñòè (â
ñìûñëå Õàðäè-Ëèòòëâóäà). Â äàëüíåéøåì òåîðèþ èíòåðïîëÿöèè ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ óñïåøíî ðàçâèâàëè ìíîãèå ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå J. Peetre, D.W.
Boyd, R.Sharply, C.Bennet, à òàêæå Ñ.Ã. Êðåéí, Á.Ñ. Ìèòÿãèí, Å.Ì. Ñåì¼íîâ,
Â.È. Îâ÷èííèêîâ, À.À. Ñåäàåâ, Â.À. Øåñòàêîâ è äðóãèå, ñì. áèáëèîãðàôèþ â
[20].

Â 1965ã. Äæ. Ðèôô (J.V.Ry�) ðàññìàòðèâàë áèñòîõàñòè÷åñêèå îïåðàòîðû
è èõ îðáèòû; òåîðåìà Êàëüäåðîíà ïðè ýòîì ïîäõîäå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî
(L1, L∞)-èíòåðïîëÿöèîííîñòü ïðîìåæóòî÷íîãî âåêòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íå
îáÿçàòåëüíî ïðîâåðÿòü íà ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ îïåðàòîðîâ, ìîæíî
îãðàíè÷èòü ïðîâåðêó òîëüêî íà ñóùåñòâåííî áîëåå óçêîì ïîäêëàññå âñåõ
áèñòîõàñòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ïîñëåäíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïåðàòîðû, ïîðîæ-
ä¼ííûå ñîõðàíÿþùèìè ìåðó ïðåîáðàçîâàíèÿìè èçìåðèìîãî íîñèòåëÿ, òàê ÷òî
èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãîîáðàçèÿ íåîáõîäèìî äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íûìè.
Íî ñèììåòðè÷íîñòè íåäîñòàòî÷íî, (L1, L∞)-èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãîîáðàçèÿ
äîëæíû åù¼ âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé ôóíêöèåé öåëèêîì ñîäåðæàòü å¼ îðáèòó,
êîòîðàÿ åñòü ñîâîêóïíîñòü îáðàçîâ âñåõ áèñòîõàñòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà
ýòîé ôóíêöèè. Â ýòîì êàê ðàç è ñîñòîèò ñâîéñòâî ìàæîðàíòíîñòè, êîòîðîå ïî
òåîðåìå Êàëüäåðîíà ðàâíîñèëüíî (L1, L∞)-èíòåðïîëÿöèîííîñòè âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ V , ëåæàùåãî ìåæäó L1 è L∞.

Èäåÿ ñóæåíèÿ êëàññà ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ çà ñ÷¼ò îãðàíè÷åíèé íà
ïðîâåðÿåìûå ìíîãîîáðàçèÿ V îáúåäèíÿåò ÷àñòü ïðèâîäèìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ.
Â �3 ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè ïîä÷èíèòü V óñëîâèþ áûòü âåêòîðíûì ïîðÿäêîâûì
èäåàëîì (íàçûâàåìûì çäåñü ïðîñòî èäåàëîì) â L1, ñîäåðæàùèì L∞, òî êëàññ
ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ ñóæàåòñÿ äî ìíîæåñòâà âñåõ áèñòîõàñòè÷íñêèõ
ïðîåêòîðîâ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â êà÷åñòâå èçìåðèìîãî íîñèòåëÿ ôóíêöèé èç
L1(I) := L1(I,Λ, λ) ìû ðàññìàèðèâàåì â ýòîé ðàáîòå ïðîìåæóòîê I := (0, 1], íà
êîòîðîì ëåáåãîâà ìåðà λ çàäàíà íà ëåáåãîâîé σ-àëãåáðå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ
Λ. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé áèñòîõàñòè÷åñêèé ïðîåêòîð åñòü îïåðàòîð óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ìû íàçûâàåì åãî óñðåäíåíèåì) ïî ïîäõîäÿùåé
σ-ïîäàëãåáðå A â Λ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî A óñðåäíÿåò âåêòîðíûé èäåàë V
(èëè, ÷òî V óñðåäíÿåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé A), åñëè îáðàç óñðåäíåíèÿ èäåàëà V
ñîäåðæèòñÿ â V .

Äàëåå ìû íàëàãàåì íà âåêòîðíûé èäåàë íîâîå îãðàíè÷åíèå, òðåáóÿ, ÷òîáû
îí áûë ñèììåòðè÷íûì, ò.å. èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàòîðîâ
ïåðåñòàíîâîê. Ïîä ïîñëåäíèìè ïîíèìàþòñÿ îïåðàòîðû, ïîðîæä¼ííûå ìåò-
ðè÷åñêèìè ýíäîìîðôèçìàìè (ò.å. ñîõðàíÿþùèìè ìåðó ïðåîáðàçîâàíèÿìè)
ëåáåãîâà ïðîìåæóòêà I. Êàê ïîêàçàíî â [11], ñóùåñòâóþò áàíàõîâû ñèììåò-
ðè÷íûå èäåàëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ìàæîðàíòíûìè. Èíûìè ñëîâàìè, íåâåðíî, ÷òî
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âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé èäåàë óñðåäíÿåòñÿ ëþáîé σ-ïîäàëãåáðîé, - âîïðåêè ïðè-
âåäåííîìó áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèþ [38] è ïðèâåäåííîìó ñ íåâåðíûì
äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèþ [39].

Èçó÷åíèå îïåðàòîðîâ óñðåäíåíèÿ â çàçîðå ìåæäó ñèììåòðè÷íîé è ìàæî-
ðàíòíîé îáëàñòüþ çàäàíèÿ ñîñòàâëÿåò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû.
×èñòî äèñêðåòíûå σ-ïîäàëãåáðû â Λ, ïîðîæä¼ííûå êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì
÷èñëîì àòîìîâ, ìû íàçûâàåì ðàçáèåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ìîùíîñòè. Ââèäó
ïåðåñòàíîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè íàøèõ îáúåêòîâ ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ
ñðåäè ðàçáèåíèé ðàññìîòðåíèåì òàêèõ, àòîìû êîòîðûõ ïðåäñòàâëþò ñîáîé
íàáîðû ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïðîìåæóòêîâ â I; ìû íàçûâàåì èõ èíòåð-
âàëüíûìè ðàçáèåíèÿìè. Îñîáóþ ðîëü ñðåäè èíòåðâàëüíûõ ðàçáèåíèé èãðàþò
ìîíîòîííûå, â êîòîðûõ äëèíû ñîñòàâëÿþùèõ èõ ïðîìåæóòêîâ íå âîçðàñòàþò
ïðè ïðîõîæäåíèè âäîëü I îò 1 ê 0. Äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå èíòåðâàëüíîå
ðàçáèåíèå ýêâèâàëåíòíî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãî åäèíñòâåííîãî ìîíîòîí-
íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòîíîâêîé ïðîìåæóòêîâ èñõîäíîãî
ðàçáèåíèÿ â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå äëèí. Ïðè ýòîì íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà
ýêâèâàëåíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ "çîëîòûì ñå÷åíèåì".

Â �6 ââîäÿòñÿ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà σ-ïîäàëãåáð - ïðîâåðî÷íûå
è óíèâåðñàëüíûå. Ïî îïðåäåëåíèþ óíèâåðñàëüíàÿ σ-ïîäàëãåáðà óñðåäíÿåò
ëþáîé ñèììåòðè÷íûé èäåàë, ìåæäó òåì êàê ïðîâåðî÷íàÿ σ-ïîäàëãåáðà èç
âñåõ ñèììåòðè÷íûõ èäåàëîâ óñðåäíÿåò òîëüêî ìàæîðàíòíûå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè íà ìíîãîîáðàçèå V íàëîæèòü óñëîâèå áûòü ñèììåòðè÷íûì èäåàëîì, òî
âîïðîñ î åãî èíòåðïîëÿöèîííîñòè ìåæäó L1 è L∞ ðåøàåòñÿ ïðîâåðêîé íà
åäèíñòâåííîì áèñòîõàñòè÷åñêîì ïðîåêòîðå - îïåðàòîðå óñðåäíåíèÿ ïî ëþáîé
èç ïðîâåðî÷íûõ σ-ïîäàëãåáð.

Â �7 äëÿ êëàññà âñåõ íåçàâèñèìî äîïîëíÿåìûõ σ-ïîäàëãåáð äîêàçàí ñëåäó-
þùèé îáùèé ôàêò: ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå óñðåäíÿåò íåêîòîðûé ñèììåòðè÷íûé
èäåàë, åñëè åãî óñðåäíÿåò íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå ê ýòîìó ðàçáèåíèþ. Áîëåå
òîãî, åñëè ñèììåòðè÷íûé èäåàë X ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L log+ L,
òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îòâåòèòü
íà íåêîòîðûå âîïðîñû, ñôîðìóëèðîâàííûå àâòîðîì â êîíöå ñòàòüè [35]. Â
÷àñòíîñòè, áëàãîäàðÿ åìó, â �6 è �8 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
ïðîâåðî÷íûõ/óíèâåðñàëüíûõ σ-ïîäàëãåáð â êëàññå íåçàâèñèìî äîïîëíÿåìûõ
σ-ïîäàëãåáð, ê êàêîâîìó îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ.
Óíèâåðñàëüíûìè îêàçûâàþòñÿ êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ è íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ
ê íèì. Ïðîâåðî÷íûìè æå ÿâëÿþòñÿ 1) σ-ïîäàëãåáðû, òàêèå, ÷òî îíè ñîäåðæàò
íåïóñòóþ íåïðåðûâíóþ ÷àñòü; 2) èíòåðâàëüíûå ðàçáèåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè ëþáûå áîëåå ìåëêèå, ÷åì òàêîâûå;
3) íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ ê èíòåðâàëüíûì ðàçáèåíèÿì èç ï.2).

Ìû ââîäèì ïîíÿòèå ãëàâíîãî ñèììåòðè÷íîãî èäåàëà Nf , ò.å. ñèììåòðè÷íîãî
èäåàëà, ïîðîæä¼ííîãî ôóíêöèåé f ∈ L1(I) è ÿâëÿþùåãîñÿ "ñèììåòðè÷íûì

àòîìîì"ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî èäåàëà.
(
Ýòî ïîíÿòèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
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êàê ôóíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
)

Ñðåäè ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé f ìû âûäåëÿåì ðåãóëÿðíûå, ò.å. òàêèå, ÷òî
ãëàâíûé ñèììåòðè÷íûé èäåàë Nf ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíûì. Çàìåòèì ÷òî äëÿ
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé Nf ïî ñîñòàâó ñâîèõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ èçâåñò-
íûì ïðîñòðàíñòâîì Ìàðöèíêåâè÷à Mψ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ îò íåóáûâàþùåé
íåïðåðûâíîé â íóëå âîãíóòîé ôóíêöèè ψ, ψ(0) = 0, åñòü íåâîçðàñòàþùàÿ
ïåðåñòàíîâêà íà I ôóíêöèè |f |. �1 ïîñâÿù¼í âîïðîñó î âîçìîæíîñòè áàíàõîâà
íîðìèðîâàíèÿ ãëàâíîãî ñ.è., à òàêæå èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ íà I; â ýòîì æå ïàðàãðàôå
äîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè ìàæîðèðóþòñÿ ñòåïåííûìè è â òåðìèíàõ
ðåãóëÿðíûõ è ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâî BMO.

Â �4 äà¼òñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è: ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ
ôóíêöèè f ∈ L1(I) è ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ F óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñèììåòðè÷íûé èäåàë
Nf ; â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ F -ðåãóëÿðíîé. Â �5
èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà F -ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, òå èç ýòèõ ñâîéñòâ,
êîòîðûå àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåíû óñëîâèÿ,
ðàâíîñèëüíûå òîìó, ÷òî ñèììåòðè÷íûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé îáðàçîì óñðåäíå-
íèÿ íåêîòîðîãî ãëàâíîãî ñèììåòðè÷íîãî èäåàëà, è ñàì áóäåò ãëàâíûì.

Êðîìå åù¼ íåîïóáëèêîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ �7 è �8 âñå îñòàëüíûå áûëè
ïîëó÷åíû àâòîðîì â ïðåäûäóùèå ãîäû, íà÷èíàÿ ñ 1974, à ñòàòüþ [35] ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðåäâàðèòåëüíîé äëÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, öåëü
àâòîðà - ñîáðàòü è åäèíîîáðàçíî èçëîæèòü âñå åãî ðåçóëüòàòû íà îáîçíà÷åííóþ
â çàãëàâèè òåìó.

Â êîíöå ðàáîòû èìååòñÿ áèáëèîãðàôèÿ, à â íà÷àëå - �0, ñîäåðæàùèé òåð-
ìèíîëîãèþ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Â êàæäîì ïàðàãðàôå îò 1-ãî äî 8-ãî
ïîñëå çàãîëîâêà äà¼òñÿ êðàòêàÿ àííîòàöèÿ, à òàêæå ññûëêè íà îòíîñÿùóþñÿ
ñþäà ëèòåðàòóðó.

Îòñóòñòâèå ññûëîê è ïîÿñíåíèé ïðè óòâåðæäåíèÿõ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèå
ëèáî ïðîñòû, ëèáî õîðîøî èçâåñòíû.
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�0. Îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

×åðåç (I,Λ, λ) îáîçíà÷àåòñÿ åäèíè÷íûé ïðîìåæóòîê I := (0, 1] ñ ëåáåãîâîé
σ-àëãåáðîé Λ è ëåáåãîâîé ìåðîé íà íåé λ. Ìíîæåñòâà èç Λ íàçûâàþòñÿ èçìåðè-
ìûìè. Îòîáðàæåíèå π : I → I ìû íàçûâàåì (ìåòðè÷åñêèì) ýíäîìîðôèçìîì,
åñëè â Λ íàéä¼òñÿ ïîäìíîæåñòâî ìåðû íóëü, âíå êîòîðîãî π îñóùåñòâëÿåò

èçìåðèìîå ñîõðàíÿþùåå ìåðó îòîáðàæåíèå: λ
(
π−1(A)

)
= λ(A), A ∈ Λ. Ï.â.

âçàèìíî îäíîçíà÷íûé ýíäîìîðôèçì π íàçûâàþòñÿ àâòîìîðôèçìîì è â ýòîì
ñëó÷àå π−1 òàêæå ñîõðàíÿåò ìåðó.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç L0(I,Λ, λ) := L0(I) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ
(êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþùèõ ï.â.) âåùåñòâåííûõ Λ-èçìåðèìûõ
êîíå÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì ïîä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ïîíèìàåòñÿ
óïîðÿäî÷åíèå λ-ï.â. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ (ò.å. èíäèêàòîðíàÿ) ôóíêöèÿ èçìåðè-
ìîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ 1A; 1 := 1I . Äâå ôóíêöèè 0 ≤ f, g ∈ L0(I,Λ, λ)
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷åíèå: f ' g), åñëè íàéä¼òñÿ êîí-
ñòàíòà C > 0, òàêàÿ ÷òî C−1f ≤ g ≤ Cf . Ðàâíîèçìåðèìîñòü ôóíêöèé
f, g ∈ L0(I,Λ, λ), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì f ∼ g, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
α > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λ({t : f(t) > α}) = λ({t : g(t) > α}). Î÷åâèäíî,
÷òî ôóíêöèè, ïåðåâîäèìûå îäíà â äðóãóþ ýíäîìîðôèçìàìè, ðàâíîèçìåðèìû.
Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ L0(I) íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ
íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà I, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ |f |;
îíà îáîçíà÷àåòñÿ f ∗ : f ∗ ∼ |f |, è íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ïåðåñòàíîâêîé
ôóíêöèè f . Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ L0(I) íàéä¼òñÿ
ýíäîìîðôèçì π, òàêîé ÷òî |f | = f ∗ ◦ π.

×åðåç L1(I,Λ, λ) := L1(I) (÷åðåç L∞(I,Λ, λ) := L∞(I)) îáîçíà÷àþòñÿ âåê-
òîðíûå ìíîãîîáðàçèÿ â L0(I), ñîñòîÿùèå èç âñåõ ñóììèðóåìûõ ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå (ñîîòâåòñòâåííî, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ) âåùåñòâåíûõ ôóíêöèé
íà (I,Λ, λ).

Äëÿ f ∈ L1(I) ÷åðåç f ∗∗(t) îáîçíà÷àåòñÿ íåâîçðàñòàþùàÿ íà I
ôóíêöèÿ t−1

∫ t
0
f ∗dλ, t ∈ I. Î÷åâèäíî, ÷òî f ∗ ≤ f ∗∗. Ìíîæåñòâî

Ωf := {g ∈ L1(I) : g∗∗ ≤ f ∗∗} íàçûâàåòñÿ îðáèòîé ôóíêöèè f. Èíîãäà
ïðèíàäëåæíîñòü g ∈ Ωf îáîçíà÷àåòñÿ g ≺ f.

Ïóñòü s ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, f ∈ L0(I). Îïåðàòîð ñæàòèÿ-
ðàñòÿæåíèÿ ρs : L0(I)→ L0(I), äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå{

(ρsf)(t) = f(s · t), åñëè 0 < s · t ≤ 1;

0, åñëè s · t > 1,
(0.1)

ìû íàçûâàåì c/d-îïåðàòîðîì. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé c/d-îïåðàòîð äåéñòâóåò
èç L1(I) â L1(I).

Ëåììà 0.1. Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ëþáûõ f ≥ 0, g ∈
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L0(I) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.

ρsf ≤ s−1ρsf
∗, s ∈ I;

(ρ2f
∗)(t) ≤ f ∗(t) ≤ (ρ 1

2
f ∗)(t) ≤

(
f ∗(t) + f ∗(1− t)

)∗
, t ∈ I;

0 ≤ f ∗(t) ≤ f ∗∗(t) = (f ∗∗)∗(t) ≥ t−1
∫ t

0
fdλ, t ∈ I;

f ∗ ≤ ρsf
∗, ρsf

∗∗ ≤ s−1f ∗∗, s ∈ I;

(f + g)∗ ≤ ρsf
∗ + ρ1−sg

∗, 0 < s < 1.

(0.2)

�

Ëåììà 0.2. Äëÿ âñÿêîãî c/d-îïåðàòîðà ρs, s ∈ I, è âñÿêîé ôóíêöèè f, f ∈
L0(I) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(ρsf)∗ ≤ ρsf
∗. (0.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî f, f ∈ L0(I), è ëþáîãî α > 0 ïîëîæèì Af (α) :=
{t ∈ I : f(t) > α}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ I âûïîëíÿåòñÿ

Aρuf (α) = u−1Af (α).

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâíîñèëüíîñòè

s ∈ u−1Af (α)⇔ us ∈ Af (α)⇔ f(us) > α⇔ ρuf(s) > α⇔ s ∈ Aρuf (α),

êîòîðûå ïðèìåíèòåëüíî ê (ρuf)∗ â ñèëó (0.2) è ñâîéñòâ ëåáåãîâîé ìåðû âëåêóò

λ{ρuf > α} = λ{Aρuf (α)} = λ{u−1Af (α)} ≤ u−1λ{Af∗(α)} = λ{ρuf ∗ > α}.

�

Èçìåðèìóþ íà I ôóíêöèþ f, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîé íå áîëåå ÷åì
ñ÷¼òíî è íå èìååò êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ, ìû íàçûâàåì ýëåìåíòàðíîé.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà I ðàâíîìåðíî è ñ ëþáîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà I ïîäõîäÿùåé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöè-
åé. Äâå ðàâíîèçìåðèìûå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè ïåðåâîäÿòñÿ îäíà â äðóãóþ
àâòîìîðôèçìàìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè f íàéä¼òñÿ àâòî-
ìîðôèçì π, òàêîé ÷òî f ∗ = |f | ◦ π.

Ïîä σ-ïîäàëãåáðîé ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ Λ, çàìêíóòàÿ îòíî-
ñèòåëüíî ñ÷¼òíûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé ñâîèõ ýëåìåíòîâ, âçÿòèÿ ê íèì
ìíîæåñòâåííûõ äîïîëíåíèé â I è ñîäåðæàùàÿ âñå ìíîæåñòâà èç Λ ìåðû íóëü.
Äëÿ σ-ïîäàëãåáðû A ïîäìíîæåñòâî a ∈ A, λ(a) > 0, íàçûâàåòñÿ àòîìîì â A,
åñëè A 3 b ⊆ a âëå÷¼ò ëèáî λ(a\b) = 0, ëèáî λ(b) = 0. σ-ïîäàëãåáðà íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ àòîìîâ. Îíà íàçûâàåòñÿ
äèñêðåòíîé, åñëè ìíîæåñòâåííîå äîïîëíåíèå â A ê ñîâîêóïíîñòè âñåõ å¼
àòîìîâ èìååò λ-ìåðó íóëü. Ãîâîðÿò, ÷òî σ-ïîäàëãåáðû A èìååò ñìåøàííûé
òèï, åñëè îíà ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûå äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ÷àñòè.
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Íàèìåíüøàÿ σ-ïîäàëãåáðà â Λ, ñîäåðæàùàÿ íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü
{Gγ}γ∈Γ ïîäìíîæåñòâ Λ, íàçûâàåòñÿ ïîðîæä¼ííîé ýòîé ñîâîêóïíîñòüþ è

îáîçíà÷àåòñÿ G := σ
(
{Gγ}γ∈Γ

)
. Äâå σ-ïîäàëãåáðû H è G ìû íàçûâàåì ðàâíî-

èçìåðèìûìè, (îáîçíà÷åíèå: H ∼ G), åñëè îäíà èç íèõ ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ
íåêîòîðûì ýíäîìîðôèçìîì. Åñëè äëÿ äâóõ σ-ïîäàëãåáð H è G â Λ ñïðàâåäëèâî
ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå H ⊆ G, òî ãîâîðÿò, ÷òî G ìåëü÷å H, à H êðóïíåå G.
Ìû íàçûâàåì σ−ïîäàëãåáðó A⊥ íåçàâèñèìûì äîïîëíåíèåì ê σ−ïîäàëãåáðå
A â Λ, åñëè ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå A ∪ A⊥ ïîðîæäàåò Λ è ïðè ýòîì
ðàâåíñòâî λ(D ∩ E) = λ(D)× λ(E) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ D ∈ A, E ∈ A⊥.

Äèñêðåòíóþ σ−ïîäàëãåáðó F = σ
(
Fn, n ≥ 1

)
â Λ ñî ñ÷¼òíûì (èëè

ñ êîíå÷íûì) ìíîæåñòâîì àòîìîâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû {Fn, n ≥ 1} ìû
íàçûâàåì ñ÷¼òíûì (ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íûì) ðàçáèåíèåì è ãîâîðèì, ÷òî

ýòî ðàçáèåíèå ïðèíàäëåæèò ñòîõàñòè÷åñêîìó âåêòîðó (ñ.â.) ~φ = [φn], ãäå
φn := λ(Fn) > 0, n ≥ 1,

∑
n≥1 φn = 1. Äâà ñ.â ñ÷èòàþòñÿ îäèí êðóïíåå

äðóãîãî, åñëè ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâåííûå ïðèíàäëåæàùèå èì äèñêðåòíûå
σ−ïîäàëãåáðû òàêîãî æå ñìûñëà.

Òàêèì îáðàçîì êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà ïî îòíîøåíèþ
ê íåêîòîðîìó íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîìó ðàçáèåíèþ. Ðàâíîèçìåðèìûå íå áîëåå,
÷åì ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæàò ñòîõàñòè÷åñêèì âåêòîðàì, êîîðäèíàòû
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò îäíîãî è òîãî æå ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî âåêòîðà. Ýòè ðàçáèåíèÿ ïåðåâîäÿòñÿ îäíî â äðóãîå àâòîìîðôèçìàìè
σ−àëãåáðû Λ, [1].

Ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå B = σ
(
Bn := (bn, bn−1], n ≥ 1

)
, ãäå 1 = b0 > b1 > ... >

bn ↓ 0, áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëüíûì ðàçáèåíèåì (è.ð), ïðèíàäëåæàùèì

ñ.â. ~β = [βn]; βn = bn−1 − bn > 0, n ≥ 1, è îáîçíà÷àòü B = (bn). Ïîíÿòíî,
÷òî è.ð. T = (tn) ìåëü÷å, ÷åì è.ð. S = (sn), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
{sn} ⊆ {tn}. Ìû íàçûâàåì è.ð. T = (tn) è S = (sn) ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷å-
íèå T ' S), åñëè ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå C > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
C−1tn ≤ sn ≤ Ctn, n ≥ 1. Ìû íàçûâàåì è.ð. S = (sn) êðàòíûì è.ðàçáèåíèþ
T = (tn), åñëè íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0 è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî p, òàêèå
÷òî sn = p · tn, n ≥ n0.

È.ð. B íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè êîîðäèíàòû åãî ñ.â. ~β = [βn] îáðàçóþò
ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: βn ≥ βn+1, n ≥ 1. Íåâîçðàñ-
òàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò ñ.â. ~β ñîñòàâëÿåò êîîðäèíàòû ñ.â. ~β∗ = [β∗n].

Âñÿêîå ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå F , ñ.â. êîòîðîãî åñòü ~β, ðàâíîèçìåðèìî ñ íåêîòîðûì
è.ð. B∗, ñ.â. êîòîðîãî åñòü ~β∗. Ïðè ýòîì è.ð. B∗ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé
ïåðåñòàíîâêîé ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F .

Òî÷êè âèäà 2−n, n ≥ 0, ìû íàçûâàåì äâîè÷íûìè, êàê äâîè÷íûì ìû íàçûâàåì

è.ð. σ
(

(2−mn , 2−mn−1 ],
)

:= (2−mn), ãäå {mn} - öåëûå ÷èñëà: 0 = m0 < m1 < m2 <

... < mn < .... Ìû îáîçíà÷àåì D := (2−n) , à äâîè÷íûé ïðîìåæóòîê (2−n, 2−n+1] -
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÷åðåç Dn, n ≥ 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f = f ∗ ∈ L1(I) íàéä¼òñÿ
D-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g : g = g∗ =

∑
n≥1 an1Dn , òàêàÿ ÷òî

ρ2g(t) ≤ f(t) ≤ ρ 1
2
g(t), t ∈ I. (0.4)

Êàæäîìó è.ð. T = (tn) ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî (ïðàâóþ) äâîè÷íóþ
ïðîåêöèþ - äâîè÷íîå è.ð. T(2), îáðàçîâàííîå âñåìè ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè âèäà
2−[− log2 tn]+1, ãäå ÷åðåç [r] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
r : [r] ≤ r < [r + 1]. Îòìåòèì, ÷òî è.ð. T(2) âñåãäà ìîíîòîííî. Äëÿ ñ÷¼òíîãî
ðàçáèåíèÿ F è.ð. (F∗)(2) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî F∗(2)

Âûáîðêîé èç ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F = σ(Fn, n ≥ 1, ) íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå

F(nm) := σ(Fnm , m ≥ 0), ãäå Fn0 := I \
⋃
m≥1

Fnm .

Äëÿ è.ð. T = (tn) îïðåäåëèì ñëåäóþùèå äâå ôóíêöèè îò k, k ≥ 1:

ωT (k) := supn≥0
tn+k

tn
;

qT (k) = êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=0 íà ïðîìåæóòêå Dk.

Ëåììà 0.3. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. Íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî ωT (k) < 1;

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qT (k)}∞k=1 îãðàíè÷åíà.
�

Äëÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå íóëü íåóáûâàþùåé ôóíêöèè ψ íà
[0, 1], ψ(0) = 0, ψ(1) > 0, è è.ð. T îáðàçóåì è.ð., ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {min[1, ψ(tn)]}∞n=0 (äîáàâëÿÿ, åñëè
íóæíî, òî÷êó 1) è îáîçíà÷èì åãî ψ(T ). Ïðè ýòîì îáîçíà÷åíèÿ ωψ(T ) è qψ(T )

ñîîòâåòñòâóþò âûøåïðèâåä¼ííûì..

Ïðåäëîæåíèå 0.4. 1-é ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Ëÿïóíîâà.

Ïóñòü A,B ∈ Λ, λ(A) = λ(B) > 0, λ(A∩B) = 0, è ïóñòü {An}n≥1 - ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà A íà ïîïàðíî äèçúþíêòíûå ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.
Òîãäà íàéä¼òñÿ ðàçáèåíèå {Bn}n≥1 ìíîæåñòâà B íà ïîïàðíî äèçúþíêòíûå
ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òàêîå ÷òî λ(Bn) = λ(An), n ≥ 1.

2-é ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè Ëÿïóíîâà.

Ïóñòü A ∈ Λ, λ(A) > 0 è ïóñòü {An}∞n=1 ðàçáèåíèå A íà ïîïàðíî äèçú-
þíêòíûå ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(I)
íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f̃ , f̃ ∼ f , òàêàÿ ÷òî∫

An

f̃dλ =

∫
A

fdλ, n ≥ 1.
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�

Äëÿ âñÿêîé σ−ïîäàëãåáðû A â Λ îïåðàòîð óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ (ïî äðóãîìó -=óñðåäíåíèÿ) ïî A

E(·|A) : L1(I)→ L1(I,A, λ)

äåéñòâóåò êàê ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà:

E(f |A) :=
λf (A)

λ(A)
, f ∈ L1(I),

ãäå ìåðà λf íà A îïðåäåëåíà ôîðìóëîé λf (A) :=
∫
A
fdλ,A ∈ A.

�

Ïðåäëîæåíèå 0.5.

1). Ïðîåêöèîííîå ñâîéñòâî.
Åñëè σ−ïîäàëãåáðà A ìåëü÷å σ−ïîäàëãåáðû C, òî

E
(
E(·|A)|C)

)
= E(·|C).

2). Ïðàâèëî çàìåíû ïåðåìåííîé. Ïóñòü π ýíäîìîðôèçì íà Λ. Äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ L1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

E(f ◦ π|A ◦ π) = E(f |A) ◦ π.

3). Äëÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F = σ
(
Fn, n ≥ 1

)
îïåðàòîð óñðåäíå-

íèÿ ïî F äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

E(f |F)(t) =
∑
n≥1

( 1

λ(Fn)

∫
Fn

fdλ
)
· 1Fn(t), t ∈ I. (0.5)

�

Èç ïðèíöèïîâ Ëÿïóíîâà è ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 0.6. 1). Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L1(I) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî E(f |F)∗ = E(f̄ |B), ãäå è.ð. B ∼ F , f̄ ∼ f.

2). Åñëè ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå F ìåëü÷å, ÷åì ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå G, òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ L1(I) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ðàâíîèçìåðèìàÿ åé ôóíêöèÿ f̃ ∼ f, ÷òî

E(f̃ |F) = E(f |G). (0.6)

3). Åñëè ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ F è G ðàâíîèçìåðèìû, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L1(I) íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ L1(I), g ∼ f , ÷òî E(g|G) ∼ E(f |F).
�
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èíòåðïîëÿöèè
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå L1(I).

Íàçîâ¼ì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : L1(I) → L1(I) äîïóñòèìûì,
åñëè T |L∞(I) ⊆ L∞(I). Ïîëîæèòåëüíûé äîïóñòèìûé îïåðàòîð U : L1(I)→ L1(I)
íàçûâàåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêèì, åñëè U(1) = U∗(1) = 1, ãäå ÷åðåç U∗ îáîçíà÷à-
åòñÿ ñîïðÿæ¼ííûé ê U îïåðàòîð íà L∞(I).

Ïðèìåðàìè áèñòîõàñòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ìîãóò ñëóæèòü îïåðàòîðû,
ïîðîæäàåìûå àâòîìîðôèçìàìè íà I, à òàêæå îïåðàòîðû óñðåäíåíèÿ ïî
σ−ïîäàëãåáðàì.

Âåêòîðíîå ìíîãîîáðàçèå X ìåæäó L1(I) è L∞(I)
(
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

(X, || · ||X), íåïðåðûâíî âëîæåííîå ìåæäó L1(I) è L∞(I)
)
, íàçûâàåòñÿ èí-

òåðïîëÿöèîííûì
(
ñòðîãî èíòåðïîëÿöèîííûì

)
ìåæäó L1(I) è L∞(I), åñëè

ñóæåíèå íà X âñÿêîãî äîïóñòèìîãî îïåðàòîðà T îòîáðàæàåò X â ñåáÿ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ||T ||X→X ≤ max[||T ||L1(I)→L1(I), ||T ||L∞(I)→L∞(I)]). Èíòåðïîëÿöèîííàÿ
òåîðåìà Êàëüäåðîíà, [9], ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè èíòåðïîëÿöèîííîñòè

X
(
ñòðîãîé èíòåðïîëÿöèîííîñòè (X, || · ||X)

)
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé ôóíêöèåé x ìíîãîîáðàçèå X ñîäåðæèò å¼ îðáèòó:

x ∈ X ⇒ Ωx ⊂ X
(
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî íîðìà ëþáîãî ýëåìåíòà îðáèòû

ôóíêöèè x ∈ X íå ïðåâîñõîäèò íîðìû x
)
. Â ñâîþ î÷åðåäü Ðèôô ïîêàçàë,

[8], ÷òî îðáèòà Ωf êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) åñòü {U(f) : U ∈ U}, ãäå ÷åðåç
U îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áèñòîõàñòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Òåì ñàìûì äëÿ
ïðîâåðêè èíòåðïîëÿöèîííîñòè (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãîé èíòåðïîëÿöèîííîñòè)
ìîæíî áðàòü íå âñå äîïóñòèìûå îïåðàòîðû, à îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü îïåðàòîðàìè
êëàññà U.

Îïåðàòîðû óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, - óñðåäíåíèÿ ïî âñåâîç-
ìîæíûì σ-ïîäàëãåáðàì, - ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áèñòîõàñòè÷åñêèå ïðîåêòîðû,
òî åñòü îáðàçóþò ïîäêëàññ P êëàññà U.

Âåêòîðíîå ìíîãîîáðàçèå X, X ⊆ L1(I), ñîäåðæàùåå ôóíêöèþ 1
(
áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî (X, || · ||X), íåïðåðûâíî âëîæåííîå ìåæäó L1(I) è L∞(I)
)
,

ìû íàçûâàåì ïîðÿäêîâûì èäåàëîì â L1(I)
(

áàíàõîâûì èäåàëîì
)
, åñëè äëÿ

y, x ∈ L1(I) âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ |y| ≤ |x|, x ∈ X ⇒ y ∈ X
(
è ïðè

ýòîì áàíàõîâà íîðìà || · ||X ìîíîòîííà, ò.å. ||x||X ≤ ||y||X , åñëè |x| ≤ |y|
)
.

Ìû îïóñêàåì ñëîâî �ïîðÿäêîâûé�, èáî äðóãèõ èäåàëîâ â äàëüíåéøåì íå
âñòðåòèòñÿ. Èíòåðïîëÿöèîííûå ìåæäó L1(I) è L∞(I) èäåàëû ìû íàçûâàåì
ìàæîðàíòíûìè èäåàëàìè (ì.è.), à áàíàõîâû ñòðîãî èíòåðïîëÿöèîííûå èäåàëû
- ñòðîãî ìàæîðàíòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè; ïî òåîðåìå Êàëüäåðîíà êàæäûé
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èç ïîñëåäíèõ âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé ôóíêöèåé f ñîäåðæèò å¼ îðáèòó Ωf , ïðè÷¼ì
íîðìà ëþáîãî ýëåìåíòà Ωf íå ïðåâîñõîäèò íîðìû f . Èäåàëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ìàæîðàíòíûìè, áóäåì íàçûâàòü íåìàæîðàíòíûìè.

Èäåàë X íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (ñ.è.), åñëè âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ
y∗ ≤ x∗, x ∈ X ⇒ y ∈ X. Ïîíÿòíî, ÷òî âñÿêèé ìàæîðàíòíûé èäåàë ñèììåòðè-
÷åí.

Ñèììåòðè÷íûé èäåàë X íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (ñ.ï)
(X, ‖ ·‖X), åñëè çàäàííàÿ íà X áàíàõîâà íîðìà ‖ ·‖X ìîíîòîííà è ñèììåòðè÷íà,
ò.å. ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ðàâíîèçìåðèìûõ ôóíêöèÿõ.
Ñòðîãî èíòåðïîëÿöèîííûå ìåæäó L1(I)) è L∞(I) áàíàõîâû áàíàõîâû èäåàëû,
ñíàáæ¼ííûå ìîíîòîííîé íîðìîé, áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî ìàæîðàíòíûìè ñ.ï..

Èç ëåìì 0.1 è 0.2 âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

(ρ2f
∗)(t) ≤ f ∗(t) ≤ (ρ 1

2
f ∗)(t) ≤

(
f ∗(t) + f ∗(1− t)

)∗
, t ∈ I, f ∈ L1(I), (0.7),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé c/d-îïåðàòîð ïåðåâîäèò ëþáîé ñ.è. â ñåáÿ.
Îòñþäà æå âèäíî, ÷òî êàæäûé ì.è. ÿâëÿÿåòñÿ òàêæå ñ.è.

Ïóñòü {Xγ}γ∈Γ ñåìåéñòâî èäåàëîâ â L1(I). Ñóììà ýòîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé∑

γ∈Γ

Xγ := {
n∑
i=1

xγi : xγi ∈ Xγi , i = 1, ..., n; (γ1, ..., γn) ∈ Γn, n ≥ 1}. (0.8)

Ëåììà 0.7. Ñóììà
∑

γ∈Γ Xγ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì,â L1(I), ïðè÷¼ì ñèì-
ìåòðè÷íûì èëè ìàæîðàíòíûì, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå èäåàëû.

�

Ëåììà 0.8. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà X, X ⊆ L1(I), è ëþáîé σ-ïîäàëãåáðû A
îáðàç E

(
X|A

)
åñòü èäåàë â ïðîñòðàíñòâå L1(I,A, λ).

�

Ëåììà 0.9. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X = {Xγ}γ∈Γ èäåàëîâ Xγ ⊆ L1(I) è
ëþáîé σ-ïîäàëãåáðû A ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

E
(∑
γ∈Γ

Xγ|A
)

=
∑
γ∈Γ

E
(
Xγ|A

)
, (0.9)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììà èäåàëîâ â ïðîñòðàíñòâå L1(I,A, λ).
�

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. 1. Åñëè äëÿ âåêòîðíîãî èäåàëà X è îïåðàòîðà E(·|A)
óñðåäíåíèÿ ïî σ-ïîäàëãåáðå A âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå E(X|A) ⊆ X, òî ìû
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ãîâîðèì, ÷òî A óñðåäíÿåò X èëè, ÷òî X óñðåäíÿåòñÿ A.

2. Ãîâîðÿò, ÷òî ñ.ï. (X, || · ||X) ñòðîãî óñðåäíÿåòñÿ σ-ïîäàëãåáðîé A
(
èëè,

÷òî A ñòðîãî óñðåäíÿåò ñ.ï. (X, || · ||X)
)
, åñëè A óñðåäíÿåò ñ.è. X è ïðè ýòîì

||E(·|A)||X→X ≤ 1.

Çàìå÷àíèå 0.10. Ïóñòü (Ω,Σ, µ) - íåïðåðûâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ò.å. èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëíîé áåçàòîìíîé ìåðîé, µ(Ω) = 1.
Îïðåäåëåíèÿ σ-ïîäàëãåáðû â Σ è äîïîëíÿåìîé σ-ïîäàëãåáðû â Σ â òî÷íîñòè
òàêèå æå êàê âûøå. Â òî÷íîñòè òàê æå êàê âûøå ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
ðàâíîèçìåðèìîñòè äëÿ äâóõ ôóíêöèé f ∈ L1(I) è f̃ ∈ L1(Ω,Σ, µ). Ìíîæåñòâà
A ⊆ L1(I) è Ã ⊆ L1(Ω,Σ, µ) ìû íàçûâàåì

e∼ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ A íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f̃ ∈ Ã, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ f , è íàîáîðîò,
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f̃ ∈ Ã íàéä¼òñÿ ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ íåé ôóíêöèÿ f ∈ A
(îáîçíà÷åíèå: A

e∼ Ã). Äëÿ ôóíêöèè f̃ ∈ L1(Ω,Σ, µ) ïîä å¼ íåâîçðàñòàþùåé
ïåðåñòàíîâêîé ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ f ∗, ãäå f ∈ L1(I) è ðàâíîèçìåðèìà ñ
f̃ . Â ïðîñòðàíñòâå L1(Ω,Σ, µ) îïðåäåëåíèÿ îðáèòû ôóíêöèè, ñèììåòðè÷íûõ è
ìàæîðàíòíûõ èäåàëîâ, à òàêæå èäåàëîâ, óñðåäíÿåìûõ σ-ïîäàëãåáðîé B̃ ⊆ Σ,
íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò âûøåïðèâåä¼ííûõ. Äëÿ ëþáîãî ñ è. â L1(I) íàéä¼òñÿ
åäèíñòâåííûé

e∼ýêâèâàëåíòíûé åìó ñ.è. â L1(Ω,Σ, µ), è íàîáîðîò, [15], [35].
Äâå σ-ïîäàëãåáðû A ⊆ Λ è Ã ⊆ Σ áóäåì íàçûâàòü

e∼ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè

e∼ýêâèâàëåíòíû ñîâîêóïíîñòè èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé âñåõ ýëåìåíòîâ
σ-ïîäàëãåáð A è Ã, ñîîòâåòñòâåííî.
�

Çàìå÷àíèå 0.11.

1).
e∼ýêâèâàëåíòíûå ñ.è. X è X̃ ëèøü îäíîâðåìåííî ìîãóò áûòü ìàæîðàíò-

íûìè. σ-ïîäàëãåáðà A ⊆ Λ è
e∼ýêâèâàëåíòíàÿ åé σ-ïîäàëãåáðà Ã ⊆ Σ ìîãóò

ëèøü îäíîâðåìåííî óñðåäíÿòü èëè íå óñðåäíÿòü
e∼ýêâèâàëåíòíûå ñ.è. X è X̃.

2). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 0.5 âñå σ-ïîäàëãåáðû, ðàâíîèçìåðèìûå ñ íåêî-
òîðîé σ-ïîäàëãåáðîé, îäíîâðåìåííî ñ íåé óñðåäíÿþò èëè íå óñðåäíÿþò
ëþáîé ñ.è. X ⊆ L1(I). Â ÷àñòíîñòè, ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ, èìåþùèå îäèí è
òîò æå ìîíîòîííûé ñ.â., îäíîâðåìåííî óñðåäíÿþò èëè íå óñðåäíÿþò ëþáîé
ñ.è. X ⊆ L1(I). Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïðè äåéñòâèè c/d-îïåðàòîðîâ âìå-
ñòå ñ è.ð. B âñå è.ð., ýêâèâàëåíòíûå ñ B óñðåäíÿåò èëè íåò ëþáîé ñ.è. X ⊆ L1(I).

3) Åñëè è.ð. S êðàòíî è.ðàçáèåíèþ T , òî S è T îäíîâðåìåííî óñðåäíÿþò
èëè íå óñðåäíÿþò ëþáîé ñ.è. X ⊆ L1(I).

4). Äâîè÷íàÿ ïðîåêöèÿ T(2) èíòåðâàëüíîãî ðàçáèåíèÿ B îäíîâðåìåííî ñ B
óñðåäíÿåò èëè íåò ëþáîé ñ.è. X ⊆ L1(I), [25].

5). Èç ïðåäëîæåíèÿ 0.6 è ï. 2) íàñòîÿùåãî çàìå÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, åñëè
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ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå H íå óñðåäíÿåò íåêîòîðûé èäåàë, òî è áîëåå ìåëêîå ÷åì H
ðàçáèåíèå F , à òàêæå âñå ðàâíîèçìåðèìûå ñ F ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ íå óñðåäíÿþò
X. Åñëè ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå H óñðåäíÿåò èäåàë X, òî è ëþáàÿ åãî âûáîðêà H′
òîæå óñðåäíÿåò X.
�

Òàê êàê âñ¼ ïðîñòðàíñòâî L1(I) åñòü ìàæîðàíòíûé (à, çíà÷èò, è ñèììåò-
ðè÷íûé) èäåàë, òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Z ⊆ L1(I) ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé
ñ.è. (íàèìåíüøèé ì.è.), ñîäåðæàùèé Z, êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì NZ (ñîîò-
âåòñòâåííî, MZ) è ãîâîðèì, ÷òî Z ïîðîæäàåò ñ.è NZ , (ñîîòâåòñòâåííî, ì.è.
MZ). Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà Z = {f}, f ∈ L1(I), ìû ïèøåì Nf âìåñòî
N{f} (ñîîòâåòñòâåííî, Mf âìåñòî M{f}) è ãîâîðèì î ãëàâíîì ñèììåòðè÷íîì
(ñîîòâåòñòâåííî, ãëàâíîì ìàæîðàíòíîì) èäåàëå, ïîðîæä¼ííîì f. Åñëè
A -íåïðåðûâíàÿ σ-ïîäàëãåáðà σ-àëãåáðû Λ, òî, èçáåãàÿ íåäîðàçóìåíèé, ìû

èñïîëüçóåì ñèìâîë (A)NX
(
ñîîòâåòñòâåííî, (A)MX

)
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñèììåò-

ðè÷íîãî
(
ñîîòâåòñòâåííî, ìàæîðàíòíîãî

)
èäåàëà â L1(Ω,A, µ), ïîðîæä¼ííîãî

ìíîæåñòâîì X ⊆ L1(Ω,A, µ).

Ëåììà 0.12. Ïóñòü (Ω,Σ, µ) - íåïðåðûâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X = {Xγ}γ∈Γ èäåàëîâ X ⊆ L1((Ω,Σ, µ)) è äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ L1(Ω,Σ, µ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ{

N∑
γ∈Γ Xγ

=
∑

γ∈ΓNXγ ;
Nf =

∑
f̄∼f Nf̄ .

(0.10N )

{
M∑

γ∈Γ Xγ
=
∑

γ∈ΓMXγ ;

Mf =
∑

f̄∼fMf̄ .
(0.10M)

�

Ëåììû 0.1 è 0.2 ïîçâîëÿþò äàòü äëÿ ãëàâíîãî ñ.è. Nf (ñîîòâåòñòâåííî,
ãëàâíîãî ì. è.M{f}) ñëåäóþùåå îäíîòèïíîå îïèñàíèå:

Ëåììà 0.13. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ L1(I) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
Ng = Nf = {z ∈ L1(I) : ñóùåñòâóåò q = q(z) > 1, òàêîå ÷òî z∗ ≤ qρq−1f ∗}
Mf = {z ∈ L1(I) : ñóùåñòâóåò q = q(z) > 1, òàêîå ÷òî z∗∗ ≤ qρq−1f ∗∗}
Mf = {z ∈ L1(I) : ñóùåñòâóåò q = q(z) > 1, òàêîå ÷òî z∗∗ ≤ qf ∗∗}.

(0.11)
Èìåííî â ñìûñëå ïåðâîãî ðàâåíñòâà ìû óïîòðåáëÿåì âïðåäü îáîçíà÷åíèå

Nf (ïðè÷¼ì äàæå è òîãäà, êîãäà èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L0(I) ñóììèðóåìîé
íå ÿâëÿåòñÿ).

Ëåììà 0.14. Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I)
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ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

NE(Nf |F) =
∑

f̂∼f, F̂∼F

NE(f̂ |F̂), ME(Nf |F) =
∑

f̂∼f, F̂∼F

ME(f̂ |F̂). (0.12)

�

Çàìå÷àíèå 0.15. Èç ëåìì 0.12 è 0.13 âûòåêàåò, ÷òî âñÿêèé ñ..è. X (âñÿêèé
ì.è. Y ),

e∼ýêâèâàëåíòíûé ãëàâíîìó ñ.è. Nf (ñîîòâåòñòâåííî, ãëàâíîìó ì.è.
Mg), ñàì ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ñ.è. Nf̄ (ñîîòâåòñòâåííî, ãëàâíûì ì.è. Mḡ), ãäå
f̄ ∼ f, ḡ ∼ g. Ïðè ýòîì èç ëåììû 0.14 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè Nf óñðåäíÿåòñÿ
ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèåì F , òî Nf̄ óñðåäíÿåòñÿ ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèåì F̌ , ðàâíîèçìå-
ðèìûì ñ F .
�

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (0.11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîðîæä¼ííûé f ãëàâíûé ì.è.
Mf ïî ñîñòàâó ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ñ.ï., íàçûâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì Ìàð-
öèíêåâè÷à Mf , [4]. Ïî çàäàííîé f ∈ L1(I) ñ.ï. Mf îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Mf := {x ∈ L1(I) : ‖x‖Mf := sup
t∈I

x∗∗(t)

f ∗∗(t)
<∞}. (0.13)

(Îòñþäà âèäíî, ÷òî âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à åñòü ñòðîãî ìàæîðàíò-
íîå ñ.ï.).

Ëåììà 0.16. ([4]). Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé x, y ∈ Mf ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x∗ − y∗‖Mf ≤ ‖x− y‖Mf .

�

Çàìûêàíèå ñ.è. Nf â Mf ïî íîðìå ‖ · ‖Mf îáîçíà÷àåòñÿ M
1
f , [16].
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�1. Ãëàâíûå ñèììåòðè÷íûå è ìàæîðàíòíûå èäåàëû,
ïîðîæä¼ííûå ñëàáî ðåãóëÿðíûìè è ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè
. [23], [26], [31], [34], [36]

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè è ñëàáîé ðå-
ãóëÿðíîñòè ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ ãëàâíûå ñèììåòðè÷íûå è ìàæîðàíòíûå
èäåàëû.

Äëÿ s > 0 îáîçíà÷èì ŝ := max[s, s−1]
(
òàê ÷òî ŝ−1 = min[s, s−1]

)
.

Ëåììà 1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f, f ∈ L1(I), ïîðîæä¼ííûé åþ
ãëàâíûé ñ.è. ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í ôîðìóëîé

Nf = {x ∈ L1 : nf (x) <∞}, ãäå nf (x) := inf
s>0
{x∗(t) ≤ ŝ · f ∗(ŝ−1) · t), t ∈ I}.

Ïåðå÷èñëèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿðû nf . Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L1(I) è
ëþáîãî âåùåñòâåííîãî r, r 6= 0, ñïðàâåäëèâî

1). nf (x) ≥ 0; nf (x) = 0⇔ x = 0; 2). nf (r · x) ≤ ˆ|r|nf (x);

3). nf (x+ y) ≤ 2 · [nf (x) + nf (y)];

4). nf (y) ≤ nf (x), åñëè |y| ≤ |x|; 5). nf (x) = nf (y), åñëè x ∼ y.

Òåì ñàìûì ìîäóëÿðà nf ìîíîòîííà è ñèììåòðè÷íà íà Nf , è èìååò ñ÷¼òíûé
áàçèñ îêðåñòíîñòåé íóëÿ Uk = {x : x∗(t) ≤ max[2k, 2−k] · f ∗(min[2k, 2−k] · t), t ∈
I}, k = 0,±1,±2, ... .

Ëåììà 1.2. Ìîäóëÿðà nf îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ëåâè-Ôàòó. Èíûìè ñëîâàìè,

6). Åñëè íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé
{xk}, {xk} ⊆ Nf , òàêîâà ÷òî C := supk≥0 nf (xk) <∞, òî supk≥0 xk ∈ Nf .

7). Ìîäóëÿðà nf ïîëíà íà Nf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì supk≥0 xk := x, supk≥0 x
∗
k := x̄. Î÷åâèäíî,

x̄ åñòü èçìåðèìàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó
x̄(t) ≤ C · f ∗(C−1 · t), t ∈ I. Òåì ñàìûì x̄ ∈ Nf è nf (x̄) ≤ C. Íî x̄ ∼ x, [12],
îòêóäà x ∈ Nf è nf (x) ≤ C. Íà îñíîâàíèè [5] èç 6) ñëåäóåò 7).
�

Îïðåäåëåíèå 1.1. 1. Ôóíêöèÿ f, f ∈ L1(I), íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîé,
åñëè íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà C = C(f) > 0, òàêàÿ ÷òî

f ∗(
t

2
) ≤ C · f ∗(t), t ∈ I.
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2. Ôóíêöèÿ f, f ∈ L1(I), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà
K = K(f) > 0, òàêàÿ ÷òî f ∗∗(t) ≤ K · f ∗(t), t ∈ I.
�

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû 0 < c < 1 íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà C > 0, òàêàÿ ÷òî
ρcf

∗(t) ≤ C ·f ∗(t), t ∈ I. Ïîýòîìó äëÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

Nf = {z ∈ L1(I,Λ, λ) : z∗ ≤ q · f ∗ äëÿ ïîäõîäÿùåãî q = q(z), q > 0}, (1.1)

è ðàâåíñòâî
nf (x) = inf{s > 0 : x∗(t) ≤ s · f ∗(t)}. (1.2)

Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1(I), ψ(t) =
∫ t

0
fdλ, t ∈ I, Mψ - ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêå-

âè÷à ñî ñâîåé íîðìîé ‖ · ‖Mψ , ñì.(0.12). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò s, s ∈ I,

‖ρs‖Mψ→Mψ = sup{‖ρsx‖Mψ→Mψ : ‖x‖Mψ , = 1}.

Ëåììà 1.3. Äëÿ s ∈ I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ‖ρs‖Mψ→Mψ = ‖ρsf‖Mψ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Mψ, ‖x‖Mψ = 1, â ñèëó ëåììû 0.2 èìååì∫ t
0
(ρsx)∗dλ =

∫ t
0
ρsx

∗dλ ≤
∫ t

0
ρsfdλ. Ëåììà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ‖f‖Mψ = 1 .

�

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ ëþáîãî f ∈ L1(I) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

ı). Íà Nf ìîæíî çàäàòü íîðìó || · ||, ýêâèâàëåíòíóþ êâàçèíîðìå nf ;

ıı). Ãëàâíûé ñèììåòðè÷íûé èäåàë Nf ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì ìàæîðàíòíûì
èäåàëîìMf ;

ııı). Ëþáàÿ σ-ïîäàëãåáðà â Λ óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñèììåòðè÷íûé èäåàë Nf ;

ıv). Ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, èíûìè ñëîâàìè f ∗∗ ∈ Nf .

v). Íàéäóòñÿ êîíñòàíòû k > 0 è p ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî ‖ρs‖Mψ→Mψ
≤

k · s−p, 0 < s ≤ 1.

vı). lim inft→0
ψ(2t)
ψ(t)

> 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ı)⇒ ıı).Ïóñòü ||·|| ' nf íàNf è ïóñòüG îáîçíà÷àåò âûïóê-
ëóþ è îãðàíè÷åííóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ â òîïîëîãèè êâàçèíîðìû nf , òàêóþ ÷òîG
åñòü åäèíè÷íûé øàð â ñìûñëå íîðìû || · ||. Òîãäà sup{nf (g) : g ∈ G} := C <∞.
Ïîëîæèì H = {h ∈ Nf : |h| ≤ |g| äëÿ ïîäõîäÿùåãî g ∈ G} è îáîçíà÷èì ÷åðåç F
âûïóêëóþ îáîëî÷êó H. Èìååì: sup{nf (x) : x ∈ F} ≤ 2·C, ïîñêîëüêó sup{nf (x) :
x ∈ H} ≤ C. Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî F - âûïóêëàÿ è îãðàíè÷åííàÿ îêðåñòíîñòü
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íóëÿ â òîïîëîãèè êâàçèíîðìû nf . Ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî F ïîðÿäêîâî èäåàëüíîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî
ìíîæåñòâà F , [10], ïîðîæäàåò íà Nf ìîíîòîííóþ íîðìó || · ||′, ýêâèâàëåíòíóþ
êâàçèíîðìå nf . Ýòà íîðìà ïîëíà è îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ëåâè-Ôàòó, à òàêîå
ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ìàæîðàíòíî (ñì., íàïðèìåð, [12]). Òàêèì
îáðàçîì Nf - ìàæîðàíòíûé èäåàë, òåì ñàìûì ïî îïðåäåëåíèþ Nf = Mf .
Èìïëèêàöèÿ äîêàçàíà.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ıı) ⇒ ı) ñëåäóåò èç ïîëíîòû è ìîíîòîííîñòè êàê
íîðìû || · ||Mψ íàMf , òàê è êâàçèíîðìû nf íà Nf .

Ðàâíîñèëüíîñòü ıı) ⇔ ıv) â îäíó ñòîðîíó òðèâèàëüíà, à â äðóãóþ äîêàçàíà
íèæå ïðè äîêàçàòåëüñòâå èìïëèêàöèè ııı)⇒ ıv). .

ıı)⇒ ııı). Åñëè Nf =Mf , òî Nf êàê ì.è. óñðåäíÿåòñÿ ëþáîé σ-ïîäàëãåáðîé
â Λ, èáî óñðåäíåíèå ôóíêöèè ñîäåðæèòñÿ â å¼ îðáèòå.

Äîêàçûâàåì èìïëèêàöèþ iii)⇒ iv).

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ f = f ∗ ∈ L1(I) âêëþ÷åíèå f ∗∗ ∈ Nf íå âûïîëíÿåòñÿ. Ìû
ïîñòðîèì òàêîå è.ð.W , ÷òî E(f |W) /∈ Nf è òåì ñàìûì ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ãëàâíîãî ñ.è. Nf èç òîãî, ÷òî f ∗∗ /∈ Nf , âûòåêàåò, ÷òî íàé-
ä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ⊆ I, tn+1 < tn, n ≥ 1, t1 = 1, òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî m ≥ 1

sup
n

f ∗∗(tn)

f( tn
m

)
=∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {nm}, n1 = 1, íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî

1 < cm :=
f ∗∗(sm)

f( sm
m

)
↑ ∞,

ãäå sm = tnm , m ≥ 1, s1 = tn1 = 1.

Çàôèêñèðóåì ε, 0 < ε < c1. Íà èíòåðâàëå (0, s1) ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ
íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ

c1 − ε < J1(u) :=
(s1 − u)−1

∫ s1
u
fdλ

f( s1
1

)
.

Íàéä¼òñÿ òî÷êà sm2 , sm2 <
s1
2
, òàêàÿ ÷òî

(s1 − sm2)−1
∫ s1
sm2

fdλ

f( s1
1

)
> c1 − ε.
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Ïîëàãàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {smj}, smj <
smj−1

2
, j = 2..., k, ïîñòðîåíà

òàêèì îáðàçîì, ÷òî

(smj − smj−1
)−1
∫ smj
smj−1

fdλ

f(
smj
mj

)
> cmj − ε,

ââåä¼ì íà èíòåðâàëå (0, smk) íåïðåðûâíóþ íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ

Jk+1(u) :=
(smk − u)−1

∫ smk
u

fdλ

f(
smk
mk

)

è âûáåðåì òî÷êó smk+1
<

smk
2
, òàêóþ ÷òî

(smk − smk+1
)−1
∫ smk
smk+1

fdλ

f(
smk
mk

)
> cmk − ε.

Ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåë¼ííîé ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {smk}k ñïðà-
âåäëèâî smk ↓ 0, òî, ïîëàãàÿ wk := smk , k ≥ 1, ïîëó÷èì, ÷òî è.ð. W = (wk) íå
óñðåäíÿåò Nf .

Ðàâíîñèëüíîñòü ıv)⇔ v) äîêàçàíà â [2].

ıv) ⇒ vı). Äîïóñòèì, ÷òî íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà C ≥ 1, òàêàÿ ÷òî f ∗∗ ≤ Cf .
Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ψ(t) :=

∫ t
0
fdλ, t ∈ I, ìîæíî çàïèñàòü:

ψ(t)

ψ(t/2)
=

∫ t
0
fdλ∫ t/2

0
fdλ

= 1+

∫ t
t/2
fdλ∫ t/2

0
fdλ

≥ 1+
f(t)

f ∗∗(t/2)
≥ 1+

f(t)

2f ∗∗(t)
≥ 1+

f(t)

2Cf(t)
= 1+

1

2C
,

÷òî è äîêàçûâàåò èìïëèêàöèþ.
Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ: vı)⇒ ıv). Ïîñêîëüêó f ∗(t) ≥ 1/t

∫ 2t

t
f ∗dλ, t ∈

(0, 2−1], èìïëèêàöèÿ âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

lim inf
t→0

∫ 2t
t f∗dλ

ψ(t)
> 0⇔ lim sup

t→0

ψ(t)∫ 2t

t
f ∗dλ

<∞⇔ lim sup
t→0

f ∗∗(t)

1/t
∫ 2t

t
f ∗dλ

<∞⇒

⇒ lim sup
t→0

f ∗∗(t)

f ∗(t)
<∞,

÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ıv).

Ðàâíîñèëüíîñòü vı)⇔ ı) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ıv)⇔ vı), ıı)⇔ ıv) è ıı)⇔ ı).
�

Ñëåäñòâèå 1.5. Ôóíêöèÿ f = f ∗ ∈ L1(I) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåãóëÿðíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f ∗∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ðåãóëÿðíà f ∗∗, åñëè ðåãóëÿðíà f , î÷åâèäíî. Äîêà-
æåì îáðàòíîå. Îáîçíà÷èì ψ∗∗(t) :=

∫ t
0
f ∗∗dλ, t ∈ I, è îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå
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1.4 ıv) f ∗∗ ∈ Mψ, ïîýòîìó íàéä¼òñÿ c > 0, òàêîå ÷òî c−1‖x‖Mψ ≤ ‖x‖Mψ∗∗ ≤
c‖x‖Mψ äëÿ âñÿêîãî x ∈ Mψ. Äàëåå ïî ìîíîòîííîñòè íîðìû ‖ · ‖M ψ

, ïîñêîëüêó
f = f ∗ ≤ f ∗∗ è â ñèëó ëåììû 1.3 è òåîðåìû 1.4.v) äëÿ ïîäõîäÿùèõ k > 0 è
p ∈ (0, 1) ïîëó÷àåì:

‖ρs‖Mψ→Mψ
= ‖ρsf‖Mψ

≤ ‖ρsf ∗∗‖Mψ
≤ c‖ρsf ∗∗‖Mψ∗∗ = c‖ρs‖Mψ∗∗→Mψ∗∗ ≤ c·ks−p, s ∈ I.

Òåïåðü âíîâü ïðèìåíèìà òåîðåìà 1.4.v), ñîãëàñíî êîòîðîé f ðåãóëÿðíà.
�

Â [26],[34] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î ñâÿçè ñâîéñòâ ñëàáîé ðåãóëÿðíîñòè è
ðåãóëÿðíîñòè ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé íà I.

Òåîðåìà 1.6.

1). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ñëàáî ðåãóëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ g ∈ L1(I), òàêàÿ ÷òîMf =Mg è ïðè ýòîì

g∗(t/2) ≤ (2 + ε) · g∗(t), t ∈ I.

2). Äëÿ ôóíêöèè f = f ∗ ∈ L1(I) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ôóíêöèÿ g = g∗,
òàêàÿ ÷òî

g∗(t/2) ≤ 2 · g∗(t), t ∈ I,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ' h∗∗ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè h = h∗ ∈ L1(I).

3). Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(I) ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ g ∈ L1(I) è ε, 0 < ε < 2 ,
òàêèå ÷òîMf =Mg è ïðè ýòîì

g∗(t/2) ≤ (2− ε) · g∗(t), t ∈ I,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ∗ ' f ∗∗, òî åñòü êîãäà f - ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâåì óòâåðæäåíèå 1). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü ôóíêöèþ f ∗ D-èçìåðèìîé: f ∗(t) =

∑
n≥1 an · 1Dn .

Çàïèøåì f ∗ â âèäå f ∗ =
∑

n≥0 bn · fn, ãäå fn = 1(0,2−n], n ≥ 0,
çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîëîæèì c = 2 + ε. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
Φ(c) := {g = g∗ ∈ L1(I) : g∗(t/2) ≤ c · g∗(t), t ∈ I} è îòìåòèì åãî ñëå-
äóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà:

a). g1, g2 ∈ Φ(c), α1, α2 > 0⇒ α1 · g1 + α2 · g2 ∈ Φ(c);

b). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} ⊂ Φ(c) è gn ↑ x ∈ L1(I), òî x ∈ Φ(c).

Ïîëîæèì òåïåðü g0 = 1 è äàëåå

gn(t) :=

{
1, åñëè 0 < t ≤ 2−n;

ck−n, åñëè 2−k−1 < t ≤ 2−k : k = 0, 1, ..., n− 1,
t ∈ (0, 1],
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n = 1, 2, ... è îïðåäåëèì g :=
∑

n≥0 bn · gn. Ïî ïîñòðîåíèþ gn ∈ Φ(c), çíà÷èò,
ñîãëàñíî a) è b), g ∈ Φ(c). Êðîìå òîãî, î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà fn ≤ gn, n ≥ 1,
âëåêóò, ÷òî f ∗ ≤ g, îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Mf ⊆ Mg. Åñëè òåïåðü ìû
óñòàíîâèì, ÷òî ∫ t

0

gdλ ≤ c− 1

c− 2

∫ t

0

fdλ, t ∈ I, (1.3)

òî áóäåò äîêàçàíî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå è òåì ñàìûì ï.1) òåîðåìû 1.6.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî t ∈ I âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫ t

0

gdλ =
∑
n≥0

bn

∫ t

0

gndλ;

∫ t

0

fdλ =
∑
n≥0

bn

∫ t

0

fndλ,

òî (1.3) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ∫ t

0

gndλ ≤
c− 1

c− 2

∫ t

0

fndλ, n ≥ 0,

ê äîêàçàòåëüñòâó êîòîðûõ ìû ïåðåõîäèì.

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì∫ t

0

fndλ =

{
t, ïðè 0 < t ≤ 2−n;

2−n, ïðè 2−n < t ≤ 1.
.

∫ t

0

gndλ =



t ïðè 0 < t ≤ 2−n;

2−n + c−1(t− 2−n) ïðè 2−n < t ≤ 2−n+1;

2−n + c−12−n + c−2(t− 2−n+1) ïðè 2−n+1 < t ≤ 2−n+2;

........................................

2−n + c−12−n + c−2(t− 2−n+1) + ...+ c−n(t− 2−1) ïðè 2−1 < t ≤ 1.

.

Òàêèì îáðàçîì.
∫ t

0
gndλ =

∫ t
0
fndλ, åñëè 0 < t ≤ 2−n, è∫ t

0

gndλ = 2−n[1 + c−1(1 + 2/c+ 22/c2 + ...)] = 2−n
c− 1

c− 2
=
c− 1

c− 2

∫ t

0

fndλ,

ãäå 2−n < t ≤ 1. Óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû 1.6 äîêàçàíî.

2). Ïî ëåììå 0.1 äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè h ∈ L1(I) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
h∗∗(t/2) ≤ 2h∗∗(t), t ∈ I, îòêóäà óòâåðæäåíèå 2) ñëåäóåò â îäíó ñòîðîíó. Îáðàò-
íî, ïóñòü f ∗ ' g∗, ãäå ôóíêöèÿ g∗ ∈ L1(I) òàêàÿ, ÷òî g∗(t/2) ≤ 2 · g∗(t), t ∈ I.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g∗ D-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ: g∗(t) =∑

n≥1 an · 1Dn : Dn = (2−n, 2−n+1], 0 < a0 ≤ a1 ≤ ... ≤ an ↑ ∞,
∑

n≥1 2−nan <∞.
Íåðàâåíñòâà am+n ≤ 2man, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ôóíêöèè g

∗ ïðè ëþáûõ m,n ≥ 1,
ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ t0g

∗(t0) ≤ 4t1g
∗(t1) ïðè ëþáûõ 0 < t0 ≤ t1 ≤ 1.
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Ïîëîæèì ϕ(0) = 0, ϕ(t) = tg∗(t) ïðè 0 < t ≤ 1 è ϕ(t) = tg∗(1) ïðè t > 1. Â
ñèëó ïðåäèäóùèõ íåðàâåíñòâ äëÿ g∗ ôóíêöèÿ ϕ êâàçèâîãíóòà íà ïîëóîñè [0,∞)
è ýêâèâàëåíòíà òàì ñâîåé íàèìåíüøåé âîãíóòîé ìàæîðàíòå

ϕ̃ : 2−1ϕ̃ ≤ ϕ ≤ ϕ̃, (1.4)

[20]. Òàê êàê limt→0 ϕ̃(t) = limn→∞ 2−nan = 0, òî è limt→0 ϕ(t) = 0.
Òîãäà âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ϕ̃ íà ïðîìåæóòêå [0, 1] çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ϕ̃(t) =

∫ t
0
hdλ, ãäå h = h∗ ∈ L1(I,Λ, λ).. Òåïåðü èç (1.4) âûâîäèì, ÷òî

f ∗(t) ' g∗(t) ' ϕ(t)
t
' ϕ̃(t)

t
= h∗∗, t ∈ I. Óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû 1.6 äîêàçàíî.

3). Åñëè îáîçíà÷èòü ψ(t) = tf ∗∗(t), t ∈ I, òî ïî òåîðåìå 1.4 ïîëó÷èì, ÷òî

ýêâèâàëåíòíîñòü f ∗ ' f ∗∗ ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ lim inft→0
ψ(t)
ψ(t/2)

> 1,

èëè, ïî äðóãîìó, lim inft→0
f∗∗(t)t

f∗∗(t/2)t/2
> 1, t ∈ I. Çàìåíÿÿ ïðè íàäîáíîñòè f ýêâè-

âàëåíòíîé åé ôóíêöèåé è ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùåå 0 < δ < 1, ìîæíî ïåðåïèñàòü
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî êàê f∗∗(t)t

f∗∗(t/2)t/2
> 1+δ, t ∈ I, ò.å. f ∗∗(t/2) ≤ 2

1+δ
f ∗∗(t), t ∈ I.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ êîíñòàíòû, ïîëó÷àåì: f ∗∗(t/2) ≤ 2(1− ε)f ∗∗(t), t ∈ I, 0 < ε < 1.
Òåîðåìà 1.6 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
�

Ñëåäñòâèå 1.7. Ïóñòü f ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç L1(I). Äëÿ âñÿêîãî γ, 0 < γ < 1,
íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ L1(I), òàêàÿ ÷òîMg =Mf è ïðè ýòîì ôóíêöèÿ h := gγ

ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèå ñ òåîðåìîé 1.6.1) ïîäáåð¼ì ε, òàêîå ÷òî ïðè
íåêîòîðîì δ, 0 < δ < 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2 + ε)γ < 2 − δ. Òîãäà, åñëè
ñëàáî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèþ g = g∗ ∈ L1(I) òàêîâà, ÷òî Mg = Mf è g(t/2) ≤
(2 + ε)g(t), t ∈ I, òî, ïîëàãàÿ h = gγ, ïîëó÷èì

h(t/2) = [g(t/2)]γ ≤ (2 + ε)γ[g(t)]γ < (2− δ)h(t), t ∈ I,
è îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì 3) òåîðåìû 1.6.

Òåîðåìà 1.8. Ôóíêöèÿ f ∈ L1(I) ðåãóëÿðíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òîMg =Mf ñëàáî ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ðåãóëÿðíà. Ïî òåîðåìå 1.4 ðàâåíñòâî Mg = Mf

âëå÷¼ò, ÷òî íåðàâåíñòâà lim inft→0
ψg(2t)

ψg(t)
> 1 è lim inft→0

ψf (2t)

ψf (t)
> 1 ìîãóò âûïîë-

íÿòüñÿ ëèøü îäíîâðåìåííî. Çíà÷èò è g ðåãóëÿðíà, à çíà÷èò è ñëàáî ðåãóëÿðíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îáðàòíóþ ñòîðîíó ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëü-
íóþ êîíñòðóêöèþ.

Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ h = h∗ ∈ L1,
∫ 1

0
hdλ = 1, ïîëîæèì

ψh(t) =
∫ t

0
hdλ, t ∈ I, è äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 îáîçíà÷èì

qh(n) := êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψh(2−k)}k≥1, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â äâîè÷íîì ïðîìåæóòêå Dn = (2−n, 2−n+1].
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Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè ψh ñëåäóåò, ÷òî qh(n) ≥ 1, n ≥ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî èç
ðàâåíñòâ qg(n) = qh(n), n ≥ 1, äëÿ ôóíêöèé g = g∗ ∈ L1(I) è h = h∗ ∈ L1(I)
ñëåäóåò, ÷òîMg =Mh.

Ëåììà 1.9. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}n≥1 ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ g = g∗ ∈ L1(I,Λ, λ), òàêàÿ ÷òî qn = qg(n), n ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî íà êàæäîì Dn ïîñòðîåíà ñèñòåìà òî÷åê
{uni : 2−n < unqn < ... < un1 ≤ 2−n+1; n ≥ 1} òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè èõ ëèíåéíîé
íóìåðàöèè â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ íà I îò òî÷êè 1 ê òî÷êå 0 ïîëó÷àåòñÿ ñòðîãî
óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}k≥0, ïðè÷¼ì

v0 = 1, vk − vk+1 ≥
vk−1 − vk

2
, k ≥ 1. (1.5)

Èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî D-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(t) :=
∑
k≥1

2k(vk−1 − vk)1Dk(t), t ∈ I, (1.6)

ñîäåðæèòñÿ â L1(I), íåîòðèöàòåëüíà è íåâîçðàñòàåò íà I. Êðîìå òîãî, ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà ∫ 2−k

0

gdλ =
∑
i≥k+1

2i2−i(vi−1 − vi) = vk, k ≥ 1, (1.7)

òàê ÷òî, åñëè îïðåäåëèòü ψg(0) = 0, ψg(t) =
∫ t

0
gdλ, t ∈ I, è â êà÷åñòâå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {qn} âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qψg(n)}, òî ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó
Mg =Mf .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn} = {qf (n)} ñèñòåìû òî÷åê
{uni } ââåä¼ì ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Íàçîâ¼ì äâîè÷íûé ïîëóñåãìåíò Dn

îäíîòî÷å÷íûì, åñëè qn = 1 è ìíîãîòî÷å÷íûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìàêñè-
ìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò â ìíîæåñòâå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà
{(Dn, Dn+1, ..., Dn+l−1) : qn = qn+1 = qn+l−1 = 1, l ≥ 1} íàçîâ¼ì îäíîòî÷å÷íûì
áëîêîì äëèíû l. Ïîëóñåãìåíò Dn−1 íàçîâ¼ì íà÷àëüíûì äëÿ ýòîãî áëîêà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàññòàíîâêó òî÷åê {uni } äëÿ ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ñëó÷àåâ.

U1. Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî áëîêà (D1, D2, ..., Dl) äëèíû l, 1 ≤ l ≤ ∞ (åñëè òàêîé
èìååòñÿ) ïîëîæèì uni = 2−i+1, 1 ≤ i ≤ l.

U2. Ïîñòðîèì òî÷êè {uni } äëÿ ìíîãîòî÷å÷íîãî ïîëóñåãìåíòà Dn, íå ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ íà÷àëüíûì. Ïîëîæèì uni = 2−n(1 + 2−i+1), 1 ≤ i ≤ qn.

U3. Åñëè ìíîãîòî÷å÷íûé ïîëóñåãìåíò Dn ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì äëÿ îä-
íîòî÷å÷íîãî áëîêà {Dn+1, ..., Dn+l−1, ...} áåñêîíå÷íîé äëèíû, òî ïîëîæèì
uni = 2−n(1 + 2−i+1), 1 ≤ i ≤ qn, è äàëåå u

n+i
i = unqn · 2

−i, i ≥ 1.
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U4. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëóñåãìåíò Dn, ÿâëÿþùèéñÿ íà÷àëüíûì äëÿ îäíî-
òî÷å÷íîãî áëîêà êîíå÷íîé äëèíû l. Ðàññòàâèì ñïåðâà åäèíñòâåííûå òî÷êè íà
êàæäîì èç ïîëóñåãìåíòîâ ýòîãî áëîêà: un+i

1 = 2−n−i(1 + 2−l+i−1), i = 1, ..., l.
Óêàæåì òåïåðü ðàññòàíîâêó òî÷åê íà Dn â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
l è qn.

uni =


åñëè qn < l + 3, òî 2−n(1 + 2−i+1) ïðè i = 1, 2, ..., qn − 1 è 2−n(1 + 2−l−1) ïðè i = qn;

åñëè qn ≥ l + 3, òî 2−n(1 + 2−i+1), ïðè i = 1, 2, ..., qn.

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî U =
⋃
{uni } ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî ïðàâèëàìè

ðàññòàíîâêè U1 − U4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {vn}, ïîëó÷åííàÿ êàê áûëî
ïîêàçàíî âûøå èç òî÷åê U ïóò¼ì èõ ëèíåéíîé ïåðåíóìåðàöèè, î÷åâèäíî, ñòðîãî
óáûâàåò ê íóëþ, v0 = 1. Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (1.5) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
�

Ëåììà 1.10 Äëÿ òîãî ÷òîáû D-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f = f ∗ áûëà ðåãó-
ëÿðíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qψf (n)} áûëà
îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ öåëîå d, òàêîå
÷òî {qψf (n)} ≤ d, n ≥ 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ (0, 2−1] âûáåðåì k ≥ 1, òàêîå

÷òî 2−k−1 < t ≤ 2−k. Ïóñòü vk−1 ∈ Dn. Ïî ïîñòðîåíèþ vk−1 − vk ≥ 2−n−qψf (n). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû ïî (1.6) f(2t) = f(2−k+1) = 2k(vk−1 − vk), îòêóäà ïî (1.7)

ψ(t) ≤ ψ(2−k) = vk < vk−1 ≤ 2−n+1 ≤ 2qψf (n)+1(vk−1−vk) = 2qψf (n)+12−kf(2t) ≤ 2d+2tf(2t);

ψ(2t)

ψ(t)
= 1 +

∫ 2t

t
fdλ

ψ(t)
≥ 1 +

tf(2t)

ψ(t)
≥ 2−d−2,

òî åñòü lim inf ψ(2t)
ψ(t)

> 1, è òåì ñàìûì f ðåãóëÿðíà.

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî limk→∞ qψf (nk) =∞. Ïî ïîñòðîåíèþ
èìååì:

unkqψf (nk)−1 − u
nk
qψf (nk) ≤ 2−nk2−qψf (nk)+2; unkqψf (nk) > 2−nk ; unkqψf (nk) − u

nk+1
1 ≥ 2−nk+3.

(1.8)
Îáîçíà÷èì unkqψf (nk) = vmk ; u

nk
qψf (nk)−1 = vmk−1. Èç (1.8) ïîëó÷àåì:

ψ(2 · 2−mk)
ψ(2−mk)

=
vmk−1

vmk
= 1 +

vmk−1 − vmk
vmk

≤ 1 + 2−qψf (nk)+2,

îòêóäà lim inf ψ(2t)
ψ(t)

= 1, òî åñòü ïî òåîðåìå 1.4 f ðåãóëÿðíîé áûòü íå ìîæåò.
�
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Ñëåäñòâèå 1.11. Ââèäó (0.4) óñëîâèå D-èçìåðèìîñòè â ëåììå 1.10 ìîæåò
áûòü îïóùåíî.

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.8. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè
lim ψ(2t)

ψ(t)
= 1 íóæíî íàéòè ôóíêöèþ h = h∗ ∈ L1(I,Λ, λ), íå ÿâëÿþùóþñÿ

ñëàáî ðåãóëÿðíîé è òàêóþ ÷òî Mh = Mf , ãäå ψ(t) âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ èç
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé ëåììû, f(t) = dψ

dt
. Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîé

ôóíêöèè ìîæåò áûòü âçÿòà ñàìà ôóíêöèÿ f .

Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè â ïðåäûäóùåé ëåììå èç íåðà-
âåíñòâ (1.8) äëÿ ôóíêöèè f = f ∗ ïîëó÷àåì:

f(2−mk)2−mk−1

f(2−mk + 1)2−mk
=
vmk − vmk+1

vmk−1 − vmk
≥ 2−nk−3

2−nk2−qψf (nk)+2
.

Òåì ñàìûì f(2−mk )

f(2−mk+1)
≥ 2qψf (nk)−5 è, ïîñêîëüêó â ñèëó ëåììû 1.11

lim supk→∞ qψf (nk) = ∞, òî f íå ìîæåò áûòü ñëàáî ðåãóëÿðíîé. Òåîðåìà
1.8 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
�

Çàìå÷àíèå 1.12. 1). Ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèè f åñòü òîïîëîãè÷åñêèé èíâà-
ðèàíò áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Ìàðöèíêåâè÷à Mf . Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ
äâóõ ôóíêöèé f è g ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîMf =Mg è ïðè ýòîì f ðåãóëÿðíà,
òî è g ðåãóëÿðíà.
2). Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî Nf = Ng âëå÷¼ò ðàâåíñòâî Mf = Mg, òî, ïðèìåíèâ
òåîðåìó 1.6.3), ïîëó÷èì, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ ôóíêöèé f è g ïîðîæäàåìûå èìè
ñ.è. ñîâïàäàþò è ïðè ýòîì îäíà èç íèõ ðåãóëÿðíà, òî ðåãóëÿðíà è äðóãàÿ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ðåãóëÿðíîñòè ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ îïåðàòî-
ðîâ óñðåäíåíèÿ ïî èíòåðâàëüíûì ðàçáèåíèÿì.

Òåîðåìà 1.13 (ñð. ñ òåîðåìîé 5.12). Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1, B = (bn) - íåêîòîðîå
è.ð. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1). f ðåãóëÿðíà è Nf = NE(f |B);

2). Ôóíêöèÿ E(f |B) ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)⇒ 2) ïðÿìî âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 1.12.2).

Äîêàçûâàåì 2)⇒ 1). Îáîçíà÷èì g := E(f |B) ⊆Mf . Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà,
÷òî f ∗∗ ∈ Ng. Òîãäà f ∗∗ ∈ Mg ⊆ Mf , îòêóäà ïî òåîðåìå 1.4 ñëåäóåò ðåãóëÿð-
íîñòü f .

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî f ∗∗ /∈ Ng. Çàïèøåì g â âèäå g =
∑

n≥1 αn1(bn,bn−1],

ãäå αn =
∫ bn−1
bn

fdλ

bn−1−bn , n ≥ 1. Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ, íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{nk}k≥0, n0 = 0, òàêàÿ ÷òî bnk ↓ 0 è

f ∗∗(bnk)

g(bnk)
≥ 2k, èëè

f ∗∗(sk)

g(sk)
≥ 2k, k ≥ 0. (1.9)

ãäå ìû, óïðîùàÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïîëîæèëè bnk := sk, k ≥ 0. Áóäåì ñ÷èòàòü,
íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî s1 < 2−1. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (1.9), ïîñòðîèì
ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {km} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêóþ ÷òî äëÿ
è.ð. U , U = (um), ãäå u0 = 1, um = skm , m ≥ 1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå E(f |U) /∈ Ng. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ U êðóïíåå B, òî ïîëó÷àåì
E(f |U) = E(g|U) ∈Mg, è, ïîñêîëüêó g ðåãóëÿðíà, òîMg = Ng, - ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëîæèì k1 = 1 è ïóñòü äëÿ m ≥ 1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî km óæå ïîñòðîåíî.

Íà ïðîìåæóòêå [0, um) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ, Φ(u) :=
(um−u)−1

∫ um
u fdλ

g(um)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ íåâîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà [0, um), à ïî (1.9) Φ(0) ≥ 2km .
Âûáåðåì ÷èñëî km+1 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
km+1 > km, Φ(skm+1) > 2km − 1.

Òåïåðü, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {km}m≥1 ïîñòðîåíà, ïîëîæèì vm =
min[2um, τm], ãäå τm - áëèæàéøàÿ ñïðàâà îò um òî÷êà ðàçáèåíèÿ B, m ≥ 1.
Ïóñòü h = h∗ = E(g|U). Äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé g è h ïî ïîñòðîåíèþ âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

h(vm/2)

g(vm)
≥ 2km − 1, m ≥ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, h( t
2
) /∈ Ng, çíà÷èò è h /∈ Ng, âîïðåêè òåîðåìå 1.4.

Çíà÷èò f ∗∗ ∈ NE(f |B), ÷òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, âëå÷¼ò ðåãóëÿðíîñòü f .
Òåïåðü, ïîñêîëüêó f ∗∗ ' f, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Nf = NE(f |B).
�

Çàìå÷àíèå 1.14. 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè
f = f ∗ ∈ L1(I) íàéä¼òñÿ ðàçáèåíèå B, òàêîå ÷òî ôóíêöèÿ E(f |B) íå ÿâëÿåòñÿ
íå òîëüêî ðåãóëÿðíîé, íî äàæå ñëàáî ðåãóëÿðíîé.
2. Èç çàìå÷àíèÿ 1.12.2) âèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1.13 óòâåðæäåíèå
âåðíî íå òîëüêî äëÿ ãëàâíûõ ñ.è., íî è äëÿ ãëàâíûõ ì.è. À èìåííî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.13.′ Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1, B = (bn) - íåêîòîðîå è.ð. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1). f ðåãóëÿðíà èMf =ME(f |B);

2). Ôóíêöèÿ E(f |B) ðåãóëÿðíà.

Ôóíêöèÿ f, f ∈ L1(I), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà I
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(
îáîçíà÷åíèå : f ∈ BMO(I)

)
, åñëè

||f ||BMO(I) := sup
[a,b]⊆I

| 1

b− a

∫ b

a

f(s)− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du|ds <∞.

Òåîðåìà 1.15. Äëÿ ôóíêöèè g = g∗ ∈ L1(I) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-
íû.

(ı) g ∈ BMO(I);

(ıı) g∗∗(t)− g(t) ≤ C, t ∈ I, ãäå 0 < C - êîíñòàíòà ;

(ııı) g( t
2
)− g(t) ≤ K, t ∈ I, ãäå 0 < K - êîíñòàíòà ;

(ıv) g(t) = log2 f(t), t ∈ I, ãäå f = f ∗ ∈ L1(I) ñëàáî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâíîñèëüíîñòü (ı) è (ıı) äîêàçàíà â [19]. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà èìïëèêàöèè (ıı) ⇒ (ııı) íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ âàðèàíòîì çàêîíà ìåäèàí, õîðîøî èçâåñòíîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå. Åãî äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìû îïóñêàåì, ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ èç
ñðàâíåíèÿ ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðàôèêîâ.

Ëåììà 1.16. Ïóñòü g = g∗ ∈ L1(I). Äëÿ êàæäîãî t ∈ I âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

min
a

∫ t

0

|g(s)− a|ds =

∫ t

0

|g(s)− g(
t

2
)|ds.

Ïóñòü âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (ıı). Òîãäà ‖g(t)‖BMO < ∞ â ñèëó ı), òàê ÷òî,
ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì êëàññà BMO(I) è ëåììîé 1.16, äëÿ ëþáîãî t ∈ I èìååì

|g∗∗(t)− g(
t

2
)| = |1

t

∫ t

0

[g(s)− g(
t

2
)]ds| ≤ 1

t

∫ t

0

|g(s)− g(
t

2
)|ds ≤

1

t

∫ t

0

|g(s)− 1

t

∫ t

0

g(u)du|ds ≤ ‖g(t)‖BMO.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì èìïëèêàöèþ
(ıı) ⇒ (ııı). Äàëåå, åñëè ïîëîæèòü f = exp2 g, òî ñ ó÷¼òîì óæå äîêàçàííûõ
èìïëèêàöèé ïîëó÷èì èìïëèêàöèþ (ııı) ⇒ (ıv). Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç
(ıv) ñëåäóåò (ıı). Â ñèëó (0.4) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f :=

∑
n≥1 αn · 1Dn , ãäå

Dn = [2−n, 2−n+1) è 1 ≤ α1 ≤ ... ≤ αn ≤ αn+1 ≤ Q · αn, n ≥ 1, Q > 1.

Ïîëîæèì βn = log2 αn, n ≥ 1; g =
∑

n≥1 βn · 1Dn . Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî βn+1 ≤ Q̃+ βn, ãäå Q̃ = log2 Q > 0, îòêóäà ïîëó÷àåì

g∗∗(2−n) =
∑
k≥n+1

βk ·2−k ≤
∑
k≥1

βn ·2−k+Q̃ ·
∑
k≥1

k ·2−k = βn+C = g(2−n)+C, n ≥ 1

ãäå C = Q̃ ·
∑

k≥1 k · 2−k <∞.
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Òåïåðü äëÿ êàæäîãî t ∈ Dn èìååì: g
∗∗(t) ≤ g∗∗(2−n) ≤ g(2−n) +C = g(t) +C.

�

Ñëåäñòâèå 1.17. Äëÿ êàæäîãî g = g∗ ∈ BMO(I) ïðè ïîäõîäÿùèõ ïîëîæè-
òåëüíûõ êîíñòàíòàõ C1 è C2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g(t) ≤ C1 − C2 · ln t, t ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(t) = log2 f(t), ãäå f = f ∗ ∈ L1, f( t
2
) ≤ Q · f(t), t ∈ I.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(1) = 1, ò.å. g(1) = 0. Âûáåðåì
÷èñëî γ, 0 < γ < 1, òàêîå ÷òî Qγ < 2 è ïîëîæèì h = fγ. Òàê êàê h( t

2
) ≤

Qγ · h(t), t ∈ I, òî ïî òåîðåìå 1.6 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî h ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
Çíà÷èò äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòû K > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h(t)∫ t
0
hdλ

≥ 1

K · t
, t ∈ I.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî t îò s äî 1, ãäå s ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, s ∈ I,
ïîëó÷èì

ln s−
1
K ≤ ln

∫ 1

0
hdt∫ s

0
hdt

,

îòêóäà s · h∗∗(s) =
∫ s

0
hdλ ≤ (

∫ 1

0
hdλ) · s 1

K . Òåì ñàìûì fγ(s) = h(s) ≤ h∗∗(s) ≤
(
∫ 1

0
hdλ) · s( 1

K
−1). Îñòà¼òñÿ ïðîëîãàðèôìèðîâàòü ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî è

ïåðåîáîçíà÷èòü êîíñòàíòû.
�

Òåîðåìà 1.18. Äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f = f ∗ ∈ L1(I) íàéä¼òñÿ
ïîêàçàòåëü δ = δ(f), 0 < δ < 1, òàêîé ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå C > 0
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà f ∗∗(t) ≤ Ct−δ, t ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∗∗ ≤ Kf ∗, K ≥ 1. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî f íå ðàâíà êîíñòàíòå, ò.å., ÷òî K > 1. Èìååì:

f ∗(t)[

∫ t

0

fdλ]−1 ≥ [Kt]−1, t ∈ I.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ïðîìåæóòêó [r, 1], ãäå r - ëþáîå ÷èñëî èç I,
ïîëó÷èì ∫ 1

r

f ∗(t)∫ t
0
f ∗dλ

dλ ≥ K−1

∫ 1

r

dt

t
= ln[(

1

r
)

1
K ].

Çàïèñûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü â âèäå∫ 1

r

d
∫ t

0
f ∗dλ∫ t

0
f ∗dλ

= ln

∫ 1

0
f ∗dλ∫ r

0
f ∗dλ

,

ïîëó÷èì, ÷òî ∫ 1

0
f ∗dλ∫ r

0
f ∗dλ

≥ (
1

r
)

1
K .

27



Îòñþäà f ∗∗(r) ≤ Cr−δ, ãäå C =
∫ 1

0
f ∗dλ, δ = 1− 1

K
.

�
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�2. Äâå àáñîëþòíûå êîíñòàíòû äëÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ.
[30]

Âû÷èñëåíû äâå àáñîëþòíûå êîíñòàíòû äëÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ íà I ñ÷¼òíîãî
ñåìåéñòâà îòðåçêîâ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ èõ äëèí îò 1 ê 0.

Ïóñòü ~a - ëþáîé ñ.â. è ïóñòü è.ð. B = (bn) è åãî ìîíîòîííàÿ ïåðåñòàíîâêà
B∗ = (b∗n) ïðèíàäëåæàò ñòîõàñòè÷åñêèì âåêòîðàì ~a è ~a∗, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.1.. "Çîëîòîå ñå÷åíèå"α := 51/2+1
2

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç âñåõ
êîíñòàíò δ > 1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.{

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 1 íàéä¼òñÿ öåëîå m ≥ 0, òàêîå ÷òî

δ−1 · b∗m < bn < δ · b∗m.
(2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ α âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

α− α−1 = 1. (2.2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî "çîëîòîå ñå÷åíèå"α íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1) è
ïóñòü ~a = (an) - òîò ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð, íà êîòîðîì ïðè δ = α ýòî óñëîâèå
íàðóøàåòñÿ. Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà â (2.1) ìîæíî çà-
ïèñàòü êàê | logα bn − logα b

∗
m| < 1, ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå öåëîå N > 0, ÷òî

äëÿ ëþáîãî öåëîãî m ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| logα bN − logα b
∗
m| ≥ 1. (2.3)

Çàôèêñèðóåì öåëîå m ≥ 0, òàêîå ÷òî

b∗m+1 < bN ≤ b∗m. (2.4)

Â ñèëó (2.3) αb
∗
m+1 ≤ bN ≤ α−1b∗m, ÷òî âìåñòå ñ (2.2) äà¼ò a

∗
m+1 = b∗m − b∗m+1 ≥

αbN − α−1bN = bN . Îòñþäà, à òàêæå èç ìîíîòîííîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî âåêòîðà
~α è èç ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è.ð. B íà I ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

a∗1 ≥ a∗2 ≥ ... ≥ a∗m+1 ≥ bN > aN+j, j ≥ 1. (2.5)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ òàêóþ áèåêöèþ íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ÷òî

a∗n = aγ(n), n ≥ 1. (2.6)

Èç (2.5) è (2.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ i = 1, ...,m + 1, è ëþáûõ öåëûõ j ≥ 1
ñïðàâåäëèâî: aγ(i) = a∗i 6= aN+j. Èíûìè ñëîâàìè

γ(i) 6= N + j, i = 1, ...,m+ 1; j ≥ 1. (2.7)

Íàêîíåö, èç (2.7) âûâîäèì, ÷òî γ(i) ≤ N, i = 1, ...,m+1. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ (2.4): 1− b∗m+1 = 1− b∗1 + b∗1− b∗2...+ b∗m− b∗m+1 = a∗1 + ...+ a∗m+1 =
aγ(1) + ...+ aγ(m+1) ≤ a1 + ...+ aN = 1− b1 + b1 − b2 + ...+ bN−1 − bN = 1− bN .
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Èòàê, α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ : 1 ≤ δ < α, íàéä¼òñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð ~a, äëÿ êîòîðîãî ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Çàôèêñèðóåì ε, 0 < ε < min[α−1
δ

+α−2, 10−1], è ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé
âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè a1 = 2 − α, a2 = α − 1 − ε, an = ε · 2−n+2, n ≥ 3.
Ïðîñòûì ïîäñ÷¼òîì ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî a2 > a1 > a3 > a4 > ...;
îòñþäà a∗1 = α − 1 − ε, a∗2 = 2 − α, a∗n = an, n ≥ 3. Òåïåðü â ñèëó (2.2) èìå-
åì: δ−1b∗0 = δ−1 > α−1 = α−1 = b1 = δ ·(α−1

δ
+α−2+2−α) > δ ·(2−α+ε) = δ ·b∗1.

Òàêèì îáðàçîì δ−1b∗0 > b1 > δb∗1 > δb∗2 > ... > δb∗n > ..., è íè äëÿ êàêîãî
öåëîãî m ≥ 0 äâîéíîå íåðàâåíñòâî δ−1b∗m < b1 < δb∗m íå âûïîëíÿåòñÿ.
�

Ïóñòü ~a, ~a∗, B = (bn), B∗ = (b∗n) îáîçíà÷àþò òî æå, ÷òî è âûøå.
Äëÿ ôóíêöèè f = f ∗ ∈ L1(I) ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå òðè M-ôóíêöèè:
ψ(t) =

∫ t
0
fdλ; ψB(t) =

∫ t
0
E(f |B)dλ, ψB∗(t) =

∫ t
0
E(f |B∗)dλ, t ∈ I.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè δ ≥ α, òî èç òåîðåìû 2.1 ëåãêî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà

ψB(t) ≤ δ · ψB∗(t), t ∈ I. (2.8)

Ïîýòîìó, åñëè çàäàòüñÿ âîïðîñîì î íàèìåíüøåé êîíñòàíòå â (2.8), òî åñòåñòâåí-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíà ðàâíà α. Òåì ëþáîïûòíåå ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2. Íàèìåíüøåé èç âñåõ êîíñòàíò δ > 1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.8),
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî β := 4/3 < α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êîíñòàíòà β óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.8).
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ÷èñëà 4/3 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ψB(bn) ≤ 4/3 · ψB∗(bn), n ≥ 0, (2.9)

òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.8) ñ β âìåñòî δ.

Îáîçíà÷èì ϕ(t) := 4/3 · ψB∗(bn), bn < t ≤ bn−1, n ≥ 1. Èç òîãî, ÷òî
ϕ(bn) = 4/3 ·ψB∗(bn), n ≥ 0, ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèê âîãíóòîé ôóíêöèè 4/3 ·ψB∗(t),
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (bn, ϕ(bn)), äîëæåí ëåæàòü íå íèæå ãðàôèêà íåóáûâàþùåé
ôóíêöèè ϕ(t), ÿâëÿþùåãîñÿ ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé òå æå òî÷êè. Èíûìè ñëîâà-
ìè. ϕ(t) ≤ 4/3 · ψB∗(t), t ∈ I. Ïîýòîìó, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (2.9), òî äëÿ âñÿêîãî
t ∈ (bn+1, bn], n ≥ 0, èìååì

ψB(t) =
t− bn+1

bn − bn+1

ψ(bn) +
bn − t

bn − bn+1

ψ(bn+1) ≤ 4/3
t− bn+1

bn − bn+1

ψB∗(bn)+

+4/3
bn − t

bn − bn+1

ψB∗(bn+1) =
t− bn+1

bn − bn+1

ϕ(bn)+
bn − t

bn − bn+1

ϕ(bn+1) = ϕ(t) ≤ 4/3·ψB∗(t).
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Èòàê, äîêàçûâàåì (2.9). Çàôèêñèðóåì öåëîå N ≥ 0. Åñëè bN = b∗m ïðè íåêîòîðîì
m ≥ 0, òî

ψB(bN) = ψ(bN) = ψ(b∗m) = ψB∗(b
∗
m) ≤ 4/3ψB∗(b

∗
m) = 4/3ψB∗(bN).

Ïóñòü òåïåðü bN 6= b∗m íè ïðè êàêîì öåëîì m ≥ 0. Çàôèêñèðóåì òàêîå m ≥ 0,
÷òî b∗m+1 < bN < b∗m, è ïåðåîáîçíà÷èì: d = b∗m+1, b = b∗m, w = bN .

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå òðè ëåììû.

Ëåììà 2.3. Åñëè ÷èñëà u > 0 è v > 0 òàêîâû, ÷òî u−1 +v−1 < 4, òî u+v > 1.

Äîêàçàåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî u + v ≤ 1. Òîãäà (u + v)(u−1 + v−1) =
1 + uv−1 + vu−1 + 1 < 4 ⇔ uv−1 + vu−1 < 2. Åñëè îáîçíà÷èòü a := uv−1, òî
vu−1 = a−1, è ìû ïîëó÷èëè áû a + a−1 < 2 ⇔ a2 − 2a + 1 < 0 ⇔ (a − 1)2 < 0,
÷òî íåâîçìîæíî.
�

Ëåììà 2.4. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

w[(w − d)−1 + (b− w)−1] ≥ 4. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: [w−d
w

]−1 + [ b−w
w

]−1 < 4. Òîãäà ïî ëåììå
2.3 èìååì b−d

w
= b−w

w
+ w−d

w
> 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì

a∗1 ≥ a∗2 ≥ ... ≥ a∗m+1 = b− d > w = bN > aN+j, j ≥ 1,

ò.å. ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (2.5). Èç íèõ, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2.1, âûâîäèì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì bN > b∗m+1.
�

Ëåììà 2.5. Íåðàâåíñòâî (2.10) âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî

w[
w − d
b− d

w +
b− w
b− d

d]−1 ≤ 4

3
(2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì (2.10) ðàâíîñèëüíî:

w[(w−d)−1+(b−w)−1] ≥ 4⇔ w

w − d
+

w

b− w
≥ 4⇔ w(w−d+b−w) ≥ 4(w−d)(b−w)⇔

⇔ w(b− d) ≥ 4(w − d)(b− w)⇔ 3(w − d)(b− w) ≤ 3

4
w(b− d).

Ïðåîáðàçóåì ðàâíîñèëüíî (2.11):

w[
w − d
b− d

w +
b− w
b− d

d]−1 ≤ 4

3
⇔ 3

4
w(b− d) ≤ (w − d)w + (b− w)d.

Òàêèì îáðàçîì (2.10) âëå÷¼ò (2.11), åñëè

3(w−d)(b−w) ≤ (w−d)w+(b−w)d⇔ w

b− w
+

d

w − d
≥ 3⇔ w

b− w
+

d

w − d
+
w − d
w − d

≥ 4⇔
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⇔ w

b− w
+

w

w − d
≥ 4.

Ïîñëåäíåå êàê ðàç è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (2.10).
�

Âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè ψ(b) ≥ ψ(w), ψ(d)
d
≥ ψ(w)

w
, âûïîëíÿþùèìñÿ äëÿ

ôóíêöèè ψ(t), t ∈ (0, 1], íåðàâåíñòâî (2.11) äà¼ò

ψB(w)

ψB∗(w)
=

ψ(w)
w−d
b−d ψ(b)− b−w

b−dψ(d)
≤ ψ(w)

w−d
b−d ψ(w)− b−w

b−d
d
w
ψ(w)

=

= w[
w − d
b− d

w +
b− w
b− d

d]−1 ≤ 4

3
.

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (2.8) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè çàìåíèòü â í¼ì δ íà β. Ïî-
êàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî γ, 1 ≤ γ < β, íàéäóòñÿ è.ð. B = (bn) è M−ôóíêöèÿ ψ,
äëÿ êîòîðûõ ïðè íåêîòîðûõ t ∈ (0, 1] è δ = γ íåðàâåíñòâî (2.8) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(t), ϕ(t) = t · 1[0,2/3](t) + 2/3 · 1[2/3,1](t), t ∈ (0, 1].
Çàôèêñèðóåì ε, 0 < ε < min[1/3, (8 − 6γ)(6 − 3γ)], è ïîëîæèì
b0 = 1, b1 = 2/3, bn = ε · 2−n, n ≥ 2. Òîãäà ϕB = ϕ, ïðè÷¼ì ïðîñòûì ïîäñ÷¼òîì

óñòàíàâëèâàåì, ÷òî b∗0 = 1, b∗1 = ε/2 + 1/3, b∗n = bn, n ≥ 2; ϕB(2/3)
ϕB∗ (2/3)

= (8−6ε)
(6−3ε)

> γ.

Ïîëàãàÿ ψ = 3/2 · ϕ, ïîëó÷èì èñêîìûå è.ð. B = (bn), M−ôóíêöèþ ψ è
òî÷êó t = 2/3.
�
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�3. Áèñòîõàñòè÷åñêèå ïðîåêòîðû è èíòåðïîëÿöèÿ èäåàëîâ ìåæäó L1 è L∞

[13], [14], [17]

Äîêàçàíî, ÷òî óñðåäíÿåìîñòü âåêòîðíîãî èäåàëà ïî ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèÿì
ãàðàíòèðóåò åãî ìàæîðàíòíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè âåêòîðíûé èäåàë X, X ⊆ L1(I), óñðåäíÿåòñÿ
ëþáûì íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèåì, òî èäåàë X ñèììåòðè÷íûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Íóæíî äîêàçàòü èìïëèêàöèþ

x ∈ X, y ðàâíîèçìåðèìà ñ x⇒ y ∈ X. (3.1)

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x, y ≥ 0. Áîëåå òîãî, îáå ôóíêöèè x
è y ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ x è y íàéäóòñÿ
òàêèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè x1 è y1, ÷òî

0 ≤ x1 ≤ x ≤ x1 + 1, 0 ≤ y1 ≤ y ≤ y1 + 1, (3.2)

òàê ÷òî, åñëè äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé èìïëèêàöèÿ (3.1) ñïðàâåäëèâà, òî èç
(3.2) ñëåäóåò, ÷òî îíà ñïðàâåäëìâà è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé x è y.

2). Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ x ∈ X èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîãî
ðàçáèåíèÿ: x =

∑n
i=1 ri · 1Bi , y =

∑n
i=1 ri · 1Ci ; Ci, Bi ∈ Λ, λ(Ci) = λ(Bi); i =

1, ..., n, òî x, y ≤ r̄ · 1 ∈ X, ãäå r̄ := maxni=1 ri, è òåì ñàìûì y ∈ X.

3). Ïóñòü x =
∑∞

i=1 ri · 1Bi , ãäå σ(Bi, i ≥ 1) ñ÷¼òíîå áåñêîíå÷íîå ðàçáèåíèå
îòðåçêà I, è ïóñòü y - ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ x ôóíêöèÿ èç L1(I), y =

∑∞
i=1 ri · 1Ci ,

ãäå 0 < λ(Ci) = λ(Bi), 1 ≤ i <∞.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äàë¼êèå ìíîæåñòâà Bi è Cj íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å.
íàéä¼òñÿ íîìåð n0, òàêîé ÷òî λ(Bi ∩ Cj) = 0 ïðè i, j ≥ n0. Ïî ï.2) äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

ȳ(t) :=

{∑
i≥n0

ri · 1Ci(t), åñëè t ∈
⋃
i≥n0

Ci;

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
.

ñîäåðæèòñÿ â X, ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî â X ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ

x̄(t) :=

{∑
i≥n0

ri · 1Bi(t), åñëè t ∈
⋃
i≥n0

Bi;

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
.

Çàìåòèì, ÷òî x̄(t) = 0 ïðè t ∈ Ci, i ≥ n0.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå F := σ
(
F0, Fi; i ≥ n0

)
, ãäå Fi := Bi∪Ci, i ≥ n0, F0 :=

I \
⋃
i≥n0

Fi. Ïî óñëîâèþ E(x̄|F) ∈ X; ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ âñÿêîãî t ∈ Fi, i ≥
n0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(x̄|F)(t) =
1

λ(Fi)

∫
Fi

x̄dλ =
1

2λ(Bi)

∫
Bi∪Ci

x̄dλ =
1

2λ(Bi)

∫
Bi

x̄dλ =
ri
2
.
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Åñëè æå t ∈ F0, òî E(x̄|F)(t) = 0. Èòàê, 0 ≤ ȳ ≤ 2E(x̄|F), îòêóäà ȳ ∈ X.

4). Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì îïÿòü Fi := Bi ∪ Ci, i ≥ 1. Òàê
êàê λ(

⋃
i≥j Fi) ≤

∑
i≥j[λ(Bi) + λ(Ci)] = 2

∑
i≥j λ(Bi) ↓j→∞ 0, òî íàéä¼òñÿ íîìåð

n0 òàêîé, ÷òî λ(
⋃
i≥n0

Fi) <
1
2
.

Ïî 1-ìó ïðèíöèïó íåïðåðûâíîñòè Ëÿïóíîâà â ìíîæåñòâå I \
⋃
i≥n0

Fi íàéäóòñÿ
ïîïàðíî äèçúþíêòíûå ïîäìíîæåñòâà B′i, i ≥ n0, òàêèå ÷òî λ(B′i) = λ(Bi), i ≥
n0. Íî òîãäà ôóíêöèè y

′ è x′ ðàâíîèçìåðèìû, ãäå

y′(t) :=

{
ri, åñëè t ∈ B′i, i ≥ n0;

0, åñëè t /∈
⋃
i≥n0

B′i.
;

x′(t) :=

{
ri, åñëè t ∈ Bi, i ≥ n0;

0, åñëè t /∈
⋃
i≥n0

Bi.
.

Ïîñêîëüêó x ∈ X, òî â ñèëó 3) y′ ∈ X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû y′ ðàâíîèçìåðèìà
ñ ôóíêöèåé

ỹ(t) :=

{
ri, åñëè t ∈ Ci, i ≥ n0;

0, åñëè t /∈
⋃
i≥n0

Ci.
.

Îïÿòü æå â ñèëó 3) ỹ ∈ X. Îòñþäà è èç 2) ñëåäóåò, ÷òî y ∈ X.
�

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü X âåêòîðíûé èäåàë â L1(I)
(
áàíàõîâ èäåàë

)
óñðåäíÿ-

åìûé ëþáûì íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèåì. Òîãäà

I. Âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé ôóíêöèåé èäåàë X ñîäåðæèò å¼ îðáèòó è, òåì
ñàìûì, ïî òåîðåìå Êàëüäåðîíà X ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíûì èäåàëîì.

II.
(
Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ||E(·|F)||X→X ≤ 1 äëÿ êàæäîãî íå áîëåå, ÷åì

ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F , òî (X, || · ||X) - ñòðîãî ìàæîðàíòíûé èäåàë
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì äëÿ ÷àñòü I. Ïî òåîðåìå 3.1. X - ñèììåòðè÷-
íûé èäåàë; íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îí ìàæîðàíòíûé.

Äîêàæåì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ y∗ ≺ x∗ ∈ X ⇒ y ∈ X äëÿ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé y∗ ∈ L1(I).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü [a, b] ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé îòðåçîê âåùåñòâåííîé
îñè, f è g - ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè íà [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì.

1. f, g ∈ L1(a, b);
2. Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n{
g =

∑n
j=1 αj · 14j , ãäå α1 ≥ α2 ≥ ... ≥ αn ≥ 0; 4j := [tj−1, tj], j = 1, ..., n;

a = t0 < t1 < ... < tn = b; tj ≤ tj−1+tj+1

2
, j = 1, 2, ..., n.

(3.3)
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3. { ∫
4j fdλ ≥

∫
4j gdλ, j = 1, ..., n− 1;∫ b

a
fdλ >

∫ b
a
gdλ;

∫ b
t1
fdλ <

∫ b
t1
gdλ.

Òîãäà íà [a, b] íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f̄ , ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ f è òàêàÿ, ÷òî∫
4j
f̄dλ ≥

∫
4j
gdλ, j = 1, ..., n.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáü¼ì íà äâå ÷àñòè.

I. Äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû 3.3 íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f ′ ∼ f , òàêàÿ ÷òî∫
4j f

′dλ ≥
∫
4j gdλ, j = 1, ..., n− 1,

∫ b
t1
f ′dλ ≥

∫ b
t1
gdλ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé ëåììû 3.3 âûòåêàåò íåðàâåí-
ñòâî

∫
4n fdλ <

∫
4n gdλ. Êðîìå òîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà îòðåçêå 4n

ôóíêöèÿ f íåâîçðàñòàåò, èáî âñåãäà ìîæíî ìîíîòîííî ïåðåñòàâèòü f íà 4n,
íå ìåíÿÿ å¼ íà [a, tn−1]; ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíîèçìåðèìà ñ f .

Èç íåðàâåíñòâ (3.3) âûòåêàåò, ÷òî t1 − a ≤ b − tn−1 ≤ b − t1. Îïðåäåëèì
ñëåäóþùèå äâå ôóíêöèè îò r:

{
u(r) :=

∫ b
b−r fdλ+

∫ t1
a+r

fdλ−
∫ t1
a
gdλ;

v(r) :=
∫ a+r

a
fdλ+

∫ b−r
t1

fdλ−
∫ b
t1
gdλ,

r ∈ [0, t1 − a].

Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé.

à). Îáå íåïðåðûâíû íà [0, t1 − a];

á). u(0) =
∫
41
fdλ−

∫
41
gdλ ≥ 0;

v(0) =
∫ b
t1
fdλ−

∫ b
t1
gdλ < 0;

â). Íà [0, t1 − a] ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî

u(r) + v(r) =

∫ b

a

fdλ−
∫ b

a

gdλ ≡ const > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü òî÷êà r0 ∈ [0, t1−a], òàêàÿ ÷òî u(r0) ≥ 0, v(r0) ≥ 0.
Òîãäà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè f íà îòðåçêàõ ðàâíîé äëèíû [a, a+ r0] è [b− r0, b]
äà¼ò èñêîìóþ ôóíêöèþ f ′.
Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà r0 âñåãäà íàéä¼òñÿ. Åñëè ýòî íå òàê, òî èç ñâîéñòâ à)
- â) ôóíêöèé u è v ñëåäóåò, ÷òî u(r) > 0 äëÿ ëþáîãî r ∈ [0, t1 − a]. Â ÷àñòíîñòè
u(t1 − a) > 0, ò.å. ∫ b

b−t1+a

fdλ−
∫ t1

a

gλ > 0.
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Ïîñêîëüêó g íåâîçðàñòàåò íà [a, b], òî òåì áîëåå∫ b

b−t1+a

fdλ−
∫ b

b−t1+a

gdλ > 0. (3.4)

Òàê êàê [b − t1 + a, b] ⊂ 4n, òî èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà è èç íåðàâåíñòâà∫
4n fdλ <

∫
4n gdλ ñëåäóåò, ÷òî∫ b−t1+a

tn−1

fdλ <

∫ b−t1+a

tn−1

gdλ. (3.5)

Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî f(r) ≤ g(r) äëÿ ëþáîãî r ∈ [b − t1 + a, b] ïðîòèâîðå÷èëî
áû íåðàâåíñòâó (3.4). Çíà÷èò íàéä¼òñÿ òî÷êà r′ ∈ [b − t1 + a, b], äëÿ êîòîðîé
f(r′) > g(r′) = αn. Íî òîãäà, ïîñêîëüêó f íåâîçðàñòàåò íà 4n, òî íåðàâåíñòâî
f(r) > g(r) âûïîëíÿåòñÿ íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå [tn−1, r

′], ñîäåðæàùåì ïðîìåæóòîê
[tn−1, b− t1 + a]. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (3.5). ×àñòü I äîêàçàíà.

II. Äîêàæåì ëåììó 3.3 èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n = 2 îíà âûòåêàåò èç ÷àñòè I.
Ïóñòü ëåììà 3.3 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà ïðè 3,...,n− 1.
Äîêàæåì å¼ äëÿ n. Ñîãëàñíî ÷àñòè I ïîñòðîèì íà îòðåçêå [a, b] òàêóþ ôóíêöèþ
f̃ , ðàâíîèçìåðèìóþ ñ f , ÷òî∫ b

t1

f̃dλ ≥
∫ b

t1

gdλ,

∫
4j
f̃dλ ≥

∫
4j
gdλ, j = 1, ..., n− 1.

Ïóñòü k ïåðâîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [2, n− 1], òàêîå ÷òî∫ b

tk

f̃dλ <

∫ b

tk

gdλ.

(Åñëè òàêîãî k íå íàéä¼òñÿ, òî ôóíêöèÿ f̃ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé). Èìååì: íà îòðåçêå
[tk−1, b] äëÿ ôóíêöèé f̃ è g âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 3.3. Ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f̂ , çàäàííàÿ íà îòðåçêå [tk−1, b]
è ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ ñóæåíèåì ôóíêöèè f̃ ýòîò îòðåçîê, ÷òî∫

4j
f̂dλ ≥

∫
4j
gdλ, j = k, k + 1, ..., n.

Íî òîãäà çàäàííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ

f̄(w) :=

{
f̃(w), åñëè w ∈ [a, tk−1];

f̂(w), åñëè w ∈ [tk−1, b]

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
�

Ëåììà 3.4. Ïóñòü f è g çàäàíû íà ïðîìåæóòêå [a, b] âåùåñòâåííîé îñè,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 è 2 ëåììû 3.3 è óñëîâèþ

4.

∫ tj

a

fdλ >

∫ tj

a

gdλ, j = 1, ..., n.
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Òîãäà íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f̄ , çàäàííàÿ íà [a, b] è ðàâíîèçìåðèìàÿ òàì ñ f , òàêàÿ
÷òî ∫

4j
f̄dλ ≥

∫
4j
gdλ, j = 1, ..., n.

Äîêàçàòåëüñòâî (èíäóêöèÿ ïî n). Ïóñòü n = 2. Åñëè
∫
42
fdλ ≥

∫
42
gdλ,

òî ïîëàãàåì f̄ = f . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîé ôóíêöèè f̄
âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç Ëåììû 3.3.

Ïóñòü ëåììà 3.4 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà ïðè
3, ..., n− 1. Äîêàæåì, ÷òî îíà âûïîëíÿåòñÿ è ïðè n.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íåðàâåíñòâî∫
4
fdλ <

∫
4
gdλ

ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíÿþùèìñÿ ëèøü íà ïîñëåäíåì îòðåçêå 4n. (Åñëè îíî íå
âûïîëíÿåòñÿ íè íà îäíîì îòðåçêå 4j, j = 1, ..., n, òî ïîëàãàåì f̄ = f.) Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü j0 åñòü íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå n, òàêîå ÷òî∫
4j0

fdλ <
∫
4j0

gdλ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f è g íà îòðåçêå [a, tj0 ]. Ïîñêîëü-

êó âñå óñëîâèÿ ëåììû 3.3 äëÿ íèõ íà ýòîì îòðåçêå âûïîëíåíû, òî, ñîãëàñíî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ fj0 , çàäàííàÿ íà [a, tj0 ] è
ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ ñóæåíèåì f íà ýòîò îòðåçîê, òàêàÿ ÷òî∫

4i
fj0 ≥

∫
4i
gdλ, i = 1, ..., j0.

Ïîëîæèì òåïåðü

f̄j0(s) :=

{
fj0(s), åñëè s ∈ [a, tj0 ];

f(s), åñëè s ∈ [tj0 , b].

Òîãäà f̄j0 ðàâíîèçìåðèìà ñ f íà [a, b], ïðè÷¼ì f̄j0 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì
ëåììû 3.4, è íåðàâåíñòâî ∫

4
f̄j0dλ <

∫
4
gdλ

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü íà îòðåçêå 4n.

Èòàê, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f è g âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∫
4j
fdλ ≥

∫
4j
gdλ, j = 1, ..., n− 1. (3.6)

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∫ b

t1

fdλ <

∫ b

t1

gdλ (3.7).
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
∫ b
t1
fdλ ≥

∫ b
t1
gdλ, òî äëÿ ôóíêöèé f è g, ðàññìàòðèâàåìûõ

íà îòðåçêå [t1, b], âûïîëíÿþòñÿ (ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ (3.6)) âñå óñëîâèÿ äîêà-
çûâàåìîé ëåììû. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f1,
çàäàííàÿ íà [t1, b], ðàâíîèçìåðèìàÿ òàì ñ f è òàêàÿ, ÷òî∫

4i
f1dλ ≥

∫
4i
gdλ, j = 2, ..., n.

Íî òîãäà ôóíêöèÿ

f̄(s) :=

{
f(s), åñëè s ∈ [a, t1];

f1(s), åñëè s ∈ [t1, b]

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Èòàê ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f è g âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.6) è
(3.7). Íî òåì ñàìûì ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 3.3, ñîãëàñíî êîòîðîé
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f̄ ñóùåñòâóåò.
�

Ëåììà 3.5. Ïóñòü [a, b] ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âåùåñòâåííîé
îñè, è ïóñòü íåîòðèöàòåëüíûå è ñóììèðóåìûå íà í¼ì ôóíêöèè f è g óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì

g =
n∑
j=1

αj · 14j , ãäå α1 ≥ α2 ≥ ... ≥ αn > 0.

4j = [tj−1, tj], j = 1, 2, ..., n; a = t0 < t1 < ... < tn = b,

è äëÿ âñÿêîãî t ∈ [a, b] ∫ t

a

fdλ >

∫ t

a

gdλ.

Òîãäà íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f̄ , çàäàííàÿ íà [a, b] è ðàâíîèçìåðèìàÿ òàì ñ f , òàêàÿ
÷òî ∫

4j
f̄dλ ≥

∫
4j
gdλ, j = 1, ..., n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà {4j}nj=1 ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b] íà
ïðîìåæóòêè ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.3) ëåììû 3.3,
ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 3.5 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 3.4.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû {4j}nj=1 ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b] ìû âñåãäà
ìîæåì ïîñòðîèòü íîâîå, áîëåå ìåëêîå ðàçáèåíèå {4′j := [t′j−1, t

′
j]}mj=1, äëÿ êîòî-

ðîãî íåðàâåíñòâà

t′j ≤
t′j−1 + t′j+1

2
, j = 1, ...,m

âûïîëíÿþòñÿ. Ôóíêöèÿ g ïîñòîÿííà è íà ýëåìåíòàõ íîâîãî ðàçáèåíèÿ, è âñå
óñëîâèÿ ëåììû 3.4 âûïîëíåíû. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f̄ ,çàäàííàÿ íà [a, b],
ðàâíîèçìåðèìàÿ òàì ñ f è, òàêàÿ ÷òî∫

4′j
f̄dλ ≥

∫
4′j
gdλ, j = 1, ...,m.
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Íî, ïîñêîëüêó íîâîå ðàçáèåíèå ìåëü÷å èñõîäíîãî, òî íåðàâåíñòâà∫
4j
f̄dλ ≥

∫
4j
gdλ, j = 1, ..., n

òàêæå âûïîëíÿþòñÿ.
�

Ëåììà 3.6. Ïóñòü 0 ≤ x, y ∈ L(I)1 è ïóñòü äëÿ ëþáîãî t ∈ I âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∫ t

0

xdλ >

∫ t

0

ydλ.

Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn}∞n=1 ⊆ I, 1 = r1 > r2 > ..., limn→∞ rn =
0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, ... è äëÿ ëþáîãî t ∈ (rn, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ∫ t

rn

xdλ >

∫ t

rn

ydλ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñóùå-
ñòâóåò. Âîçüì¼ì íà I ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 = r′1 > r′2 >
..., limn→∞ r

′
n = 0. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ íàéä¼òñÿ íîìåð N , òàêîé ÷òî ïðè

n ≥ N ìíîæåñòâà

Dn = {t ∈ (r′n, 1] :

∫ t

r′n

xdλ ≤
∫ t

r′n

ydλ

íå ïóñòû.

Îáîçíà÷èì δn := supDn; î÷åâèäíî, ÷òî δn ∈ Dn, n ≥ N. Äîêàæåì, ÷òî

δ := lim inf δn > 0.

Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéä¼òñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü δnk . Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, îíà íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó,
òðåáóåìîìó â ëåììå. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå i è òî÷êà γ ∈ (δni , 1], òàêèå
÷òî ∫ γ

δni

xdλ ≤
∫ γ

δni

ydλ.

Òîãäà ïîëó÷àåì∫ γ

r′ni

xdλ =

∫ δni

r′ni

xdλ+

∫ γ

δni

xdλ ≤
∫ δni

r′ni

ydλ+

∫ γ

δni

ydλ =

∫ γ

r′ni

ydλ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ δni .

Èòàê, δ > 0; ïóñòü δmk → δ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå∫ δmk

r′nk

xdλ ≤
∫ δmk

r′nk

ydλ,
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ïîëó÷èì, âîïðåêè óñëîâèÿì ëåììû, ÷òî∫ δ

0

xdλ ≤
∫ δ

0

ydλ.

�

Ëåììà 3.7. Ïóñòü x = x∗, y = y∗ ∈ L1(I) è ïðè ýòîì y - ñ÷¼òíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî è.ð. F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t ∈ I
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∫ t

0

xdλ ≥
∫ t

0

ydλ.

Òîãäà íàéä¼òñÿ çàäàííàÿ íà I è ðàâíîèçìåðèìàÿ òàì ñ x ôóíêöèÿ x̄, òàêàÿ ÷òî

y ≤ E(x̄|F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèáàâëÿÿ ê x ñêîëü óãîäíî ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàí-
òó, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óñëîâèè ëåììû âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.
Ñîãëàñíî ëåììå 3.6, íà ïðîìåæóòêå (0, 1] íàéä¼òñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþ-
ùàÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {rn}∞n=0, r0 = 1, òàêàÿ ÷òî äëÿ ñóæåíèé
xn è yn ôóíêöèé x è y, ñîîòâåòñòâåííî, íà ïðîìåæóòêè 4n = [rn, rn−1] íåðàâåí-
ñòâî ∫ t

rn

xndλ >

∫ t

rn

yndλ

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî t ∈ [rn, rn−1], n ≥ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn ðàçáèåíèå îò-
ðåçêà 4n íà ïðîìåæóòêè ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè yn, à ÷åðåç xn ñóæåíèå ôóíêöèè
x íà 4n, n = 1, 2, .... Ìû îêàçûâàåìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 3.5, ñîãëàñíî êîòîðîé
äëÿ âñÿêîãî n = 1, 2, ... íàéä¼òñÿ çàäàííàÿ íà 4n è ðàâíîèçìåðèìàÿ òàì ñ xn
ôóíêöèÿ x̄n, òàêàÿ ÷òî

yn ≤ E(x̄n|Fn). (3.8)

Îïðåäåëèì òåïåðü íà [0, 1] ôóíêöèþ x̄, ïîëàãàÿ x̄(0) = x̄(1) = 0, x̄(s) =
x̄n(s), åñëè s ∈ 4n, n = 1, 2, .... Ïîëîæèì

F̄ = {F : F ∈ Fn äëÿ íåêîòîðîãî n = 1, 2, ...}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçáèåíèå F̄ îòðåçêà [0, 1] ìåëü÷å, ÷åì ðàçáèåíèå F . Ïîñêîëüêó
èç (3.8) ñëåäóåò, ÷òî y ≤ E(x̄|F̄), òî òåì ñàìûì y ≤ E(x̄|F). Òàê êàê x̄ è x
ðàâíîèçåðèìû íà I, òî ëåììà äîêàçàíà.
�

Ïåðåõîäèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2. Êàê è â ïðåäûäó-
ùåé ëåììå, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî x = x∗, y = y∗ è äëÿ âñÿêîãî
t ∈ I ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∫ t

0

xdλ <

∫ t

0

ydλ.
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Çàôèêñèðóåì ε > 0. Íàéä¼òñÿ ñ÷¼òíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ yε = y∗ε , òàêàÿ, ÷òî

0 ≤ yε ≤ y ≤ yε + ε · 1. (3.9)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé yε è x âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 3.7, ñîãëàñíî
êîòîðîé íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ xε, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ x, ÷òî

yε ≤ E(xε|Fε), (3.10)

ãäå Fε ðàçáèåíèå I, ïîðîæä¼ííîå âñåìè ïðîìåæóòêàìè ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè yε.

Èç íåðàâåíñòâ (3.9) è (3.10) âûòåêàåò íåðàâåíñòâà

0 ≤ y ≤ E(xε|Fε) + ε · 1. (3.11)

Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 3.1 X åñòü ñèììåòðè÷íûé èäåàë, òî xε ∈ X, è òàê êàê ïî
ïðåäïîëîæåíèþ E(xε|Fε) ∈ X, òî y ∈ X. ×àñòü 1 òåîðåìû 3.2 äîêàçàíà.
�

2. Äîêàçûâàåì ÷àñòü 2. Åñëè (X, || · ||X) áàíàõîâî èäåàëüíîå âåêòîðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â L1(I), òàêîå ÷òî ||E(·|F||X ≤ 1 äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ
F , òî èç ñîîòíîøåíèÿ y ≺ x â ñèëó (3.9)− (3.11) âûâîäèì

||y||X ≤ ||E(xε|Fε) + ε ·1||X ≤ ||E(xε|Fε)||X · ||xε||X + ||ε ·1||X ≤ ||xε||X + ε · ||1||X .

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî ìàëî, ÷àñòü 2 òåîðåìû 3.2 äîêàçàíà.
�

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü (X, ‖ · ‖X) áàíàõîâ èäåàë, òàêîé ÷òî ‖E(·|F)‖X ≤ 1
äëÿ ëþáîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F . Òîãäà íà X ìîæíî çàäàòü
ýêâèâàëåíòíóþ ñèììåòðè÷íóþ íîðìó || · ||1, ïðåâðàùàþùóþ (X, || · ||1) â ñòðîãî
ìàæîðàíòíûé èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîíñòàíòû K > 0,
äëÿ êîòîðîé âåðíà èìïëèêàöèÿ

x, y ∈ X, y ≺ x⇒ ||y||X ≤ K · ||x||X .

Äîïóñòèì, ÷òî òàêîé êîíñòàíòû íå ñóùåñòâóåò. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî r > 0 ñîîò-
íîøåíèå y ≺ x âëå÷¼ò ñîîòíîøåíèå r · y ≺ r · x, òî íàéäóòñÿ äâå òàêèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1 ýëåìåíòîâ èç X, ÷òî

yn = y∗n ≺ xn = x∗n, ||x||X ≤ 2−n, ||yn||X ≥ n, n = 1, 2, ....

Ïîëîæèì x0 :=
∑∞

n=1 xn, ãäå ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ ïî÷òè âñþäó. Èç
áàíàõîâîñòè ïðîñòðàíñòâà (X, || · ||) ñëåäóåò, ÷òî x0 ∈ X, îòêóäà ïî òåîðåìå î
ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî y0 :=

∑∞
n=1 yn ∈ L1 è y0 ≺ x0. Òîãäà

ïî òåîðåìå 3.2 y0 ∈ X.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû 0 ≤ yn ≤ y0, n ≥ 1, îòêóäà ||y0||X ≥ ||yn||X ≥ n, n ≥ 1, -
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.8. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ X ïîëîæèì

||x||1 := sup{||y||X : y ≺ x.}

Êàê òîëüêî ÷òî ïîêàçàíî, ||x||1 ≤ K · ||x||X äëÿ íåêîòîðîãî K > 0. Äîêàæåì,
÷òî äëÿ || · ||1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü x1, x2 ∈ X, ε > 0. Ïî
îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ X, òàêîé ÷òî y ≺ x1 + x2 è ||x1 + x2||1 ≤
||y||X + ε. Ñîãëàñíî [20], íàéäóòñÿ y1, y2 ∈ L1, òàêèå ÷òî yi ≺ xi, i = 1, 2 è
y = y1 + y2. Îòñþäà è èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî yi ∈ X, i = 1, 2. Òåïåðü èìååì

||x1 + x2||1 ≤ ||y||X + ε ≤ ||y1||X + ||y2||X + ε ≤ ||x1||1 + ||x2||1 + ε,

ãäå ε ïðîèçâîëüíî ìàëî. Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ || · ||1
äîêàçàíî.

Îñòàëüíûå àêñèîìû ìîíîòîííîé ñèììåòðè÷íîé ñòðîãî ìàæîðàíòíîé íîðìû
äëÿ || · ||1 ïðîâåðÿþòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî x ∈ X
ñïðàâåäëèâî x ≺ x, òî ||x||X ≤ ||x||1, è òåì ñàìûì îáå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.
�

Çàìå÷àíèå 3.9. Ñòðîãàÿ óñðåäíÿåìîñòü áàíàõîâà èäåàëà (X, || · ||X) ïî ëþ-
áîé σ-ïîäàëãåáðå â Λ âëå÷¼ò, ÷òîX - ñèììåòðè÷íûé ïî ñîñòàâó ýëåìåíòîâ èäåàë,
õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èñõîäíàÿ íîðìà || · ||X ìîæåò íå áûòü ñèììåòðè÷íà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü (X, ||·||X) ëþáîå ñòðîãî èíòåðïîëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ
êàæäîãî x ∈ X ïîëîæèì

||x||∗ := ||x||X + sup{
∫
I

|x|Pn
i=1E(1(0, 1

2
]|Ai)dλ},

ãäå ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì σ-ïîäàëãåáðàì Ai â Λ, i = 1, 2, ..., n; n = 1, 2, ...,
à ÷åðåç Pn

i=1E(f |Ai) îáîçíà÷àåòñÿ E(E(...E(f |An)). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
|| · ||∗ - ìîíîòîííàÿ áàíàõîâà íîðìà íà X, ýêâèâàëåíòíàÿ || · ||X , ïðè÷¼ì èç
ñâîéñòâ óñðåäíåíèé âûòåêàåò, ÷òî ||E(·|A||∗ = 1 äëÿ ëþáîé σ-ïîäàëãåáðû A â
Λ. Ìåæäó òåì ÿñíî, ÷òî ||1(0, 1

2
]||∗ > ||1( 1

2
,1]||∗.

�
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�4. Óñðåäíåíèÿ ãëàâíûõ ñèììåòðè÷íûõ èäåàëîâ ïî ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèÿì.
[21], [16]

Â ýòîì ïàðàãðàôå âûÿñíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñ÷¼òíîå
ðàçáèåíèå óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñ.è. Nf è ñ.ï.M1

f .

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 0.11.2) ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü èíòåðâàëüíûì.

Èòàê, ïóñòü äàíû è.ð. B = (bn), ïðèíàäëåæàùåå ñ.â. ~β = (βn), è ãëàâíûé
ñ.è. Nf , ïîðîæä¼ííûé ôóíêöèåé f, f = f ∗ ∈ L1(I).

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû è.ð. B óñðåäíÿëî Nf , íåîáõîäèìî, à åñëè B
ìîíîòîííîå, òî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòû Q > 1 âûïîë-
íÿëèñü íåðàâåíñòâà

f ∗∗(bn) ≤ Q · f(Q−1 · bn), n ≥ 1. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ìû íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Åñëè è.ð. B ìîíîòîííî è äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòû
Q > 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f ∗∗(bn) ≤ Qf(bn), n ≥ 1, (4.2)

òî ðàçáèåíèå B óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñ.è. Nf .

Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäïîøë¼ì ðÿä ëåìì, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ôèêñèðîâàíà.

Ëåììà 4.3. E(f |B) ∈ Nf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì n, n ≥ 1, äëÿ âñåõ t, t ∈ (bn, bn−1],
èìååì

E(f |B)(t) =
1

bn−1 − bn

∫ bn−1

bn

fdλ =
1

bn−1 − bn
[bn−1f

∗∗(bn−1)− bnf ∗∗(bn)]. (4.3)

Åñëè bn−1

bn−1−bn ≤ 2, òî, ïðîäîëæàÿ (4.3), ïîëó÷èì

... ≤ bn−1

bn−1 − bn
f ∗∗(bn−1) ≤ 2f ∗∗(bn−1) ≤ 2Qf(bn−1) ≤ 2Qf(t).

Åñëè æå bn−1

bn−1−bn > 2, òî (4.3) ïî ëåììå 0.1 ïðîäîëæèì òàê

... ≤ 1

bn−1 − bn
[bn−1f

∗∗(bn)−bnf ∗∗(bn)] = f ∗∗(bn) ≤ f ∗∗(2−1·bn−1) ≤ 2f ∗∗(bn−1) ≤ 2Qf(bn−1) ≤

≤ 2Qf(t).

Èòàê, E(f |B)(t) ≤ 2Qf(t), t ∈ I.
�
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Çàìå÷àíèå 4.4. Ëåììà 4.3 âåðíà áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ìîíîòîííîñòè B.

Âñþäó äàëåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè I ìû áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ
f D2−èçìåðèìîé. Ñîîòíîøåíèÿ (0.4) ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå
óìàëÿåò îáùíîñòè.

Ëåììà 4.5. Äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè β̄ = {βki}i≥1 êîîðäèíàò ñ.â.
~β = (βn) íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå Nβ̄, òàêîå ÷òî ïðè n ≥ Nβ̄ âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

f ∗∗(
∑
i≥n

βki) ≤ 4 ·Q · f(
∑
i≥n

βki), n ≥ Nβ̄. (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~β∗ = (β∗m) îáîçíà÷àåò ñ.â. ìîíîòîííîãî è.ð. B∗ := (b∗m).
Äëÿ è.ð. B1, ïðèíàäëåæàùåãî ñ.â. β̃ = (βki , 1 −

∑
n6=ki, i≥1 βn) è ÿâëÿþùåãîñÿ

âûáîðêîé β̄, íàéä¼òñÿ è.ð. B := (bn) ∼ B∗, òàêîå ÷òî òî÷êè è.ð. B1 = (
∑

i≥n βki)
ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè bn ïðè n ≥ Nβ̄, ãäå ÷èñëî Nβ̄ îïðåäåëåíî âûáîðêîé. Íî
ìîíîòîííàÿ ïåðåñòàíîâêà è.ð. B åñòü è.ð. B∗, ïîýòîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 2.1.
Òàê êàê 2 > 51/2+1

2
, ïîëàãàÿ â (2.1) δ = 2, â ñèëó íåðàâåíñòâ (0.2) è (4.2) âûâîäèì:

f ∗∗(
∑
i≥n

βki) = f ∗∗(bn) ≤ f ∗∗(2−1 · b∗m) ≤ 2 · f ∗∗(b∗m) ≤ 2 ·Q · f(b∗m) ≤

≤ 4 ·Q · f(bn) = 4 ·Q · f(
∑
i≥n

βki), n ≥ Nβ̄.

�

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è.ð. S, S = σ(sn, n ≥ 0), ïðèíàäëåæèò

ñ.â. ~b, êîòîðûé êðóïíåå, ÷åì ~β = (βn). Òîãäà ïðè ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòå Q ≥ 1
âûïîëíÿåòñÿ:

f ∗∗(sn) ≤ 4Qf(sn), n ≥ 0. (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû, èáî êàæäàÿ òî÷êà
sn ðàçáèåíèÿ S ðàâíà

∑
k≥1 βnk äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {βnk}

êîîðäèíàò ñ.â. ~β.
�

Ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.2.

Ëåììà 4.7. Ïóñòü F = σ(Fn, n ≥ 1) ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà I, ïðèíàäëå-

æàùåå ïåðåñòàíîâêå ~γ ñòîõàñòè÷åñêîãî âåêòîðà ~β. Òîãäà E(f |F) ∈ Nf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî h := [E(f |F)]∗ ∈ Nf . Ïóñòü
S = (sn) è.ð., îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî èçìåðèìà ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ h = h∗.
Åñëè S ∈ ~α, òî ñ.â. ~α êðóïíåå, ÷åì ñ.â. ~γ è, ñòàëî áûòü ñ.â. ~α êðóïíåå, ÷åì
ñ.â. ~β. Çíà÷èò ïðèìåíèìî ïðåäûäóùèå ñëåäñòâèå, â ñèëó êîòîðîãî âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî (4.5). Íî òîãäà ïî ëåììå 4.3 è ïî çàìå÷àíèþ 4.4 ôóíêöèÿ
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H := E(f |S) ëåæèò â Nf .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 0.4 h = E(f̃ |S), ãäå f̃ = f ◦ π
- ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ f ôóíêöèÿ, à π - àâòîìîðôèçì ïðîìåæóòêà I, òàêîé ÷òî
S = F ◦ π (òàêîé àâòîìîðôèçì íàéä¼òñÿ, [1]). Òåïåðü èç ñâîéñòâ îïåðàòîðà
óñðåäíåíèÿ, èç ìàêñèìàëüíîãî íåðàâåíñòâà ëåììû 0.1 äëÿ f ∗∗, èç ìîíîòîííîñòè
f è èç íåðàâåíñòâ (4.5) âûâîäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 1, ïðè t ∈ (sn, sn−1]
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

h(t)

H(t)
=

h(sn−1)

H(sn−1)
≤ h∗∗(sn−1)

H(sn−1)
=
s−1
n−1

∫ s−1
n

0
E(f̃ |S)dλ

H(sn−1)
=
s−1
n−1

∫ s−1
n

0
f̃dλ

H(sn−1)
≤

≤ f ∗∗(s−1
n )

H(sn−1)
≤ f ∗∗(sn−1)

f(sn−1)
≤ 4Q,

îòêóäà h ∈ Nf .
�

Ïîëüçóÿñü ýòîé ëåììîé è âíîâü ïðèìåíÿÿ àâòîìîðôèçì ïîëóñåãìåíòà I, ëåã-
êî ïîëó÷èòü, ÷òî

E(g|B) ∈ Nf (4.6)

äëÿ ëþáîé òàêîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè g, ÷òî

g∗ ≤ Cf, C > 0. (4.7)

Òåïåðü óæå, èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ýëåìåíòàðíûìè ôóíê-
öèÿìè è ïîëîæèòåëüíîñòü îïåðàòîðà óñðåäíåíèÿ, âêëþ÷åíèå (4.6) ìîæíî
ïåðåíåñòè íà âñå ôóíêöèè g, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (4.7) ñ ïîäõîäÿùåé
ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé C. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 4.1 îïðåäå-
ëèì ïðè êàæäîì m, m ≥ 1, D-èçìåðèìóþ íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ
f(m), f(m)(t) = f(2−mt), t ∈ I. Äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé f(m) óñëîâèå (4.1)
ïðåäëîæåíèÿ 4.2 âûïîëíåíî ñ êîíñòàíòîé Qm, Qm ≤ 2mQ, è ïîòîìó ê êàæäîé
èç íèõ ïðèìåíèìû âñå ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî
Nf = Nf(m)

, m ≥ 1. Äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü ïðÿìî âûòåêàåò èç ëåììû 0.6 è ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f, f = f ∗ ∈ L1(I) è
è.ð. B, B = (bn) (çäåñü îíî íå îáÿçàíî áûòü ìîíîòîííûì) ïðè ëþáîì m ≥ 1
ñïðàâåäëèâî

sup
n≥0

f ∗∗(bn)

f( bn
m

)
=∞. (4.8)

Òîãäà ñóùåñòâóåò è.ð. V , V = (vk), êðóïíåå ÷åì B è òàêîå, ÷òî E(f |V) /∈ Nf .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4.8), òî íàéä¼òñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um := bnm , n0 = 0} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}, òàêàÿ ÷òî

lim
m→∞

f ∗∗(um)

f(um
m

)
=∞. (4.9)

Îïðåäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {um} ïî èíäóêöèè.
Ïîëîæèì v0 = bn0 = um0 = 1, è ïóñòü òî÷êà vk = umk , k ≥ 0, óæå ïîñòðîåíà.
Òàê êàê ôóíêöèÿ f ∗∗(t), t ∈ I, ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0,
òî â ñèëó (4.9) ìîæíî âûáðàòü òî÷êó umk+1

ñòîëü áëèçêóþ ê íóëþ, ÷òî

0 < umk+1
<
vk
k

è

∫ vk
umk+1

vk−umk+1

f(vk
k

)
>
f ∗∗(vk)

f(vk
k

)
− 1.

Çàêîí÷èì èíäóêöèþ, ïîëàãàÿ vk+1 := umk+1
. Ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
j→∞

E(f |V)(vk)

f(vk
k

)
=∞

, è òåì ñàìûì E(f |V) /∈ Nf . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó è.ð. V êðóïíåå, ÷åì è.ð. B, òî ïî ëåììå 0.11.4) è E(f |B) /∈ Nf ,
ò.å. íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 4.1 äîêàçàíà.
�

Ïóñòü F - ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå. Ôóíêöèþ f ∈ L1(I) áóäåì íàçûâàòü F -
ðåãóëÿðíîé, åñëè ìîíîòîííîå è.ð. F∗ óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñ.è. Nf .

Äëÿ è.ð. B = (bn) è ôóíêöèè f, f = f ∗ ∈ L1(I), ïîëîæèì

fB :=
∑
n≥1

f(bn−1) · 1(bn,bn−1].

Òåîðåìó 4.1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Òåîðåìà 4.9. Äëÿ è.ð. B è ôóíêöèè f, f = f ∗ ∈ L1(I), ñëåäóþùèå òðè
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1). Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ B-ðåãóëÿðíîé;

2). f ∗∗B∗ ' f ∗B∗ ;

3). f ∗∗B∗ ∈ Nf .

Èç 0.11.3) ñëåäóåò, ÷òî ñþäà ìîæíî ïðèñîåäèíèòü è ÷åòâ¼ðòîå óñëîâèå:

4). f ÿâëÿåòñÿ B∗(2)-ðåãóëÿðíîé.
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Òåîðåìà 4.10. Äëÿ è.ð. B è ôóíêöèè f, f = f ∗ ∈ L1(I), ñëåäóþùèå òðè
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1). Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ B-ðåãóëÿðíîé;

2). f ∗∗B∗ ' f ∗B∗ ;

3). f ∗∗B∗ ∈ Nf .

Èç 0.11.3) ñëåäóåò, ÷òî ñþäà ìîæíî ïðèñîåäèíèòü è ÷åòâ¼ðòîå óñëîâèå:

4). f ÿâëÿåòñÿ B∗(2)-ðåãóëÿðíîé.

Ëåììà 4.11. Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1(I) ëþáàÿ ôóíêöèÿ, à F ëþáîå ñ÷¼òíîå ðàç-
áèåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû f áûëà F -ðåãóëÿðíà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

E(Mf |F∗) ⊆ Nf . (4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.10) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò F -ðåãóëÿðíîñòü f . Åñëè
æå f ÿâëÿåòñÿ F -ðåãóëÿðíîé, ò.å., åñëè E(Nf |F∗) ⊆ Nf , òî ïî òåîðåìå 5.6.

NE(Mf |F∗) = NE(Nf |F∗) ⊆ NNf = Nf .

�

Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f ∗ ∈ L1(I), Mf å¼ ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à, M1
f

çàìûêàíèå ïî íîðìå ‖ · ‖Mf ñ.è. Nf â ñ.ï. Mf .

Òåîðåìà 4.12. Äëÿ ëþáîãî è.ð. B, ãäå B = σ(Bn), Bn = (bn, bn−1], n ≥
1, b0 = 1, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1) B óñðåäíÿåò ñ.è. Nf ; 2) B óñðåäíÿåò ñ.ï.M1
f .

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1)⇒2). Ïóñòü g ∈ M1

f , ò.å. íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {gn}n≥1 ⊆ Nf , òàâàÿ ÷òî ‖gn − g‖Mf →n→∞ 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ïî íîðìå áèñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîåêòîðà E(·|B) â ïðîñòðàíñòâå (Mf , ‖·‖Mf ) ñïðà-
âåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
n→∞

| ‖E(g|B)− E(gn|B)‖Mf | = 0.

Íî ïî óñëîâèþ E(gn|B) ∈ Nf , n ≥ 1, òåì ñàìûì E(g|B) ∈ M1
f .

Èìïëèêàöèþ 2)⇒1) áóäåì äîêàçûâàòü â íåãàòèâíîé ôîðìå, à èìåííî
äîêàæåì, ÷òî åñëè B íå óñðåäíÿåò ñ.è. Nf , òî B íå óñðåäãÿåò òàêæå è ñ.ï. M1

f .
(Ìîäèôèêàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1, [16]).
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Ïóñòü B íå óñðåäíÿåò Nf , ò.å. âîïðåêè ðàâåíñòâó (4.1)

lim sup
n→∞

f ∗∗(bn)

f(bn)
=∞.

Áóäåì ñ÷èòàòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî b0 = 1, b1 = 1
2
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

{sm}m≥0 := {bnm} òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}, ÷òî
1 = s0 >

1
2

= s1 > s2 > ... > sm > ...; sm ↓ 0 è ïðè ýòîì

f ∗∗(1
2
)

f(1)
=: a1 < am :=

f ∗∗(sm)

f( sm
m

)
↑m↑∞ ∞.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîëîæèì m1 = 1, t1 = 2sm1 . Íà ïðîìåæóòêå [0, 1
2
] îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ

Φ1(v) = [f(
sm1

m1

)(sm1 − v)]−1

∫ sm1

v

f(u)du.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ1(v) íåïðåðûâíà, óáûâàåò è Φ1(0) = am1 . Íàéä¼òñÿ íîìåð m2,
òàêîé ÷òî

sm2 ≤
sm1

4m1

, Φ1(2sm2) ≥ am1 − ε.

Îáîçíà÷èì t2 = 2sm2 . Òîãäà

am1−ε ≤ Φ1(t2) = [f(
sm1

m1

)(sm1−t2)]−1

∫ sm1

t2

f(u)du ≤ [f(
sm1

m1

)(sm1−t2)]−1

∫ t1

t2

f(u)du.

Ïðîäîëæàÿ è äàëüøå òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèì íîìåðà {mi}ki=1 : 1 = t1 =
2sm1 > sm1 > t2 = 2sm2 > ... > smk .
Åñëè îáîçíà÷èòü Φk := [f(

smk
mk

)(smk−v)]−1
∫ smk
v

f(u)du, 0 ≤ v ≤ smk , òî çàäàííàÿ

íà [0, smk ] ôóíêöèÿ Φk(v) íåïðåðûâíà, óáûâàåò è Φk(0) = amk . Ïîëîæèì tk :=
2smk . Êàê è âûøå íàéä¼òñÿ íîìåð mk+1, òàêîé ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

i) smk+1
≤ smk

4mk

; ii) smk − tk+1 < tk − smk ⇔ smk <
tk + tk+1

2
,

ãäå tk+1 := 2smk+1
;

iii) amk − ε ≤ Φk(smk+1
) ≤ [f(

smk
mk

)(smk − smk+1
)]−1

∫ smk

smk+1

f(u)du

≤ [f(
smk
mk

)(smk − tk+1)]−1

∫ tk

tk+1

f(u)du.

Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîìåðîâ {mk} çàâåðøåíî.

Èç i) âûòåêàåò, ÷òî m−1
k smk > tk+1, îòêóäà ñ ó÷¼òîì iii) èìååì: m−1

k smk ∈
(tk+1, tk), k ≥ 1. Êðîìå òîãî

(smk − tk+1)−1 ≤ 3(tk − tk+1)−1, k ≥ 1. (4.11)
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Äåéñòâèòåëüíî, smk+1 ≤
smk
4mk
≤ smk

4
, k ≥ 1, îòêóäà 2smk−2smk+1

≤ 3smk−6smk+1
,

èëè tk − tk+1 ≤ 3(smk − tk+1).
Îïðåäåëèì è.ð. T = σ(Tk), ãäå Tk = (tk+1, tk], k ≥ 1, è óñðåäíåíèå

E(f |T ) =
∑
k≥1

αk1(tk+1,tk], ãäå αk =
1

tk − tk+1

∫ tk

tk+1

fdu, k ≥ 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñåë smk , k ≥ 1, èìååì:

ck :=
αk

f(
smk
mk

)
→∞. (4.12)

Íàøà öåëü - ïîêàçàòü, ÷òî inf{‖E(f |T ) − y‖Mf
: y ∈ Nf} > 0. Ïðè ýòîì â

ñèëó ëåììû 0.16 è òîãî, ÷òî E(f |T ) = (E(f |T ))∗, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
inf{‖E(f |T )− y‖Mf

: y = y∗ ∈ Nf} > 0.

Çàôèêñèðóåì y = y∗ ∈ Nf è îáîçíà÷èì ÷åðåç k(y) íàèìåíüøèé èç òàêèõ
íîìåðîâ k, ÷òî

vraisupt∈I
y(t)

f( t
mk

)
<∞,

ãäå {mk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ, ïîñòðîåííàÿ âûøå. Ïîëîæèì

c := vraisupt∈I
y(t)

f( t
mk(y)

)
;

H(c) = {t ∈ I :
E(f |T )(t)

f( t
mk(y)

)
≥ 2c;

τk = λTk, ηk = λ(Tk ∩H(c)), k ≥ 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð k1 ÷òî

ηk
τk
≥ 1

2
. (4.13)

ïðè k > k1. Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.11) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íîìåðà k0,
÷òî ïðè k > k0

ck =
αk

f(
smk
mk

)
=
E(f |T )(smk)

f(
smk
mk

)
≥ 2c.

Çíà÷èò ïðè k > k1 := max[k0, k(y)]

E(f |T )(smk)

f(
smk
mk(y)

)
≥ E(f |T )(smk)

f(
smk
mk

)
≥ 2c.

Èíûìè ñëîâàìè, smk ∈ H(c). Íî èç ìîíîòîííîñòè f îòñþäà âûòåêàåò âêëþ÷åíèå
[smk , tk] ⊂ H(c), êîòîðîå âëå÷¼ò

ηk
τk
≥ tk − smk
tk − tk+1

≥ 1

2
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ïðè k > k1. Íåðàâåíñòâî (4.13) äîêàçàíî.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äëÿ âñåõ t ∈ H(c) èìååì: E(f |T )(t)−
y(t) ≥ E(f |T )(t)− cf( t

nk(y)
) ≥ E(f |T )(t)− E(f |T )(t)

2
= E(f |T )(t)

2
. Îòñþäà

‖E(f |T )− y‖Mf
= sup

0<t≤1

∫ t
0
(E(f |T )− y)∗(u)du∫ t

0
f(u)du

≥ 1

2
sup

0<t≤1

∫
(0,t)∩H(c)

E(f |T )dλ∫ t
0
fdλ

.

(4.14)
Âîçüì1ì íîìåð k1, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå (4.13). Ïîñêîëüêó ηk ≥ τk

2
ïðè

k ≥ k1, òî ∫
(0,tk1

)∩H(c)

E(f |T )dλ =
∞∑

k=k1

∫
Tk∩H(c)

E(f |T )dλ =
∑
k≥k1

αkηk ≥

≥ 1

2

∞∑
k=k1

τk

∫
Tk
E(f |T )dλ

τk
=

1

2

∫ tk1

0

f(u)du.

Ïðîäîëæàÿ íåðàâåíñòâî (4.14), ïîëó÷èì

‖E(f |T )− y‖Mf
≥ 1

2
sup

0<t≤1

∫
(0,t)∩H(c)

E(f |T )dλ∫ t
0
fdλ

≥ 1

2

∫
(0,tk1

)∩H(c)
E(f |T )dλ∫ tk1

0
f(u)du

≥ 1

4
.

Èòàê, inf{‖E(f |T )− y‖Mf
: y = y∗ ∈ Nf} ≥ 1

4
.

Çíà÷èò è.ð. T íå óñðåäíÿåò ñ.ï. M1
f . Íî T êðàòíî è.ð. S := σ(smk), à ïîñëåäíåå

êðóïíåå, ÷åì B. Ïî çàìå÷àíèþ 0.11;3), 5) è.ð. B òàêæå íå óñðåäíÿåò ñ.ï. M1
f .

�

50



�5. Î ñèììåòðè÷íîì èäåàëå, ïîðîæä¼ííîì óñðåäíåíèåì ïî ñ÷¼òíîìó ðàçáèåíèþ
ãëàâíîãî ñèììåòðè÷íîãî èäåàëà.

[25], [27], [32], [33], [35]

Â òåîðåìàõ 5.10 - 5.12 óêàçàíû óñëîâèÿ íà è.ð. B è ôóíêöèþ f , ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñ.è. NE(Nf |B), ïîðîæä¼ííûé îáðàçîì óñðåäíåíèÿ ïî B
ãëàâíîãî ñ.è. Nf , ñàì ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ñ.è.

Ïóñòü F1 è F2 îáîçíà÷àþò íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóò-
êà I, à B, B1 è B2 - è.ð. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ

Ëåììà 5.1. Äëÿ ñ.è. X, X ⊆ L1(I), ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1). Åñëè F1 ⊆ F2, òî NE(X|F1) ⊆ NE(X|F1) èME(X|F1) ⊆ME(X|F1);

2). Åñëè F1 ∼ F2, òî NE(X|F1) = NE(X|F1) èME(X|F1) =ME(X|F1);

3). Åñëè B1 ' B2, òî NE(X|B1) = NE(X|B1) èME(X|B1) =ME(X|B1);

4). NE(X|B) = NE(X|B(2)).

5). Åñëè äëÿ ñ.è. X ⊆ L1(I) ÷åðåç X∗ îáîçíà÷àåòñÿ {x∗ : x ∈ X}, òî äëÿ
âñÿêîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå(

NE(X∗|F∗)

)∗
⊂
(
NE(X|F)

)∗
.

�

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå �4: äëÿ è.ð. B = (bn) è ìîíîòîííîé ôóíêöèè f = f ∗

fB :=
∑
n≥1

f(bn−1) · 1(bn,bn−1].

ßñíî, ÷òî fB = (fB)∗. Òàêæå ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

(f ∗)B ≤ E(f ∗|B) =
(
E(f ∗|B)

)∗
=
(
E(f ∗|B)

)
B
≤
(
E(f ∗|B)∗∗

)
B
≤
(
f ∗∗
)
B
. (5.1)

Òàê êàê â äàëüíåéøåì íå áóäåò ïîâîäà äëÿ íåäîðàçóìåíèé, ëåâàÿ è ïðàâàÿ
÷àñòè (5.1) îáîçíà÷àþòñÿ f ∗B è f

∗∗
B , ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 5.2. Òåîðåìà 2.2 ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê íåðàâåíñòâî

f ∗∗B ≤
4

3
· f ∗∗B∗ , (5.2)

èìåþùåå ìåñòî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) è ëþáîãî è.ð B, ïðè÷¼ì 4
3
-

àáñîëþòíàÿ (íàèìåíüøàÿ) êîíñòàíòà â ýòîì íåðàâåíñòâå.
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�

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü f ∈ L1(I), B - è.ð. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f ∗∗B = sup{E(f ∗|S) : è.ð. S ⊆ B}. (5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî u, u ∈ I, è è.ð. S := (sn) ⊂ (bn) := B.
Âûáåðåì òàêîé íîìåð n, ÷òî sn+1 < u ≤ sn. Â ñèëó (5.1)

E(f ∗|S)(u) = E(f ∗|S)(sn) ≤ f ∗∗(sn) = f ∗∗S (sn) = f ∗∗B (sn) = f ∗∗B (u),

òàê ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü çäåñü íå ïðåâîñõîäèò ïðàâîé. Äîêàæåì îáðàòíîå íåðà-
âåíñòâî, äëÿ ÷åãî çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì òàêîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî
bk+1 < u ≤ bk. Âîçüì¼ì òåïåðü m > k, òàêîå ÷òî

(bk − bm)−1

∫ bk

bm

f ∗dλ ≥ f ∗∗(bk)− ε.

Çíà÷èò, åñëè è.ð. Sε = (sn) ëþáîå èç òàêèõ óêðóïíåíèé è.ð. B, äëÿ êîòîðûõ
si = bk, si+1 = bm ïðè íåêîòîðîì i ≥ 0, òî

E(f ∗|S)(u) ≥ f ∗∗(bk)− ε,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.
�

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü F ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå, f ∈ L1(I).

1). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E(f |F)∗ ≤ 4/3 · f ∗∗F∗ . (5.4)

2). Êîíñòàíòà 4/3 â (5.4) íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 0.6.1) èìååì: E(f |F)∗ = E(f̄ |B), ãäå è.ð.
B ∼ F , f̄ ∼ f. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (0.2), (5.1), (5.2),

E(f |F)∗ = E(f̄ |B) ≤
(
E(f̄ |B)

)∗∗
B
≤
(
E(f ∗|B)

)∗∗
B

= f ∗∗B ≤ 4/3 · f ∗∗B∗ = 4/3 · f ∗∗F∗ ,

îòêóäà ñëåäóåò ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 5.4. Äîêàæåì å¼ âòîðóþ ÷àñòü. Äîïóñòèì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

E(f |F)∗ ≤ b · f ∗∗F∗ , (∗)
ãäå 0 < b < 4/3. Â ñèëó 0.6.1) è 0.6.2) íåðàâåíñòâî (∗) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî
óêðóïíåíèÿ S è.ð. F∗. Îòñþäà è èç òåîðåìû 5.3 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà f ∗∗B ≤ b · f ∗∗F∗ äëÿ ëþáîãî è.ð. B, ðàâíîèçìåðèìîãî ñ F∗. Îäíàêî,
ýòî ïðîòèâîðå÷èò çàìå÷àíèþ 5.2.
�
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Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è ëåììû 0.14 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5.5. Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè f ∈
L1(I) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

NE(Nf |F) ⊆ Nf∗∗F∗ .

Òåîðåìà 5.6. Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

NE(Nf |F) = NE(Mf |F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèåNE(Nf |F) ⊆ NE(Mf |F) âûòåêàåò èç âêëþ÷åíèÿNf ⊆
Mf . Ïîñêîëüêó ìàæîðàíòíûå èäåàëû óñðåäíÿþòñÿ ëþáîé σ-ïîäàëãåáðîé, òî
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

E(Mf |F) ⊆ NE(Nf |F), (5.5)

êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 0.6.1), ëåììû 3.7 è
çàìå÷àíèÿ 0.11.1).
�

Òåîðåìà 5.7. Ëþáîå ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå F óñðåäíÿåò ñ.è. NE(X|F) êàêîâ áû
íè áûë ñ.è. X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ X = Nf , äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
f ∈ L1(I). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå E(NE(Nf |F)|F) ⊆ NE(Nf |F). Èìååì:
òàê êàê Nf ⊆Mf , òî E(Nf |F) ⊆Mf . Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ (5.5).

Ïåðåõîäèì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Èñïîëüçóÿ (0.9) è óæå ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé,
ïîëó÷àåì

E(NNE(X|F)
|F) = E(

∑
x∈X

NE(Nx|F)|F) =
∑
x∈X

E(NE(Nx|F)|F) ⊆

⊆
∑
x∈X

NE(Nx|F) = NE(
∑
x∈X Nx|F) = NE(X|F).

�

Ñëåäñòâèå 5.8, [35]. Ïóñòü X - ñ.è., F - ïðîâåðî÷íîå ðàçáèåíèå, ñì
îïðåäåëåíèå â �6. ÒîãäàMX = NE(X|F). Â ÷àñòíîñòè,Mf = NE(Nf |F).
�

Òåîðåìà 5.9. Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I)
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ME(Mf |F) =ME(Nf |F) =ME(f∗|F∗).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ âûòåêàåò íåïîñðåäñâåííî èç òåîðåìû 5.6.
×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 0.6.1) è çàìå÷àíèåì
5.2, à òàêæå ôîðìóëàìè (0.13), (0.2), èìååì

ME(Mf |F) =
∑

f̃∼f, F̃∼F

ME(Mf̃ |F̃) =

=
∑

f̃∼f, è.ð. B̃∼F

ME(Mf̃ |B̃) =
∑

è.ð. B̃∼F

ME(Mf∗ |B̃) ⊆ME(f∗|F∗).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî.
�

Ñèììåòðè÷íûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì E(Nf |F), â îòëè÷èå îò
ìàæîðàíòíîãî èäåàëà, íàòÿíóòîãî íà ýòî æå ìíîæåñòâî, îòíþäü íå âñåãäà
ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé E(f ∗|F∗). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àé,
êîãäà îí âñ¼ æå ïîðîæäàåòñÿ ýòîé ôóíêöèåé (ñð. ñ òåîðåìîé 1.13).

Òåîðåìà 5.10 Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L1(I) ðàâåíñòâî NE(Nf |F) = NE(f∗|F∗) âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèÿ E(f ∗|F∗) ÿâëÿåòñÿ F -ðåãóëÿðíîé (ñì. îïðåäåëåíèå â �4 è
òåîðåìó 4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî â óñëîâèè
òåîðåìû. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ è ïî òåîðåìå 5.7 ôóíêöèÿ E(f ∗|F∗) ÿâëÿåòñÿ
F -ðåãóëÿðíîé.

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ E(f ∗|F∗) ÿâëÿåòñÿ F -ðåãóëÿðíîé. Åñëè äëÿ ëþáûõ
f̃ ∼ f, F̃ ∼ F äîêàæåì, ÷òî E(f̃ |F̃) ∈ NE(f∗|F∗), òî â ñèëó ëåììû 0.14 ïîëó÷èì
âêëþ÷åíèå NE(Nf |F) ⊆ NE(f∗|F∗), îáðàòíîå ê êîòîðîìó òðèâèàëüíî. Ýòèì ïóò¼ì
ìû ïðèä¼ì ê äîêàçûâàåìîìó ðàâåíñòâó.
Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 0.6.1) è ôîðìóëû (0.2), (5.1) è (5.2), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
ïîäõîäÿùèõ f̄ ∼ f, è.ð. B ∼ F âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

E(f̃ |F̃)∗ = E(f̄ |B) ≤ E(f̄ |B)∗∗B ≤ E(f ∗|B)∗∗B = f ∗∗B ≤ 4/3 · f ∗∗F∗ =

= 4/3 · E(f ∗|F∗)∗∗F∗ ≤ 4/3 ·Q · ρQE(f ∗|F∗),
ãäå Q - êîíñòàíòà èç (4.1). Òåì ñàìûì E(f̃ |F̃) ∈ NE(f∗|F∗).
�

Ïåðåéä¼ì ê îñíîâíûì òåîðåìàì ýòîãî ïàðàãðàôà. Â ïåðâûõ äâóõ èç íèõ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñ.è. NE(Nf |F) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, NE(Mf |F))
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðîñëåæèâàåòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ñâîé-
ñòâàìè ðåãóëÿðíîñòè è B-ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèé èç L1(I).

Òåîðåìà 5.11. Äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ F è ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L1(I) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.
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1). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ L1(I), òàêàÿ ÷òî NE(Nf |F) = Ng;

2). NE(Nf |F) = Nf∗∗F∗ ;

3). NE(Nf |F) = NE(f∗|F∗).

4). f ∗∗F∗ - F -ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ;

5).Mf∗∗F∗
=ME(f∗|F∗);

6). f ∗∗F∗ ∈Mf .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2). Åñëè NE(Nf |F) = Ng, òî ïî òåîðåìå 5.7 g -
F -ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷èò ïî òåîðåìå 4.10 g∗∗F∗ ' g∗F∗ . Êðîìå òîãî ïî
òåîðåìå 5.9 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Mg = ME(f∗|F∗), çíà÷èò g

∗∗ ' E(f ∗|F∗)∗∗,
îòêóäà g∗∗F∗ ' f ∗∗F∗ . Òåì ñàìûì g∗ ≥ g∗F∗ ' f ∗∗F∗ , ÷òî äîêàçûâàåò âêëþ÷åíèå
Nf∗∗F∗ ⊆ Ng. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå îáåñïå÷åíî òåîðåìîé 5.4.

Èìïëèêàöèÿ 2)⇒ 1) òðèâèàëüíà.

2) ⇒ 3). Ïî îïðåäåëåíèþ f ∗F∗ ≤ E(f ∗|F∗), òàê ÷òî NE(Nf |F) ⊆ NE(f∗|F∗).
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå òðèâèàëüíî.

Èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 4) ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.10 è ðàâíîñèëüíîñòè F -
ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ôóíêöèé E(f ∗|F∗) è f ∗∗F∗ .

4) ⇒ 5). Ôóíêöèè f ∗∗F∗ è E(f ∗|F∗)∗∗F∗ ñîâïàäàþò, çíà÷èò ïî òåîðåìå 4.10
(f ∗∗F∗)

∗∗
F∗ ' E(f ∗|F∗)∗∗F∗ , ÷òî â ñèëó F∗-ñòóïåí÷àòîñòè ôóíêöèé E(f ∗|F∗) è f ∗∗F∗

âëå÷¼ò ýêâèâàëåíòíîñòü (f ∗∗F∗)
∗∗ ' E(f ∗|F∗)∗∗, ò.å.Mf∗∗F∗

=ME(f∗|F∗).

5)⇒ 6). Ñ ó÷¼òîì âêëþ÷åíèÿME(f∗|F∗) ⊆Mf ýòà èìïëèêàöèÿ òðèâèàëüíà.

6) ⇒ 2). Âêëþ÷åíèå f ∗∗F∗ ∈ Mf ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f
∗∗
F∗ ∈ E(Mf |F∗). Èç

òåîðåìû 5.6 è ëåììû 5.1.2) âûâîäèì

Nf∗∗F∗ ⊆ NE(Mf |F∗) = NE(Nf |F∗) = NE(Nf |F).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.4.
�

Òåîðåìà 5.12 Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1, B = B∗ = (bn) - íåêîòîðîå ìîíîòîííîå
è.ð. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. Ôóíêöèÿ f B-ðåãóëÿðíà;

2. Ôóíêöèÿ E(f |B) B-ðåãóëÿðíà.
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3. Ôóíêöèÿ f ∗∗B B-ðåãóëÿðíà.

4. NfB = Nf∗∗B = NE(fB|B);

5. NE(Nf |B) = NE(f |B).

6. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü f = f ∗, F = B = B∗, òî èç ñîâïàäåíèÿ
óñëîâèÿ 3) òåîðåìû 5.11 ñ óñëîâèåì 5) òåîðåìû 5.12 âûòåêàåò, ÷òî âñå óñëîâèÿ
ýòèõ òåîðåì ðàâíîñèëüíû ìåæäó ñîáîé.
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. ⇒ 2. Äëÿ B-ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f ïî ôîðìóëàì (0.2)
è (5.1) èìååì:

E(f |B)∗∗B = f ∗∗B ' fB ≤ E(f |B) = E(f |B)B ≤ E(f |B)∗∗B ,

òàê ÷òî ôóíêöèÿ E(f |B) òàêæå B-ðåãóëÿðíà.

2.⇒ 3. Åñëè E(f |B) B-ðåãóëÿðíà, òî ïî òåîðåìå 5.10 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
NE(Nf |B) = NE(f |B). Íî òîãäà ïðèìåíèìà òåîðåìà 5.11, ïï. 1),4), ñîãëàñíî
êîòîðîé ôóíêöèÿ f ∗∗B B-ðåãóëÿðíà.

3.⇒ 4. Îáà ðàâåíñòâà ïðÿìî ñëåäóþò èç òåîðåìû 4.10.

4. ⇒ 1. Âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ B-ðåãóëÿðíîñòè, òàêæå
ñì. 4.10.

1. ⇒ 5. Ïî òåîðåìå 4.10 f ∗∗B∗ ' fB. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.11 ïï. 2) - 4),
ïîëó÷èì NE(Nf |B) ⊆ NE(f |B). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå òðèâèàëüíî.

5.⇒ 2. Âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû 5.11.
�

Òåîðåìà 5.14, ïîñëåäíÿÿ â ýòîì ïàðàãðàôå, ïîêàçûâàåò ðàâíîñèëüíîñòü
B-ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèé g := f ∗∗F∗ è g

∗∗
B∗ . Â ýòîì îòíîøåíèè åù¼ ðàç ïðîÿâëÿåòñÿ

îòìå÷åííàÿ âûøå àíàëîãèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè B-ðåãóëÿðíîñòè è ðåãóëÿðíîñòè,
èáî ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèé f è f ∗∗ ðàâíîñèëüíà, ñëåäñòâèå 1.5. Â ñëåäóþùåé
íèæå òåîðåìå 5.13 ïîêàçûâàþòñÿ ïðè÷èíû ýòîé àíàëîãèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ñ ôóíêöèåé f = f ∗ ∈ L1(I) ïîñðåäñòâîì âîãíóòîé ôóíêöèè
ψ(t) :=

∫ t
0
fdλ, t ∈ I, ñâÿçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë qψ(D)(k):

qψ(D)(k) = êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψ(2−n)}∞n=0

íà ïðîìåæóòêå Dk, k ≥ 1.
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Â ëåììå 1.10 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî f ðåãóëÿðíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë qψ(D)(k) îãðàíè÷åíà. Âûâåäåì àíàëîã
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ B-ðåãóëÿðíîñòè. Â ñèëó 0.11.3) ìîæíî çàìåíèòü B íà
äâîè÷íîå è.ð. B∗(2) := (2−mn).

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{qψ(B∗
(2)

)(k)}∞k=1 = êîëè÷åñòâî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψ(2−mn)}∞n=0

íà ïðîìåæóòêå Dk, k ≥ 1.

Òåîðåìà 5.13. Ôóíêöèÿ f ∗∗B∗ ÿâëÿåòñÿ B∗-ðåãóëÿðíîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îãðàíè÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {qψ(B∗

(2)
)(k)}∞k=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f ∗∗B∗
(2)

=
(
E(f ∗|B∗(2))

)∗∗
B(2)

, ìîæíî âçÿòü â êà÷å-

ñòâå f ôóíêöèþ E(f ∗|B∗(2)). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó 5.11, ëåììû 0.3 è

5.1, çàìå÷àíèå 4.10.4), à òàêæå B∗(2)-ñòóïåí÷àòîñòü ôóíêöèé f ∗∗B∗
(2)

è E(f ∗|B∗(2))

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.
1). Ñóùåñòâóåò C > 1, òàêîå ÷òî∫ sn

0

f ∗∗S dλ ≤ C · ψ(sn), n ≥ 0;

2). Ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå p è âåùåñòâåííîå γ, 0 < γ < 1, òàêèå ÷òî

ψ(sn+p) ≤ γ · ψ(sn), n ≥ 0, (5.6)

ãäå ÷åðåç S := (sn) îáîçíà÷àåòñÿ è.ð. B(2).

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå 2) âëå÷¼ò óñëîâèå 1). Íåðàâåíñòâî (5.6) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â ôîðìå

ψ(sn+kp+i) ≤ γk · ψ(sn+i), n ≥ 0, k ≥ 0, i = 0, 1, ..., p− 1.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî n ≥ 0 âûâîäèì:∫ sn

0

f ∗∗S dλ =

∫ sn

0

∞∑
k=n

f ∗∗(sk)1(sk+1,sk]dλ =
∞∑
k=0

p−1∑
i=0

f ∗∗(sn+kp+i)(sn+kp+i−sn+kp+i+1) ≤

≤
∞∑
k=0

γk
p−1∑
i=0

ψ(sn+i) ≤
p

1− γ
· ψ(sn),

è ïîëàãàåì C = p
1−γ .

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå 1) âëå÷¼ò óñëîâèå 2). Èç 1) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n ïîëó÷àåì:∫ sn+1

0
f ∗∗S dλ∫ sn

0
f ∗∗S dλ

= 1− ψ(sn)∫ sn
0
f ∗∗S dλ

(1− sn+1

sn
) ≤ 1− 1

2C
:= γ ∈ (0, 1).
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Òàêèì îáðàçîì ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì p âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ψ(sn+p) ≤
∫ sn+p

0

f ∗∗S dλ ≤ γ ·
∫ sn+p−1

0

f ∗∗S dλ ≤ ...

≤ γp ·
∫ sn

0

f ∗∗S dλ ≤ C · γp · ψ(sn).

Îñòà¼òñÿ ëèøü âûáðàòü òàêîå p, äëÿ êîòîðîãî C · γp < 1.
�

Êðîìå òîãî, ÷òî òåîðåìà 5.13 ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ïðè ïðîâåðêå
óñëîâèé òåîðåìû 5.11, îíà ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ïîçâîëÿÿ
ëåãêî ñòðîèòü ãëàâíûå ñ.è., óñðåäíÿåìûå èëè íå óñðåäíÿåìûå ëþáûì íàïåð¼ä
çàäàííûì äâîè÷íûì è.ð. Ýòî èñïîëüçîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.8. è
äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 6.4.

Òåîðåìà 5.14. Ïóñòü F ëþáîå ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå, f ∈ L1(I) - ëþáàÿ
ôóíêöèÿ. Ôóíêöèè g := f ∗∗F∗ è g∗∗F∗ îäíîâðåìåííî ëèáî ÿâëÿþòñÿ, ëèáî íå
ÿâëÿþòñÿ F -ðåãóëÿðíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî F -ðåãóëÿðíîñòü g âëå÷¼ò F -ðåãóëÿðíîñòü g∗∗F∗
ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.10.2). Äîêàæåì îáðàòíîå.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F∗ = F∗(2) := (2−mn), ñì. çàìå÷àíèå

0.11.3). Ïîëîæèì ψ1(t) :=
∫ t

0
g∗∗F∗dλ; ψ2(t) :=

∫ t
0
gF∗dλ =

∫ t
0
f ∗∗F∗dλ, t ∈ I. Ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 5.13, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{qψ1(F∗

(2)
)(k)}∞n=0 âëå÷¼ò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qψ2(F∗

(2)
)(k)}∞n=0.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå:

lim sup
k→∞

qψ2(F∗
(2)

)(k) =∞, òîãäà êàê lim sup
k→∞

qψ1(F∗
(2)

)(k) ≤ K (5.7)

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî K. Ìîæíî ñ÷èòàòü K íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

2K2 + 1 ≤ 2K
2−1. (5.8)

Ïðè ëþáîì n ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà∫ 2−mn

0

g∗∗F∗dλ =

∫ 2−mn

0

∑
i≥n

g∗∗(2−mi) · 1(2−mi+1 ,2−mi ] =

=
∑
i≥n

g∗∗(2−mi)(2−mi − 2−mi+1) =
∑
i≥n

(1− 2mi−mi+1)

∫ 2−mi

0

gdλ.

Òàê êàê mi+1 −mi ≥ 1 äëÿ ëþáîãî i ≥ 0, òî

2−1 ≤ 1− 2mi−mi+1 ≤ 1, i ≥ 0,
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òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

2−1 ·
∑
i≥n

∫ 2−mi

0

gdλ ≤
∫ 2−mn

0

g∗∗F∗dλ ≤
∑
i≥n

∫ 2−mi

0

gdλ, n ≥ 0, (5.9)

Âñëåäñòâèå (5.7) íàéä¼òñÿ òàêîé ïðîìåæóòîê Dj = (2−j, 2−j+1], j ≥ 1, íà êî-

òîðîì íàõîäèòñÿ íå ìåíåå K2 + 1 òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {
∫ 2−mn

0
gdλ}∞n=0.

Âîçüì¼ì òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî

2−j+1 ≥
∫ 2−mn

0

gdλ ≥
∫ 2−mn+1

0

gdλ ≥ ... ≥
∫ 2

−m
n+K2

0

gdλ > 2−j. (5.10)

Ïî ëåììå 0.1 è â ñèëó (5.9) è (5.10) èìååì:

1

2K2 ≥
∫ 2
−m

n+K2

0
g∗∗F∗dλ∫ 2−mn

0
g∗∗F∗dλ

≥ 1

2
·
∑

i≥n+K2

∫ 2−mi

0
gdλ∑

i≥n
∫ 2−mi

0
gdλ

=

=
1

2
·
(

1−
∑n+K2−1

i=n

∫ 2−mi

0
gdλ∑

i≥n
∫ 2−mi

0
gdλ

)
=

1

2
· [1−

(
1 +

∑
i≥n+K2

∫ 2−mi

0
gdλ∑n+K2−1

i=n

∫ 2−mi

0
gdλ

)−1

]. (5.11)

Íî, ñîãëàñíî (5.9) è (5.10),

n+K2−1∑
i=n

∫ 2−mi

0

gdλ ≤ K2 · 2−j+1;
∑

i≥n+K2

∫ 2−mi

0

gdλ ≥
∫ 2

−m
n+K2

0

gdλ > 2−j.

Ïîýòîìó èç (5.11) âûòåêàåò, ÷òî

1

2K2 >
1

2
[1−

(
1 +

2−j

K2 · 2−j+1

)−1

] =
1

2
(1− 2K2

2K2 + 1
) =

1

2
· 1

2K2 + 1
,

ò.å. 2K2 + 1 > 2K
2−1, âîïðåêè (5.8). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

òåîðåìó 5.14.
�

Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1(I), B = B∗. Ðàâåíñòâà

NE(NE(Nf |B)|B) = NE(Nf |B) = NE(f |B) (5.11)

ñïðàâåäëèâû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f B-ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f B-ðåãóëÿðíà. Âòîðîå èç ðàâåíñòâ (5.11) âûïîëíåíî
ïî òåîðåìå 5.12.5); äîêàæåì ïåðâîå. Ïî òåîðåìå 5.7 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
L1(I) è.ð. B óñðåäíÿåò ñ.è. NE(Nf |B):

E(NE(Nf |B)|B) ⊆ NE(Nf |B),

ïîýòîìó, çàìåíÿÿ â ëåâîé ÷àñòè (5.11) E(NE(Nf |B)|B) íà NE(Nf |B), ïîëó÷èì

NE(NE(Nf |B)|B) ⊆ NNE(Nf |B)
= NE(Nf |B).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíûì îáðàçîì E(E(Nf |B)|B) ⊆ E(NE(Nf |B)|B), òàê ÷òî

E(f |B) ∈ E(Nf |B) = E(E(Nf |B)|B) ⊆ E(NE(Nf |B)|B) ⊆ NE(NE(Nf |B)|B).

Ðàâåíñòâî NE(NE(Nf |B)|B) = NE(Nf |B) äîêàçàíî.

Îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (5.11), òî âòîðîå èç íèõ ïî òåîðåìå
5.12.5) âëå÷¼ò B-ðåãóëÿðíîñòü f.

Çàìå÷àíèå 5.16. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñ.è. ïðîñòðàíñòâà
L1(I), à ÷åðåç N := {Ng, g ∈ L1(I)} ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãëàâíûõ ñ.è. ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå TB : N→ X :

TB(Ng) := NE(Ng |B), g ∈ L1(I).

Òåîðåìà 5.15 îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòü èäåìïîòåíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ TB ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì âñåõ B-ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.
�
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�6. Ïðîâåðî÷íûå è óíèâåðñàëüíûå σ-ïîäàëãåáðû.
[18], [29], [35]

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ êëàññ ïðîâåðî÷íûõ σ-ïîäàëãåáð, ò.å. òàêèõ
÷òî ìàæîðàíòíîñòü âñÿêîãî ñ.è. ìîæíî ïðîâåðÿòü íà åäèíñòâåííîì áèñòî-
õàñòè÷åñêîì ïðîåêòîðå - îïåðàòîðå óñðåäíåíèÿ ïî ëþáîé èç σ-ïîäàëãåáð ýòîãî
êëàññà. Êðîìå òîãî ââîäèòñÿ êëàññ óíèâåðñàëüíûõ σ-ïîäàëãåáð, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ñâîéñòâî óñðåäíÿòü ëþáîé ñèììåòðè÷íûé èäåàë.

Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè íåêîòîðûé èäåàë X, X ⊆ L1(I), óñðåä-
íÿåòñÿ ëþáîé σ−ïîäàëãåáðîé â Λ, òî X - ìàæîðàíòíûé ñ.è. Íî èç òîãî, ÷òî
îòäåëüíî âçÿòàÿ σ−ïîäàëãåáðà óñðåäíÿåò íåêîòîðûé ñ.è. ìàæîðàíòíîñòü ïî-
ñëåäíåãî îòíþäü íå ñëåäóåò. Ýòî äà¼ò îñíîâàíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

σ-ïîäàëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé, åñëè èç òîãî, ÷òî A óñðåäíÿåò
ñèììåòðè÷íûé èäåàë X, ñëåäóåò, ÷òî X ìàæîðàíòíûé èäåàë.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ σ-ïîäàëãåáðà, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ ïðîâåðî÷íîé, ñàìà
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé. Èç çàìå÷àíèÿ 0.11.3),4) ñëåäóåò, ÷òî ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîâåðî÷íûì ÿâëÿåòñÿ åãî
äâîè÷íàÿ ïðîåêöèÿ, è ÷òî ëþáîå ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå áîëåå ìåëêîå, ÷åì ïðîâå-
ðî÷íîå, èëè ýêâèâàëåíòíîå áîëåå ìåëêîìó, ÷åì ïðîâåðî÷íîå, òîæå ÿâëÿåòñÿ
ïðîâåðî÷íûì.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü (Ω,Σ, µ) - íåïðåðûâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ σ-ïîäàëãåáðà A â Σ, èìåþùàÿ â Σ íåïðåðûâíîå íåçàâèñè-
ìîå äîïîëíåíèå, ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî A ïðîâåðî÷íàÿ. Èçáåãàÿ
ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (Ω,Σ, µ) = (I,Λ, λ)× (I,Λ, λ) åñòü
ëåáåãîâ åäèíè÷íûé êâàäðàò, à σ-ïîäàëãåáðà A ïîðîæä¼íà âñåìè ëåáåãîâûìè
"âåðòèêàëüíûìè ïîëîñàìè"êâàäðàòà, ò.å. ìíîæåñòâàìè âèäà A × I, ãäå A ∈ Λ.
Â ñëó÷àå îáùåãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâî äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòî-
ðÿåò ïðèâåäåííûå íèæå ðàññóæäåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî A äåéñòâóåò êàê óñðåäíåíèå ôóíêöèè
f(t, s), f ∈ L1(I2) ïî âòîðîé ïåðåìåííîé:

E(f |A)(u, v) =

∫ 1

0

f(u, v)dv. (6.1)

Äîïóñòèì, ÷òî A óñðåäíÿåò ñ.è. X ⊆ L1(I2), íå ÿâëÿþùèéñÿ ìàæîðàíòíûì:

E(X|A) ⊆ X. (6.2)

Ñ.è. X̃ ⊆ L1(I),
e∼ ýêâèâàëåíòíûé X, òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíûì. Ïî

òåîðåìå 3.2 äëÿ X̃, íàéäóòñÿ è.ð. P̃ := σ(P̃n, n ≥ 1), íà I è ýëåìåíò x̃, x̃ ∈ X̃,
òàêèå ÷òî

E(x̃|P̃) /∈ X̃. (6.3)
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèþ x̃ ýëåìåíòàðíîé è ïîëàãàòü
x̃n := x̃ · 1P̃n =

∑
i≥1 r

n
i · 1Ãni , ãäå ïîïàðíî äèçúþíêòíûå ïðè i 6= j ïîäìíî-

æåñòâà Ãni ⊆ I ïîëîæèòåëüíîé ìåðû αni , òàêèå ÷òî
⋃
i≥1 Ã

n
i = P̃n, n ≥ 1.

Ïóñòü αn := λ(P̃n), n ≥ 1, à σ(P n
i , i ≥ 1), îáîçíà÷àåò ñóùåñòâóþùåå â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 0.4 ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà I íà ïîïàðíî äèçúþíêòíûå
ïðîìåæóòêè P̃ n

i äëèíû
αni
αn
, i, n ≥ 1.

Ïîëîæèì Pn := P̃n × I; P n
i := P̃n × P̃ n

i , i, n ≥ 1, Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì
n ≥ 1 ôóíêöèè xn := Σi≥1r

n
i 1Pni è x̃n ðàâíîèçìåðèìû, îòêóäà ñëåäóåò ðàâíî-

èçìåðèìîñòü ôóíêöèé x̃ è x := Σn≥1xn, è, çíà÷èò, x ∈ X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P
ðàçáèåíèå σ(Pn, n ≥ 1) åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (6.1), ïðèõî-
äèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (6.2): äëÿ x ∈ X

E(x|A) = E(x|P) ∼ E(x̃|P̃) /∈ X̃,

�

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîâåðî÷íûõ ðàçáèåíèé.

Ëåììà 6.3.Äëÿ ëþáîãî p, 0 < p < 1 è.ð. B(p) := (pn) ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî, åñëè B(p) óñðåäíÿåò ñ.è
X, X ⊆ L1(I,Λ, λ), òî X - ìàæîðàíòíûé èäåàë.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ≺ z ∈ X. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,
ôóíêöèþ y ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíîé. Ïî ôîðìóëå (0.2) y∗ ' E(ρpy

∗|B(p)),
òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî E(ρpy

∗|B(p)) ∈ X. Íî ρpy∗ ≺ ρpz
∗ ∈ X, îòêóäà

èìååì:
∫ t

0
ρpy
∗dλ <

∫ t
0
x∗, t ∈ I, ãäå x∗ := ρpz

∗ + ε · 1 ∈ X. Cîãëàñíî ëåììå 3.7,
íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ x̃, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñ x∗ è, çíà÷èò, ñîäåðæàùàÿñÿ â X,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó E(ρpy

∗|B(p)) ≤ E(x̃|B(p)) ∈ X.
�

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü T = (tn) è.ð., ïðèíàäëåæàùåå ñ.â. ~a = (an). Äëÿ òîãî,
÷òîáû îíî áûëî ïðîâåðî÷íûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
çàïèñûâàåìîå ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì óñëîâèå

sup
n≥1

an∑
k>n ak

(
= sup

n≥1

tn−1 − tn
tn

)
<∞, èëè, ðàâíîñèëüíî, sup

n≥1

tn−1

tn
<∞. (6.4)

Ëåììà 6.5. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (6.4) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî âå-

ùåñòâåííîãî ÷èñëà p, 0 < p < 1, ÷òî âñÿêèé ïðîìåæóòîê B
(p)
n = (pn, pn−1], n ≥ 1,

è.ð. Bp ÿâëÿåòñÿ T −çàíÿòûì, òî åñòü ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {tn}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî p âè-

äà p = 2−ν
2
, ν = 1, 2, ..., ñóùåñòâóåò T −íåçàíÿòûé ïðîìåæóòîê B

(2ν
2
)

m .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç tνn−1 è tνn áëèæàéøèå ê ýòîìó ïðîìåæóòêó ñïðàâà è ñëåâà
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òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}. Òîãäà lim supn→∞
tn−1

tn
≥ lim supν→∞

2−(ν−1)2

2−ν2 =

lim supν→∞ 22ν−1 =∞ â ïðîòèâîðå÷èå ñ (6.4).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íàéä¼òñÿ âåùåñòâåííîå p, 0 < p < 1, äëÿ êîòîðîãî
âñÿêèé ïðîìåæóòîê âèäà B

(p)
n = (pn, pn−1, ], n ≥ 1, T −çàíÿò. Äëÿ ëþáîé òî÷êè

tk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) tk, tk−1 ∈ B
(p)
n . Òîãäà

tk−1

tk
≤ pn−1

pn
= p < ∞. 2). tk ∈ B

(p)
n+1, tk−1 ∈ B

(p)
n . Òîãäà tk−1

tk
≤ pn−1

pn+1 = p−2. Òåì

ñàìûì â îáîèõ ñëó÷àÿõ (6.4) âûïîëíåíî.
�

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 6.4. Îáîçíà÷èì
÷åðåç C ëåâóþ ÷àñòü â (6.4) è ïîëîæèì p = (C + 1)−1. Ðàçðåäèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {tn}, óäàëèâ èç íå¼ òî÷êè, ñîäåðæàùèåñÿ â ïðîìåæóòêàõ âèäà B
(p)
2n−1, à

â ïðîìåæóòêàõ âèäà B
(p)
2n îñòàâèì ëèøü ïî îäíîé å¼ òî÷êå, n ≥ 1. Îñòàâøèåñÿ

òî÷êè ïåðåíóìåðóåì çàíîâî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′n} â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ íà
I, ñ÷èòàÿ ÷òî t′0 = 1.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 0.6 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ïðîâåðî÷íîñòü èíòåðâàëüíîãî ðàç-
áèåíèÿ T ′ := (t′n). Â ñèëó ëåììû 6.3 âñÿêîå ðàçáèåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ñ.â.
~p2 = (p2n) (íîðìèðîâàííîìó êîåôôèöèåíòîì K := p−2 − 1) ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷-
íûì. Çíà÷èò, åñëè âçÿòü ëþáîé ñ.è. X, íå ÿâëÿþùèéñÿ ìàæîðàíòíûì, òî ïî
çàìå÷àíèþ 0.11.4) íàéä¼òñÿ òàêîé åãî ýëåìåíò x, ÷òî

x = x · 1⋃
n≥1B

(p2)
2n−1

è
∑
n≥1

[λ(B
(p2)
2n−1)]−1

∫
B

(p2)
2n−1

x · dλ1
B

(p2)
2n−1

/∈ X.

Òåïåðü ïî âûáîðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {t′n} è ýëåìåíòà x èìååì:

E(x|T ′) = K
∑
n≥0

1

t′n − t′n+1

∫ t′n

t′n+1

x · dλ · 1(t′n+1,t
′
n] ≥

≥ Kρp−2

(∑
n≥1

[λ(B
(p2)
2n−1)]−1

∫
B

(p2)
2n−1

x · dλ1
B

(p2)
2n−1

)
/∈ X,

÷åì äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è.ð. T = (tn) ïðèíàäëåæàùèé ìîíîòîí-
íîìó ñ.â. ~a = (an), íå óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ (6.4). Íàøà öåëü - ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ f = f ∗ ∈ L1(I) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ. è. Nf íå áûë ìàæîðàíòíûì,
íî óñðåäíÿëñÿ áû T .

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 0.11.3), íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî çàìåíèòü è.ð. T
åãî äâîè÷íîé ïðîåêöèåé, - è.ð. T(2) := (2−mn), ãäå 0 = m0 < m1 < ... < mn < ...
è ïî ïðåäïîëîæåíèþ lim supn→∞(mn+1 −mn) =∞.

Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {qn}, qn = mn+1−mn, n ≥
1, è ïðåîáðàçóåì å¼, ïîëàãàÿ q′mn = 1, q′mn+1 = qmn+1 + qmn − 1, q′k = qk ïðè k 6=
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mn, k 6= mn + 1, n ≥ 1.

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {q′mn} íåîãðàíè÷åííîé íàòóðàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {q′n} ïî ïîñòðîåíèþ îãðàíè÷åíà: q′mn = 1. Èñõîäÿ èç íàòóðàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {q′n}, ïîñòðîèì íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ f â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðàâèëàìè U1) − U4) ëåììû 1.9. Â ñèëó ëåììû 1.10 f íå ðåãóëÿðíà
è, çíà÷èò, ñ.è. Nf íå ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíûì, íî â ñèëó òåîðåìû 5.13 T(2)

óñðåäíÿåò ñ.è. Nf .
�

Çàìå÷àíèå 6.6. 1. Â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 6.4 íåëüçÿ îïóñòèòü
óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ñ.â. ~a. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû ëþáîãî
ñ.â. ìîæíî ïåðåñòàâèòü â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ñ.â. íå áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (6.4).

2. Èç òåîðåìû 6.4 è ïðåäëîæåíèÿ 0.6 ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçáèåíèå F áûëî ïðîâåðî÷íûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) âûïîëíÿëàñü ýêâèâàëåíòíîñòü

E(f ∗|F∗) ' f ∗.

Ñëåäñòâèå 6.7. Äëÿ ëþáîãî è.ð. B = (bn) íàéä¼òñÿ áîëåå ìåëêîå ïðîâåðî÷-
íîå è.ð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî v îáîçíà÷èì [v] := öåëàÿ ÷àñòü v +

1, 0 < v
[v]
< 1. Ïóñòü ~β = (βn) îáîçíà÷àåò ñ.â., êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò B. Ïî-

ñòðîèì è.ð A = (an), ñ.â. êîòîðîãî åñòü ~α = (αn), òàê ÷òî
∑

k>n αk = an, n ≥ 1,
è çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ äîñòàòî÷íûì êðèòåðèåì ïðîâåðî÷íîñòè (6.4).

Ïîëîæèì

a0 := 1, a1 := 1− β1

[β1

b1
]
, ..., a

[
β1
b1

]
:= 1− [

β1

b1

] · β1

[β1

b1
]

= 1− β1 = b1;

a
[
β1
b1

]+1
:= b1 −

β2

[β2

b2
]
, ..., a

[
β1
b1

]+[
β2
b2

]
:= b1 − [

β2

b2

] · β2

[β2

b2
]

:= b1 − β2 = b2, ...

a
[
β1
b1

]+[
β2
b2

]+...+[
βm−1
bm−1

]+1
:= bm−1 −

βm

[βm
bm

]
, ..., a

[
β1
b1

]+[
β2
b2

]+...+[
βm−1
bm−1

]+[βm
bm

]
:=

bm−1 − [
βm
bm

] · βm
[βm
bm

]
= bm−1 − βm = bm, ...

Ïîñêîëüêó èíòåðâàëüíîå ðàçáèåíèå A = (an) ïîäðàçáèâàåò ñâîèìè òî÷êàìè
an, n ≥ 1, êàæäûé ïðîìåæóòîê Bk, k ≥ 1, ðàçáèåíèÿ B, òî A ìåëü÷å, ÷åì B.

Êðîìå òîãî, 0 < supm≥1
am
αm
≤ supn≥1

βn

[
βn
bn

]

bn
≤ 1. Òåì ñàìûì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
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(6.4), çíà÷èò A - ïðîâåðî÷íîå ðàçáèåíèå.
�

Â [35], òåîðåìà 3.1, ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû σ-ïîäàëãåáðà A, A ⊆ Λ, óñðåäíÿëà ëþáîé èäåàë
X ⊆ L1(I), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà êîíå÷íûì ðàçáèåíèåì.

Õàðàêòåðèçóÿ óñðåäíÿþùåå ñâîéñòâî σ-ïîäàëãåáð, îãðàíè÷èì êëàññ èäåàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.2.

1. σ-ïîäàëãåáðà A â Λ íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà óñðåäíÿåò ëþáîé
ñèììåòðè÷íûé èäåàë X ⊆ L1(I).

2. σ-ïîäàëãåáðà A â Λ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà óíè-
âåðñàëüíà è îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ E(·|A) äåéñòâóåò â ëþáîì áàíàõîâîì
ñèììåòðè÷íîì èäåàëå (X, ‖ · ‖X) êàê êîíòðàêòèâíûé ïðîåêòîð: ‖E(·|A)‖X ≤ 1.

Ðàâíîèçìåðèìûå σ-ïîäàëãåáðû ìîãóò áûòü óíèâåðñàëüíûìè ëèøü îäíî-
âðåìåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò óíèâåðñàëüíîñòü íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûõ ðàçáèåíèé
ïðîâåðÿòü íà è.ð. Ïî îïðåäåëåíèþ íèêàêàÿ ïðîâåðî÷íàÿ σ-ïîäàëãåáðà óíè-
âåðñàëüíîé áûòü íå ìîæåò, è íàîáîðîò. Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 4.1 è 6.4 ëåãêî
ïîñòðîèòü ïðèìåð ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íè óíèâåðñàëüíîé, íè
ïðîâåðî÷íîé σ-ïîäàëãåáðîé.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè σ-ïîäàëãåáðà A êðóïíåå, ÷åì íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ,
òî è A ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé.

Òðèâèàëüíûìè ïðèìåðàìè äèñêðåòíûõ óíèâåðñàëüíûõ σ-ïîäàëãåáð ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ. Èõ íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ, êàê ñëåäóåò èç
ôîðìóëû (7.5), äàþò ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ óíèâåðñàëüíûõ σ-ïîäàëãåáð.

Òåîðåìà 6.8. Íèêàêîå ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå B íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B ïðîâåðî÷íîå è.ð., òî óíèâåðñàëüíûì îíî çàâåäîìî
íå ìîæåò áûòü, èáî òîãäà îíî íå óñðåäíÿåò íåìàæîðàíòíûå ñ.è. Äîïóñòèì, ÷òî
B ïðîâåðî÷íûì íå ÿâëÿåòñÿ. ×òîáû ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f = f ∗ ∈ L1(I), òàêóþ
÷òî Nf íå óñðåäíÿåòñÿ B, ïðèìåíèì òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå
íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 6.4.

Êàê è ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü B äâîè÷íûì è.ð.: B = (2−mn),
ãäå ïî (6.4) 0 = m1 < m2 < ... < mn < ..., lim supn→∞mn+1 −mn =∞.

Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {qn}, qn = mn+1−mn, n ≥
1, è ïðåîáðàçóåì å¼ ÷óòü èíà÷å, ÷åì ðàíüøå. Ïîëîæèì q′mn = qmn + qmn+1, q

′
k =
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qk ïðè k 6= mn, n ≥ 1, òàê ÷òî lim supn→∞ q
′
mn =∞.

Èñõîäÿ èç íîâîé íàòóðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {q′n}, ïîñòðîèì íåâîçðàñ-
òàþùóþ ôóíêöèþ f â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè U1) − U4) ëåììû 1.9. Òàê êàê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {q′mn} íå îãðàíè÷åíà, òî â ñèëó òåîðåìû 5.13 è.ð. B íå
óñðåäíÿåò ñ.è. Nf .
�
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�7. Íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ äëÿ èíòåðâàëüíûõ ðàçáèåíèé.
[29], [35], [37], [38]

Ïðîäîëæàåòñÿ íà÷àòîå â [35] èçó÷åíèå íåçàâèñèìîãî äîïîëíåíèå B⊥ ê èí-
òåðâàëüíîìó ðàçáèåíèþ B, à òàêæå îïåðàòîðîâ óñðåäíåíèÿ E(·|B⊥). Ðåçóëü-
òàòû ïðèìåíèìû ê ëþáûì ñ÷¼òíûì ðàçáèåíèÿì.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàãðàôå ÷åðåç B = σ(Bn = (bn, bn−1], 1 = b0 > b1 >
... > bn ↓n↑∞ 0 - îáîçíà÷àåòñÿ èíòåðâàëüíîå ðàçáèåíèå ëåáåãîâà ïðîìåæóòêà I,

ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð B îáîçíà÷àåòñÿ ~β = (βn), βn = bn−1 − bn, n ≥ 1, à ÷åðåç
B⊥ îáîçíà÷àåòñÿ íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå ê B (êîòîðîå âñåãäà ñóùåñòâóåò, ñì.
[1].) Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà çäåñü ïðèâåäåíû
êîíñòðóêöèè àíàëîãè÷íûå �6, [35].

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕn(t) :
Bn → In ôîðìóëîé

ϕn(t) :=
t− bn
βn

, t ∈ Bn,

òîãäà îáðàòíàÿ ê ϕ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ−1
n : In → Bn îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

ϕ−1
n (s) = bn + βn · s, s ∈ In.

Ñ ïîìîùüþ íóìåðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ν : I → N:

ν(u) :=
∑
n≥1

n · 1Bn(u), u ∈ I,

îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(t) : I → I ôîðìóëîé

ϕ(t) := ϕν(t)(t).

ßñíî, ÷òî îáðàòíàÿ ê ϕ ôóíêöèÿ ñ÷¼òíîçíà÷íà; å¼ çíà÷åíèÿ äëÿ ëþáîãî s ∈ I
îáðàçóþò ìíîæåñòâî

{ϕ−1
n (s)}n≥1 = {bn + βn · s}n≥1.

Äëÿ ëþáîãî D ∈ Λ â ñèëó ëèíåéíîé èíâàðèàíòíîñòè ìåðû Ëåáåãà ñïðàâåä-
ëèâî

λϕ−1(D) =
⋃
n≥1

{ϕ−1
ν(s)=n(D ∩ In)} = λ

⋃
n≥1

(bn + βn ·D) =
∑
n≥1

λ(bn + βn ·D) =

=
∑
n≥1

λ(βn ·D) =
∑
n≥1

βn · λD = λD, (7.1)

ãäå ïîä bn + βnD ïîíèìàþòñÿ ïîïàðíî äèçúþíêòíûå ìíîæåñòâà
{bn + βn · d : d ∈ D}, n ≥ 1.
Òåì ñàìûì ϕ åñòü ìåòðè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì íà (I,Λ, λ). Îòñþäà ñëåäóåò
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Ëåììà 7.1.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) ôóíêöèè f è f ◦ϕ ðàâíîèçìåðè-
ìû.

Çàìå÷àíèå 7.2.. 1. [35]. Îáðàç

B⊥ := ϕ−1(Λ) (7.2)

åñòü íåïðåðûâíàÿ σ-ïîäàëãåáðà â Λ, ÿâëÿþùàÿñÿ íåçàâèñèìûì äîïîëíåíèåì
äëÿ B.

2. Ïóñòü λB⊥ åñòü ñóæåíèå ìåðû λ íà B⊥. Ýíäîìîðôèçì ϕ óñòàíàâëèâàåò èçî-
ìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Ëåáåãà (â ñìûñëå [1]) (I,Λ, λ) è (I,B⊥, λ|B⊥),
òàê ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L1(I,B⊥, λB⊥) = {x ∈ L1(I) : x = x ◦ ϕ}.

3. Ïðîñòðàíñòâî L1(I,B⊥, λ|B⊥) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ñìûñëå Íàêàíî
ïðîñòðàíñòâà L1(I), òî åñòü L1(I,B⊥, λ|B⊥) âëîæåíî â L1(I) ñ ñîõðàíå-
íèåì ãðàíåé), [?]. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ñ.è. X, X ⊆ L1(I), ìíîæåñòâî
X ∩ L1(I,B⊥, λ|B⊥) åñòü ñ.è â L1(I,B⊥, λ|B⊥). Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî,
÷òî ñ.è. â L1(I,B⊥, λ|B⊥) åñòü ñ.è. â L1(I). Ïðèìåð òàêîãî ñ.è. äà¼ò ñàìî
ïðîñòðàíñòâî L1(I,B⊥, λ|B⊥).
�

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð îïåðàòîð E(·|B⊥) :
L1(I,Λ, λ)→ L1(I,Λ, λ), [35].

E(f |B⊥)(t) :=
∑
i≥1

βi · f ◦ ϕ−1
i (t) =

∑
i≥1

βi · f(bi + βi · t), t ∈ I. (7.3)

Çàìå÷àíèÿ 7.3. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà E(·|B⊥), âûòåêàþùèå
íåïîñðåäñòâåííî èç åãî îïðåäåëåíèÿÿ.

1. Ïî çàìå÷àíèþ 7.2.2, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I,B⊥, λ|B⊥) ñïðàâåäëèâî

E(f |B⊥)(t) =
∑
i≥1

βi · f(bi + βi · t) =
∑
i≥1

βi · (f ◦ ϕ ◦ ϕ−1
i )(t) = f(t), t ∈ I.

Ñëåäîâàòåëüíî, E(L1(I)|B⊥) = L1(I,B⊥, λ|B⊥). (Íàäëåæèò ðàçëè÷àòü
E(·|B⊥) êàê îïåðàòîð èç L1(I) "â"L1(I) è E(·|B⊥) êàê îïåðàòîð èç L1(I)
"íà"L1(I,B⊥, λ|B⊥)).

2. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ L1(I) èç ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé ii) ⇔ iii)
òåîðåìû 6.3.(2) [35] âûòåêàåò ðàâåíñòâî

E(f ◦ ϕ|B) =

∫ 1

0

fdλ.
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Àíàëîãè÷íî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

E
(
E(f |B⊥)|B

)
= E

(
E(f |B)|B⊥

)
=

∫ 1

0

fdλ.

3. E(·|B⊥) ÿâëÿåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêèì ïðîåêòîðîì, à èìåííî - îïåðàòîðîì
óñðåäíåíèÿ ïî σ-ïîäàëãåáðå B⊥, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(I)

E(f |B⊥)∗∗ ≤ f ∗∗.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(
E(f ∗|B⊥)

)∗∗
= E(f ∗∗|B⊥). (7.4)

Äåéñòâèòåëüíî,(
E(f ∗|B⊥)

)∗∗
(t) =

(∑
n≥1

βnf
∗(bn + βnt)

)∗∗
(t) =

1

s

∫ s

0

∑
n≥1

βnf
∗(bn + βnt)ds =

=
∑
n≥1

βn
1

s

∫ s

0

f ∗(bn + βnt)ds =
∑
n≥1

βnf
∗∗(bn + βnt) = E(f ∗∗|B⊥)(t).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ çàäàí íà ñóììèðóåìûõ ôóíêöèÿõ, ïîýòîìó
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (7.4) íå èìååò ñìûñëà, åñëè ôóíêöèÿ f ∗∗ ñóììèðóåìîé
íå ÿâëÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèäà¼ì âûðàæåíèþ E(f ∗∗|B⊥) ñìûñë ñóììû∑

n≥1 βnf
∗∗(bn + βnt).

�

Âñþäó â äàëüíåéøåì äëÿ ìíîæåñòâàW ⊆ L1(I) ÷åðåç E(W|B) îáîçíà÷àåòñÿ
ìíîæåñòâî {E(w|B) : w ∈ W}.

Ëåììà 7.4. Äëÿ îïåðàòîðà E(·|B⊥) ïðè ëþáûõ f ∈ L1(I) è 0 < a ≤ 1
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(ρaf |B⊥)(t) = ρaE(f |B⊥)(t), t, a ∈ I. (7.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ c/d-îïåðàòîðà èìååì:

E(ρaf |B⊥)(t) =
∑
n≥1

βn · ρaf(bn + βn · t) =
∑
n≥1

βn · f(bn + βn · a · t), t ∈ I.

ρaE(f |B⊥)(t) = E(f |B⊥)(a · t) =
∑
n≥1

βn · f(bn + βn · a · t), t ∈ I.

�

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü f ∈ L1(I), B = B∗. Òîãäà NE(Nf |B⊥) åñòü ãëàâíûé ñ.è. â
L1(I):

NE(Nf |B⊥) = NE(f∗|B⊥). (7.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè íóæíî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå E(Nf |B⊥) ⊆
NE(f∗|B⊥), ðàâíîñèëüíîå âêëþ÷åíèþ ëåâîé ÷àñòè (7.6) â ïðàâóþ, èáî âêëþ÷åíèå
ïðàâîé ÷àñòè (7.6) â ëåâóþ òðèâèàëüíî.

Äîïóñòèì, ÷òî g ∈ E(Nf |B⊥), ò.å. g = E(f̃ |B⊥), f̃ ∈ Nf . Ñîãëàñíî (7.3),

g(t) =
∑
n≥1

βn · f̃(bn + βn · t) ≤

ïî íåðàâåíñòâó Õàðäè (ñì, íàïðèìåð, [12], (9.1)) ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (βn) è ôóíêöèÿ f̃ ∗ ìîíîòîííî íå âîçðàñòàþò

≤
∑
n≥1

βn · f̃ ∗(bn + βn · t), t ∈ I.

Òàê êàê íàéäóòñÿ C > 1, a : 0 < a < 1, òàêèå ÷òî f̃ ∗ ≤ C · ρaf ∗, òî â ñèëó
ðàâåíñòâà (7.5)

g∗(t) ≤ C ·
∑
n≥1

βn · ρaf ∗(bn + βn · t) = C · E(ρaf
∗|B⊥) = C · ρaE(f ∗|B⊥)(t), t ∈ I,

ò.å.
(
E(f̃ |B⊥)

)∗
∈ NE(f∗|B⊥). Òåì ñàìûì âêëþ÷åíèå NE(Nf |B⊥) ⊆ NE(f∗|B⊥)

äîêàçàíî.
�

Çàìå÷àíèå 7.6. Ïî çàìå÷àíèþ 7.2.4 (B⊥)NE(f∗|B⊥) = L1(I,Λ, λ|B⊥) ∩
NE(f∗|B⊥), è òàêîå æå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëåâîé ÷àñòè (7.6). Ïîýòî-
ìó èç òåîðåìû 7.5 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(B⊥)NE(Nf |B⊥) = (B⊥)NE(f∗|B⊥).

�

Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè B-è÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òî÷åê ïðîìåæóòêà I.
Èñõîäíîå è.ð. B åäèíîîáðàçèÿ ðàäè îáîçíà÷àåì B(0) = σ(B

(0)
n := (b

(0)
n , b

(0)
n−1]) è

íàçûâàåì ðàçáèåíèåì íóëåâîãî ðàíãà; åãî ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð îáîçíà÷àåì
β(0) := [β

(0)
n ]; β

(0)
n := b

(0)
n−1 − b

(0)
n > 0, n ≥ 1;

∑
n≥1 β

(0)
n = 1.

Çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó u ∈ (0, 1] è îáîçíà÷èì B
(0)
i0

(u) ïðîìåæóòîê è.ð. B(0),
ñîäåðæàùèé u. Íàçîâ¼ì i0 íóëåâîé öèôðîé B-è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷êè u.
Ïóñòü (k − 1)-ÿ öèôðà B-è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷êè u îïðåäåëåíà, k ≥ 1,
ò.å. ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå (k − 1)-ãî ðàíãà B(k−1) ïîñòðîåíî. Íà k-ì øàãå

ñòðîèì ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå k-ãî ðàíãà B(k) = ϕ(B(k−1)) := σ(B
(k)
i0,...,ik

:=
(bi0,...ik−1,ik , bi0,...,ik−1,ik−1]), ðàçáèâàÿ ñïðàâà íàëåâî êàæäûé ïðîìåæóòîê ïðåäû-

äóùåãî ðàíãà B
(k−1)
i0,...,ik−1

= (b
(k−1)
i0,...,ik−1

, b
(k−1)
i0,...,ik−1−1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åãî òî÷åê

b
(k)
i0,...,ik−1,ik

:= b
(k)
i0,...,ik−1,ik−1−1 −

∏k
ν=0 βiν ïðè ik > 1; b

(k)
i0,...,ik−1,0

:= b
(k−1)
i0,...,ik−1−1.

Îòìåòèì, ÷òî ñ.â. ñ÷¼òíîãî ðàçáèåíèÿ B(k) åñòü [
∏k

ν=0 βiν ] ∈ [β
(0)
n ]k.

Åñëè òî÷êà u ñîäåðæèòñÿ â B
(k)
i0,...,ik

, òî, îáîçíà÷àÿ ýòîò ïðîìåæóòîê ÷åðåç
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B
(k)
i0,...,ik

(u), íàçîâ¼ì ÷èñëî ik k-é öèôðîé B-è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷êè u.
Òåì ñàìûì êàæäîé òî÷êå u ∈ I âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíà áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: u ↔ {i0(u), ..., ik(u), ...} íàòóðàëüíûõ öèôð å¼ B-è÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ëåììà 7.7. 1). Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B(k) = B ◦ ϕ(k), k ≥ 0, (7.7)

ãäå ϕ(k) := ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
k

.

2). Äëÿ ëþáûõ ñ.è. X è Y èç L1(I) è ëþáîãî k ≥ 1 ñïðàâåäëèâà ðàâíîñèëü-
íîñòü

E(X ◦ ϕ(k−1)|B(k−1)) ⊆ Y ⇔ E(X|B(k−1)) ⊆ Y,

âëåêóùàÿ ðàâíîñèëüíîñòü

E(X|B) ⊆ Y ⇔ E(X|B(k−1)) ⊆ Y, (7.8)

3). σ-ïîäàëãåáðà B := σ(
⋃
k≥0 B(k)) σ-àëãåáðû Λ, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè ìíîæå-

ñòâàìè ñ÷¼òíûõ ðàçáèåíèé B(k), k ≥ 0, ñîâïàäàåò ñ Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé .B(k), k ≥ 0, è ϕ.

2) Ïîñêîëüêó ϕ(k−1) - ýíäîìîðôèçì, òî X è X ◦ ϕ(k−1) -
e∼ýêâèâàëåíòíûå

ñ.è., k ≥ 1, è â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè èäåàëà Y ðàâíîñèëüíîñòè 2) ñëåäóþò
àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèþ 0.11.1).

3). Êàæäàÿ òî÷êà u ∈ I ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì óáûâàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñòÿãèâàþùèõñÿ ê íåé ïðîìåæóòêîâ k-ãî ðàíãà, èìåþùèõ äèàìåòð∏k

ν=0 βiν , ò.å. u =
⋂∞
k=0B

(k)
i0,...,ik

(u). Îáîçíà÷èì ÷åðåç RI ìíîæåñòâî âñåõ ðàöè-
îíàëüíûõ òî÷åê ïðîìåæóòêà I è çàôèêñèðóåì ëþáîé îòêðûòûé ïðîìåæóòîê
(c, d) ⊆ I. Äëÿ êàæäîé åãî ðàöèîíàëüíîé òî÷êè rn : rn ∈ RI := {rj}j≥1, ÷å-
ðåç K(rn) îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé ðàíã èç ïðîìåæóòêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{B(k)
i0,...,ik

(rn)}k≥1, öåëèêîì ñîäåðæàùèõñÿ â (c, d). Ïóñòü u ëþáàÿ òî÷êà èç (c, d)
è ïóñòü u = limn(u)→∞ rn(u). Î÷åâèäíî, ÷òî

(c, d) =
⋃

rn(u)∈RI

B
(K(rn(u)))

i0,...,iK(rn(u))
∈ B.

Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ïåðåíåñåíèÿ ëåáåãîâîé ìåðû λ ñ
îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ íà I.
�

Çàôèêñèðóåì öåëîå k > 0. Ëþáóþ ôóíêöèþ z = z(t) ∈ L1(I,B(k), λ), k > 0,
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∑
i0,i1,...,ik≥1 ri0,i1,...,ik1B(k)

i0,i1,...,ik

(t). Ïåðåõîäÿ ê èñõîäíîìó
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îáîçíà÷åíèþ B = σ(Bj = (bj, bj−1], b0 = 1, βj = bj−1 − bj, j ≥ 1), äëÿ âñÿêîãî
t ∈ I ïî îïðåäåëåíèþ (7.3)

E(z|B⊥)(t) =
∑
j≥1

βj ·z(bj +βj · t) =
∑
j≥1

βj ·
∑

i0,i1,...,ik≥1

ri0,i1,...,ik ·1B(k)
i0,i1,...,ik

(t)
(bj +βj · t).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè j 6= i0, òî 1
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t)
(bj + βj · t) = 0. Ïîýòîìó ïðåäûäóùåå

ðàâåíñòâî ìîæíî ïðîäîëæèòü

=
∑

i0,i1,...,ik≥1

βi0 · ri0,i1,...,ik · 1B(k)
i0,i1,...,ik

(t)
(bi0 + βi0 · t). (7.9)

Ïîñêîëüêó 1
B

(k)
i0,i1,...,ik

(bi0 +βi0 ·t) = 1⇔ (bi0 +βi0 ·t) ∈ B
(k)
i0,i1,...,ik

, ïðè÷¼ì ri0,i1,...,ik =

1∏k
ν=0 βiν

·
∫
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t)
zdλ, òî ñóììà â (7.9) ðàâíà

=
∑

i0,i1,...,ik≥1

βi0∏k
ν=0 βiν

·
∫
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t)

zdλ · 1
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t) =

=
∑

i1,i2,...,ik≥1

1∏k
ν=1 βiν

∑
i0≥1

∫
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t)

zdλ · 1
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t)
(t) =

=
∑

i1,i2,...,ik≥1

1∏k
ν=1 βiν

∫
⋃
i0≥1

B
(k)
i0,i1,...,ik

(t)

zdλ · 1
B

(k)
i0,i1,...,ik

(t)
(t) =

=
∑

i1,...,ik≥1

1

λ(Hi1,...,ik)

∫
Hi1,...,ik

zdλ · 1Hi1,...,ik (t),

ãäå ìíîæåñòâà Hi1,...,ik :=
⋃
i0≥1Bi0,i1,...,ik êàê è ìíîæåñòâà B

(k)
i0,i1,...,ik

ïîïàð-

íî äèçúþíêòíû, ïðè÷¼ì λ(Hi1,...,ik) =
∑

i0≥1 λ(Bi0,i1,...,ik) =
∑

i0≥1

∏k
ν=0 βiν =∏k

ν=1 βiν . Òåïåðü, ïîñêîëüêó
∑

i1,...,ik≥1

∏k
ν=1 βiν =

∏k
ν=1

∑
iν≥1 βiν = 1, ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E
(
E(z|B(k))|B⊥

)
(t) = E(z|Hi1,...,ik)(t), t ∈ I, (7.10)

ãäå ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ Hi1,...,ik = σ(Hi1,...,ik , i1, ..., ik ≥ 1) è B(k−1), ïðèíàäëå-

æà îäíîìó è òîìó æå ñ.â. βk = [
∏k

ν=1 βiν ], ðàâíîèçìåðèìû: Hi1,...,ik ∼ B(k−1).
Çíà÷èò ïî 0.6.3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ L1(I) è äëÿ ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè
y ∈ L1(I), y ∼ x, âûïîëíÿåòñÿ

E
(
E(x|B(k))|B⊥

)
= E(x|Hi1,...,ik) ∼ E(y|B(k−1)). (7.11)

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáûõ ñ.è. X, Y ⊆ L1(I) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

E
(
E(X|B(k))|B⊥

)
⊆ Y ⇔ E(X|Hi1,...,ik) ⊆ Y ⇔ E(X|B(k−1)) ⊆ Y. (7.12)

Ïî òåîðåìå Ïîëÿ Ëåâè, VII,4.3, [37], è â ñèëó ëåììû 7.9.3) äëÿ âñÿêîãî x ∈ L1(I)
ñïðàâåäëèâî:

ï.â. lim
k→∞

E(x|B(k)) = E(x|B) = E(x|Λ) = x. (7.13)
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Îòñþäà è èç II,7,2, [37], äëÿ âñÿêîãî ñ.è. X èç (7.16) ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ðàâåí-
ñòâî

ï.â. lim
k→∞

E(X|B(k)) = E(X|B) = E(X|Λ) = X. (7.14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéä¼òñÿ ýëåìåíò y =
y(x) ∈ L1(I), òàêîé ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷¼òíûõ ðàçáèåíèé

{B(k))}k≥1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E(x|B(k)) ≤ y, k ≥ 1, (7.15)

(÷òî ïî òåîðåìå Ïîëÿ Ëåâè ðàâíîñèëüíî (o)-ñõîäèìîñòè E(x|B(k))→ x.)

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ñ.è. X è Y ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ñõîäèìîñòè
ïîä çíàêîì îïåðàòîðà óñðåäíåíèÿ, II,7,2, [37], Ýòèì îïðàâäàí ïåðåõîä ê ïðåäåëó
ï.â. ïðè k ↑ ∞ â íèæåñëåäóþùåé öåïî÷êå.

E(X|B) ⊆ Y
0.5.2)⇔ E(X ◦ ϕ(k−1)|B(k−1)) ⊆ Y

(7.8)⇔ E(X|B(k−1)) ⊆ Y =

(7.12)
= E

(
E(X|B(k−1))|B⊥

)
⊆ Y

[37],II,7,2,; [12],(1.1)⇒ E
(
ï.â. lim

k→∞
E(X|B(k−1))|B⊥

)
⊆ Y

(7.15),(7.14)⇒

E
(
X|B⊥

)
⊆ Y.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 7.8. Ïóñòü B ëþáîå è.ð., Y - ëþáîé ñ.è. èç L1(I), à X - ñ.è. èç
L1(I), óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäïîëîæåíèþ (7.15). Ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

E
(
X|B

)
⊆ Y ⇒ E

(
X|B⊥

)
⊆ Y.

�

Ñëåäñòâèå 7.9. Åñëè è.ð. B óñðåäíÿåò ñ.è.X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
(7.15), òî è íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå B⊥ óñðåäíÿåò ñ.è. X.
�

Ëåììà 7.10. Ïóñòü è.ð. B = (bn) óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñ.è. Nf . Òîãäà äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè 0 < g ∈ Nf ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {E(g|B(k))}k≥1 ïîðÿäêîâî
îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé ôóíêöèåé èç L1(I), ò.å. äëÿ Nf âûïîëíåíî óñëîâèå (7.15).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f = f ∗ ìû îáîçíà÷àåì
fB :=

∑
n≥1 f(bn) · 1Bn . Òåîðåìà 4.1 âëå÷¼ò, ÷òî åñëè è.ð. B óñðåäíÿåò ãëàâíûé

ñ.è. Nf , òî fB ' f ∗∗B . Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî f
∗
B ≤ f ∗, ñëåäóåò, ÷òî f ∗∗B ∈ L1(I).

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B(k) äëÿ âñÿêîãî k ≥ 1 íà ëþáîì ïðîìå-
æóòêå B(k)

i0,...,ik
, i0, ..., ik ≥ 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E(f |B(k))(t) ≤ f ∗∗(i0), t ∈

B(k)
i0,...,ik

, èç êîòîðãî ñëåäóåò, ÷òî E(f |B(k)) ≤ f ∗∗B , k ≥ 1.

2. Âîçüì¼ì òåïåðü ëþáóþ ôóíêöèþ 0 < g ∈ Nf , g∗(t) ≤ [q(g)]−1 ·
f ∗[t · q(g)], t ∈ I, ãäå q(g) < 1. Âûáåðåì ýíäîìîðôèçì π íà I, òàêîé ÷òî
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g = g∗ ◦ π. Ïîñêîëüêó f ∗∗([q(g)]−1 · t) ≤ q(g) · f ∗∗(t), t ∈ I, òî ïî ï.1
E(g|B(k)) = E(g∗ ◦ π|B(k)) ≤ q(g) · f ∗∗B ◦ π ∈ L1(I), k ≥ 1.
�

Ñëåäñòâèå 7.11. Åñëè è.ð. B óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñ.è. Nf , òî è íåçàâèñèìîå
äîïîëíåíèå B⊥ óñðåäíÿåò Nf . Åñëè ïðè ýòîì B ìîíîòîííî: B = B∗, òî ïî (7.6)

NE(Nf |B⊥) = NE(f∗|B⊥) ⊆ Nf . (7.16),

�

Òåîðåìà 7.12. Ïóñòü ñ.è. X ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L log+ L(I), à Y -
ëþáîé ñ.è. èç L1(I). Åñëè äëÿ è.ð. B âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå E(X|B) ⊆ Y , òî
äëÿ íåçàâèñèìîãî äîïîëíåíèÿ B⊥ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå E(X|B⊥) ⊆ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [19], IV, 6), ÷òî
L log+ L(I) = {x ∈ L1(I) : x∗∗ ∈ L1(I)}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7.17) ñ y(x) = x∗∗.
�

Çàìå÷àíèå 7.13. Îòìåòèì, ÷òî L log+ L(I) ⊆ Lp(I) äëÿ âñÿêîãî p > 1.
�

Ëåììà 7.14 Ïðîåêòîðû E(·|B⊥) è E(·|B(k)) êîììóòèðóþò, ò.å. äëÿ ëþáîãî
x ∈ L1(I) âåðíû ðàâåíñòâà

E(E(x|B⊥)|B(k)) = E(E(x|B(k))|B⊥), k ≥ 1,

è, òåì ñàìûì, ïî (7.11) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

E(E(x|B⊥)|B(k)) = E(E(x|B(k))|B⊥) ∼ E(x|B(k−1)), k ≥ 1. (7.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, èç íåãî è èç (7.11) ïðÿìî ñëåäóåò
(7.19).
�

Òåîðåìà 7.15. Ïóñòü X è Y - ëþáûå ñ.è. èç L1(I), B - ëþáîå è.ð. Åñëè
äëÿ íåçàâèñèìîãî äîïîëíåíèÿ B⊥ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå E(X|B⊥) ⊆ Y , òî
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå E(X|B) ⊆ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

E(X|B⊥) ⊆ Y
7.9.3)⇒ E(E(X|B⊥)| lim

k↑∞
B(k)) ⊆ Y

V II,4.3,[37], (7.14)⇒ lim
k↑∞

E(E(X|B⊥)|B(k)) ⊆ Y ⇒

(7.17)⇒ lim
k↑∞

E(E(X|B(k)))|B⊥) ⊆ Y
(7.12)⇒ lim

k↑∞
E(X|B(k−1)) ⊆ Y

(7.8)⇔ lim
k↑∞

E(X ◦ ϕ(k−1)|B(k−1)) ⊆ Y
7.9.1)⇔ lim

k↑∞
E(X ◦ ϕ(k−1)|B ◦ ϕ(k−1)) ⊆ Y
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0.5.2)⇔ lim
k↑∞

E(X|B) ⊆ Y ⇔ E(X|B) ⊆ Y.

�

Ñëåäñòâèå 7.16. Åñëè íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå B⊥ ê è.ð. B óñðåäíÿåò ñ.è.
X, òî è B óñðåäíÿåò X.
�

Âìåñòå ñî ñëåäñòâèåì 7.11 âûïîëíÿþòñÿ

Ñëåäñòâèå 7.17. È.ð. B óñðåäíÿåò ãëàâíûé ñ.è. Nf , òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå B⊥ óñðåäíÿåò Nf .
�

Ñëåäñòâèå 7.18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f ∗ ∈ L1(I), à B = B∗ - ìîíîòîííîå
è.ð. Ñîåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

i). f − B − ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ; ii). E(f |B) ∈ Nf ; iii). E(f |B⊥) ∈ Nf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ i), òî ïî îïðåäåëåíèþ 4.1. B óñðåäíÿåò Nf
ò.å. E(Nf |B) ⊆ Nf , îòêóäà ñëåäóåò âî ïåðâûõ, ÷òî E(f |B) ∈ Nf , à âî âòîðûõ, - ïî
Ñëåäñòâèþ 7.17, - ÷òî E(Nf |B⊥) ⊆ Nf . Íî ïî òåîðåìå 7.5 NE(Nf |B⊥) = NE(f |B⊥),

çíà÷èò âûïîëíåíî óñëîâèå iii) : E(f |B⊥) ∈ Nf .

Îáðàòíûì õîäîì âûïîëíÿþòñÿ èìïëèêàöèè iii)
7.5⇒ E(Nf |B⊥) ⊆ Nf

7.17⇒
E(Nf |B) ⊆ Nf , ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò B-ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèè f .
�

Òåîðåìà 7.19. Ïóñòü f = f ∗ ∈ L1(I), à B = B∗. Åñëè ôóíêöèÿ f B-
ðåãóëÿðíà, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

NE(N
E(Nf |B⊥)

|B⊥) = NE(Nf |B⊥). (7.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âëîæåíèå

NE(Nf |B⊥) ⊆ NE(N
E(Nf |B⊥)

|B⊥),

Èìååì: E(f |B⊥) ∈ E(Nf |B⊥), ïîýòîìó, áóäó÷è B⊥-èçìåðèìîé ôóíêöèåé,
E(f |B⊥) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ E(f |B⊥) ⊆ E(NE(Nf |B⊥)|B⊥). Òåì ñàìûì

E(f |B⊥) ∈ NE(N
E(Nf |B⊥)

|B⊥). (7.19)

Îòñþäà ïî òåîðåìå 7.5

NE(Nf |B⊥) = NE(f |B⊥) ⊆ NE(N
E(Nf |B⊥)

|B⊥).

Îòìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå (7.19) ñïðàâåäëèâî áåç ïðåäïîëîæåíòÿ î B-
ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f.
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Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Èìååì: ïî òåîðåìå 7.5. NE(Nf |B⊥) = NE(f |B⊥),
òàê ÷òî äëÿ B-ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f ïî ñëåäñòâèþ 7.18

NE(N
E(Nf |B⊥)

|B⊥) = NE(N
E(f |B⊥)

|B⊥) ⊆ NE(NNf |B
⊥) = NE(Nf |B⊥).

�

Çàìå÷àíèå 7.20. Ïóñòü X è N îáîçíà÷àþò òî æå, ÷òî è â çàìå÷àíèè 5.16.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå SB⊥(g) : N→ X :

SB⊥(Ng) := NE(Ng |B⊥), g ∈ L1(I).

Òåîðåìà 7.19 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ B-ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ñîäåðæèòñÿ
â îáëàñòè èäåìïîòåíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ SB⊥ .
�

Òåîðåìà 7.21. Äëÿ ëþáîãî è.ð. B = σ(Bn), Bn = (bn, bn−1], n ≥ 1, b0 = 1,
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1) B óñðåäíÿåòM1
f ;

2) B⊥ óñðåäíÿåòM1
f ;

3) B óñðåäíÿåò Nf ;

4) B⊥ óñðåäíÿåò Nf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 4.12.äîêàçàíî, ÷òî åñëè B óñðåäíÿåò Nf , òî B
óñðåäíÿåòM1

f . Â òî÷íîñòè òàêæå ìîæíî äîêàçàòü (çàìåíîé E(·|B) íà E(·|B⊥))
èìïëèêàöèþ 4)⇒2).

Ïî ñëåäñòâèþ 7.17 (è ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 4.12) 1)⇒3)⇒4), çíà÷èò
1)⇒3)⇒4)⇒2). Îòñþäà ïî ñëåäñòâèþ 7.16 âûïîëíÿåòñÿ âñÿ öåïî÷êà èì-
ïëèêàöèé 1)⇒3)⇒4)⇒2)⇒1).
�
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�8. Ïðîâåðî÷íîñòü è óíèâåðñàëüíîñòü íåçàâèñèìûõ äîïîëíåíèé.
[29], [35]

Äàíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîâåðî÷íûõ, óíèâåðñàëüíûõ è ñèëüíî óíè-
âåðñàëüíûõ σ-ïîäàëãåáð â êëàññå âñåõ íåçàâèñèìî äîïîëíÿåìûõ σ-ïîäàëãåáð â Λ.

Òåîðåìà 8.1. Íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå ê ïðîâåðî÷íîìó ðàçáèåíèþ åñòü
ïðîâåðî÷íàÿ σ-ïîäàëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî I. Ïóñòü B ïðîâåðî÷íîå è.ð. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ âñÿêîãî
ñ.è. X, X ⊆ L1(I), íå ÿâëÿþùåãîñÿ ìàæîðàíòíûì, ñïðàâåäëèâî: E(X|B) * X.
Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 7.16 E(X|B⊥) * X, è òåì ñàìûì B⊥ òîæå ïðîâåðî÷íàÿ
σ-ïîäàëãåáðà.
�

Òåîðåìà 8.2. Åñëè è.ð. B = B∗ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íûì, òî è åãî íåçàâè-
ñèìîå äîïîëíåíèå B⊥ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé σ-ïîäàëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 6.4 â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîíîòîííîå è.ð. B = (bn) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6.4),
áûëà ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ f = f ∗ ∈ L1(I), òàêàÿ ÷òî ñ. è. Nf íå ÿâëÿåòñÿ
ìàæîðàíòíûì, íî óñðåäíÿåòñÿ B. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 7.11 ñ.è Nf óñðåäíÿåòñÿ
òàêæå è B⊥, òåì ñàìûì B⊥ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé σ-ïîäàëãåáðîé.
�

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîé σ-ïîäàëãåáðû ñìåøàííîãî òèïà íåçàâè-
ñèìîå äîïîëíåíèå ê íåé âñåãäà íåïðåðûâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü
ñìåøàííîãî òèïà. Èç òåîðåì 6.1, 8.1 è 8.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.3. Â êëàññå íåçàâèñèìî äîïîëíÿåìûõ σ-ïîäàëãåáð ïðîâåðî÷-
íûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå.

1).×èñòî íåïðåðûâíûå σ-ïîäàëãåáðû è σ-ïîäàëãåáðû ñìåøàííîãî òèïà.

2). Ïðîâåðî÷íûå ñ÷¼òíûå ðàçáèåíèÿ, îõàðàêòåðèçîâàííûå â òåîðåìå 6.4, è
íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ ê íèì.
�

Ëåììà 8.4. Ïóñòü B = (bn) ìîíîòîííîå è.ð., íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîâåðî÷-
íûì. Íàéä¼òñÿ òàêàÿ B(1)-èçìåðèìàÿ (ñì. �7), íî íå B-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
f = f ∗ ∈ L1(I), ÷òî E(f |B) /∈ Nf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïî (6.4) äëÿ ìîíîòîííîãî è.ð. (òî
åñòü òàêîãî, ÷òî βn ↓n↑∞ 0), íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîâåðî÷íûì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

sup
n≥1

bn−1

bn
=∞,
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è ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bnk} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî-
ëîæèì bn0 = 1. Åñëè òî÷êà bnk−1

, k ≥ 1, óæå ïîñòðîåíà, òî âûáåðåì òî÷êó bnk ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

bnk−1 ≤ 1
2
· bnk−1

;
bnk−1

bnk
> b−2

k+1;

bnk−1 ≥ k · sk;
k ≥ 1, (8.1)

ãäå s0 = 1; sk = b
(nk−1)
k = bnk−1 − βnk−1 · βk, k ≥ 1 (òàê ÷òî sk ↓k↑∞ 0), à ñ÷¼òíîå

ðàçáèåíèå B(1) = σ(B
(n)
k = (b

(n)
k , b

(n)
k−1]) ïîñòðîåíî òàê, êàê âûøå.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ïîëàãàÿ u1 = 1, uk+1 =
(2kbnk−1)−1, k > 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïî (8.1) bnk < sk < bnk−1, k > 1, èìååì

∞∑
k=1

uk(sk−1−sk) ≤ 1−s1+
∞∑
k=1

uk+1sk ≤ 1−s1+
∞∑
k=1

uk+1bnk−1−1 ≤ 2−s1 <∞. (8.2)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðâîãî èç íåðàâåíñòâ (8.1) ìîæíî çàïèñàòü

uk+1 > (2k−1bnk−1)−1 ≥ (2k−1bnk−1)−1bnk−1−1 = uk, k ≥ 1. (8.3)

Ïîëîæèì ïðè k ≥ 1 {
f(t) = u2, åñëè s2 < t ≤ s0;

f(t) = uk, åñëè sk < t ≤ sk−1.

Èç (8.2) ñëåäóåò, ÷òî f = f ∗ ∈ L1(I) − B(1)-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sk} âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
sk < bnk−1 <

1
2
bnk−1

< sk−1, k ≥ 1. Ñíîâà ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì {sk} è ôîð-
ìóëàìè (8.1), ïîëó÷àåì

E(f |B)(bnk−1)

f(
bnk−1

k
)

=
E(f |B)(bnk−1)

f(bnk−1)
=

1

uk
· uk+1(sk − bnk) + uk(bnk−1 − sk)

bnk−1 − bnk
≥

≥ uk+1

uk
· sk − bnk
bnk−1 − bnk

=
1

2
·
bnk−1−1

bnk−1

· bk ≥
bnk−1−1

bnk−1

· bk ≥
bk
b2
k

→k→∞ ∞,

çíà÷èò â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 0.13 E(f |B) /∈ Nf .
�

Ñëåäñòâèå 8.5. Äëÿ ëþáîãî è.ð. B íàéä¼òñÿ ñ.è., íå óñðåäíÿåìûé íåçàâè-
ñèìûì äîïîëíåíèåì B⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B ïðîâåðî÷íîå è.ð., òî ïî òåîðåìå 8.1 èñêîìûì áóäåò
ëþáîé ñ.è., íå ÿâëÿþùèéñÿ ìàæîðàíòíûì. Åñëè æå è.ð. B ïðîâåðî÷íûì íå
ÿâëÿåòñÿ, òî ïî ëåììå 8.4 ñ.è. Nf íå óñðåäíÿåòñÿ B, ãäå f − B(1)-èçìåðèìàÿ
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ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â ýòîé ëåììå .
�

Ñëåäñòâèå 8.6 Â êëàññå äîïîëíÿåìûõ σ-ïîäàëãåáð óíèâåðñàëüíûìè
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ è íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ ê íèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ è íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ ê íèì
î÷åâèäíûì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Ïî òåîðåìå 6.8 íèêàêîå
ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå óíèâåðñàëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Åñëè σ-ïîäàëãåáðà ñîäåðæèò
íåïóñòóþ íåïðåðûâíóþ ÷àñòü, òî ïî ñëåäñòâèþ 8.3 îíà ïðîâåðî÷íàÿ è, ñëåäî-
âàòåëüíî, óíèâåðñàëüíîé áûòü íå ìîæåò. Åñëè æå ðå÷ü èä¼ò î íåïðåðûâíûõ
σ−ïîäàëãåáðàõ, èìåþùèõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî äîïîëíåíèÿ ñ÷¼òíîå ðàçáè-
åíèå, òî ïðèìåíèìî ñëåäñòâèå 8.5.
�

Íàïîìíèì, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ σ-ïîäàëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ñèëüíî óíèâåð-
ñàëüíûìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖X) ïðîåêòîð
E(·|A) íà í¼ì êîíòðàêòèâåí, ò.å. ‖E(·|A)‖X→X ≤ 1.

Çàìå÷àíèå 8.7. Êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî óíèâåðñàëüíûìè,
íî è ñèëüíî óíèâåðñàëüíûìè σ-ïîäàëãåáðàìè â Λ, [6]. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî ýòî æå âåðíî è äëÿ σ-ïîäàëãåáð, ÿâëÿþùèõñÿ íåçàâèñèìûì äîïîëíåíèåì ê
êîíå÷íûì ðàçáèåíèÿì.
�

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî èç ìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåäñòàâëåíèé íåïðåðûâíîé σ-ïîäàëãåáðû, ÿâëÿþùåéñÿ íåçàâèñèìûì äîïîë-
íåíèåì ê íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîìó ðàçáèåíèþ ïðîìåæóòêà I.

Çàôèêñèðóåì ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå A ïðîìåæóòêà I, ïðèíàäëåæàùåå ñ.â. ~α =
(αn). Ìíîæåñòâî âñåõ àòîìîâ â A îáîçíà÷èì ÷åðåç A := {an}, ìíîæåñòâî
âñåõ ïîäìíîæåñòâ â A îáîçíà÷èì A, íàêîíåö, çàäàäèì ìåðó α íà A, ïîëàãàÿ
α(an) = αn, n ≥ 1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé (Ω,Σ, µ) :=
(A,A, α) × (I,Λ, λ) = (A × I,A × Λ, α × λ) áóäåì íàçûâàòü ñîâìåñòíîé ðåàëè-
çàöèåé ðàçáèåíèÿ A è åãî íåçàâèñèìîãî äîïîëíåíèÿ A⊥. Êàæäóþ òî÷êó an ∈ A
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì A(n) := an × I ∈ Σ, n ≥ 1. Òåì ñàìûì
ìû îòîæäåñòâëÿåì íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå A (òî÷íåå - σ-àëãåáðó A) ñ
σ−ïîäàëãåáðîé â Σ, ïîðîæä¼ííîé âñåìè ìíîæåñòâàìè âèäà A × I, A ∈ A, à
íåçàâèñèìîå äîïîëíåíèå ê A, - σ−ïîäàëãåáðó A⊥, - ñ σ−ïîäàëãåáðîé âñåõ ìíî-
æåñòâ èç Σ âèäà A× e, e ∈ Λ. Ïðè ñîâìåñòíîé ðåàëèçàöèè îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ
E(·|A⊥) : L1(Ω,Σ, µ) → L1(I,Λ, λ) ïî A⊥ äåéñòâóåò êàê èíòåãðàë ïî ïåðâîé
ïåðåìåííîé: à èìåííî ïî ôîðìóëå

E(f |A⊥)(a, t) =
∑
n≥1

αn · f(an, t); f ∈ L1(Ω,Σ, µ), (a, t) ∈ Ω. (8.4),

â êîòîðîé ôóíêöèÿ E(f |A⊥) îò äâóõ ïåðåìåííûõ íå çàâèñèò îò ïåðâîé èç íèõ.
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Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàçáèåíèÿ è åãî íåçàâè-
ñèìîãî äîïîëíåíèÿ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâ ñ
ìåðîé.

Òåîðåìà 8.8. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ B åãî íåçàâèñèìîå äîïîë-
íåíèå B⊥ åñòü ñèëüíî óíèâåðñàëüíàÿ σ-ïëäàëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m åñòü ìîùíîñòü ðàçáèåíèÿ B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
~β = (βk) ñ.â., êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðàçáèåíèå B. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàöèî-
íàëüíûõ êîîðäèíàò ýòîãî ñ.â.:

βk =
nk
n
, n, nk > 0, k = 1, ...,m,

m∑
k=1

nk = n.

Âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé ñîâìåñòíîé ðåàëèçàöèè ðàçáèåíèÿ è åãî äîïîë-
íåíèÿ. Ââåä¼ì n-ìåðíûé ñ.â. ~α = ( 1

n
), ââåä¼ì ïðèíàäëåæàùåå åìó êîíå÷íîå ðàç-

áèåíèå A è ðàññìîòðèì äâå ñîâìåñòíûå ðåàëèçàöèè, îäíó äëÿ B è B⊥, äðóãóþ
äëÿ A è A⊥:

(Ω,Σ, µ) := (B,B, β)× (I,Λ, λ); (Ω̄, Σ̄, µ̄) := (A,A, α)× (I,Λ, λ).

Çäåñü B = {bk}mk=1 åñòü m−òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî àòîìîâ {b1, b2, ..., bm}, B -
σ−àëãåáðà âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ, à ìåðà β îïðåäåëåíà íà B ðàâåíñòâàìè
β(bk) = βk, k = 1, 2, ...,m. Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò òðîéêà (A,A, α), ãäå
A = {ak}nk=1 åñòü n−òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî àòîìîâ, A - σ−àëãåáðà âñåõ åãî ïîä-
ìíîæåñòâ, à ìåðà α îïðåäåëåíà íà A ðàâåíñòâàìè α(ak) = αk = 1

n
, k = 1, 2, ..., n.

Ïîëîæèì k3 := n1 + n2, k4 := k3 + n3, ..., km =
∑m−1

i=1 ni è ðàçîáü¼ì A íà ïî-
ïàðíî äèç¼þíêòíûå ïîäìíîæåñòâà A1 = {a1, ..., an1}, A2 = {an1+1, ..., ak3},Am =
{ak3+1, ..., ak4}..., {akm+1, ..., an}. Èìååì: â A1 ñîäåðæèòñÿ n1 òî÷åê ìíîæåñòâà A,
â A2 ñîäåðæèòñÿ n2 òî÷åê, ..., â Am ñîäåðæèòñÿ nm òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Çàäàäèì íà A áèåêöèþ ϕ : ϕ(an) = a1, ..., ϕ(ak) = ak+1; k = 1, 2, ..., n−1. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ϕ åñòü àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé (A,A, α). Îí ïîðîæäàåò
îòîáðàæåíèå ϕ̄ : Ω̄ → Ω̄, äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå ϕ̄(a, t) := (ϕ(a), t), (a, t) ∈
Ω̄, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé
(Ω̄, Σ̄, µ̄). Ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ Φ̄ ïðîñòðàíñòâà L1(Ω̄, Σ̄, µ̄) ïîðîæäàåòñÿ àâòî-
ìîðôèçìîì ϕ̄ ïî ôîðìóëå

Φ̄f̄(a, t) = f̄(ϕ̄(a, t), f̄ ∈ L1(Ω̄, Σ̄, µ̄), (a, t) ∈ Ω̄.

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè f̄ è Φ̄f̄ ðàâíîèçìåðèìû.

Ïóñòü òåïåðü (X, ‖·‖X) ñ.ï. â L1(Ω,Σ, µ) è ïóñòü (X̄, ‖·‖X̄)
e∼ýêâèâàëåíòíûé

åìó ñ.ï. â L1(Ω̄, Σ̄, µ̄) (ñì. 0.10). Çàôèêñèðóåì ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1,
è îïðåäåëèì ïî íåìó ýëåìåíò x̄ ∈ L1(Ω̄, Σ̄, µ̄) ôîðìóëîé

x̄(a, t) = x(bi, t), åñëè a ∈ Ai, i = 1, ...,m; t ∈ I.
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Î÷åâèäíî, ÷òî x̄ ∼ x, îòêóäà x̄ ∈ X̄, ‖x̄‖X̄ ≤ 1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

ȳ :=
1

n

n−1∑
i=1

Φ̄ix̄.

Ïî ïðåäûäóùåìó ȳ ∈ X̄ è

ȳ(a, t) =
1

n

n−1∑
i=1

x̄(a, t) =
1

n

m∑
i=1

∑
a∈Ai

x̄(a, t) =
m∑
i=1

ni
n
x(b, t), (a, t) ∈ Ω̄.

Òåì ñàìûì ȳ ∼ E(x|B⊥) è, çíà÷èò, ‖ȳ‖X̄ = ‖E(x|B⊥)‖X .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

‖ȳ‖X̄ ≤
1

n

n−1∑
i=1

‖Φ̄ix̄‖X̄ =
1

n

n−1∑
i=1

‖x̄‖X̄ = ‖x̄‖X̄ = ‖x‖X ≤ 1.

Èòàê, ‖E(x|B⊥)‖X ≤ 1, ÷åì èñ÷åðïàí ñëó÷àé ðàöèîíàëüíûõ êîîðäèíàò ñ.â.
~β. Ñòàíäàðòíûìè àðãóìåíòàìè àïïðîêñèìàöèè ê íåìó æå ñâîäèòñÿ ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàò ñ.â. ~β.
�

Ñëåäñòâèå 8.9. Â êëàññå äîïîëíÿåìûõ σ-ïîäàëãåáð ñèëüíî óíèâåðñàëüíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ðàçáèåíèÿ è íåçàâèñèìûå äîïîëíåíèÿ ê íèì.
�
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