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Àííîòàöèÿ

Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ñïåêòðà êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ÿâëÿþùåãîñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ ñ èçâåñòíûìè
ìàðãèíàëüíûìè àñèìïòîòèêàìè. Ìåòîäû ðàáîòû À. Êàðîëÿ, À. Íàçàðîâà è
ß. Íèêèòèíà (Trans. AMS, 2008) îáîáùàþòñÿ íà îïåðàòîðû ñ ïî÷òè ðåãóëÿð-
íûìè ìàðãèíàëüíûìè àñèìïòîòèêàìè. Âî ìíîãèõ (íî íå âî âñåõ) ñëó÷àÿõ óäà-
åòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñíîâà èìååò ïî÷òè ðåãóëÿðíóþ ñïåê-
òðàëüíóþ àñèìïòîòèêó. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê òåîðèè ìàëûõ
óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

�1 Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïàêòíûå íåîòðèöàòåëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
T = T ∗ > 0 â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è T̃ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H̃. ×åðåç λn = λn(T ) îáîçíà÷åíû ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T , óïîðÿäî÷åí-
íûå ïî óáûâàíèþ è ïîâòîðÿåìûå ñîãëàñíî êðàòíîñòÿì. Äëÿ íåãî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ

N (t) = N (t, T ) = #{n : λn(T ) > t}.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ λ̃n è Ñ(t) äëÿ T̃ .
Èìåÿ çàäàííûå ïðè t→ 0 àñèìïòîòèêè N (t, T ) è N (t, T̃ ), ìû õîòèì óñòàíî-

âèòü àñèìïòîòèêó N (t, T ⊗ T̃ ). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà
ñëó÷àé òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé.

Èçâåñòíûå ïðèëîæåíèÿ ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ, êàñà-
þùèõñÿ àñèìïòîòèê êâàíòîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ (ñì. íàïðè-
ìåð [1], [2]), ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ëèíåéíûõ çàäà÷, òî åñòü çàäà÷ ïðèáëèæå-
íèÿ íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (ñì. íàïðèìåð [3]), à òàêæå â ðàìêàõ
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èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ òåîðèè ìàëûõ óêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à
èìåííî, äëÿ ìàëûõ óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â L2-íîðìå
(ñì. íàïðèìåð [4], [5]).

Àáñòðàêòíûå ìåòîäû àíàëèçà àñèìïòîòèêè ñïåêòðà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ îïåðàòîðîâ, îáîáùàåìûå â äàííîé ðàáîòå, áûëè ðàçðàáîòàíû â [4] è [5]. Â [4]
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ-ìíîæèòåëåé
èìåþò òàê íàçûâàåìîå ðåãóëÿðíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå:

λn ∼
ψ(n)

np
, n→∞,

ãäå p > 1, à ψ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå
� SVF). Â ðàáîòå [5] äàííûé ïîäõîä ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñ÷èòàþùàÿ
ôóíêöèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èìååò àñèìïòîòèêó ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíê-
öèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñ ïî÷òè ðåãóëÿðíîé àñèìïòî-
òèêîé

λn(T ) ∼ ψ(n) · s(ln(n))

np
, n→ +∞, (1)

ãäå p > 1, ψ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ, à s � íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãðèíîâñêèå èíòåãðàëüíûå îïåðà-
òîðû ñ ñèíãóëÿðíîé àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé âåñîâîé ìåðîé (ñì. [6], [7],
[8]).

Äëÿ àñèìïòîòèêè (1) èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì
Ëåììû 3.1 èç [4], êîòîðûé ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè ëþáîì p > 0 ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà (1) äëÿ îïå-

ðàòîðà T ýêâèâàëåíòíà àñèìïòîòèêå

N (t, T ) ∼ Nas(t) :=
ϕ(1/t) · s(ln(1/t))

t1/p
, t→ +0, (2)

ãäå ϕ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, s � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (ïåðèîäó

T ôóíêöèè s ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîä T/p ôóíêöèè s). Áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü

èíòåãðàëà
∫∞
1 ϕ(τ)dττ ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑
n λ

1/p
n (T ).

Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è L2-
ìàëûõ óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

Èçó÷åíèå çàäà÷è ìàëûõ óêëîíåíèé áûëî èíèöèèðîâàíî â ðàáîòå [9] è ïðî-
äîëæåíî ìíîæåñòâîì äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé. Èñòîðèè çàäà÷è è îñíîâíûì ðå-
çóëüòàòàì ïîñâÿùåíû îáçîðû [10] è [11]. Ñcûëêè íà íåäàâíèå ðåçóëüòàòû â
îáëàñòè ìàëûõ óêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî íàéòè íà ñàéòå [12].

Èçó÷åíèå ìàëûõ óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ïîëåé òèïà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ áûëî íà÷àòî â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [13], ãäå àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà L2-
ìàëûõ óêëîíåíèé áûëà ïîëó÷åíà äëÿ áðîóíîâñêîãî ëèñòà

Wd(x1, . . . , xd) = W1(x1)⊗W2(x2)⊗ . . .⊗Wd(xd)

â åäèíè÷íîì êóáå (çäåñü Wk � íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû). Ýòîò ðå-
çóëüòàò áûë ïîçæå îáîáùåí â ðàáîòå [14] íà íåêîòîðûå äðóãèå ìàðãèíàëüíûå

2



ïðîöåññû. Â ðàáîòàõ [4] è [5] ðåçóëüòàòû î ìàëûõ óêëîíåíèÿõ øèðîêèõ êëàññîâ
ãàóññîâñêèõ ïîëåé òèïà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû êàê ñëåäñòâèå
ðåçóëüòàòîâ î ñïåêòðàëüíîé àñèìïòîòèêå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìóþ èíôîðìà-
öèþ î ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèÿõ â �2. Â �3 ìû óñòàíàâëèâàåì ïðåäâà-
ðèòåëüíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ àñèìïòîòèêàìè ñâåðòîê ïî÷òè ìåëëèíîâñêîãî
òèïà.

Ñïåêòðàëüíîé àñèìïòîòèêå òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ ñ ìàðãè-
íàëüíûìè àñèìïòîòèêàìè âèäà (2) ïîñâÿùåí �4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû çàêëþ-
÷àþòñÿ â òîì, ÷òî ìû ïîëó÷àåì ãëàâíûé ÷ëåí ñïåêòðàëüíîé àñèìïòîòèêè òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ïàðàìåòðîâ ìàð-
ãèíàëüíûõ àñèìïòîòèê, íàëàãàÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíûå òåõíè÷åñêèå îãðàíè÷å-
íèÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëåíû íà íåñêîëüêî ñëó÷àåâ â çàâè-
ñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê îïå-
ðàòîðîâ T è T̃ :
1. p̃ > p.

2. p̃ = p.

2.1.
∞∫
1

ϕ(σ)
dσ

σ
=
∞∫
1

ϕ̃(σ)
dσ

σ
=∞.

2.1.1. Ôóíêöèè s è s̃ èìåþò îáùèé ïåðèîä (T = T̃ ).

2.1.2. Ïåðèîäû T è T̃ ôóíêöèé s è s̃ íåñîèçìåðèìû.

2.2.
∞∫
1

ϕ(σ)
dσ

σ
<∞,

∞∫
1

ϕ̃(σ)
dσ

σ
=∞.

2.3.
∞∫
1

ϕ(σ)
dσ

σ
<∞,

∞∫
1

ϕ̃(σ)
dσ

σ
<∞.

Â ñëó÷àÿõ 1, 2.1.1 àñèìïòîòèêà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïî÷òè
ðåãóëÿðíîé, â ñëó÷àå 2.1.2 � ðåãóëÿðíîé. Â ñëó÷àÿõ 2.2 è 2.3 ïîëó÷àåòñÿ àñèìï-
òîòèêà áîëåå ñëîæíîãî âèäà.

Â �5 ìû ñâÿçûâàåì ïî÷òè ðåãóëÿðíóþ ñïåêòðàëüíóþ àñèìïòîòèêó ñ ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé àñèìïòîòèêîé ìàëûõ óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

Ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íàì íå âàæíû, ìû îáîçíà÷èì C.
Çàâèñèìîñòü ýòèõ êîíñòàíò îò ïàðàìåòðîâ óêàçûâàåòñÿ â ñêîáêàõ.

�2 Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ìåäëåííî

ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèÿõ

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(τ), τ > 0, íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî

ìåíÿþùåéñÿ (íà áåñêîíå÷íîñòè), åñëè äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé c > 0

ϕ(cτ)/ϕ(τ)→ 1, ïðè τ → +∞. (3)

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé (äîêà-
çàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó, â [15]).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ϕ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
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1. Ñõîäèìîñòü â (3) ðàâíîìåðíà ïî c ∈ [a, b] ïðè ëþáûõ 0 < a < b < +∞.

2. Ôóíêöèÿ τ 7→ τpϕ(τ), p 6= 0, ìîíîòîííà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ τ .

3. Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ C2(R)
(òî åñòü ϕ(τ)/ψ(τ)→ 1 ïðè τ →∞), òàêàÿ ÷òî

τ · (ln(ψ))′(τ)→ 0, τ2 · (ln(ψ))′′(τ)→ 0, τ →∞.

4. Åñëè
∫∞
1 ϕ(τ)dττ <∞, òî ϕ(τ)→ 0 ïðè τ →∞.

Ñëåäóÿ [4], ìû îïðåäåëÿåì ñâåðòêó Ìåëëèíà äâóõ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíê-
öèé ϕ è ψ :

(ϕ ∗ ψ)(τ) =

τ∫
1

ϕ(σ)ψ(τ/σ)
dσ

σ
= hϕ,ψ(τ) + hψ,ϕ(τ),

ãäå

hϕ,ψ(τ) =

√
τ∫

1

ϕ(σ)ψ(τ/σ)
dσ

σ
.

Ïðåäëîæåíèå 3 ([4], Òåîðåìà 2.2). Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Åñëè
∫∞
1 ϕ(τ)dττ =∞, òî ψ(τ) = o(hϕ,ψ(τ)) ïðè τ →∞.

2. Åñëè ψ(τ) = ψ1(τ)(1 + o(1)) ïðè τ →∞, òî

hϕ,ψ(τ) = hϕ,ψ1(τ)(1 + o(1)), τ →∞.

Åñëè âäîáàâîê
∫∞
1 ψ(τ)dττ =∞, òî

hψ,ϕ(τ) = hψ1,ϕ(τ)(1 + o(1)), τ →∞.

3. hϕ,ψ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ.

4. Ïóñòü
∫∞
1 ϕ(τ)dττ <∞, è, êðîìå òîãî,∫ ∞

1
ϕ(σ)mψ(σ)

dσ

σ
<∞,

ãäå

mψ(σ) = sup
τ>σ2

ψ(τ/σ)

ψ(τ)
.

Òîãäà

hϕ,ψ(τ) = ψ(τ)

∞∫
1

ϕ(σ)
dσ

σ
· (1 + o(1)), τ →∞. (4)
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�3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ôàêòû îá àñèìïòîòèêå

ïî÷òè ìåëëèíîâñêèõ ñâåðòîê

Â ýòîì ïàðàãðàôå ϕ è ϕ̃ � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè, s è s̃ � íåïðå-
ðûâíûå, îãðàíè÷åííûå, îòäåëåííûå îò íóëÿ ôóíêöèè, èìåþùèå ïåðèîäû T è
T̃ ñîîòâåòñòâåííî, è ïðåäñòàâèìûå â âèäå

s(τ) = e−τ/p%(τ), s̃(τ) = e−τ/p%̃(τ),

ãäå p > 0, % è %̃ ìîíîòîííû. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî s è s̃ � ôóíêöèè
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Îïðåäåëèì ïî÷òè ìåëëèíîâñêóþ ñâåðòêó

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) =

τ∫
1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
=

= H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) +H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ),

H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) =

√
τ∫

1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
,

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) =

τ∫
√
τ

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
.

Çäåñü èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà.

Ëåììà 1.

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) � (ϕ ∗ ϕ̃)(τ), τ →∞,

H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) � hϕ̃,ϕ(τ), τ →∞,

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) � hϕ,ϕ̃(τ), τ →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, îñòàëü-
íûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ââåäåì îïåðàòîð

Fσ[ϕ](ξ) = ϕ(ejT̃σ) äëÿ ξ ∈ [ejT̃ , e(j+1)T̃ ), (5)

äåëàþùèé ôóíêöèþ ϕ ñòóïåí÷àòîé.
Îòìåòèì, ÷òî

Fσ[ϕ](τ) = ϕ(τ)(1 + o(1)), τ →∞ (6)

ðàâíîìåðíî ïî σ ∈ [1, eT̃ ]. Ïóñòü k ∈ N òàêîå, ÷òî e(k−1)T̃ < τ 6 ekT̃ . Òîãäà

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) 6 C

ekT̃∫
1

F
ekT̃ /τ

[ϕ]
( τ
σ

)
F1[ϕ̃](σ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
.
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F
ekT̃ /τ

[ϕ](
τ

σ
)F1[ϕ̃](σ) ïîñòîÿííà ïî σ íà êàæäîì ïðîìå-

æóòêå (ejT̃ , e(j+1)T̃ ), j = 0 . . . k − 1. Ìåðà
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= d ln(s̃(lnσ)σ1/p) ïåðèî-

äè÷íà ïî ëîãàðèôìó, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì çàìåíèòü èíòåãðàë ñóììîé. Ïîëó÷èì

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) 6 C

∫ eT̃

1

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)

k−1∑
j=0

F
ekT̃ /τ

[ϕ](
τ

ejT̃
)F1[ϕ̃](ejT̃ ) 6

6 C

∫ eT̃

1

dσ

σ

k−1∑
j=0

F
ekT̃ /τ

[ϕ](
τ

ejT̃
)F1[ϕ̃](ejT̃ ) =

= C

ekT̃∫
1

F
ekT̃ /τ

[ϕ]
( τ
σ

)
F1[ϕ̃](σ)

dσ

σ
6 C

τ∫
1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

dσ

σ
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 2.2 èç [4], è ìû
åãî îïóñêàåì.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ϕ̃(τ) = ψ1(τ)(1 + o(1)) ïðè τ →∞, òîãäà

H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = H[ϕs, ψ1s̃](τ)(1 + o(1)).

Åñëè, êðîìå òîãî,
∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
=∞, òî

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = H1[ϕs, ψ1s̃](τ)(1 + o(1)).

Ëåììà 2. Ïóñòü
∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
=∞,

∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
=∞. Òîãäà

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = H[ϕ̃s̃, ϕs](τ)(1 + o(1)), τ →∞,

à ïî÷òè ìåëëèíîâñêàÿ ñâåðòêà àñèìïòîòè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, ò.å.

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) = (ϕ̃s̃ ∗ ϕs)(τ)(1 + o(1)), τ →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïåðâîãî. ×òîáû
ðàçîáðàòüñÿ â ïåðâîì, íàïèøåì

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = τ−1/p
τ∫
√
τ

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)ρ

(
ln
τ

σ

)
d(ρ̃(lnσ)).

Ïðîâåäåì çàìåíó σ íà τ/σ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì.

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = −τ−1/p

√
τ∫

1

ϕ(σ)ϕ̃
( τ
σ

)
ρ(lnσ)d

(
ρ̃
(

ln
τ

σ

))
=
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= τ−1/p

√
τ∫

1

ϕ(σ)ϕ̃
( τ
σ

)
ρ̃
(

ln
τ

σ

)
d(ρ(lnσ)) + ϕ(σ)ϕ̃

( τ
σ

)
s(lnσ)s̃

(
ln
τ

σ

)∣∣∣√τ
1

+

+

√
τ∫

1

(σϕ′(σ)

ϕ(σ)
− (τ/σ)ϕ̃′(τ/σ)

ϕ̃(τ/σ)

)
ϕ(σ)ϕ̃

( τ
σ

)
s̃
(

ln
τ

σ

)
s(lnσ)

dσ

σ
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî H[ϕ̃s̃, ϕs](τ). Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî âòîðîå è òðåòüå
ñëàãàåìûå óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå o(H[ϕ̃s̃, ϕs](τ)). Ðàçáåðåìñÿ ñ ïîäñòàíîâêîé.

ϕ(σ)ϕ̃
( τ
σ

)
s(lnσ)s̃

(
ln
τ

σ

)∣∣∣√τ
1

= ϕ(
√
τ)ϕ̃(
√
τ)s(ln

√
τ)s̃(ln

√
τ)−

− ϕ(1)ϕ̃(τ)s(0)s̃(ln τ).

Âñå ïåðèîäè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå îãðàíè÷åíû.

ϕ̃(τ) = o(hϕ,ϕ̃(τ)) = o(H[ϕ̃s̃, ϕs](τ)), τ →∞

ïî ï.1 Ïðåäëîæåíèÿ 3 ñ ó÷åòîì Ëåììû 1. Îñòàåòñÿ îöåíèòü

ϕ(
√
τ)ϕ̃(
√
τ) = ϕ(1)ϕ̃(τ) +

√
τ∫

1

(
ϕ(σ)ϕ̃

( τ
σ

))′
σ
dσ =

= ϕ(1)ϕ̃(τ) +

√
τ∫

1

(σϕ′(σ)

ϕ(σ)
− (τ/σ)ϕ̃′(τ/σ)

ϕ̃(τ/σ)

)
ϕ(σ)ϕ̃

( τ
σ

) dσ
σ

=

= ϕ(1)ϕ̃(τ) +

√
τ∫

1

(
1 +

σϕ′(σ)

ϕ(σ)

)
ϕ(σ)ϕ̃

( τ
σ

) dσ
σ
−

−

√
τ∫

1

ϕ(σ)
(

1 +
(τ/σ)ϕ̃′(τ/σ)

ϕ̃(τ/σ)

)
ϕ̃
( τ
σ

) dσ
σ

=

= o(hϕ,ϕ̃(τ)) + hϕ,ϕ̃(τ)(1 + o(1))− hϕ,ϕ̃(τ)(1 + o(1)) =

= o(hϕ,ϕ̃(τ)) = o(H[ϕ̃s̃, ϕs](τ)), τ →∞.

Ïðè îöåíêå èíòåãðàëîâ ìû âîñïîëüçîâàëèñü ï.2 Ïðåäëîæåíèÿ 3 ñ ó÷åòîì ï.3
Ïðåäëîæåíèÿ 2.

Àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì Ïðåäëîæåíèÿ 4 ïîëó÷àåì
îöåíêó

√
τ∫

1

(σϕ′(σ)

ϕ(σ)
− (τ/σ)ϕ̃′(τ/σ)

ϕ̃(τ/σ)

)
ϕ(σ)ϕ̃

( τ
σ

)
s̃
(

ln
τ

σ

)
s(lnσ)

dσ

σ
= o(H[ϕ̃s̃, ϕs](τ))

ïðè τ →∞, è ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ ïåðèîäîâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè
s è s̃ èìåþò ñîâïàäàþùèå ïåðèîäû (T = T̃ ). Îáîçíà÷èì

(s ? s̃)(η) :=
1

T

T∫
0

s(η − λ)s̃(λ)dλ.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðîèçâîäíàÿ

(s ? s̃)′(η) =
1

T

T∫
0

s(η − λ)d(s̃(λ)) = −1

p
(s ? s̃)(η) + e−η/p

1

T

T∫
0

%(η − λ)d%̃(λ). (7)

Íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè % è %̃.

Ëåììà 3. Ïóñòü
∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
=∞, s è s̃ èìåþò îáùèé ïåðèîä T . Òîãäà

√
τ∫

1

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

dσ

σ
∼ hϕ̃,ϕ(τ)(s ? s̃)(ln τ), τ →∞.

Åñëè, êðîìå òîãî,
∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
=∞, òî

τ∫
1

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

dσ

σ
∼ (ϕ ∗ ϕ̃)(τ)(s ? s̃)(ln τ), τ →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ e2(k−1)T < τ 6 e2kT ìîæíî çàïèñàòü

√
τ∫

1

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

dσ

σ
∼

ekT∫
1

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

dσ

σ
=

=
k−1∑
j=0

eT∫
1

ϕ(e−jT · τ
σ

)s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(ejTσ)s̃(lnσ)

dσ

σ
=

=

eT∫
1

s
(

ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

k−1∑
j=0

ϕ(e−jT · τ
σ

)ϕ̃(ejTσ)
dσ

σ
=

=

eT∫
1

s
(

ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)T−1

ekT∫
1

Fe−(k−1)T · τ
σ

[ϕ](ekT /ξ)Fσ[ϕ̃](ξ)
dξ

ξ

dσ

σ
,

ãäå îïåðàòîð F ââåäåí â (5). Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêó (6) è ï.2 Ïðåäëîæåíèÿ 3,
ïîëó÷àåì

√
τ∫

1

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

dσ

σ
∼ hϕ̃,ϕ(ekT )(s ? s̃)(ln τ) ∼ hϕ̃,ϕ(τ)(s ? s̃)(ln τ).
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Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì
∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
= ∞.

Ëåììà 4. Ïóñòü
∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
=∞, s è s̃ èìåþò îáùèé ïåðèîä T . Òîãäà

H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) ∼ hϕ̃,ϕ(τ)
(1

p
(s ? s̃) + (s ? s̃)′

)
(ln τ), τ →∞.

Åñëè, êðîìå òîãî,
∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
=∞, òî

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) ∼ (ϕ ∗ ϕ̃)(τ)
(1

p
(s ? s̃) + (s ? s̃)′

)
(ln τ), τ →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê è â ïðåäûäóùåé
ëåììå. Íóæíî òîëüêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

eT∫
1

s
(

ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= τ−1/p

T∫
0

%(ln τ − λ)d%̃(λ),

÷òî î÷åâèäíî, åñëè â ëåâîì èíòåãðàëå ïðîâåñòè çàìåíó λ = lnσ.

Ñëó÷àé íåñîèçìåðèìûõ ïåðèîäîâ. Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèè s è s̃ íå èìå-
þò îáùåãî ïåðèîäà.

Ëåììà 5. Åñëè ïåðèîäû T è T̃ íåñîèçìåðèìû, òî

τ∫
1

s(ln(ω/σ))s̃(lnσ)
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= (C + o(1)) ln τ, τ → +∞

ðàâíîìåðíî ïî ω ∈ R, ãäå

C =
1

p
· 1

T

T∫
0

s(t)dt · 1

T̃

T̃∫
0

s̃(t)dt. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Äîêàæåì îöåíêó

τ∫
1

s(ln(τ/σ))s̃(lnσ)
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= (C + o(1)) ln τ, τ → +∞. (9)

Ïðîâåäåì çàìåíó t = ln τ , r = lnσ.

τ∫
1

s(ln(τ/σ))s̃(lnσ)
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
=

t∫
0

s(t− r)e−r/pd%̃(r) =: Q(t).
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Îïðåäåëèì T̃ -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

q(t) :=

T∫
0

s(r)s̃(t+ T − r)dr =

t+T∫
t

s(t− r)s̃(r)dr.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà åå ïðîèçâîäíàÿ

q′(t) =

T∫
0

s(r)ds̃(t+T − r) =

t+T∫
t

s(t− r)ds̃(r) = −1

p
· q(t) +

t+T∫
t

s(t− r)e−r/pd%̃(r).

Ïîýòîìó

Q(t+ T )−Q(t) =

t+T∫
t

s(t− r)e−r/pd%̃(r) = q′(t) +
1

p
· q(t) =: q1(t),

ãäå q1(t) � íåïðåðûâíàÿ T̃ -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Îòñþäà

Q(t+ nT ) = Q(t) +
n−1∑
k=0

q1(t+ kT ). (10)

Ïî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå Îêñòîáè (ñì. [20]) èìååì

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

q1(t+ kT ) =
1

T̃

T̃∫
0

q1(t)dt (11)

ðàâíîìåðíî ïî t. Èç (10) è (11) ïîëó÷àåì îöåíêó

Q(t) = (C + o(1))t, t→ +∞,

ãäå

C =
1

T T̃

T̃∫
0

q1(t)dt =
1

p
· 1

T

T∫
0

s(t)dt · 1

T̃

T̃∫
0

s̃(t)dt.

Ïîäñòàâëÿåì t = ln τ , è ôîðìóëà (9) äîêàçàíà.

Øàã 2. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ τ ìîæíî ïîäîáðàòü k(τ) ∈ Z, òàêîå ÷òî

0 6 τ − ω − Tk(τ) < T.

Òîãäà
τ∫

1

s(ln(ω/σ))s̃(lnσ)
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
=

τ∫
ω+Tk(τ)

s(ln(ω/σ))s̃(lnσ)
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
+

+

ω+Tk(τ)∫
1

s(ln((ω + Tk(τ))/σ))s̃(lnσ)
d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, à âòîðîå äîïóñêàåò îöåíêó

(C + o(1)) ln(ω + Tk(τ)) = (C + o(1)) ln τ, τ → +∞.
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�4 Ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà òåíçîðíûõ

ïðîèçâåäåíèé

Ëåììà 6. Â ôîðìóëå (2) ôóíêöèÿ s èìååò âèä

s(τ) = e−τ/p%(τ),

ãäå ρ � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, è çíà÷èò s � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àñèìïòîòèêà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s(ln(1/t))

t1/p
=
N (t)

ϕ(1/t)
(1 + ε(t)), ε(t)→ 0 ïðè t→ +0.

Ñäåëàâ çàìåíó t íà e−kT t, ïîëó÷àåì

s(ln(1/t))

(e−kT t)1/p
=
N (e−kT t)

ϕ(ekT /t)
(1 + ε(e−kT t)).

Îòñþäà
s(ln(1/t))

t1/p
= lim

k→+∞
e
− kT

p
N (e−kT t)

ϕ(ekT /t)
,

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà îòðåçêå [1, eT ]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôèêñè-
ðîâàííîãî ε > 0 ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

s(ln(1/t)) = t
1
p
+ε · lim

k→+∞

e
− kT

p
−kTεN (e−kT t)

(ekT /t)−εϕ(ekT /t)
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü äðîáè ìîíîòîííî óáûâàåò ïî t, à ôóíêöèÿ â çíàìåíà-
òåëå ìîíîòîííî ðàñòåò ïî t ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k ïî ï.2 Ïðåä-
ëîæåíèÿ 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

%ε(ln(1/t)) := lim
k→+∞

e
− kT

p
−kTεN (e−kT t)

(ekT /t)−εϕ(ekT /t)
.

Êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, %ε ìîíîòîííà. Ôóíêöèÿ s èìå-
åò âèä

s(τ) = e
−( 1

p
+ε)τ

%ε(τ).

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïî ε→ 0 è îáîçíà÷èâ %(τ) := lim
ε→0

%ε(τ), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

s(τ) = e−τ/p%(τ),

ãäå ρ � òîæå ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ íåêîòîðûõ ãðèíîâñêèõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ñèíãó-
ëÿðíîé àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé âåñîâîé ìåðîé (ñì. [16], [17], [18]), óäàåò-
ñÿ ïîêàçàòü, ÷òî %(τ) � íåïðåðûâíàÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü åå
îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ åñòü ìåðà, ñèíãóëÿðíàÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âñå âîçíèêàþùèå â àñèìïòîòèêàõ ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-
öèè íåïðåðûâíû (òàêèì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ âñå ïðåäâàðèòåëüíûå òðåáîâà-
íèÿ �3), à ñîãëàñíî ï.3 Ïðåäëîæåíèÿ 2, âñå ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè
ìîæíî ñ÷èòàòü C2-ãëàäêèìè.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð T â ïðîñòðàíñòâå H èìååò ñïåêòðàëüíóþ àñèìï-

òîòèêó (2), à îïåðàòîð T̃ â ïðîñòðàíñòâå H̃ èìååò àñèìïòîòèêó

Ñ (t) := Ñ (t, T̃ ) = O(t−1/p̃), t→ 0+, p̃ > p.

Òîãäà îïåðàòîð T ⊗ T̃ â ïðîñòðàíñòâå H⊗ H̃ èìååò àñèìïòîòèêó

N⊗(t) := N (t, T ⊗ T̃ ) ∼ ϕ(1/t) · s∗(ln(1/t))

t1/p
, t→ +0, (12)

ãäå

s∗(τ) :=
∑
k

s(τ + ln(λ̃k)) · λ̃
1/p
k (13)

� ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T (ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó p̃ > p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïå-
ðàòîðîâ ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì èõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, èìååì

N⊗(t) = #{k, j : λkλ̃j > t} =
∑
k

#{j : λj > t/λ̃k} =
∑
k

N (t/λ̃k).

Òàêèì îáðàçîì,

t1/p

ϕ(1/t)

∑
k

N (t/λ̃k) =
∑
k

(
(t/λ̃k)

1/pN (t/λ̃k)

ϕ(λ̃k/t)s(ln(λ̃k/t))

)(
ϕ(λ̃k/t)

ϕ(1/t)

)
s(ln(λ̃k/t))λ̃

1/p
k .

Ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí è ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè t → 0+
ââèäó (2). Âòîðîé ìíîæèòåëü òàêæå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, êðîìå òîãî, ïîñêîëü-
êó äëÿ ëþáîãî ε ôóíêöèÿ τ εϕ(τ) âîçðàñòàåò ïðè τ > τ0(ε) ïî ï.2 Ïðåäëîæåíèÿ
2, èìååò ìåñòî îöåíêà

λεϕ(λτ)

ϕ(τ)
=

(λτ)εϕ(λτ)

τ εϕ(τ)
6 1 ïðè λτ > τ0(ε), λ < 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ðàâíîìåðíî ïî t < 1 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

ϕ(λ̃k/t)

ϕ(1/t)
6 C(ε)λ̃−εk ,

îòêóäà

ϕ(λ̃k/t)

ϕ(1/t)
λ̃
1/p
k 6 C(ε) · k−p̃(1/p−ε),

÷òî ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε (ò.÷. p̃(1/p − ε) > 1) äàåò íàì îöåíêó,
íåîáõîäèìóþ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì (12).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ôóíêöèè s è îïåðàòîðà T̃ ôóíêöèÿ
s∗(τ), âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â êîíñòàíòó. Ìû ìîæåì, íàïðèìåð,
ïîòðåáîâàòü s(τ) + s(τ + T/2) = 1, T = 2p ln 2, à îïåðàòîð T̃ âçÿòü êîíå÷íîìåð-
íûì ñ òðåìÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè 2p, 2p è 22p. Òîãäà

s∗(τ) = s(τ + p ln 2) · 2 + s(τ + p ln 2) · 2+s(τ + 2p ln 2) · 22 =

= 4(s(τ) + s(τ + T/2)) = const.
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Îäíàêî, åñëè s(τ) = exp(−τ/p)%(τ), ãäå %(τ) � íåóáûâàþùàÿ ÷èñòî ñèíãó-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (êàê â Çàìå÷àíèè 1), òî íèêàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñäâèãîâ
íå áóäåò ïîñòîÿííîé. Áîëåå òîãî, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
s∗(τ) òîæå èìååò âèä

s∗(τ) = exp(−τ/p)%∗(τ), %∗(τ) =
∑
k

%(τ + ln λ̃k),

è %∗(τ) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèåé â ñèëó ìîíîòîííîñòè %(τ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîðû èìåþò ñîâïàäàþùèå ñòåïåííûå
ïîêàçàòåëè ñïåêòðàëüíîé àñèìïòîòèêè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð T èìååò ñïåêòðàëüíóþ àñèìïòîòèêó (2), à
îïåðàòîð T̃ � àñèìïòîòèêó

N (t, T̃ ) ∼ Ñas(t) :=
ϕ̃(1/t) · s̃(ln(1/t))

t1/p
, t→ +0. (14)

Çäåñü ϕ̃ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, s̃ èìååò ïåðèîä T̃ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

N⊗(t) ≶
α±(ε)

t1/p
·

S(t, ε) + S̃(t, ε) +

ετ∫
α∓(ε)/ε

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)


ðàâíîìåðíî ïî t > 0. Çäåñü èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòèë-
òüåñà, τ = α±(ε)/t. Ïðè ετ < a∓(ε)/ε èíòåãðàë ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ. Êîýô-

ôèöèåíòû α±(ε) → 1 ïðè ε → 0, à ôóíêöèè S(t, ε), S̃(t, ε) èìåþò ñëåäóþùèå

àñèìïòîòèêè ïðè t→ +0:

S(t, ε) ∼ ϕ(1/t) ·
∑
λ̃k>ε

s(ln(1/t) + ln(λ̃k))λ̃
1/p
k ,

S̃(t, ε) ∼ ϕ̃(1/t) ·
( ∑
λk>ε

s̃(ln(τ) + ln(λk))λ
1/p
k + ϕ(1/ε)s(ln(1/ε))s̃(ln(τε))

)
. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ñõåìå Òåîðåìû 3.3 â [4]. Äîêàæåì
îöåíêó ñâåðõó, îöåíêà ñíèçó ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî.

t1/pN⊗(t) = t1/p
∑
λ̃k<ε

N (t/λ̃k) + S(t, ε),

ãäå
S(t, ε) = t1/p

∑
λ̃k>ε

N (t/λ̃k).

Àñèìòîòèêà S(t, ε) ïîëó÷àåòñÿ èç Òåîðåìû 1 äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî îïåðàòîðà T̃ .
Îáîçíà÷èì çà µ̃ îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê Ñas. Òîãäà λ̃k/µ̃(k) → 1 ïðè k → ∞,

à çíà÷èò
α−(ε)µ̃(k) 6 λ̃k 6 α+(ε)µ̃(k) ïðè λ̃k < ε
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äëÿ íåêîòîðûõ α±(ε), ïðè÷åì α±(ε)→ 1 ïðè ε→ 0.
Ïîëüçóÿñü ìîíîòîííîñòüþ N , ïîëó÷àåì∑

λ̃k<ε

N (t/λ̃k) 6
∑

µ̃(k)<α−1
− (ε)ε

N
( t

α+(ε)µ̃(k)

)
,

à èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè k 7→ N
(

t
α+(ε)µ̃(k)

)
ïîëó÷àåòñÿ

t1/p
∑
λ̃k<ε

N (t/λ̃k) 6 t1/pN
(α−(ε)t

α+(ε)ε

)
+ t1/p

εα−1
− (ε)∫
0

N
( t

α+(ε)µ

)
(−dÑas(µ)). (16)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ êàê O(ε1/pϕ(1/t)), à ïîòîìó, äîáàâëÿÿ åãî ê ñëà-
ãàåìîìó S(t, ε), ïîëó÷àåì α+(ε)S(t, ε). Äàëåå, ðàññìàòðèâàåì −dÑas(µ) êàê ìå-
ðó Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà, è çàïèñûâàåì

−dÑas(µ) =
1

µ
ϕ̃(1/µ)%̃(ln(1/µ))

(−µd(%̃(ln(1/µ)))

%̃(ln(1/µ))
+
ϕ̃ ′(1/µ)

µϕ̃(1/µ)
dµ
)
. (17)

Ïëîòíîñòü âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè µ → 0, òîãäà êàê ïåðâîå
ñëàãàåìîå

−µd(%̃(ln(1/µ)))

%̃(ln(1/µ))
=
d%̃(ln(1/µ))

%̃(ln(1/µ))
= d(ln(%̃(λ))),

ãäå λ = ln(1/µ), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ìåðîé, òàê êàê

ln(%(τ + T )) = ln(%(τ)) +
T

p
.

Çíà÷èò, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε âêëàä âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (17) â èíòåãðàë èç
(16) ïðåíåáðåæèìî ìàë, è ýòîò èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç

α+(ε)t1/p

εα−1
− (ε)∫
0

N
( t

α+(ε)µ

)
ϕ̃(1/µ)(−d(%̃(ln(1/µ)))).

Ðàçáèâàÿ íà äâà èíòåãðàëà è çàìåíÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì îöåíêó

α+(ε)t1/p
+∞∫
ε

N (s)ϕ̃(τs)d(%̃(ln(τs))) + α+(ε)t1/p
ετ∫

α−(ε)/ε

N (σ/τ)ϕ̃(σ)d(%̃(lnσ)).

Çàìåíà âî âòîðîì èíòåãðàëå N íà α+(ε)Nas äàåò â òî÷íîñòè òðåòüå ñëàãàåìîå
æåëàåìîé îöåíêè. Ïåðâûé æå èíòåãðàë äàåò ñëàãàåìîå S̃(t, ε). Êðîìå òîãî,

ϕ̃(α+(ε)s/t)

ϕ̃(1/t)
→ 1 ïðè t→ 0

ðàíîìåðíî ïî s ∈ [ε, λ1(T )]. Òàêèì îáðàçîì,

S̃(t, ε) ∼ ϕ̃(1/t)

+∞∫
ε

N (s)d(s̃(ln(τs))s1/p).

ßñíî, ÷òî N (s) = 0 ïðè s > λ1(T ). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì àñèìïòî-
òèêó (15).

14



Â Òåîðåìàõ 3-5 ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
=

∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
=∞. (18)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîðû T è T̃ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (18), à ïåðèîäû s è s̃ ñîâïàäà-
þò è ðàâíû T . Òîãäà

N⊗(t) ∼ φ(1/t) · s⊗(ln(1/t))

t1/p
, t→ +0,

ãäå φ(s) := (ϕ ∗ ϕ̃)(s) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ,

s⊗(η) =
(s ? s̃)(η)

p
+ (s ? s̃)′(η) = e−η/p

1

T

T∫
0

%(η − σ)d%̃(σ) (19)

� íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 0 è ðàññìàòðèâàåì ïîëó÷åííóþ â Òåîðåìå 2
îöåíêó. Ñîãëàñíî ï.1 Ïðåäëîæåíèÿ 3 èìååì

S(t, ε) = o(φ(1/t)), S̃(t, ε) = o(φ(1/t)), t→ +0.

Äàëåå, ìîæåì ðàñøèðèòü ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó, ó÷èòûâàÿ
τ = α±(ε)/t è ïîëüçóÿñü ï.1 Ïðåäëîæåíèÿ 3, èìååì

τ∫
ετ

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
∼

∼ ϕ̃(τ)

1/ε∫
1

ϕ(σ)s(lnσ)s̃(ln(τ/σ))
d(%̃(ln(τ/σ)))

%̃(ln(τ/σ))
= o(φ(1/t)), t→ +0,

α∓(ε)/ε∫
1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
∼

∼ ϕ(τ)

α∓(ε)/ε∫
1

ϕ̃(σ)s
(

ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= o(φ(1/t)), t→ +0.

Òàêèì îáðàçîì

N⊗(t) ≶
α±(ε)

t1/p
(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ)(1 + o(1)). (20)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü Ëåììó 4, ïîëó÷àåì

N⊗(t) ≶ α±(ε)
φ(τ)

t1/p

((s ? s̃)

p
+ (s ? s̃)′

)
(ln(τ))(1 + o(1)), t→ +0.
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Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî φ(τ) = φ(1/t)(1 + o(1)) ïðè t→ +0. Îòñþäà

lim sup
t→+0

N⊗(t)

(
φ(1/t) · s⊗(ln(1/t))

t1/p

)−1
6 α+(ε) · sup

t∈[1,eT ]

s⊗(ln(α+(ε)) + ln(1/t))

s⊗(ln(1/t))
,

lim inf
t→+0

N⊗(t)

(
φ(1/t) · s⊗(ln(1/t))

t1/p

)−1
> α−(ε) · inf

t∈[1,eT ]

s⊗(ln(α−(ε)) + ln(1/t))

s⊗(ln(1/t))
.

(21)

Ôóíêöèÿ s⊗ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, çíà÷èò, ñóïðåìóì è èíôèìóì â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ (21) ñòðåìÿòñÿ ê åäèíèöå ñ óìåíüøåíèåì ε. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó
ïî ε→ +0, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Âîïðîñ î íåïîñòîÿíñòâå s⊗ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Äàæå åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî s(τ) = exp(−τ/p)%(τ), s̃(τ) = exp(−τ/p)%̃(τ), à ôóíêöèè % è %̃
÷èñòî ñèíãóëÿðíû, ìû èìååì s⊗(τ) = exp(−τ/p)%⊗(τ), ãäå

%⊗(τ) =
1

T

T∫
0

%(τ − λ)d%̃(λ).

ßñíî, ÷òî %′⊗ = %′?%̃ ′ � ñâåðòêà ñèíãóëÿðíûõ ìåð. Îäíàêî ñâåðòêà ñèíãóëÿðíûõ
ìåð ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà (ñì.,
íàïðèìåð, [19]).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîðû T è T̃ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (18), à ó ôóíêöèé s è s̃ íåò
îáùåãî ïåðèîäà, òî åñòü èõ ïåðèîäû T è T̃ íåñîèçìåðèìû. Òîãäà

N⊗(t) ∼ ψ(1/t)φ(1/t)

t1/p
, t→ +0,

ãäå φ(s) = (ϕ ∗ ϕ̃)(s), ψ(t) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ

ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3 äî âûðàæåíèÿ (20). Äà-
ëåå, ïîëó÷èì îöåíêó, êîòîðóþ ìîæíî ïðèìåíèòü âìåñòî Ëåììû 4.

Ââåäåì ôóíêöèþ r(τ) ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) = φ(τ)r(ln τ).

Ôóíêöèÿ r îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ ïî Ëåììå 1. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî
îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Èìååì

r(ln τ + δ)− r(ln τ) = r(ln τ + δ)
(φ(τeδ)

φ(τ)
− 1
)

+

+
1

φ(τ)
·
τ∫

1

(
ϕ( τe

δ

σ )s(ln τeδ

σ )

ϕ
(
τ
σ

)
s
(
ln τ

σ

) − 1

)
ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
+

+
1

φ(τ)
·
τeδ∫
τ

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
.
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Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå çäåñü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0 ðàâíîìåðíî
ïî τ . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < δ 6 δ0 äëÿ íåêîòîðîãî δ0. Äëÿ
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî íàïèøåì ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé:

φ(τeδ)− φ(τ)

φ(τ)
= (τeδ − τ)

φ′(ζ)

φ(τ)
= (eδ − 1) · τ

ζ
· φ(ζ)

φ(τ)
· ζφ

′(ζ)

φ(ζ)
,

ãäå ζ ∈ [τ, τeδ]. Ìíîæèòåëü
τ

ζ
îãðàíè÷åí. Äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ìíîæèòåëåé

ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

φ(ζ)

φ(τ)
→ 1,

ζφ′(ζ)

φ(ζ)
→ 0, τ →∞,

ïîýòîìó îíè òîæå îãðàíè÷åíû. Òàêèì îáðàçîì,∣∣∣∣φ(τeδ)

φ(τ)
− 1

∣∣∣∣ 6 C(eδ − 1)→ 0, δ → 0

ðàâíîìåðíî ïî τ ∈ R+.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ âûðàæåíèå

ϕ( τe
δ

σ )s(ln τeδ

σ )

ϕ
(
τ
σ

)
s
(
ln τ

σ

) − 1,

òàê êàê ϕ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ, s � íåïðåðûâíàÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ, îãðàíè-
÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ. Îñòàëüíûå ñîìíîæèòåëè âî âòîðîì ñëàãàåìîì
äàþò îãðàíè÷åííóþ ïîïðàâêó ñîãëàñíî Ëåììå 1.

Â òðåòüåì ñëàãàåìîì àíàëîãè÷íî Ëåììå 1 ïîëó÷àåì îöåíêó

τeδ∫
τ

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= O(φ(τeδ)− φ(τ)), τ →∞,

è ïîòîìó îíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ òàê æå, êàê ïåðâîå. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåð-
íàÿ íåïðåðûâíîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî r(ln τ) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Èç îïðåäå-
ëåíèÿ èìååì

r(ln τ + T )φ(τeT )− r(ln τ)φ(τ) =

τeT∫
τ

ϕ
(
eT · τ

σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
+

+

τ∫
1

(
ϕ
(
eT · τ

σ

)
− ϕ

( τ
σ

))
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
.

(22)

Ëåâàÿ ÷àñòü (22) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ φ(τeT ) = φ(τ)(1+o(1)) ïåðåïèñûâàåòñÿ

r(ln τ + T )φ(τeT )− r(ln τ)φ(τ) =
(
r(ln τ + T )− r(ln τ)

)
φ(τ) + o(φ(τ)), τ →∞.

(23)
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Â ïðàâîé ÷àñòè (22) ïðè τ →∞ ïåðâûé èíòåãðàë äîïóñêàåò îöåíêó

τeT∫
τ

ϕ
(
eT · τ

σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
∼

∼ ϕ̃(τ)

eT∫
1

ϕ(
eT

σ
)s

(
ln

1

σ

)
s̃(ln(τσ))

d(%̃(ln(τσ)))

%̃(ln(τσ))
= o(φ(τ)).

(24)

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ Ïðåäëîæåíèå 4. Ïîñêîëüêó
ϕ(τeT ) = ϕ(τ)(1 + o(1)) ïðè τ →∞, èìååì

τ∫
1

ϕ
(
eT · τ

σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
=

=

τ∫
1

ϕ
( τ
σ

)
s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
(1 + o(1)).

Ïî Ëåììå 1 èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî îöåíèòü êàê O(φ(τ)), à çíà÷èò

τ∫
1

(ϕ
(
eT · τ

σ

)
− ϕ

( τ
σ

)
)s
(

ln
τ

σ

)
ϕ̃(σ)s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
= o(φ(τ)), τ →∞. (25)

Èç (23), (24), (25) ñëåäóåò, ÷òî

r(ln τ + T )− r(ln τ) = o(1), τ →∞.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

r(ln τ + T̃ )− r(ln τ) = o(1), τ →∞.

Çíà÷èò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z1, z2 ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ

r(ln τ + z1T + z2T̃ )− r(ln τ) = o(1), τ →∞.

Ïîñêîëüêó ïåðèîäû íåñîèçìåðèìû, ìíîæåñòâî {z1T + z2T̃ |z1, z2 ∈ Z} ïëîòíî â
R, à çíà÷èò, èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè r äëÿ ëþáîãî c ∈ R èìååì

r(ln τ + c)− r(ln τ) = o(1), τ →∞.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî r îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíê-
öèÿ ψ(τ) := r(ln(τ)) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ψ = const.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïåðàòîðû T è T̃ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 4.

Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé ϕ è ϕ̃ áûëè îãðàíè÷åíû ñëåäó-

þùèå âåëè÷èíû:∣∣∣∣σ ln(σ)ϕ′(σ)

ϕ(σ)

∣∣∣∣ 6 C,

∣∣∣∣σ ln(σ)ϕ̃′(σ)

ϕ̃(σ)

∣∣∣∣ 6 C, σ > 1. (26)
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Òîãäà

N⊗(t) ∼ Cφ(1/t)

t1/p
, t→ +0,

ãäå φ(s) = (ϕ ∗ ϕ̃)(s), à êîíñòàíòà C îïðåäåëåíà â (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü îöåíêó

(ϕs ∗ ϕ̃s̃)(τ) ∼ Cφ(τ), τ →∞. (27)

Îöåíèì ñïåðâà H[ϕs, ϕ̃s̃](τ). Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è ïðèìåíèì
Ëåììó 5.

H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) =

√
τ∫

1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)d

 σ∫
1

s(ln
τ

ξ
)s̃(ln ξ)

d(%̃(ln ξ))

%̃(ln ξ)

 =

= ϕ(
√
τ)ϕ̃(
√
τ)

√
τ∫

1

s(ln
τ

ξ
)s̃(ln ξ)

d(%̃(ln ξ))

%̃(ln ξ)
−

−

√
τ∫

1

(
ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

)′
σ

σ∫
1

s(ln
τ

ξ
)s̃(ln ξ)

d(%̃(ln ξ))

%̃(ln ξ)
dσ =

= ϕ(
√
τ)ϕ̃(
√
τ)(C + o(1)) ln(

√
τ)−

√
τ∫

1

(
ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

)′
σ
(C + o(1)) lnσdσ.

Ïðåîáðàçóåì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îáðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷à-
ñòÿì:

C
(
ϕ(
√
τ)ϕ̃(
√
τ) ln(

√
τ)−

√
τ∫

1

(
ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

)′
σ

lnσdσ
)

= Chϕ̃,ϕ(τ).

Îöåíèì òåïåðü äîáàâêè, âíîñèìûå êàæäûì èç o(1).

Chϕ̃,ϕ(τ) +

√
τ∫

1

(
ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

)′
σ

lnσ · o(1)dσ =

= C

√
τ∫

1

[
1+
(σ ln(σ)ϕ̃′(σ)

ϕ̃(σ)
+

ln(1/σ)

ln(τ/σ)
· (τ/σ) ln(τ/σ)ϕ′(τ/σ)

ϕ(τ/σ)

)
o(1)

]
·ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

dσ

σ
=

= (C + o(1))hϕ̃,ϕ(τ).

ïî ï.2 Ïðåäëîæåíèÿ 3, ò. ê. âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ îãðàíè÷åíî áëàãî-
äàðÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (26). Ïî òîé æå ïðè÷èíå èìååì

ϕ(
√
τ)ϕ̃(
√
τ) ln(

√
τ)·o(1) = o(1)·

(
hϕ̃,ϕ(τ)+

√
τ∫

1

(
ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)

)′
σ

lnσdσ
)

= o(hϕ̃,ϕ(τ)).
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Ïîëó÷àåì îöåíêó
H[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = (C + o(1))hϕ̃,ϕ(τ). (28)

Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ Ëåììó 2, ïîëó÷àåì

H1[ϕs, ϕ̃s̃](τ) = H[ϕ̃s̃, ϕs](τ)(1 + o(1)) = (C + o(1))hϕ,ϕ̃(τ). (29)

Èç àñèìïòîòèê (28) è (29) ïîëó÷àåì èñêîìóþ àñèìïòîòèêó (27).

Çàìå÷àíèå 4. Èç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (26) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîé C > 0 âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

ϕ(e)(lnσ)−C 6 ϕ(σ) 6 ϕ(e)(lnσ)C , ϕ̃(e)(lnσ)−C 6 ϕ̃(σ) 6 ϕ̃(e)(lnσ)C

ïðè σ > e. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ î÷åâèäíî èìåþò ìåñòî äëÿ ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé âèäà (1 + ln(τ))κ. Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ î ïîñòîÿíñòâå
ôóíêöèè ψ â Òåîðåìå 4 îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àè, êîãäà îäèí èëè îáà èíòåãðàëà ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùèõñÿ ôóíêöèé êîíå÷íû.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîðû T è T̃ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2, è

ïóñòü
∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
<∞,

∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
=∞,

à ïåðèîäû s è s̃ ñîâïàäàþò è ðàâíû T . Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ (ϕ, ϕ̃) âûïîëíÿ-
åòñÿ ï.4 Ïðåäëîæåíèÿ 3. Òîãäà

N⊗(t) ∼ hϕ̃,ϕ(1/t) · s⊗(ln(1/t)) + ϕ̃(1/t) · s̃∗(ln(1/t))

t1/p
,

ãäå s⊗ îïðåäåëåíà â (19), à

s̃∗(τ) =
∑
n

s̃(τ + ln(λn))λ1/pn (30)

(ñð. (13)).

Çàìå÷àíèå 5. Ñóììà â (30) ñõîäèòñÿ ïî Ïðåäëîæåíèþ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 0. Ïî ï.1 Ïðåäëîæåíèÿ 3 ïîëó÷àåì

S(t, ε) = o(hϕ̃,ϕ(1/t)), t→ +0.

Ïî ï.4 Ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååì

S̃(t, ε) ∼ ϕ̃(1/t) ·
(∑

n

s̃(ln τ + lnλk)λ
1/p
k + ν(ε)

)
,
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ãäå ν(ε)→ 0 ïðè ε→ +0. Îñòàåòñÿ îöåíèòü èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå.

ετ∫
α∓(ε)/ε

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
=

=

√
τ∫

1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
−

−
α∓(ε)/ε∫

1

ϕ
( τ
σ

)
ϕ̃(σ)s

(
ln
τ

σ

)
s̃(lnσ)

d(%̃(lnσ))

%̃(lnσ)
+

+

√
τ∫

1/ε

ϕ(σ)ϕ̃
( τ
σ

)
s(lnσ)s̃(ln(τ/σ))

d(%̃(ln(τ/σ)))

%̃(ln(τ/σ))
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ïî Ëåììå 4. Âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü
êàê O(ϕ(τ)) = o(hϕ̃,ϕ(τ)) ïðè τ →∞. Îñòàåòñÿ ëèøü òðåòüå ñëàãàåìîå, êîòîðîå
îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ï.4 Ïðåäëîæåíèÿ 3:

√
τ∫

1/ε

ϕ(σ)ϕ̃
( τ
σ

)
s(lnσ)s̃(ln(τ/σ))

d(%̃(ln(τ/σ)))

%̃(ln(τ/σ))
6 Cϕ̃(τ)

∞∫
1/ε

ϕ(σ)
dσ

σ
, τ →∞.

Çäåñü
∞∫

1/ε

ϕ(σ)
dσ

σ
→ 0, ε→ 0,

à çíà÷èò, ýòî ñëàãàåìîå íå âíîñèò âêëàäà â àñèìïòîòèêó.

Çàìå÷àíèå 6. Àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 4, åñëè ïåðèîäû T è T̃ íåñîèçìåðèìû,
âìåñòî s⊗(ln(τ)) â àñèìïòîòèêå âîçíèêàåò îãðàíè÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ
ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ êîíñòàíòå â òåõ æå ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,
÷òî è â Òåîðåìå 5.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü îïåðàòîðû T è T̃ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2, è

ïóñòü
∞∫
1

ϕ(τ)
dτ

τ
<∞,

∞∫
1

ϕ̃(τ)
dτ

τ
<∞,

à äëÿ (ϕ, ϕ̃) è (ϕ̃, ϕ) âûïîëíÿåòñÿ ï.4 Ïðåäëîæåíèÿ 3. Òîãäà

N⊗(t) ∼ ϕ(1/t) · s∗(ln(1/t)) + ϕ̃(1/t) · s̃∗(ln(1/t))

t1/p
,

ãäå s∗ îïðåäåëåíà â (13), s̃∗ îïðåäåëåíà â (30).

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé.
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Çàìå÷àíèå 7. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ òåîðåì, àñèìïòîòèêà â ïîñëåäíèõ
äâóõ ñëó÷àÿõ ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ. Îäíî èç íèõ ìîæåò ïîäàâëÿòüñÿ äðóãèì,
â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñíîâà ïî÷òè ðåãóëÿðíàÿ àñèìïòîòèêà, îäíàêî â îáùåì
ñëó÷àå íåëüçÿ ïðåäñêàçàòü èõ ïîâåäåíèå, è âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà íè îäíî
èç ñëàãàåìûõ íå ïðåâàëèðóåò. Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ
ïî÷òè ðåãóëÿðíîé.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïðè t→ +0

N (t, T ) ∼ lnκ1(1/t) · s(ln(1/t))

t1/p
, N (t, T̃ ) ∼ lnκ2(1/t) · s̃(ln(1/t))

t1/p
.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(τ) = (1 + ln(τ))κ1 , ϕ̃(τ) = (1 +
ln(τ))κ2 . Àñèìïòîòèêà ìåëëèíîâñêîé ñâåðòêè â ýòîì ñëó÷àå ïîñ÷èòàíà â Ïðè-
ìåðå 1 ðàáîòû [4]. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. κ1 > −1,κ2 > −1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû Òåîðåìà 3, åñëè
ó ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé åñòü îáùèé ïåðèîä, è Òåîðåìà 5 èíà÷å.

Åñëè ó ôóíêöèé s è s̃ åñòü îáùèé ïåðèîä T , òî

N⊗(t) ∼ φ(1/t) · s⊗(ln(1/t))

t1/p
, t→ +0,

ãäå ôóíêöèÿ s⊗ îïðåäåëåíà â (19),

φ(τ) =


B(κ1 + 1,κ2 + 1)(1 + ln(τ))κ1+κ2+1, κ1 > −1,κ2 > −1,

ln(ln(τ)) · (1 + ln(τ))κ2 , κ1 = −1,κ2 > −1,

2 ln(ln(τ)) · (1 + ln(τ))−1, κ1 = κ2 = −1,

ãäåB� áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ àñèìïòîòèêà òàêæå
ïî÷òè ðåãóëÿðíà.

Åñëè æå ïåðèîäû T è T̃ íåñîèçìåðèìû, òî

N⊗(t) ∼ Cφ(1/t)

t1/p
, t→ +0,

ãäå êîíñòàíòà C îïðåäåëåíà â (8), è ïîëó÷èâøàÿñÿ àñèìïòîòèêà ðåãóëÿðíà.

Ñëó÷àé 2. κ1 < −1 6 κ2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìà Òåîðåìà 6, ïðè÷åì
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

hϕ̃,ϕ(τ) = o(ϕ̃(τ)), τ →∞,

à çíà÷èò,

N⊗(t) ∼ lnκ2(1/t) · s̃∗(ln(1/t))

t1/p
, (31)

ãäå s̃∗ îïðåäåëåíà â (30), è ïîëó÷èâøàÿñÿ àñèìïòîòèêà âíîâü ïî÷òè ðåãóëÿðíà.

Ñëó÷àé 3. κ1 < κ2 < −1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìà Òåîðåìà 7, ïðè÷åì

ϕ(τ) = o(ϕ̃(τ)), τ →∞,

çíà÷èò, ñíîâà èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà (31).
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Ñëó÷àé 4. κ1 = κ2 < −1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìà Òåîðåìà 7, ïðè÷åì îáà
ñëàãàåìûõ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ðîñòà, à çíà÷èò,

N⊗(t) ∼
lnκ1(1/t)

(
s∗(ln(1/t)) + s̃∗(ln(1/t))

)
t1/p

,

ãäå s∗ îïðåäåëåíà â (13), s̃∗ îïðåäåëåíà â (30). Â ñëó÷àå, êîãäà ó ôóíêöèé s è s̃
åñòü îáùèé ïåðèîä, ýòà àñèìïòîòèêà îêàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðåãóëÿðíîé, îäíàêî â
ñëó÷àå, êîãäà ïåðèîäû íåñîèçìåðèìû, ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè ðåãóëÿðíàÿ àñèìïòî-
òèêà ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòîé.

�5 Àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ìàëûõ óêëîíåíèé â L2 ãàóññîâñêèõ ñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü åñòü ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ X(x), x ∈ O ⊆ Rm, ñ íóëåâûì
ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé GX(x, u), x, u ∈ O. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ
ìåðà íà O. Ïîëîæèì

‖X‖µ =
(∫
O
X2(x)dµ(x)

)1/2
Ëîãàðèôìè÷åñêîé àñèìïòîòèêîé ìàëûõ óêëîíåíèé â L2 íàçûâàåòñÿ àñèìïòî-
òèêà lnP{‖X‖µ 6 ε} ïðè ε→ 0.

Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîìó ðàçëîæåíèþ Êàðõóíåíà-Ëîåâà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

‖X(x)‖2µ
d
=
∞∑
n=1

λnξ
2
n,

ãäå ξn, n ∈ N, � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à
λn > 0, n ∈ N,

∑
n λn <∞ � ñîáñòâåííûå ÷èñëà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

λf(x) =

∫
O
GX(x, u)f(u)dµ(u). (32)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè
ε → 0 âåëè÷èíû lnP{

∑∞
n=1 λnξ

2
n 6 ε2}. Ñîãëàñíî [21] îòâåò çàâèñèò òîëüêî îò

ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn.
Ñëó÷àé ÷èñòî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè λn ∼ Cn−p, p > 1, èçâåñòåí èç ðàáîò

[22], [23], [24], [25]. Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ðåãóëÿðíîãî àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, à â ðàáîòå [8] � ïî÷òè ñòåïåííîé ñëó÷àé ñ ïåðèîäè÷åñêèì
ìíîæèòåëåì.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, ïóñòü

λn(T ) = φ(n) :=
ψ(n) · θ(ln(n))

np
, (33)

ãäå p > 1, à ôóíêöèÿ θ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R, îãðàíè÷åíà, îòäåëåíà îò
íóëÿ, ïðè÷åì ôóíêöèÿ φ(t) ìîíîòîííà íà R.

Ôóíêöèÿ φ(n) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Òåîðåìû 2 èç ñòàòüè [26], êîòîðàÿ
äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ âûãëÿäèò òàê:

23



Ïðåäëîæåíèå 5.

P

{ ∞∑
n=1

φ(n)ξ2n 6 r

}
∼ exp(L(u) + ur)√

2πu2L′′(u)
, r → 0, (34)

ãäå

L(u) =

∞∑
n=1

ln f(uφ(n)), f(t) := (1 + 2t)−1/2,

u = u(r) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

lim
r→0

L′(u) + r√
L′′(u)

= 0.

Íà÷íåì ñ àíàëèçà àñèìïòîòèêè L′(u) ïðè u→ +∞. Â íàøåì ñëó÷àå

uL′(u) = −
∞∑
n=1

uψ(n)θ(ln(n))

np + 2uψ(n)θ(ln(n))
→ −∞, u→ +∞.

Ïîñêîëüêó φ(t) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ìîæíî îöåíèòü

∞∑
n=1

uψ(n)θ(ln(n))

np + 2uψ(n)θ(ln(n))
>

∞∫
1

uψ(t)θ(ln(t)) dt

tp + 2uψ(t)θ(ln(t))
>

>
∞∑
n=2

uψ(n)θ(ln(n))

np + 2uψ(n)θ(ln(n))
∼ −uL′(u),

è ïîòîìó

uL′(u) ∼ I1(u) := −
∞∫
1

uψ(t)θ(ln(t)) dt

tp + 2uψ(t)θ(ln(t))
.

Çàìåíèâ ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà (0,∞) è âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó

t = t(z) := zφ−1(1/u) = zγ(u),

γ(u) := φ−1(1/u) ∼ u1/pϕ(u)ϑ(ln(u)), u→∞,

ãäå ϕ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ, à ϑ � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ,
îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷èì

I1(u) = −γ(u) ·
∞∫
0

dz

2 + zp · (γ(u))p

uψ(t(z))θ(ln(t(z)))

+O(1), u→∞.

Èç âûðàæåíèÿ 1/u = φ(γ(u)) ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

(γ(u))p/u = ψ(t(z)/z)θ(ln(t(z)/z)).

Ïîäñòàâëÿÿ åå â èíòåãðàë è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå γ(u), ïîëó÷àåì

I1(u) = −γ(u) ·
∞∫
0

dz

2 + zp · ψ(γ(u))θ(ln(γ(u)))

ψ(zγ(u))θ(ln(zγ(u)))

+O(1), u→∞.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

θ(ln(zγ(u))) = θ
( ln(u)

p
+ ln(z)

)
(1 + o(1)), u→∞.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî ï.2 Ïðåäëîæåíèÿ 2, äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòíîøåíèå
ψ(t)/tε óáûâàåò ïðè áîëüøèõ t, à çíà÷èò ïðè z > 1

ψ(t)

ψ(zt)
=

1

zε
· ψ(t)

tε
· (zt)ε

ψ(zt)
>
C(ε)

zε
.

Ýòî äàåò íàì ìàæîðàíòó, ïîçâîëÿþùóþ èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ëåáåãà. Â ðå-
çóëüòàòå èìååì

I1(u) = −u1/pϑ(u) ·
∞∫
0

dz

2 + zp · θ(ln(u)/p)

θ(ln(u)/p+ ln(z))

+O(1), u→∞. (35)

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ
îò íóëÿ ôóíêöèÿ ln(u), ïîëó÷àåì

L′(u) ∼ −u−
p−1
p ϕ(u)ϑ1(ln(u)), u→∞, (36)

ãäå ϕ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ èç àñèìïòîòèêè γ, à ϑ1 � ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

u2L′′(u) ∼ 2

∞∫
1

(uψ(t)θ(ln(t)))2 dt

(tp + 2uψ(t)θ(ln(t)))2
� u1/pϕ(u), (37)

L(u) ∼ −1

2
u1/pϕ(u)ϑ(ln(u)) ·

∞∫
0

ln

(
1 +

2θ(ln(u)/p+ ln(z))

zpθ(ln(u)/p)

)
dt.

Ïîñêîëüêó L′′(u) > 0, óðàâíåíèå L′(u) + r = 0 èìååò äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
r åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(r), òàêîå, ÷òî u(r) → ∞ ïðè r → 0. Áîëåå òîãî,
ñîîòíîøåíèå (36) äàåò

u(r) ∼ r−
p
p−1 η(1/r)ϑ2(ln(1/r)), r → 0, (38)

ãäå η � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ, à ϑ2 � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ
è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèè.
Ïîäñòàâëÿÿ (37) â (34), çàêëþ÷àåì, ÷òî

lnP

{ ∞∑
n=1

φ(n)ξ2n 6 r

}
∼ L(u) + ur = L(u)− uL′(u) ∼

∼ −u1/pϕ(u)ϑ(ln(u)) ·
∞∫
0

[
1

2
ln

(
1 +

2θ(ln(u)/p+ ln(z))

zpθ(ln(u)/p)

)
−

− 1

2 + zp · θ(ln(u)/p)

θ(ln(u)/p+ ln(z))

]
dz.

(39)
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Íàì îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ñòîÿùåå ïîä èíòåãðàëîì âûðàæåíèå

1

2
ln(1 + 2x)− x

2x+ 1
ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó èíòåãðàë åñòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ ln(u), îãðàíè÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åí-
íóþ âûøå àñèìïòîòèêó u è çàìåíÿÿ r íà ε2, ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà (32) èìåþò âèä (33). Òîãäà ïðè ε→ 0

lnP {‖X‖µ 6 ε} ∼ −ε−
2
p−1 ξ(1/ε)ζ(ln(1/ε)), (40)

ãäå ξ � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, ζ � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ, îãðà-

íè÷åííàÿ è îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ θ â (33)

àñèìïòîòè÷åñêè T
p -ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ôóíêöèÿ ζ ìîæåò áûòü âûáðàíà T (p−1)

2p -

ïåðèîäè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (39) è (38), åñëè çàìåíèòü r
íà ε2. Äàëåå, åñëè θ àñèìïòîòè÷åñêè T

p -ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ôóíêöèÿ ϑ àñèìï-
òîòè÷åñêè T -ïåðèîäè÷åñêàÿ, à ïî òåîðåìå Ëåáåãà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àñèìï-
òîòè÷åñêè T -ïåðèîäè÷åñêèìè îò ln(u) áóäóò è èíòåãðàëû â (35) è (39). Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèÿ ϑ1 â (36) àñèìïòîòè÷åñêè T -ïåðèîäè÷åñêàÿ, çíà÷èò ϑ2 â (38)

àñèìïòîòè÷åñêè T (p−1)
p -ïåðèîäè÷åñêàÿ. Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî èç (38)

ñëåäóåò

ln(u) =
p

p− 1
ln(1/r)(1 + o(1)), r → 0,

à çíà÷èò â (39) èíòåãðàë è ôóíêöèÿ ϑ(ln(u)) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè T (p−1)
p -

ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ln(1/r), è âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå äî-
êàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü åñòü äâà ãàóññîâñêèõ ïðîöåññà X(x), x ∈ O1 ⊆ Rm1 , è Y (y),
y ∈ O2 ⊆ Rm2 , ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è êîâàðèàöèîííûìè ôóíêöèÿìè GX(x, u),
x, u ∈ O1, è GY (y, v), y, v ∈ O2, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì íîâóþ ãàóññîâ-
ñêóþ ôóíêöèþ Z(x, y), x ∈ O1, y ∈ O2, ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèåé
GZ((x, y), (u, v)) = GX(x, u)GY (y, v). Òàêàÿ ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ î÷åâèäíî ñó-
ùåñòâóåò, à èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì GZ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì îïåðàòîðîâ ñ ÿäðàìè GX è GY . Ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå
Z = X ⊗ Y è íàçûâàåì ïðîöåññ Z òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîöåññîâ X è Y .
Îáîáùåíèå íà áîëüøåå ÷èñëî ìíîæèòåëåé ñ ïîëó÷åíèåì

⊗d
j=1Xj äîñòàòî÷íî

ÿñíî.

Ïðèìåð 2. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåîðåì èç �4 íà ïðèìåðå áðîóíîâ-
ñêîãî ëèñòà

Wd(x1, . . . , xd) = W1(x1)⊗W2(x2)⊗ . . .⊗Wd(xd)

â åäèíè÷íîì êóáå ñ íîðìîé L2(µ), ãäå µ =
d⊗
j=1

µj , è êàæäàÿ èç ìåð µj ÿâëÿåòñÿ

ñàìîïîäîáíîé ìåðîé îáîáùåííîãî êàíòîðîâñêîãî òèïà. Ñïåêòðàëüíûå àñèìïòî-
òèêè îïåðàòîðîâ-ìíîæèòåëåé â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû èç [6] è [7]:

Nj(t) ∼
sj(ln(1/t))

t1/pj
, t→ 0+,
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ãäå sj � íåïðåðûâíû è Tj-ïåðèîäè÷íû, pj > 1. Äàííûå ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè
ðàññìîòðåíû â Ïðèìåðå 1 è îòâå÷àþò ñëó÷àþ íóëåâûõ ñòåïåííûõ ïîêàçàòåëåé
ó ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé.

Äëÿ íåêîòîðûõ ìåð µj ôóíêöèè sj ìîãóò áûòü êîíñòàíòàìè, íî â ðàáîòàõ
[16], [18] ïðèâåäåíû øèðîêèå êëàññû ìåð, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíî íåïîñòîÿíñòâî
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü p := p1 = min pj . Ïåðâûì øàãîì ìû ïðèìåíÿåì Òåîðåìó 1 äëÿ êàæ-
äîãî îïåðàòîðà, äëÿ êîòîðîãî pj > p, ïåðåìíîæàÿ åãî ñ ïåðâûì. Â ðåçóëüòàòå
ìîæíî ñ÷èòàòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ îïåðàòîðû èìåþò
îäèíàêîâóþ ñòåïåíü àñèìïòîòèêè.

Åñëè ñðåäè îñòàâøèõñÿ îïåðàòîðîâ õîòü ó îäíîãî âûðîæäåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ
êîìïîíåíòà, ó ïðîèçâåäåíèÿ îíà òàêæå áóäåò âûðîæäåíà. Åñëè õîòÿ áû äâà ïå-
ðèîäà íåñîèçìåðèìû, òî ó ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ïåðèîäè-
÷åñêàÿ êîìïîíåíòà âûðîäèòñÿ â êîíñòàíòó ñîãëàñíî Ïðèìåðó 1, è â ðåçóëüòàòå
âûðîäèòñÿ â êîíñòàíòó ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà âñåãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Åñëè âñå ñòåïåííûå ïîêàçàòåëè ñîâïàäàþò, è âñå ïåðèîäû ñîèçìåðèìû, òî â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ Ïðèìåðà 1 ìû ïîëó÷èì

N⊗(t) ∼
C lnd−1(1/t)s

(d)
⊗ (ln(1/t))

t1/p
, t→ 0+,

ãäå d � ÷èñëî ñòåïåííûõ ïîêàçàòåëåé, ðàâíûõ p, s
(d)
⊗ ïîëó÷àåòñÿ èòåðèðîâàíèåì

ôîðìóëû (19) íóæíîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äëÿ äàííîãî
ãàóññîâñêîãî ïîëÿ Òåîðåìó 8, áîëåå òîãî, ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî â ôîðìóëàõ (38) è (40)

η(1/r) ∼ ln
(d−1)p
p−1 (1/r), r → 0,

ξ(1/r) ∼ ln
(d−1)p
p−1 (1/r), r → 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ε→ 0 èìååì

lnP {‖Wd‖µ 6 ε} ∼ −ε−
2

p−1 ln
(d−1)p
p−1 (1/ε)ζ(ln(1/ε)),

ãäå ζ � íåêîòîðàÿ T (p−1)
2p -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàçáåðåì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà âñå ìåðû îäèíàêîâûå è êàíòîðîâñêèå.
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

p = log2 6, T = ln 6.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â àñèìïòîòèêó, ïðè ε→ 0 ïîëó÷àåì

lnP {‖Wd‖µ 6 ε} ∼ −ε−2 log3 2 ln(d−1) log3 6(1/ε)ζ(ln(1/ε)),

ãäå ζ � íåêîòîðàÿ ln 3
2 -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå 8. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî, åñëè âìåñòî âèíåðîâ-
ñêèõ ðàññìîòðåòü äðóãèå íåçàâèñèìûå ãðèíîâñêèå ãàóññîâñêèå ïðîöåññû. Ïðè-
ìåðû õîðîøî èçâåñòíûõ ãðèíîâñêèõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ìîæíî íàéòè â [8].
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