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Задача: как найти функционал, для которого тензор
энергии-импульса имеет заданный вид

В.Р. Крым1

Аннотация
В общей теории относительности тензор энергии-импульса — это

вариационная производная некоторого функционала по компонен-
там метрического тензора, и для него есть формула. Но в космо-
логии тензор энергии-импульса вычисляется косвенно, а не по этой
формуле. Возникает задача: как найти функционал, для которого
тензор энергии-импульса имеет заданный вид.
Ключевые слова: теория относительности, космология, тензор

энергии-импульса, дифференциальные уравнения в частных произ-
водных.

В физике часто используют тензор энергии-импульса Tij. Его компо-
ненты — это плотность массы, давление и другие (механические) напря-
жения в системе. Определяется он как [1, с. 351]
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Тогда δS принимает вид (по повторяющимся верхним и нижним индек-
сам – суммирование)
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Т.е. тензор энергии-импульса — это вариационная производная функци-
онала
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− det g dΩ (3)

по компонентам метрического тензора.
Но в физике тензор энергии-импульса вычисляется косвенно, а не по

этой формуле. В космологии всегда

(T i
k) = Diag(ρc2,−P,−P,−P ) (4)
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(диагональная матрица), где ρ – плотность энергии, P – давление. Воз-
никает задача: как найти функционал (3), для которого тензор энергии-
импульса имеет такой вид.
Метрика Фридмана в декартовых координатах

ds2 = c2(dt)2 − a(t)2
(
(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 +

κ(rdr)2

1− κr2

)
, (5)

т.е. g00 = c2 и gij = −a2
(
κ xixj

1− κr2
+ δij

)
для пространственных направле-

ний (i, j = 1, 2, 3). Так как эта матрица не диагональна, этими координа-
тами пользоваться не будем.
Метрика Фридмана в полярных координатах имеет вид

ds2 = c2(dt)2 − a(t)2
(

dr2

1− κr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θ dφ2

))
, (6)

(gij) =
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 . (7)

Определитель det g = −c2a(t)6r4 sin2 θ
1− κr2

. Обратная матрица
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Тензор энергии-импульса с нижними индексами Tij = T k
i gkj:

(Tij) =


c4ρ 0 0 0

0 a(t)2

1−κr2
P 0 0

0 0 a(t)2r2P 0
0 0 0 a(t)2r2(sin2 θ)P

 . (9)

Получается, что левую часть уравнения (1) мы знаем.
Задача. Как найти функцию L, зависящую от компонент мет-

рического тензора и их производных, являющуюся решением
уравнения (1) с левой частью (9)? Т.е. как найти функционал
(3), для которого тензор энергии-импульса равен (9)?



3

Самые изученные тензоры, зависящие от компонент метрического
тензора и их производных — это тензор кривизны Rj

ilk, тензор Риччи
Rik = Rl

ilk и скалярная кривизна R = Rikg
ik. Они зависят еще и от вто-

рых производных от компонент метрического тензора, но это неважно,
потому что при вычислении вариации соответствующее слагаемое преоб-
разуется в интеграл по гиперповерхности, вариация на это поверхности
предполагается равной нулю и соответствующий интеграл равен нулю
[1, с. 356]. Если в функционале (3) выбрать L = R, то в качестве тензо-
ра энергии-импульса получится Rik − 1

2
gikR (это левая часть уравнений

Фридмана). А надо получить тензор энергии-импульса Tik (9). Чтобы
еще быть чем-то полезен, я выпишу этот тензор с верхними индексами,
T ij = T i

kg
kj:

(T ij) =


ρ 0 0 0

0 1−κr2

a(t)2
P 0 0

0 0 1
a(t)2r2

P 0

0 0 0 1
a(t)2r2 sin2 θP

 . (10)
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