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Àííîòàöèÿ

Èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêà çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãó-
ëÿðíîé àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé âåñîâîé ìåðîé. Ïîëó÷åííûå ðàíåå ðå-
çóëüòàòû À. À. Âëàäèìèðîâà è È. À. Øåéïàêà, à òàêæå àâòîðà, îïèðàþùèåñÿ
íà ñâîéñòâî ñïåêòðàëüíîé ïåðèîäè÷íîñòè, íàêëàäûâàþò çíà÷èòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ñàìîïîäîáèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä
îöåíêè ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü
ñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêèé êëàññ ñàìîïîäîáíûõ ìåð.

�1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû [1], [2] îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà
çàäà÷è {

− y′′ = λρy,

y′(0)− γ0y(0) = y′(1) + γ1y(1) = 0.
(1)

ãäå ρ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ïåðâîîáðàçíàÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìî-
ïîäîáíóþ ôóíêöèþ îáîáùåííîãî êàíòîðîâñêîãî òèïà (â ÷àñòíîñòè, ρ ñèíãóëÿð-
íà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà).

Çàìå÷àíèå 1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è
âëå÷åò âîçìóùåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàíãà äâà. Èç îáùåé âàðèàöèîííîé
òåîðèè (ñì. [3, �10.3]) ñëåäóåò, ÷òî ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ãðàíè÷íûõ çàäà÷, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó æå óðàâíåíèþ, íî ðàçíûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì, íå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ áîëåå, ÷åì íà 2. Ïîýòîìó ãëàâíûé
÷ëåí àñèìïòîòèêè ñïåêòðà îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå çàâèñèò.

Çàìå÷àíèå 2. Âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà çàäà÷è (1), êðîìå ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî èíòåðåñà, âîçíèêàåò â çàäà÷å î ìàëûõ óêëîíåíèÿõ ãðèíîâñêèõ ãàóññîâñêèõ
ïðîöåññîâ â L2(ρ) (ñì. [4]).

∗Ïðåäñòàâëåíî À. È. Íàçàðîâûì
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Âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1)
âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ì. Ã. Êðåéíà (ñì., íàïðèìåð, [5]).

Èç ðàáîòû [6] ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìåðà ρ ñîäåðæèò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ
êîìïîíåíòó, òî åå ñèíãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå âëèÿåò íà ãëàâíûé ÷ëåí àñèìï-
òîòèêè ñïåêòðà.

Â ñëó÷àå ÷èñòî ñèíãóëÿðíîé ìåðû ρ èç ðàáîòû [7] âèäíî, ÷òî ñ÷èòàþùàÿ
ôóíêöèÿ

N(λ) = #{n : λn < λ}

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà (−1)ly(2l) äîïóñêàåò îöåíêó
o(λ

1
2l ) âìåñòî îáû÷íîé àñèìïòîòèêè N(λ) ∼ Cλ

1
2l â ñëó÷àå ìåðû, ñîäåðæàùåé

ðåãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ìåð â [7] áû-
ëè ïîëó÷åíû ëó÷øèå îöåíêè ñíèçó äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Òî÷íûé ñòåïåííîé ïîðÿäîê D ðîñòà ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè N(λ) â ñëó÷àå
ñàìîïîäîáíîé ìåðû ρ áûë óñòàíîâëåí â [8] (ñì. òàêæå áîëåå ðàííèå ðàáîòû [9]
è [10], ãäå ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ êëàññè÷åñêîé êàíòîðîâîé
ëåñòíèöû).

Â ðàáîòàõ [11] è [12] ïîêàçàíî, ÷òî ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé çàäà÷è (1) èìååò ïðè λ→ +∞ àñèìïòîòèêó

N(λ) = λD ·
(
s(lnλ) + o(1)

)
, (2)

ãäå s�íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîêàçàòåëü D ∈
(0, 12). Â ñëó÷àå íåàðèôìåòè÷íîñòè òèïà ñàìîïîäîáèÿ (ñì. Îïðåäåëåíèå 1 íèæå)
ïåðâîîáðàçíîé ìåðû ρ, ôóíêöèÿ s âûðîæäàåòñÿ â êîíñòàíòó.

Â ðàáîòå [4] ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà âûñøåãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà, è, êðîìå òîãî, ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà 1. Ôóíêöèÿ s ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåñà ñ

àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíîé ïåðâîîáðàçíîé, íå ñîâïàäàþùåãî ñ ìåðîé Ëåáåãà.

Â ðàáîòå [13] ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé äîêàçàíî, ÷òî ôóíê-
öèÿ s äåéñòâèòåëüíî íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïîñòîÿííîé â òîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,
êîãäà îáîáù¼ííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ âåñà ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêóþ êàí-
òîðîâó ëåñòíèöó.

Â ðàáîòå [1] Ãèïîòåçà 1 áûëà ïîäòâåðæäåíà äëÿ �ðîâíûõ� ëåñòíèö (ñì. (4)
íèæå). Äëÿ òàêèõ ëåñòíèö áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Êîýôôèöèåíò s èç àñèìïòîòèêè (2) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

∀t ∈ [0, ν] s(t) = e−Dt σ(t), (3)

ãäå σ�íåêîòîðàÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Îòñþäà óòâåðæäåíèå î íåïîñòîÿíñòâå ôóíêöèè s(t) ñëåäóåò íåìåäëåííî.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçäíåå îáîáùåí â ðàáîòå [14] íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà.

Â ðàáîòå [2] ðåçóëüòàò èç [1] îáîáùåí íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ëåñòíèö, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (5).
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Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå Òåîðåìû 1 íà ïðîèçâîëüíûå
ëåñòíèöû, îáëàäàþùèå àðèôìåòè÷åñêèì ñàìîïîäîáèåì è íåíóëåâûìè ïðîìå-
æóòî÷íûìè èíòåðâàëàìè.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â �2 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèÿ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé îáîáùåííîãî êàíòîðîâñêîãî òèïà, âûâîäÿòñÿ
èõ ñâîéñòâà, îïðåäåëÿåòñÿ èññëåäóåìûé êëàññ ôóíêöèé è ôîðìóëèðóåòñÿ îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò. Â �3 óñòàíàâëèâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ
ñâîéñòâ ñïåêòðà. Íàêîíåö, â �4 äîêàçûâàåòñÿ âàðèàíò Òåîðåìû 1 äëÿ âûäåëåí-
íîãî êëàññà ëåñòíèö.

�2 Ñàìîïîäîáíûå ôóíêöèè. Ôîðìóëèðîâêà

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü m > 2, {Ii = [ai, bi]}mi=1 � ïîäîòðåçêè [0, 1], íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî âíóò-

ðåííîñòè, bj 6 aj+1, {ρi}mi=1 � íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî
m∑
i=1

ρi = 1,

{ei}mi=1 � áóëåâñêèå âåëè÷èíû.
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Si(t) =

{
ai + (bi − ai) t, ei = 0,

bi − (bi − ai) t, ei = 1,

ñæèìàþùèõ [0, 1] íà Ii è ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, åñëè ei = 1.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð S, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå L∞[0, 1] ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

S(f) =
m∑
i=1

(
χIi(ei + (−1)eif ◦ S−1i ) + χ{x>bi}

)
ρi.

Ãðàôèê ôóíêöèè S(f) íà êàæäîì èç îòðåçêîâ Ii ïîäîáåí ãðàôèêó f , à íà ïðî-
ìåæóòî÷íûõ èíòåðâàëàõ îíà ïîñòîÿííà.

Ïðåäëîæåíèå 1. (ñì., íàïð., [15, Ëåììà 2.1]) S � ñæèìàþùåå îòîá-

ðàæåíèå â L∞[0, 1].

Îòñþäà ïî òåîðåìå Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåí-
íàÿ) ôóíêöèÿ C ∈ L∞[0, 1] òàêàÿ, ÷òî S(C) = C. Òàêóþ ôóíêöèþ C(t) áóäåì
íàçûâàòü îáîáùåííîé êàíòîðîâîé ëåñòíèöåé ñ m ñòóïåíüêàìè.

Ôóíêöèþ C(t) ìîæíî èñêàòü êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Sk(f) äëÿ f(t) ≡ t, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü åå íåïðåðûâíîé è ìîíîòîííîé, ïðè-
÷åì C(0) = 0, C(1) = 1. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè C(t) â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé � ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà ρ áåç àòîìîâ, ñàìîïîäîáíàÿ ïî Õàò÷èíñîíó (ñì.
[16]), ò.å. äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

ρ(E) =

m∑
i=1

ρi · ρ(S−1i (E ∩ Ii)).

Áîëåå îáùèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñàìîïîäîáíûõ ôóíêöèé îïèñàíû â [15].
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Çàìå÷àíèå 3. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 = 0, bm = 1, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìåðó ìîæíî ðàñòÿíóòü, ÷òî ïðèâåäåò ê äîìíîæåíèþ ñïåêòðà
íà êîíñòàíòó.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñàìîïîäîáèå áóäåì íàçûâàòü àðèôìåòè÷åñêèì, åñëè ëîãà-
ðèôìû âåëè÷èí ρi(bi − ai) ñîèçìåðèìû. Èíà÷å ãîâîðÿ,

ρi(bi − ai) = τki , i = 1...m,

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé τ è ki ∈ N, òàêèõ, ÷òî ÍÎÄ(ki, i = 1 . . .m) = 1.

Áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííóþ êàíòîðîâó ëåñòíèöó ðîâíîé, åñëè

∀i = 2, . . . ,m ρi = ρ1 =
1

m
, bi − ai = b1 − a1, ai − bi−1 = a2 − b1 > 0. (4)

Èìåííî òàêîé êëàññ ëåñòíèö ðàññìîòðåí â ðàáîòå [1].
Â ðàáîòå [2] ôîðìóëà (3) äîêàçàíà äëÿ àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíûõ ëåñò-

íèö ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

∀i = 2, . . . ,m ai − bi−1 > 0, ki = k1 = 1. (5)

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøåé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ëåñòíèöà àðèôìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíà, è ai− bi−1 > 0 äëÿ
âñåõ i = 2, . . . ,m. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà (3).

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ îïèñàííîãî êëàññà ëåñòíèö ïîêàçàòåëü D è ïåðèîä ôóíê-
öèè s(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â [11]:

m∑
i=1

τkiD = 1, T = − ln τ. (6)

�3 Âñïîìîãàòåëüíûå ñâîéñòâà ñïåêòðà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó{
− y′′ = λρy,

y′(a)− γ0y(a) = y′(b) + γ1y(b) = 0.
(7)

Åå îáîáùåííûì ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y ∈W 1
2 [a, b], óäîâëåòâîðÿþùàÿ

èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

b∫
a

y′η′ dx+ γ0y(a)η(a) + γ1y(b)η(b) = λ

b∫
a

yη ρ(dx)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈W 1
2 [a, b]. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ôóíê-

öèè η ∈
◦
W 1

2[a, b], óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ y′ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ñèíãóëÿðíîé ìåðû áåç àòîìîâ λρy, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y ∈ C1[a, b].

Íàì òðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé Óòâåðæäåíèÿ 11 èç [17].
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Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü {λn}∞n=0 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàíóìåðîâàííûõ â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (7) ñ ïðîèçâîëü-
íîé ìåðîé ρ. Òîãäà íåçàâèñèìî îò âûáîðà èíäåêñà n ∈ N0 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ïðè÷¼ì îòâå÷àþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå îòðåçêà [0, 1] è èìååò âíóòðè ýòîãî îòðåçêà â

òî÷íîñòè n ðàçëè÷íûõ íóëåé.

Â ÷àñòíîñòè, Ïðåäëîæåíèå 2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïðåäåëåííûõ
âûøå ñàìîïîäîáíûõ ìåð, à òàêæå äëÿ èõ íåòðèâèàëüíûõ ñóæåíèé íà ïîäîòðåç-
êè [0, 1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λn([a, b]), n > 0, ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è{
− y′′ = λρy,

y′(a) = y′(b) = 0,

à ÷åðåç
N(λ, [a, b]) = #{n : λn([a, b]) < λ}

èõ ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ. Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ λ0([a, b]) = 0.
Èç ñàìîïîäîáèÿ ìåðû ρ ñëåäóåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.

λn(Ii) = τ−kiλn([0, 1]),

N(λ, Ii) = N(τkiλ, [0, 1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïåðâîãî. ×òîáû
äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå, ðàññìîòðèì îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó
λn(Ii) ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ yn è ïîñòðîèì ôóíêöèþ z íà [0, 1] ïî ñëåäóþùåé
ôîðìóëå:

z = yn ◦ Si,

ãäå Si � îïðåäåëåííîå â �2 àôèííîå ñæàòèå. ßñíî, ÷òî z óäîâëåòâîðÿåò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì Íåéìàíà íà êîíöàõ îòðåçêà [0, 1], è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

z′′ = (y′′n ◦ Si) · (bi − ai)2 = λn(Ii)(bi − ai)2 · (ρ ◦ Si) · (yn ◦ Si).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

C ◦ Si = S(C) ◦ Si = ρi · (ei + (−1)eiC) +
i−1∑
j=1

ρj ,

îòêóäà âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì

ρ ◦ Si = ρi(bi − ai)−1ρ,

à çíà÷èò,
z′′ = λn(Ii)ρi(bi − ai)ρz = λn(Ii)τ

kiρz.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ z îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λn(Ii)τ
ki çàäà÷è Íåé-

ìàíà íà îòðåçêå [0, 1] è èìååò íà íåì ðîâíî n êîðíåé, à çíà÷èò, óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.
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Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü J1 = [c1, d1], J2 = [c2, d2] � ïîäîòðåçêè [0, 1], è ïóñòü

c2 − d1 > 0, à ρ|[d1,c2] ≡ 0. Îáîçíà÷èì J := [c1, d2]. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (λ) := N(λ, J)−N(λ, J1)−N(λ, J2) (8)

èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ λn(J), λn(J1), λn(J2). Ïðè ýòîì ýëåìåíòû íàáî-

ðîâ {λn(J)}∞n=0 è {λn(J1)}∞n=0 ∪ {λn(J2)}∞n=0 íåñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ, è â òî÷êàõ

{λn(J1)}∞n=0 ∪ {λn(J2)}∞n=0 ôóíêöèÿ F ìåíÿåò çíà÷åíèå ñ 0 íà −1, à â òî÷êàõ
{λn(J)}∞n=0, íå ñîäåðæàùèõñÿ â {λn(J1)}∞n=0 ∪{λn(J2)}∞n=0, ìåíÿåò çíà÷åíèå ñ

−1 íà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λn(J1)
ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ yn. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ z ∈ C(J) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z = yn íà îòðåçêå J1,

z ≡ yn(d1) íà îòðåçêå [d1, c2],

íàêîíåö, íà îòðåçêå J2 îïðåäåëèì z êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
− z′′ = λn(J1)ρz,

z(c2) = yn(d1),

z′(c2) = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{

− z′′ = λn(J1)ρz,

z′(c1) = z′(d2) + γz(d2) = 0,

ãäå γ := −z
′(d2)

z(d2)
(åñëè z(d2) = 0, òî ïîëàãàåì γ =∞).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1 è n2 ÷èñëî êîðíåé ôóíêöèè z âíóòðè îòðåçêîâ J1 è J2
ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî λn(J1) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåíûì ÷èñëîì çàäà÷è Íåéìàíà-
Ðîáåíà (èëè çàäà÷è Íåéìàíà-Äèðèõëå ïðè γ = ∞) íà îòðåçêå J , èìåþùèì
âíóòðè íåãî n1 + n2 êîðíåé, à ïîñêîëüêó â ñèëó âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è ìîíîòîííî çàâèñÿò îò γ, òî ìîæíî, ó÷èòûâàÿ Ïðåäëî-
æåíèå 2, íàïèñàòü ñëåäóþùèå îöåíêè:

λn1+n2(J) <λn(J1) < λn1+n2+1(J) ïðè γ > 0 èëè γ =∞,
λn1+n2−1(J) <λn(J1) 6 λn1+n2(J) ïðè γ 6 0.

(9)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè

N(λj(J), J) = j, N(λj(J) + 0, J) = j + 1,

äëÿ âñåõ j > 0, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü îöåíêè (9) â âèäå ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëû:

N(λn(J1), J) =

{
n1 + n2 ïðè γ 6 0,

n1 + n2 + 1 èíà÷å.
(10)

6



Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ z|J2 . Îíà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé Íåéìàíà-
Ðîáåíà ñ ïàðàìåòðîì γ íà J2, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λn(J1) è èìåþ-
ùåé n2 êîðíåé, à çíà÷èò, ðàññóæäåíèåì, àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó

N(λn(J1), J2) =

{
n2 ïðè γ 6 0,

n2 + 1 èíà÷å.
(11)

Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2

n = N(λn(J1), J1) = n1. (12)

Ñêëàäûâàÿ ôîðìóëû (10), (11), (12), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

F (λn(J1)) = N(λn(J1), J)−N(λn(J1), J1)−N(λn(J1), J2) = 0.

Åñëè λn(J1) � îäíîâðåìåííî òî÷êà ðàçðûâà äâóõ ñ÷èòàþùèõ ôóíêöèé, òî γ =
0, à çíà÷èò îíà îêàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âñåõ òðåõ. Ïîýòîìó âî âñåõ ñëó÷àÿõ

F (λn(J1) + 0) = −1,

òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà èçìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó ëèáî òîëüêî ñëàãàå-
ìîå N(λn(J1), J), ëèáî âñå òðè ñëàãàåìûõ èçìåíÿþòñÿ íà åäèíèöó îäíîâðåìåí-
íî.

Òî÷íî òàê æå, íà÷èíàÿ ñòðîèòü äëÿ λn(J2) ôóíêöèþ z ñ J2 è ïðîäîëæàÿ íà
îñòàâøèåñÿ ÷àñòè îòðåçêà, ïîëó÷àåì

F (λn(J2)) = 0, F (λn(J2) + 0) = −1.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ðàçðûâîâ (â òî÷êàõ ðàçðûâîâ N(λ, J), íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ðàçðûâàìè äðóãèõ ñëàãàåìûõ) ôóíêöèÿ F ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ
è òîëüêî íà 1, à ïîòîìó íàáîðû {λn(J)} è {λn(J1)}∪{λn(J2)} äîëæíû íåñòðîãî
÷åðåäîâàòüñÿ, è äëÿ n, äëÿ êîòîðûõ λn(J) 6∈ {λn(J1)} ∪ {λn(J2)}, âûïîëíÿåòñÿ

F (λn(J)) = −1, F (λn(J) + 0) = 0.

Êðîìå òîãî, F (0) = 0, è â íóëå ñîñðåäîòî÷åíû òðè ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λ0(J) =
λ0(J1) = λ0(J2), à ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ òî÷êà ðàçðûâà � ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ1(J). Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ýëåìåíòà íàáîðà {λn(J1)} ∪
{λn(J2)}.

Çàìå÷àíèå 5. Â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3 íå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ai−bi−1 >
0, ïîýòîìó îíà âåðíà è â ñëó÷àå ëåñòíèöû, èìåþùåé ïóñòûå ïðîìåæóòî÷íûå îò-
ðåçêè. Êðîìå òîãî, â íåì èñïîëüçóþòñÿ îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé (Ïðåäëîæåíèå 2), íî íå èñïîëüçóåòñÿ ñàìîïîäîáèå ìåðû ρ.

Â ñëó÷àå, êîãäàm = 2, k1 = k2 = 1, èç Òåîðåìû 3 ñ ó÷åòîì Ëåììû 1 ñëåäóåò,
â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå

N(τ−1λn) = 2N(λn)

è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñâîéñòâî

τλ2n = λn,

êîòîðîå â ðàáîòàõ [1], [2], [14] íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïåðèîäè÷íîñòüþ.
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�4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû:

Ïðåäëîæåíèå 3. ([1, Óòâåðæäåíèå 4.1.3]) Ïóñòü f ∈ L2[0, 1]� îãðàíè-

÷åííàÿ íåïîñòîÿííàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, {fn}∞n=0 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåóáûâàþùèõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, à {An}∞n=0 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-

æåñòâ òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèé fn. Ïóñòü òàêæå ïðè n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

(#An + 2) · ‖f − fn‖L2[0,1] = o(1).

Òîãäà ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíîé (ò.å. f ′ ñèíãóëÿð-
íà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà).

Ïðåäëîæåíèå 4. ([1, Óòâåðæäåíèå 5.2.1]) Ïóñòü {λn}∞n=0 �ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñ ñàìîïîäîáíûì âåñîì{
− y′′ = λρy,

y′(0) = y′(1) = 0,

à {µn}∞n=0 � àíàëîãè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ îòâå÷àþùåé òîìó æå óðàâ-

íåíèþ ãðàíè÷íîé çàäà÷è

y′(0)− γ0y(0) = y′(1) + γ1y(1) = 0,

ãäå γ0, γ1 > 0. Òîãäà
∞∑
n=0

| lnµn − lnλn| < +∞.

Çàìå÷àíèå 6. Áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû î ðåãóëÿðèçîâàííûõ ïðîèçâåäåíèÿõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â [18].

Òåîðåìà 4. Â îáîçíà÷åíèÿõ Òåîðåìû 3, åñëè c2 − d1 > 0, òî â ëîãàðèôìè÷å-

ñêîé øêàëå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ â (8), îòëè÷íà
îò íóëÿ, èìååò êîíå÷íóþ ëåáåãîâó ìåðó. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îáîçíà÷èòü ÷å-

ðåç {µn(J)}∞n=0 óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ýëåìåíòû íàáîðà {λn(J1)} ∪
{λn(J2)}, òî

∞∑
n=0

| lnλn(J)− lnµn(J)| < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç νn(J1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è
− y′′ = λρy,

y′(c1) = y′(d1) +
2

c2 − d1
· y(d1) = 0,

÷åðåç νn(J2) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è
− y′′ = λρy,

y′(c2)−
2

c2 − d1
· y(c2) = y′(d2) = 0.
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Çàôèêñèðóåì îòâå÷àþùóþ λn(J) ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ yn è ðàññìîòðèì åå
ñóæåíèå íà îòðåçêè J1 è J2. Ïîñêîëüêó ρ|[d1,c2] ≡ 0, òî yn|[d1,c2] � ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ, à çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

yn(c2)

y′n(c2)
− yn(d1)

y′n(d1)
= c2 − d1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

yn(c2)

y′n(c2)
>
c2 − d1

2
èëè − yn(d1)

y′n(d1)
>
c2 − d1

2
,

à çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ îöåíîê:

0 6 −y
′
n(d1)

yn(d1)
6

2

c2 − d1
,

ëèáî

0 6
y′n(c2)

yn(c2)
6

2

c2 − d1
,

÷òî, â ñèëó âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, âëå÷åò λk(J1) 6 λn(J) 6 νk(J1) èëè
λk(J2) 6 λn(J) 6 νk(J2), ãäå k � ÷èñëî êîðíåé yn, ïîïàâøèõ âíóòðü îòðåçêà
J1 èëè J2 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, ïîñêîëüêó íàáîðû {µn(J)}∞n=0 è {λn(J)}∞n=0

íåñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ µ0(J), èìååì µn(J) 6 λn(J). Áîëåå òîãî, âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

µn(J) = max{µk(J) : µk(J) 6 λn(J)},

à ïîñêîëüêó λk(J1,2) ïðèíàäëåæàò {µn(J)}∞n=0, èç ñîîòíîøåíèÿ λk(J1,2) 6 λn(J)
ñëåäóåò λk(J1,2) 6 µn(J). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ íåêîòîðîå k,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç äâóõ öåïî÷åê íåðàâåíñòâ:

λk(J1) 6 µn(J) 6 λn(J) 6 νk(J1),

ëèáî
λk(J2) 6 µn(J) 6 λn(J) 6 νk(J2).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ
∞⋃
n=0

[µn(J), λn(J)] ïîë-

íîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè
( ∞⋃
n=0

[λn(J1), νn(J1)]
)
∪
( ∞⋃
n=0

[λn(J2), νn(J2)]
)
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì Ïðåäëîæåíèÿ 4 ïîëó÷àåì îöåíêó

∞∑
n=0

| lnλn(J)− lnµn(J)| 6
∞∑
n=0

| ln νn(J1)− lnλn(J1)|+

+
∞∑
n=0

| ln νn(J2)− lnλn(J2)| < +∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Èç (2) èìååì

N(λ) = λD
(
s(lnλ) + ε(λ)

)
,

ãäå ε(λ)→ 0 ïðè λ→∞. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ N ïîëó÷àåì

N(τ−kλ) = τ−kDλD(s(lnλ) + ε(τ−kλ)),

îòêóäà
s(lnλ)λD = lim

k→∞
τkDN(τ−kλ)

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

σ(t) := s(t)eDt = lim
k→∞

τkDN(τ−ket), t ∈ [0, T ].

Îïðåäåëèì áîëåå óäîáíóþ äëÿ íàñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ïðèáëè-
æåíèé ýòîé ôóíêöèè.

Ñëó÷àé m = 2. Ðàññìîòðèì ñïåðâà äëÿ íàãëÿäíîñòè ñëó÷àé m = 2. Ïóñòü,
íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, k1 6 k2. Îïðåäåëèì

fj(t) := Cτ jD
k2−1∑
i=0

CiN(τ−i−jet), t ∈ [0, T ].

Ïîäáåðåì êîýôôèöèåíòû Ci òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

fj+1(t)− fj(t) = Cτ jD
(
N(λ)−N(τk1λ)−N(τk2λ)

)
,

ãäå λ = τ−k2−jet. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì (6) íåñëîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî

Ci =

{
τ−(k2−i)D k2 − i = 1, . . . , k1,

τ−(k2−i)D ·
(
1− τk1D

)
k2 − i = k1 + 1, . . . , k2.

Âòîðàÿ ñòðî÷êà íå ðåàëèçóåòñÿ ïðè k1 = k2. Çàìåòèì, ÷òî

lim
j→+∞

fj(t) = C

k2−1∑
i=0

Ciτ
−iD lim

j→+∞
τ (i+j)DN(τ−i−jet) = σ(t) · C

k2−1∑
i=0

Ciτ
−iD,

ïîýòîìó åñëè ïîëîæèòü

C =
( k2−1∑

i=0

Ciτ
−iD
)−1

,

òî áóäåò âûïîëíåíî
σ(t) = lim

j→+∞
fj(t).

Çàìåòèì, ÷òî ïî Ëåììå 1

N(λ)−N(τk1λ)−N(τk2λ) = N(λ, [0, 1])−N(λ, I1)−N(λ, I2),
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à çíà÷èò, ñ ó÷åòîì Òåîðåìû 3 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|fj+1(t)− fj(t)| 6 Cτ jD, (13)

à ÷èñëî ðàçðûâîâ fj , êàê ñóììû k2 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò íå
áîëåå N(τ−k2−j) ðàçðûâîâ, äîïóñêàåò îöåíêó

#Aj 6 k2N(τ−k2−j) 6 C̃τ−jD. (14)

Âñå, ÷òî íàì îñòàëîñü äëÿ ïðèìåíåíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 3 � ýòî äîêàçàòü îöåíêó

meas{t ∈ [0, T ] : fj(t) 6= fj+1(t)} = o(1), j →∞. (15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {µn}∞n=0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ
ýëåìåíòîâ íàáîðà {λn(I1)} ∪ {λn(I2)}. Òàê êàê λn è µn íåñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ,
è ÷åðåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ µ0, èìååì µn 6 λn äëÿ âñåõ n > 0. Ìû ïûòàåìñÿ
îöåíèòü ìåðó ìíîæåñòâà, ãäå

N(λ, [0, 1])−N(λ, I1)−N(λ, I2) 6= 0.

Ýòî âåðíî òîëüêî åñëè

λ ∈
∞⋃
n=0

[µn, λn] ,

à ó÷èòûâàÿ λ = τ−k1−jet è t ∈ [0, T ], ïîëó÷àåì

(k1 + j)T + t ∈
( ∞⋃
n=0

[lnµn, lnλn]
)
∩ [(k1 + j)T, (k1 + j + 1)T ].

Ìåðà îáúåäèíåíèÿ ∣∣∣ ∞⋃
n=0

[lnµn, lnλn]
∣∣∣ = ∞∑

n=1

| lnλn − lnµn|

îãðàíè÷åíà â ñèëó Òåîðåìû 4, à çíà÷èò ìåðà åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ óõîäÿùèìè íà
áåñêîíå÷íîñòü îòðåçêàìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (15).

Èç ñîîòíîøåíèé (13) è (15) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖fj+1 − fj‖L2[0,1] = o(τ jD),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
‖σ − fj‖L2[0,1] = o(τ jD).

Ïðèìåíÿÿ ýòó îöåíêó âìåñòå ñ (14), ïîëó÷àåì

(#An + 2) · ‖σ − fn‖L2[0,1] = o(1),

÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü Ïðåäëîæåíèå 3 äëÿ ôóíêöèè σ, çàâåðøàÿ äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.
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Îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü {κi}pi=1 � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà {ki}mi=1 áåç ïîâòîðåíèé, {li}

p
i=1 � èõ êðàòíîñòè (êîëè÷åñòâî îòðåç-

êîâ In, êîòîðûì îòâå÷àåò çíà÷åíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì). Àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ m = 2 îïðåäåëÿåì ôóíêöèè è êîíñòàíòû

fj(t) := Cτ jD
κp−1∑
i=0

CiN(τ−i−jet), t ∈ [0, T ],

Ci =



τ−(κp−i)D κp − i = 1, . . . , κ1,

τ−(κp−i)D ·
(
1− l1τκ1D

)
κp − i = κ1 + 1, . . . , κ2,

τ−(κp−i)D ·
(
1− l1τκ1D − l2τκ2D

)
κp − i = κ2 + 1, . . . , κ3,

. . .

τ−(κp−i)D ·
(
1−

p−1∑
j=1

ljτ
κjD
)

κp − i = κp−1 + 1, . . . , κp,

C =
( κp−1∑

i=0

Ciτ
−iD
)−1

.

Èç (6) èìååì
p∑
i=1

liτ
κiD = 1,

îòêóäà

1−
r∑
i=1

liτ
κiD > 0, r = 1, . . . , p− 1,

à çíà÷èò, êîíñòàíòû Ci ïîëîæèòåëüíû, è êîíñòàíòà C îïðåäåëåíà êîððåêòíî.
Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òàêîé âûáîð êîíñòàíò Ci îáåñïå÷èâàåò
íàì ñîîòíîøåíèå

fj+1(t)− fj(t) = Cτ jD
(
N(λ)−

p∑
j=1

ljN(τκjλ)
)
,

ãäå λ = τ−κp−jet, à âûáîð êîíñòàíòû C � ñîîòíîøåíèå

σ(t) = lim
j→+∞

fj(t).

Ó÷èòûâàÿ Ëåììó 1,

fj+1(t)− fj(t) = Cτ jD
(
N(λ, [0, 1])−

m∑
j=1

N(λ, Ij)
)
=

= Cτ jD
m−1∑
j=1

(
N(λ, [aj , 1])−N(λ, [aj+1, 1])−N(λ, Ij)

)
.

Ñ ó÷åòîì Òåîðåìû 3 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|fj+1(t)− fj(t)| 6 C(m− 1)τ jD,

12



à ÷èñëî ðàçðûâîâ fj äîïóñêàåò îöåíêó

#Aj 6 κpN(τ−κp−j) 6 C̃τ−jD.

Âñå, ÷òî íàì îñòàëîñü äëÿ ïðèìåíåíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 3 � ýòî äîêàçàòü îöåíêó

meas{t ∈ [0, T ] : fk(t) 6= fk+1(t)} = o(1), k →∞,

êîòîðàÿ íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç Òåîðåìû 4 òàê æå, êàê è â ñëó÷àå m = 2.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À. È. Íàçàðîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíè-
ìàíèå, ïðîÿâëåííîå ê ðàáîòå, à òàêæå Ä. Ä. ×åðêàøèíó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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