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Аннотация

В 𝐿2(R𝑑;C𝑛) рассматривается самосопряжённый матричный эллиптический диффе-
ренциальный оператор ℬ𝜀, 0 < 𝜀 6 1, второго порядка с периодическими коэффи-
циентами, зависящими от x/𝜀. Старшая часть оператора задана в факторизованной
форме, оператор включает члены первого и нулевого порядков. Для операторной
экспоненты 𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀 , 𝑠 ∈ R, при малом 𝜀 получена аппроксимация по (𝐻𝑟 → 𝐿2)-
операторной норме при подходящем 𝑟. Результаты применяются к вопросу о пове-
дении решения u𝜀 задачи Коши для нестационарного уравнения типа Шрёдингера
𝑖𝜕𝑠u𝜀 = ℬ𝜀u𝜀 + F. Рассмотрены приложения к магнитному уравнению Шрёдинге-
ра с сингулярным электрическим потенциалом и к двумерному уравнению Паули с
сингулярными потенциалами.

Ключевые слова: периодические дифференциальные операторы, нестационарные
уравнения типа Шрёдингера, усреднение, эффективный оператор, операторные оценки
погрешности.

Введение
Работа относится к теории усреднения (гомогенизации) периодических дифференци-

альных операторов (ДО). Задачам усреднения в пределе малого периода посвящена об-
ширная литература; укажем в первую очередь книги [BeLP, BaPa, ZhKO].

Для изучения задач усреднения в R𝑑 один из возможных методов — это спектральный
метод, основанный на теории Флоке–Блоха. Спектральный подход применялся во многих
работах, например, [BeLP, глава 4], [ZhKO, глава 2], [Se], [COrVa], [APi].

0.1 Класс операторов

Пусть Γ — решётка в R𝑑, Ω — элементарная ячейка решётки Γ. Для Γ-периодических
функций в R𝑑 используется обозначение 𝜙𝜀(x) := 𝜙(𝜀−1x), 𝜀 > 0.

*Представлено Т. А. Суслиной.
†Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ №16-01-00087 А.
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Рассматриваются самосопряжённые эллиптические матричные ДО второго порядка в
𝐿2(R𝑑;C𝑛) следущего вида

ℬ𝜀 = 𝒜𝜀 +
𝑑∑︁

𝑗=1

(︀
𝑓 𝜀(x)*𝑎𝜀𝑗(x)𝐷𝑗𝑓

𝜀(x) + 𝑓 𝜀(x)*𝐷𝑗𝑎
𝜀
𝑗(x)

*𝑓 𝜀(x)
)︀
+

+ 𝑓 𝜀(x)*𝒬𝜀(x)𝑓 𝜀(x) + 𝜆𝑓 𝜀(x)*𝒬𝜀
0(x)𝑓

𝜀(x). (0.1)

Здесь старшая часть 𝒜𝜀 задана в факторизованном виде:

𝒜𝜀 = 𝑓 𝜀(x)*𝑏(D)*𝑔𝜀(x)𝑏(D)𝑓 𝜀(x), (0.2)

где 𝑏(D) — однородный матричный ДО первого порядка с постоянными коэффициентами,
𝑔(x) — Γ-периодическая ограниченная и положительно определённая (𝑚 × 𝑚)-матрица-
функция, 𝑓(x) — Γ-периодическая ограниченная вместе со своей обратной (𝑛×𝑛)-матрица-
функция. (Точные условия на 𝑔 и 𝑏(D) см. в п. 2.2.1.) Далее, 𝑎𝑗(x), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, —
Γ-периодические (𝑛 × 𝑛)-матрицы-функции, вообще говоря, неограниченные. Потенци-
ал 𝒬(x) — обобщённая функция (со значениями в классе эрмитовых матриц), порож-
дённая некоторой матричнозначной мерой. Требуются лишь определённые условия под-
чинённости потенциала старшей части оператора. Наконец, 𝒬0(x) — Γ-периодическая
положительно-определённая и ограниченная (𝑛 × 𝑛)-матричнозначная функция. На па-
раметр 𝜆 накладывается условие, обеспечивающее положительную определённость опера-
тора (0.1). (Точные условия на коэффициенты приведены в пп. 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4.)

Целесообразно сначала изучить более узкий класс операторов вида

̂︀ℬ𝜀 = ̂︀𝒜𝜀 +
𝑑∑︁

𝑗=1

(︀
𝑎𝜀𝑗(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗𝑎

𝜀
𝑗(x)

*)︀+𝒬𝜀(x) + 𝜆𝒬𝜀
0(x), (0.3)

отвечающий случаю 𝑓 = 1𝑛, где

̂︀𝒜𝜀 = 𝑏(D)*𝑔𝜀(x)𝑏(D). (0.4)

0.2 Операторные оценки погрешности для эллиптических и пара-
болических задач в R𝑑

В работах М. Ш. Бирмана и Т. А. Суслиной [BSu1]–[BSu4] был предложен и развит
теоретико-операторный подход к эллиптическим задачам усреднения в R𝑑 (вариант спек-
трального метода), основанный на масштабном преобразовании, теории Флоке–Блоха и
аналитической теории возмущений.

Будем для определённости говорить о более простых операторах (0.3), (0.4) и обсу-
дим сначала результаты для оператора (0.4). В [BSu1] было показано, что при 𝜀 → 0

резольвента ( ̂︀𝒜𝜀 + 𝐼)−1 сходится к резольвенте ( ̂︀𝒜0 + 𝐼)−1 по операторной 𝐿2-норме, где̂︀𝒜0 = 𝑏(D)*𝑔0𝑏(D) — эффективный оператор с постоянной эффективной матрицей 𝑔0. Спо-
соб нахождения эффективной матрицы хорошо известен в теории усреднения, в нашем
случае он описан ниже в (2.57). В [BSu1] была установлена оценка

‖( ̂︀𝒜𝜀 + 𝐼)−1 − ( ̂︀𝒜0 + 𝐼)−1‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀. (0.5)

В работах [BSu2, BSu3] была найдена более точная аппроксимация резольвенты опе-
ратора ̂︀𝒜𝜀 по операторной норме в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) с погрешностью 𝑂(𝜀2), а в [BSu4] найдена
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аппроксимация той же резольвенты по норме операторов, действующих из 𝐿2(R𝑑;C𝑛) в
пространство Соболева 𝐻1(R𝑑;C𝑛), с погрешностью 𝑂(𝜀). В этих аппроксимациях учиты-
ваются члены первого порядка (корректоры).

Аналогичным образом проблема усреднения параболических уравнений в R𝑑 может
изучаться как вопрос об асимптотическом описании операторной экспоненты exp(−𝑠 ̂︀𝒜𝜀)
при 𝑠 > 0 и малом 𝜀. Теоретико-операторный подход применялся к таким задачам в
работах [Su1]–[Su3], [V], [VSu]. В [Su1, Su2] получена следующая оценка

‖ exp(−𝑠 ̂︀𝒜𝜀)− exp(−𝑠 ̂︀𝒜0)‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀(𝑠+ 𝜀2)−1/2. (0.6)

В работе [V] была найдена более точная аппроксимация оператора exp(−𝑠 ̂︀𝒜𝜀) по оператор-
ной норме в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) с погрешностью 𝑂(𝜀2) при фиксированном 𝑠, а в [Su3] получена ап-
проксимация экспоненты по норме операторов, действующих из 𝐿2(R𝑑;C𝑛) в пространство
Соболева 𝐻1(R𝑑;C𝑛), с погрешностью 𝑂(𝜀) при фиксированном 𝑠. В этих аппроксимациях
учитываются корректоры первого порядка.

Ещё более точные аппроксимации экспоненты и резольвенты при учёте первого и вто-
рого корректоров найдены в работе [VSu]. В [BSu1]–[BSu4], [Su1]–[Su3], [V], [VSu] аналогич-
ные результаты получены и для более общего оператора (0.2), но формулировки сложнее;
здесь мы не будем на этом останавливаться.

Оценки погрешности типа (0.5), (0.6) называют операторными оценками погрешности
в теории усреднения. Другой подход (так называемый “метод сдвига”) к получению опера-
торных оценок погрешности был предложен В. В. Жиковым. В работах [Zh, ZhPas1] были
получены аппроксимации резольвенты по норме в 𝐿2 с погрешностью 𝑂(𝜀) и по норме
операторов, действующих из 𝐿2 в 𝐻1, с погрешностью 𝑂(𝜀) для операторов акустики и
теории упругости (которые относятся к классу операторов вида (0.4)). В [ZhPas2] была
получена оценка вида (0.6) для оператора − div 𝑔𝜀(x)∇. См. также обзор [ZhPas3].

В присутствии членов младшего порядка эллиптическая задача усреднения изучалась
в работах [Bo], [Su4]. Там была установлена оценка

‖( ̂︀ℬ𝜀)
−1 − ( ̂︀ℬ0)−1‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀,

а также найдена аппроксимация оператора ( ̂︀ℬ𝜀)
−1 по норме операторов, действующих из

𝐿2(R𝑑;C𝑛) в пространство Соболева 𝐻1(R𝑑;C𝑛), с погрешностью 𝑂(𝜀). Здесь ̂︀ℬ0 — эффек-
тивный оператор с постоянными коэффициентами (см. (3.3)). В статье [Bo] предполага-
лось, что коэффициенты оператора зависят не только от быстрой, но и от медленной пе-
ременной. Однако в [Bo] коэффициенты оператора предполагались достаточно гладкими,
а постоянные в оценках зависели от “гладких” норм коэффициентов. В [Su4] эти оценки
доказаны при широких предположениях о коэффициентах оператора (таких же, как в
настоящей статье). В работе [Su6] была найдена более точная аппроксимация оператора
( ̂︀ℬ𝜀)

−1 по операторной норме в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) с погрешностью 𝑂(𝜀2).
Параболические задачи с оператором ̂︀ℬ𝜀 (а также с оператором ℬ𝜀) изучались в рабо-

те [M1].

0.3 Операторные оценки погрешности для нестационарных урав-
нений типа Шрёдингера и гиперболического типа

Несколько иначе обстоит дело с усреднением нестационарных уравнений типа Шрёдин-
гера и гиперболического типа, которым посвящена статья [BSu5]. Остановимся опять на
результатах для более простого оператора (0.4). В операторных терминах речь идёт о по-
ведении при малом 𝜀 оператор-функций 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀𝒜𝜀 и cos(𝑠 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ), ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑠 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ), где 𝑠 ∈ R. Для
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этих оператор-функций уже не удаётся получить аппроксимации по операторной норме в
𝐿2(R𝑑;C𝑛), а приходится рассматривать норму операторов, действующих из пространства
Соболева 𝐻𝑟(R𝑑;C𝑛) (с подходящим 𝑟) в 𝐿2(R𝑑;C𝑛). В [BSu5] были получены следующие
оценки:

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀𝒜𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀𝒜0‖𝐻3(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑠|)𝜀, (0.7)

‖ cos(𝑠 ̂︀𝒜1/2
𝜀 )− cos(𝑠( ̂︀𝒜0)1/2)‖𝐻2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑠|)𝜀. (0.8)

Похожий результат для оператора ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑠 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ) был получен в работе [M2] (см. так-
же [M3]):

‖ ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑠 ̂︀𝒜1/2

𝜀 )− ( ̂︀𝒜0)−1/2 sin(𝑠( ̂︀𝒜0)1/2)‖𝐻1(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑠|)𝜀. (0.9)

С помощью интерполяции это позволяет получить также оценку разности операторных
экспонент из (0.7) по (𝐻𝑟 → 𝐿2)–норме с погрешностью 𝑂(𝜀𝑟/3) (при 0 6 𝑟 6 3), оценку
разности операторных косинусов из (0.8) по (𝐻𝑟 → 𝐿2)–норме с погрешностью 𝑂(𝜀𝑟/2)
(при 0 6 𝑟 6 2), а также оценку разности операторов из (0.9) по (𝐻𝑟 → 𝐿2)–норме с
погрешностью 𝑂(𝜀(𝑟+1)/2) (при −1 6 𝑟 6 1).

Кроме того, в [M2, M3] получена аппроксимация оператора ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑠 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ) по норме
операторов, действующих из 𝐻2(R𝑑;C𝑛) в 𝐻1(R𝑑;C𝑛), с погрешностью 𝑂(𝜀) при фиксиро-
ванном 𝑠.

В работах [Su8, DSu2] (см. также [Su7, DSu1]) была подтверждена точность оценок (0.7)–
(0.9) относительно типа операторной нормы. С другой стороны, были найдены достаточ-
ные условия на оператор, позволяющие усилить результат и получить оценки

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀𝒜𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀𝒜0‖𝐻2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝒞(1 + |𝑠|)𝜀,
‖ cos(𝑠 ̂︀𝒜1/2

𝜀 )− cos(𝑠( ̂︀𝒜0)1/2)‖𝐻3/2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝒞(1 + |𝑠|)𝜀,
‖ ̂︀𝒜−1/2

𝜀 sin(𝑠 ̂︀𝒜1/2
𝜀 )− ( ̂︀𝒜0)−1/2 sin(𝑠( ̂︀𝒜0)1/2)‖𝐻1/2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝒞(1 + |𝑠|)𝜀.

0.4 Основные результаты работы

В настоящей работе мы проводим аналогичные [BSu5, Su8] рассмотрения для экспо-
ненты от оператора (0.3), включающего младшие члены. Полученные результаты приме-
няются к вопросу о поведении решения задачи Коши для нестационарного уравнения типа
Шрёдингера. Мы доказываем оценку

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0‖𝐻3(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑠|)𝜀 (0.10)

и подтверждаем её точность в следующем смысле: указываем условие на оператор, при
котором оценка

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0‖𝐻𝑟(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(𝑠)𝜀

заведомо неверна, если 𝑟 < 3.
С другой стороны, при некоторых дополнительных предположениях (которые форму-

лируются в терминах спектральных характеристик оператора на краю спектра) мы можем
усилить результат и доказать оценку

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0‖𝐻2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝒞(1 + |𝑠|)𝜀.
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Мы получаем аналоги этих результатов и для более общего оператора (0.1). При этом
оказывается, что удобно изучать операторную экспоненту, окаймлённую подходящими
быстро осциллирующими множителями. Речь идёт об операторе 𝑓 𝜀𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1.

Результаты, полученные в операторных терминах, применяются затем к вопросу о
поведении решения u𝜀(x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R, следующей задачи⎧⎨⎩𝑖

𝜕u𝜀(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= ( ̂︀ℬ𝜀u𝜀)(x, 𝑠) + F(x, 𝑠),

u𝜀(x, 0) = 𝜑(x),

а также более общей задачи с оператором ℬ𝜀. Мы применяем общие результаты к кон-
кретным уравнениям математической физики. В частности, рассмотрены нестационарное
магнитное уравнение Шрёдингера с быстро осциллирующими магнитным потенциалом и
сингулярным электрическим потенциалом, а также двумерное уравнение Паули с сингу-
лярными периодическими потенциалами.

0.5 Метод

Результаты получены с помощью дальнейшего развития теоретико-операторного под-
хода. Этот метод был предложен и развит в серии статей [BSu1]–[BSu4], где изучался
оператор 𝒜𝜀, и был модифицирован в [Su4]–[Su6] применительно к оператору ̂︀ℬ𝜀.

Пусть ℋ0 = −Δ. Ясно, что оценка (0.10) равносильна неравенству

‖(𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0

)(ℋ0 + 𝐼)−3/2‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑠|)𝜀. (0.11)

Иначе говоря, надо домножить разность операторных экспонент на “сглаживающий мно-
житель” (ℋ0+ 𝐼)

−3/2 и рассматривать операторную норму произведения в 𝐿2. Далее, мас-
штабное преобразование позволяет вывести оценку (0.11) из неравенства

‖(𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(𝜀) − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(𝜀))𝜀3(ℋ0 + 𝜀2𝐼)−3/2‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑠|)𝜀.

Оператор

̂︀ℬ(𝜀) = 𝑏(D)*𝑔(x)𝑏(D) + 𝜀

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗(𝑎𝑗(x))
*) + 𝜀2(𝒬(x) + 𝜆𝒬0(x))

действует в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) и зависит от параметра 𝜀. Его коэффициенты зависят от x (а не
от 𝜀−1x). Аналогично определяется оператор ̂︀ℬ0(𝜀) с эффективными коэффициентами.
Затем с помощью унитарного преобразования Гельфанда оператор ̂︀ℬ(𝜀) раскладывается в
прямой интеграл по операторам ̂︀ℬ(k, 𝜀), действующим в пространстве 𝐿2(Ω;C𝑛) (где Ω —
ячейка решётки Γ). Оператор ̂︀ℬ(k, 𝜀) задаётся выражением

𝑏(D+ k)*𝑔(x)𝑏(D+ k) + 𝜀

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗(x)(𝐷𝑗 + 𝑘𝑗) + (𝐷𝑗 + 𝑘𝑗)𝑎𝑗(x)
*) + 𝜀2(𝒬(x) + 𝜆𝒬0(x))

при периодических граничных условиях. Следуя [BSu1], мы выделяем одномерный пара-
метр 𝑡 = |k| и рассматриваем семейство ̂︀ℬ(k, 𝜀) как квадратичный пучок по отношению к
параметрам 𝑡 и 𝜀.
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При этом значительную часть построений удаётся провести в рамках абстрактной тео-
рии операторов. Остановимся на этом подробнее. В абстрактной схеме изучается действу-
ющее в некотором гильбертовом пространстве H операторное семейство

B(𝑡, 𝜀) = 𝐴(𝑡) + 𝜀(𝑌 *
2 𝑌 (𝑡) + 𝑌 (𝑡)*𝑌2) + 𝜀2𝑄+ 𝜆𝜀2𝑄0.

Предполагается, что оператор 𝐴(𝑡) допускает факторизацию вида 𝐴(𝑡) = 𝑋(𝑡)*𝑋(𝑡), где
𝑋(𝑡) = 𝑋0+ 𝑡𝑋1. Основное условие состоит в том, что точка 𝜆0 = 0 является собственным
значением конечной кратности 𝑛 для оператора 𝐴(0). Обозначим N = Ker𝐴(0). На опе-
раторы 𝑌 (𝑡) = 𝑌0 + 𝑡𝑌1, 𝑌2, 𝑄 накладываются некоторые условия подчинённости старшей
части.

Следуя [Su4, Su5], мы вводим одномерный параметр 𝜏 = (|k|2 + 𝜀2)1/2 и изучаем се-
мейство операторов B(𝜏, 𝜗) := B(𝑡, 𝜀), где 𝜗 = (𝑡𝜏−1, 𝜀𝜏−1) ∈ S1, методами аналитической
теории возмущений относительно параметра 𝜏 . Тогда у возмущённого оператора B(𝜏, 𝜗)
при |𝜏 | 6 𝜏 0 на промежутке [0, 𝛿] имеется ровно 𝑛 собственных значений с учётом крат-
ности (числа 𝛿 и 𝜏 0 контролируются явно). Эти собственные значения и отвечающие им
собственные векторы аналитичны по 𝜏 . Коэффициенты степенных разложений для них мы
называем пороговыми характеристиками оператора на краю спектра. Выделяется опера-
тор S(𝜗) конечного ранга (так называемый спектральный росток операторного семейства
B(𝑡, 𝜀), см. определение в п. 1.1.8 ниже), действующий в пространстве N. Спектраль-
ный росток несёт информацию о пороговых характеристиках старшего порядка. Пусть
𝐹 (𝜏, 𝜗) — спектральный проектор оператора B(𝜏, 𝜗) для промежутка [0, 𝛿]. Мы опираемся
на пороговые аппроксимации для проектора 𝐹 (𝜏, 𝜗) и для оператора B(𝜏, 𝜗)𝐹 (𝜏, 𝜗), по-
лученные в работах [Su4, гл. 1] и [Su5]. Проектор 𝐹 (𝜏, 𝜗) приближался проектором 𝑃 на
подпространство N, а оператор B(𝜏, 𝜗)𝐹 (𝜏, 𝜗) приближался оператором 𝜏 2S(𝜗)𝑃 .

В терминах спектрального ростка удаётся получить аппроксимации для операторной
экспоненты 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀), домноженного на подходящий “сглаживающий множитель”. При-
менение абстрактных результатов приводит к искомым оценкам для дифференциальных
операторов.

Для доказательства точности оценки (0.10) мы рассматриваем операторный пучок
B(κ) := B(𝑡, 𝜀) при 𝑡 = 𝑐κ2, 𝑡 = κ3 и пользуемся методами аналитической теории возму-
щений относительно одномерного параметра κ.

0.6 Обозначения

Пусть H и H* — сепарабельные гильбертовы пространства. Символы (·, ·)H и ‖ · ‖H
означают, соответственно, скалярное произведение и норму в H. Символ ‖·‖H→H* означает
норму ограниченного оператора из H в H*. Иногда мы опускаем индексы, если это не ведёт
к смешениям. Через 𝐼 = 𝐼H обозначается тождественный оператор в H. Если 𝐴 : H → H* —
линейный оператор, то через Dom𝐴 и Ker𝐴 обозначаются область определения и ядро 𝐴,
соответственно. Если N — подпространство в H, то N⊥ := H⊖N. Если 𝑃 — ортогональный
проектор пространства H на N, то 𝑃⊥ — ортогональный проектор H на N⊥.

Символы ⟨·, ·⟩ и | · | означают, соответственно, стандартные скалярное произведение и
норму в C𝑛; 1𝑛 — единичная (𝑛×𝑛)-матрица. Для 𝑧 ∈ C через 𝑧* обозначается комплексно-
сопряжённое число; мы используем такое нестандартное обозначение, поскольку знак
верхней черты зарезервирован под обозначение среднего значения периодической функ-
ции. Нижняя черта означает взятие среднего гармонического значения.

Далее, x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑, 𝑖𝐷𝑗 = 𝜕
𝜕𝑥𝑗

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, ∇ = grad = (𝜕1, . . . , 𝜕𝑑), D =

−𝑖∇ = (𝐷1, . . . , 𝐷𝑑).
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Классы 𝐿𝑝 функций cо значениями в C𝑛, заданных в области 𝒪 ⊂ R𝑑, обозначаются
через 𝐿𝑝(𝒪;C𝑛), 1 6 𝑝 6 ∞. Классы Соболева C𝑛-значных функций в области 𝒪 ⊂ R𝑑

порядка 𝑠 с индексом суммирования 𝑝 обозначаются 𝑊 𝑠
𝑝 (𝒪;C𝑛). При 𝑝 = 2 используем

обозначения 𝐻𝑠(𝒪;C𝑛), 𝑠 ∈ R. При 𝑛 = 1 пишем просто 𝐿𝑝(𝒪), 𝑊 𝑠
𝑝 (𝒪), 𝐻𝑠(𝒪) и т.д., но

иногда мы применяем такие упрощённые обозначения и для пространств векторнозначных
и матричнозначных функций.

Через 𝐶, 𝑐, 𝒞, C (возможно, с индексами и значками) обозначаются различные оценоч-
ные постоянные.

0.7 Благодарности

Автор выражает благодарность Т. А. Суслиной за полезные обсуждения, ценные сове-
ты и внимательное чтение рукописи.

1 Абстрактная теоретико-операторная схема

1.1 Квадратичные двупараметрические операторные семейства

Мы изучаем семейство операторов B(𝑡, 𝜀), зависящих от двух вещественных парамет-
ров 𝜀 и 𝑡,

0 6 𝜀 6 1, 𝑡 ∈ R.
В этом пункте мы кратко описываем результаты, полученные в [Su4, Su5].

1.1.1 Операторы 𝑋(𝑡) и 𝐴(𝑡)

Пусть H и H* — комплексные сепарабельные гильбертовы пространства. Предположим,
что 𝑋0 : H → H* — плотно определённый и замкнутый оператор, а 𝑋1 : H → H* — ограни-
ченный оператор. Введём замкнутый на Dom𝑋0 оператор 𝑋(𝑡) := 𝑋0 + 𝑡𝑋1 : H → H*, где
𝑡 ∈ R. Рассмотрим семейство самосопряжённых операторов 𝐴(𝑡) := 𝑋(𝑡)*𝑋(𝑡) в H. Опера-
тор 𝐴(𝑡) порождается замкнутой квадратичной формой ‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* , 𝑢 ∈ Dom𝑋0. Введём
обозначения 𝐴0 := 𝐴(0), N := Ker𝐴0 = Ker𝑋0, N* := Ker𝑋*

0 .
Предполагается выполненным следующее условие.

Условие 1.1.1. Точка 𝜆0 = 0 — изолированная точка спектра оператора 𝐴0 и 0 < 𝑛 :=
dimN <∞, 𝑛 6 𝑛* := dimN* 6 ∞.

Обозначим через 𝑑0 расстояние от точки 𝜆0 = 0 до остального спектра оператора
𝐴0. Через 𝑃 и 𝑃* обозначаются ортопроекторы в H на N и в H* на N*, соответственно.

Операторное семейство 𝐴(𝑡) подробно изучалось в работах [BSu1, гл. 1], [BSu2], [BSu4,
гл. 1].

1.1.2 Операторы 𝑌 (𝑡) и 𝑌2

Пусть ̃︀H — ещё одно сепарабельное гильбертово пространство. Пусть 𝑌0 : H → ̃︀H —
плотно определённый оператор такой, что Dom𝑋0 ⊂ Dom𝑌0. Далее, пусть 𝑌1 — огра-
ниченный оператор в H. Введём 𝑌 (𝑡) := 𝑌0 + 𝑡𝑌1, Dom𝑌 (𝑡) = Dom𝑌0. Предполагается
выполненным следующее условие.

Условие 1.1.2. Для некоторого 𝑐1 > 0 имеем

‖𝑌 (𝑡)𝑢‖̃︀H 6 𝑐1‖𝑋(𝑡)𝑢‖H* , 𝑢 ∈ Dom𝑋0, 𝑡 ∈ R. (1.1)
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Из (1.1) при 𝑡 = 0 следует, что N ⊂ Ker𝑌0.
Пусть 𝑌2 : H → ̃︀H — плотно определённый линейный оператор такой, что Dom𝑋0 ⊂

Dom𝑌2. Предполагается, что оператор 𝑌2 сильно подчинён оператору 𝑋(𝑡), т.е. справед-
ливо

Условие 1.1.3. Для любого 𝜈 > 0 существует число 𝐶(𝜈) > 0 такое, что выполнено
неравенство

‖𝑌2𝑢‖2̃︀H 6 𝜈‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* + 𝐶(𝜈)‖𝑢‖2H, 𝑢 ∈ Dom𝑋0, 𝑡 ∈ R. (1.2)

1.1.3 Форма q

Пусть в пространстве H задана плотно определённая эрмитова полуторалинейная фор-
ма q[𝑢, 𝑣], причём Dom𝑋0 ⊂ Dom q. На форму q накладывается следующее условие.

Условие 1.1.4. Существуют такие постоянные 0 < 𝜅 6 1, 𝑐0 ∈ R, 𝑐2 > 0, 𝑐3 > 0, что

|q[𝑢, 𝑣]| 6
(︀
𝑐2‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* + 𝑐3‖𝑢‖2H

)︀1/2 (︀
𝑐2‖𝑋(𝑡)𝑣‖2H* + 𝑐3‖𝑣‖2H

)︀1/2
,

q[𝑢, 𝑢] > −(1− 𝜅)‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* − 𝑐0‖𝑢‖2H, 𝑢, 𝑣 ∈ Dom𝑋0, 𝑡 ∈ R.
(1.3)

1.1.4 Оператор B(𝑡, 𝜀)

В пространстве H рассмотрим квадратичную форму

b(𝑡, 𝜀)[𝑢, 𝑢] = ‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* +2𝜀Re(𝑌 (𝑡)𝑢, 𝑌2𝑢)̃︀H+ 𝜀2q[𝑢, 𝑢]+𝜆𝜀2(𝑄0𝑢, 𝑢)H, 𝑢 ∈ Dom𝑋0. (1.4)

Здесь 𝑄0 : H → H — ограниченный положительно определённый оператор. На параметр
𝜆 ∈ R накладывается ограничение:

𝜆 > ‖𝑄−1
0 ‖(𝑐0 + 𝑐4), если 𝜆 > 0,

𝜆 > ‖𝑄0‖−1(𝑐0 + 𝑐4), если 𝜆 < 0 и 𝑐0 + 𝑐4 < 0,
(1.5)

где 𝑐0 — постоянная из условия 1.1.4, а 𝑐4 = 4𝜅−1𝑐21𝐶(𝜈) при 𝜈 = 𝜅2(16𝑐21)
−1.

Используя (1.1), (1.2), (1.3), можно проверить (см. [Su5, п. 1.4]) справедливость следу-
ющих оценок:

b(𝑡, 𝜀)[𝑢, 𝑢] 6 (2 + 𝑐21 + 𝑐2)‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* + (𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝑄0‖)𝜀2‖𝑢‖2H,

b(𝑡, 𝜀)[𝑢, 𝑢] >
𝜅

2
‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* + 𝛽𝜀2‖𝑢‖2H, 𝑢 ∈ Dom𝑋0,

где 𝛽 > 0 определено по числу 𝜆 следующим образом:

𝛽 = 𝜆‖𝑄−1
0 ‖−1 − 𝑐0 − 𝑐4, если 𝜆 > 0,

𝛽 = 𝜆‖𝑄0‖ − 𝑐0 − 𝑐4, если 𝜆 < 0 и 𝑐0 + 𝑐4 < 0.
(1.6)

Таким образом, форма b(𝑡, 𝜀)[𝑢, 𝑢] замкнута и положительно определена.
Самосопряжённый оператор в пространстве H, порождённый формой (1.4), обозна-

чим через B(𝑡, 𝜀). Формально можно записать

B(𝑡, 𝜀) = 𝐴(𝑡) + 𝜀(𝑌 *
2 𝑌 (𝑡) + 𝑌 (𝑡)*𝑌2) + 𝜀2𝑄+ 𝜆𝜀2𝑄0. (1.7)

Здесь 𝑄 — формальный объект, который мы сопоставляем форме q.
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1.1.5 Введение параметра 𝜏

Семейство B(𝑡, 𝜀) аналитически зависит от параметров 𝑡 и 𝜀. Если 𝑡 = 0 и 𝜀 = 0, то
B(0, 0) = 𝐴0 имеет изолированное собственное значение 𝜆0 = 0 кратности 𝑛. Мы хотим
использовать аппарат аналитической теории возмущений. Однако, если 𝑛 > 1, то анали-
тическая теория возмущений не работает, поскольку мы имеем дело с многомерным пара-
метром и кратным собственным значением. Чтобы преодолеть эту трудность, мы, следуя
[Su4], вводим одномерный параметр 𝜏 =

√
𝑡2 + 𝜀2 и дополнительные параметры 𝜗1 = 𝑡𝜏−1,

𝜗2 = 𝜀𝜏−1, 𝜗 = (𝜗1, 𝜗2). Оператор B(𝑡, 𝜀) будем обозначать через B(𝜏 ;𝜗). Соответствующая
квадратичная форма запишется в виде

b(𝜏 ;𝜗)[𝑢, 𝑢] = ‖(𝑋0 + 𝜏𝜗1𝑋1)𝑢‖2H* + 2𝜏𝜗2Re(𝑌0𝑢, 𝑌2𝑢)̃︀H
+ 2𝜏 2𝜗1𝜗2Re(𝑌1𝑢, 𝑌2𝑢)̃︀H + 𝜏 2𝜗2

2(q[𝑢, 𝑢] + 𝜆(𝑄0𝑢, 𝑢)H), 𝑢 ∈ Dom𝑋0.

Отвечающий ей оператор формально можно записать в виде

B(𝜏 ;𝜗) = (𝑋*
0 + 𝜏𝜗1𝑋

*
1 )(𝑋0 + 𝜏𝜗1𝑋1) + 𝜏𝜗2(𝑌

*
2 𝑌0 + 𝑌 *

0 𝑌2)+

+ 𝜏 2𝜗1𝜗2(𝑌
*
2 𝑌1 + 𝑌 *

1 𝑌2) + 𝜏 2𝜗2
2(𝑄+ 𝜆𝑄0). (1.8)

Мы изучаем оператор B(𝜏 ;𝜗) как квадратичный пучок, соответствующий одномер-
ному параметру 𝜏 , средствами аналитической теории возмущений. В то же время мы
должны следить за равномерностью оценок по 𝜗, принимая во внимание, что 𝜗2

1 + 𝜗2
2 = 1.

В записи (1.8) можно считать, что 𝜏 ∈ R.
Обозначим за 𝐹 (𝜏 ;𝜗; 𝑠) спектральный проектор оператора B(𝜏 ;𝜗) для интервала [0, 𝑠]

и положим F(𝜏 ;𝜗; 𝑠) := 𝐹 (𝜏 ;𝜗; 𝑠)H. Фиксируем число 𝛿 ∈ (0, 𝜅𝑑0/13) и выберем 𝜏 0 > 0,
такое что

𝜏 0 6 𝛿1/2
(︀
(2 + 𝑐21 + 𝑐2)‖𝑋1‖2 + 𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝑄0‖

)︀−1/2
. (1.9)

В [Su4, предложение 1.5] установлено следующее утверждение.

Предложение 1.1.1 ([Su4]). При |𝜏 | 6 𝜏 0 выполнено

𝐹 (𝜏 ;𝜗; 𝛿) = 𝐹 (𝜏 ;𝜗; 3𝛿), rank𝐹 (𝜏 ;𝜗; 𝛿) = 𝑛.

Далее мы часто будем писать 𝐹 (𝜏 ;𝜗) вместо 𝐹 (𝜏 ;𝜗; 𝛿) и F(𝜏 ;𝜗) вместо F(𝜏 ;𝜗; 𝛿).

1.1.6 Операторы 𝑍 и ̃︀𝑍
Следуя [Su4, Su5], введём операторы, которые возникают при рассмотрениях в духе

теории возмущений.
Обозначим D := Dom𝑋0 ∩N⊥. Так как 𝜆0 = 0 — изолированное собственное значение

в спектре 𝐴0, то форма (𝑋0𝜙,𝑋0𝜁), 𝜙, 𝜁 ∈ D, определяет скалярное произведение в D,
превращая D в гильбертово пространство. Пусть 𝜔 ∈ N. Рассмотрим уравнение на 𝜑 ∈ D:

𝑋*
0 (𝑋0𝜑+𝑋1𝜔) = 0,

которое понимается в слабом смысле:

(𝑋0𝜑,𝑋0𝜁)H* = −(𝑋1𝜔,𝑋0𝜁)H* , ∀𝜁 ∈ D.

Правая часть — антилинейный непрерывный функционал над 𝜁 ∈ D, поэтому по теореме
Рисса существует единственное решение 𝜑 = 𝜑(𝜔). Кроме того, оно удовлетворяет оценке

‖𝑋0𝜑(𝜔)‖H* 6 ‖𝑋1𝜔‖H* . (1.10)
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Поскольку
‖𝑋0𝜁‖2H* > 𝑑0‖𝜁‖2H > 13𝛿𝜅−1‖𝜁‖2H, ∀𝜁 ∈ D, (1.11)

то в силу (1.10)
‖𝜑(𝜔)‖H 6 𝜅1/2(13𝛿)−1/2‖𝑋1𝜔‖H* . (1.12)

Введём оператор 𝑍 : H → H формулой

𝑍𝑢 = 𝜑(𝑃𝑢), 𝑢 ∈ H.

Из (1.10) и (1.12) прямо вытекают оценки

‖𝑋0𝑍‖H→H* 6 ‖𝑋1‖, (1.13)

‖𝑍‖H→H 6 𝜅1/2(13𝛿)−1/2‖𝑋1‖. (1.14)

Аналогично, рассмотрим уравнение на 𝜓 ∈ D для заданного 𝜔 ∈ N :

𝑋*
0𝑋0𝜓 + 𝑌 *

0 𝑌2𝜔 = 0,

которое понимается в слабом смысле:

(𝑋0𝜓,𝑋0𝜁)H* = −(𝑌2𝜔, 𝑌0𝜁)̃︀H, ∀𝜁 ∈ D.

В силу условия (1.1) правая часть — антилинейный непрерывный функционал от 𝜁 ∈ D,
поэтому по теореме Рисса существует единственное решение 𝜓 = 𝜓(𝜔). Кроме того, оно
удовлетворяет оценке

‖𝑋0𝜓‖H* 6 𝑐1‖𝑌2𝜔‖̃︀H 6 𝑐1𝐶(1)
1/2‖𝜔‖H. (1.15)

Последнее неравенство следует из (1.2) при 𝑡 = 0 с 𝜈 = 1. С учётом (1.11) отсюда вытекает
неравенство

‖𝜓(𝜔)‖H 6 𝑐1(𝜅𝐶(1))
1/2(13𝛿)−1/2‖𝜔‖H. (1.16)

Введём оператор ̃︀𝑍 : H → H формулой̃︀𝑍𝑢 = 𝜓(𝑃𝑢), 𝑢 ∈ H.

Из (1.15), (1.16) прямо вытекают оценки

‖𝑋0
̃︀𝑍‖H→H* 6 𝑐1𝐶(1)

1/2, (1.17)

‖ ̃︀𝑍‖H→H 6 𝑐1(𝜅𝐶(1))
1/2(13𝛿)−1/2. (1.18)

1.1.7 Операторы 𝑅 и 𝑆

Определим оператор
𝑅 := 𝑋0𝑍 +𝑋1 : N → N*. (1.19)

Как было показано в [BSu1, гл. 1, п. 1.2], оператор 𝑅 также может быть определён фор-
мулой 𝑅 = 𝑃*𝑋1|N. Следуя [BSu1, гл. 1, п. 1.3], назовём оператор 𝑆 := 𝑅*𝑅 : N → N
спектральным ростком семейства 𝐴(𝑡) при 𝑡 = 0. Для ростка справедливо также пред-
ставление

𝑆 = 𝑃𝑋*
1𝑃*𝑋1|N, (1.20)

откуда вытекает оценка
‖𝑆‖ 6 ‖𝑋1‖2. (1.21)
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1.1.8 Ветви собственных значений и собственных векторов оператора B(𝜏 ;𝜗).
Спектральный росток оператора B(𝜏 ;𝜗)

Согласно общей аналитической теории возмущений (см. [K]), при |𝜏 | 6 𝜏 0 существу-
ют вещественно-аналитические (по 𝜏) функции 𝜆𝑙(𝜏 ;𝜗) (ветви собственных значений) и
вещественно-аналитические H-значные функции 𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗) (ветви собственных векторов),
такие что

B(𝜏 ;𝜗)𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗) = 𝜆𝑙(𝜏 ;𝜗)𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗), |𝜏 | 6 𝜏 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛,

причём 𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют ортонормированный базис в F(𝜏 ;𝜗). Для достаточно
малого 𝜏*(𝜗) 6 𝜏 0 справедливы сходящиеся степенные разложения:

𝜆𝑙(𝜏 ;𝜗) = 𝛾𝑙(𝜗)𝜏
2 + 𝜇𝑙(𝜗)𝜏

3 + . . . , 𝛾𝑙(𝜗) > 0, |𝜏 | 6 𝜏*(𝜗), (1.22)

𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗) = 𝜔𝑙(𝜗) + 𝜏𝜙
(1)
𝑙 (𝜗) + . . . , |𝜏 | 6 𝜏*(𝜗). (1.23)

Векторы 𝜔𝑙(𝜗), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют ортонормированный базис в N.
Следуя [Su4], введём оператор

S(𝜗) = 𝜗2
1𝑆 − 𝜗1𝜗2(𝑋0𝑍)

*(𝑋0
̃︀𝑍)|N − 𝜗1𝜗2(𝑋0

̃︀𝑍)*(𝑋0𝑍)|N−
− 𝜗2

2(𝑋0
̃︀𝑍)*(𝑋0

̃︀𝑍)|N + 𝜗1𝜗2𝑃 (𝑌
*
2 𝑌1 + 𝑌 *

1 𝑌2)|N + 𝜗2
2(𝑄N + 𝜆𝑄0N),

который называется спектральным ростком семейства B(𝜏 ;𝜗) при 𝜏 = 0. Здесь 𝑄N —
самосопряжённый оператор, порождённый квадратичной формой q[𝜔, 𝜔], 𝜔 ∈ N, а 𝑄0N :=
𝑃𝑄0|N.

Как показано в [Su4, предложение 1.6], числа 𝛾𝑙(𝜗) и векторы 𝜔𝑙(𝜗) являются собствен-
ными для S(𝜗):

S(𝜗)𝜔𝑙(𝜗) = 𝛾𝑙(𝜗)𝜔𝑙(𝜗), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (1.24)

Имеют место представления

𝑃 =
𝑛∑︁

𝑙=1

(·, 𝜔𝑙(𝜗))H𝜔𝑙(𝜗), (1.25)

S(𝜗)𝑃 =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝛾𝑙(𝜗)(·, 𝜔𝑙(𝜗))H𝜔𝑙(𝜗). (1.26)

Оценим норму оператора S(𝜗), используя (1.13), (1.17), (1.21), (1.2) при 𝑡 = 0 и 𝜈 = 1,
а также (1.3) при 𝑡 = 0:

‖S(𝜗)‖N→N 6 ‖𝑋1‖2 + 2𝑐1𝐶(1)
1/2‖𝑋1‖+ 𝑐21𝐶(1) + 2𝐶(1)1/2‖𝑌1‖+ 𝑐3 + |𝜆|‖𝑄0‖ =: 𝐶S. (1.27)

В заключение этого пункта введём оператор

𝐿(𝑡, 𝜀) := 𝜏 2S(𝜗) = 𝑡2𝑆 − 𝑡𝜀
(︁
(𝑋0𝑍)

*(𝑋0
̃︀𝑍)|N + (𝑋0

̃︀𝑍)*(𝑋0𝑍)|N
)︁
+

+ 𝑡𝜀𝑃 (𝑌 *
2 𝑌1 + 𝑌 *

1 𝑌2)|N + 𝜀2
(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍)*(𝑋0
̃︀𝑍)|N +𝑄N + 𝜆𝑄0N

)︁
. (1.28)

1.1.9 Пороговые аппроксимации

Спектральный проектор 𝐹 (𝜏 ;𝜗) и оператор B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗) являются вещественно ана-
литическими оператор-функциями при |𝜏 | 6 𝜏 0. При |𝜏 | 6 𝜏 0 можно записать

𝐹 (𝜏 ;𝜗) =
𝑛∑︁

𝑙=1

(·, 𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗))𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗),
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B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗) =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝜆𝑙(𝜏 ;𝜗)(·, 𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗))𝜙𝑙(𝜏 ;𝜗).

С учётом (1.22)–(1.26) отсюда следуют степенные разложения 𝐹 (𝜏 ;𝜗) = 𝑃 + 𝜏𝐹1(𝜗) + . . .,
B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗) = 𝜏 2S(𝜗)𝑃 + 𝜏 3𝒦(𝜗) + . . . , сходящиеся при |𝜏 | 6 𝜏*(𝜗). Однако, нам нужны
не разложения, а лишь аппроксимации (с одним или несколькими первыми членами), но
с оценками погрешности на контролируемом промежутке |𝜏 | 6 𝜏 0.

Следующее утверждение было получено в [Su4, теорема 2.2]. Договоримся ниже че-
рез 𝛽𝑗 обозначать абсолютные константы (значения которых допускают явный контроль),
причём считаем 𝛽𝑗 > 1.

Теорема 1.1.1 ([Su4]). Справедливы оценки

𝐹 (𝜏 ;𝜗)− 𝑃 = Φ(𝜏 ;𝜗), ‖Φ(𝜏 ;𝜗)‖ 6 𝐶1|𝜏 |, |𝜏 | 6 𝜏 0; (1.29)
B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)− 𝜏 2S(𝜗)𝑃 = Ψ(𝜏 ;𝜗), ‖Ψ(𝜏 ;𝜗)‖ 6 𝐶2|𝜏 |3, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.30)

Константы 𝐶1, 𝐶2 имеют вид:

𝐶1 = 𝛽1𝜅
−1/2𝐶 ′

3,

𝐶2 = 𝛽2𝛿𝜅
−1/2

(︀
(𝐶 ′

1)
2𝐶 ′

3 + 𝐶 ′
1𝐶

′
2 + 𝐶 ′

2𝐶
′
3

)︀
,

(1.31)

где

𝐶 ′
1 = max{2 + 𝑐21, (‖𝑋1‖2 + 𝐶(1))𝛿−1},

𝐶 ′
2 = max{𝑐2 + 1, (‖𝑋1‖2 + ‖𝑌1‖2 + 𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝑄0‖)𝛿−1},

𝐶 ′
3 = 𝐶 ′

1 + 𝜏 0𝐶 ′
2.

Нам понадобится также более точная аппроксимация, найденная в [Su5, теорема 3.3].

Теорема 1.1.2 ([Su5]). Справедливы представление

B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗) = 𝜏 2S(𝜗)𝑃 + 𝜏 3𝐾(𝜗) + Ψ2(𝜏 ;𝜗), |𝜏 | 6 𝜏 0, (1.32)

и оценка
‖Ψ2(𝜏 ;𝜗)‖ 6 𝐶3𝜏

4, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.33)

Оператор 𝐾(𝜗) определён ниже соотношениями (1.34)–(1.39). Постоянная 𝐶3 имеет вид

𝐶3 = 𝛽3𝛿𝜅
−1/2

(︀
(𝐶 ′

1)
3𝐶 ′

3 + (𝐶 ′
1)

2𝐶 ′
2 + 𝐶 ′

1𝐶
′
2𝐶

′
3 + (𝐶 ′

2)
2
)︀
.

Как показано в [Su5, п. 3.4]

𝐾(𝜗) = 𝐾0(𝜗) +𝑁(𝜗), (1.34)

где 𝐾0(𝜗) переводит N в N⊥ и N⊥ в N, а 𝑁(𝜗) переводит N в себя и N⊥ в {0}. В терминах
коэффициентов степенных разложений операторы 𝐾0(𝜗) и 𝑁(𝜗) имеют вид

𝐾0(𝜗) =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝛾𝑙(𝜗)
(︁
(·, 𝜔𝑙(𝜗))(𝜗1𝑍𝜔𝑙(𝜗) + 𝜗2

̃︀𝑍𝜔𝑙(𝜗)) + (·, 𝜗1𝑍𝜔𝑙(𝜗) + 𝜗2
̃︀𝑍𝜔𝑙(𝜗))𝜔𝑙(𝜗)

)︁
,

𝑁(𝜗) =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝜇𝑙(𝜗)(·, 𝜔𝑙(𝜗))𝜔𝑙(𝜗) +
𝑛∑︁

𝑙=1

𝛾𝑙(𝜗)
(︀
(·, ̃︀𝜔𝑙(𝜗))𝜔𝑙(𝜗) + (·, 𝜔𝑙(𝜗))̃︀𝜔𝑙(𝜗)

)︀
,
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где ̃︀𝜔𝑙(𝜗) = 𝑃𝜙
(1)
𝑙 (𝜗). В инвариантных терминах справедливы представления

𝐾0(𝜗) = 𝜗1

(︀
𝑍S(𝜗)𝑃 + S(𝜗)𝑃𝑍*)︀+ 𝜗2

(︀ ̃︀𝑍S(𝜗)𝑃 + S(𝜗)𝑃 ̃︀𝑍*)︀,
𝑁(𝜗) = 𝜗3

1𝑁11 + 𝜗2
1𝜗2𝑁12 + 𝜗1𝜗

2
2𝑁21 + 𝜗3

2𝑁22,
(1.35)

где

𝑁11 = (𝑋1𝑍)
*𝑅𝑃 + (𝑅𝑃 )*𝑋1𝑍, (1.36)

𝑁12 = (𝑋1
̃︀𝑍)*𝑅𝑃 + (𝑅𝑃 )*𝑋1

̃︀𝑍 + (𝑋1𝑍)
*𝑋0

̃︀𝑍+
+(𝑋0

̃︀𝑍)*𝑋1𝑍 + (𝑌2𝑍)
*𝑌0𝑍 + (𝑌0𝑍)

*𝑌2𝑍+

+(𝑌2𝑍)
*𝑌1𝑃 + (𝑌1𝑃 )

*𝑌2𝑍 + (𝑌2𝑃 )
*𝑌1𝑍 + (𝑌1𝑍)

*𝑌2𝑃,

(1.37)

𝑁21 = (𝑋0
̃︀𝑍)*𝑋1

̃︀𝑍 + (𝑋1
̃︀𝑍)*𝑋0

̃︀𝑍+(𝑌2𝑍)
*𝑌0 ̃︀𝑍+

+(𝑌0 ̃︀𝑍)*𝑌2𝑍 + (𝑌2 ̃︀𝑍)*𝑌0𝑍 + (𝑌0𝑍)
*𝑌2 ̃︀𝑍 + (𝑌2 ̃︀𝑍)*𝑌1𝑃+

+(𝑌1𝑃 )
*𝑌2 ̃︀𝑍+(𝑌1 ̃︀𝑍)*𝑌2𝑃 + (𝑌2𝑃 )

*𝑌1 ̃︀𝑍+
+𝑍*𝑄𝑃 + 𝑃𝑄𝑍 + 𝜆(𝑍*𝑄0𝑃 + 𝑃𝑄0𝑍),

(1.38)

𝑁22 = (𝑌0 ̃︀𝑍)*𝑌2 ̃︀𝑍 + (𝑌2 ̃︀𝑍)*𝑌0 ̃︀𝑍 + ̃︀𝑍*𝑄𝑃 + 𝑃𝑄 ̃︀𝑍 + 𝜆( ̃︀𝑍*𝑄0𝑃 + 𝑃𝑄0
̃︀𝑍). (1.39)

Поясним, что в (1.38) под формальной записью 𝑍*𝑄𝑃 +𝑃𝑄𝑍 подразумевается ограничен-
ный самосопряжённый оператор в H, порождённый формой

q[𝑃𝑢, 𝑍𝑢] + q[𝑍𝑢, 𝑃𝑢], 𝑢 ∈ H.

Аналогично в (1.39) под ̃︀𝑍*𝑄𝑃 + 𝑃𝑄 ̃︀𝑍 понимается ограниченный самосопряжённый опе-
ратор в H, порождённый формой

q[𝑃𝑢, ̃︀𝑍𝑢] + q[ ̃︀𝑍𝑢, 𝑃𝑢], 𝑢 ∈ H.

Отметим также оценки (см. [Su5, п. 3.5])

‖𝑁11‖ 6 2𝜅1/2(13𝛿)−1/2‖𝑋1‖3, (1.40)

‖𝑁12‖ 6 2(𝜅𝐶(1))1/2(13𝛿)−1/2‖𝑋1‖(2𝑐1‖𝑋1‖+ ‖𝑌1‖)+
+ 2(1 + 𝜅(13𝛿)−1𝐶(1))1/2‖𝑋1‖(𝑐1‖𝑋1‖+ ‖𝑌1‖),

(1.41)

‖𝑁21‖ 6 2𝜅1/2(13𝛿)−1/2(𝑐21𝐶(1)‖𝑋1‖+ 𝑐1𝐶(1)‖𝑌1‖+ |𝜆|‖𝑄0‖‖𝑋1‖)+
+2(1 + 𝜅(13𝛿)−1𝐶(1))1/2𝑐1𝐶(1)

1/2(2𝑐1‖𝑋1‖+ ‖𝑌1‖)+
+ 2𝑐

1/2
3 ‖𝑋1‖(𝑐2 + 𝑐3𝜅(13𝛿)

−1)1/2,

(1.42)

‖𝑁22‖ 6 2𝑐31𝐶(1)(1 + 𝜅(13𝛿)−1𝐶(1))1/2 + 2𝑐
1/2
3 𝑐1𝐶(1)

1/2(𝑐2 + 𝑐3𝜅(13𝛿)
−1)1/2+

+ 2𝑐1(𝜅𝐶(1))
1/2(13𝛿)−1/2|𝜆|‖𝑄0‖.

(1.43)

В дальнейшем главную роль будет играть оператор 𝑁11.

1.2 Пороговые аппроксимации для оператора 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝑃

1.2.1 Приближение для экспоненты 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝑃

Наша цель в этом пункте — приблизить оператор 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗) при 𝑠 ∈ R оператором
𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃 , считая, что |𝜏 | 6 𝜏 0.
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Рассмотрим оператор

𝐸(𝜏 ;𝜗; 𝑠) := 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃. (1.44)

Имеем

𝐸(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = 𝐸1(𝜏 ;𝜗; 𝑠) + 𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠), (1.45)

𝐸1(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)⊥𝑃 − 𝐹 (𝜏 ;𝜗)⊥𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃, (1.46)

𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)𝑃 − 𝐹 (𝜏 ;𝜗)𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃. (1.47)

Поскольку 𝐹 (𝜏 ;𝜗)⊥𝑃 = (𝑃 − 𝐹 (𝜏 ;𝜗))𝑃 , то из (1.29) вытекает оценка оператора (1.46):

‖𝐸1(𝜏 ;𝜗; 𝑠)‖ 6 2𝐶1|𝜏 |, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.48)

Перейдём к рассмотрению оператора (1.47), который запишем как

𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠), (1.49)

Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) := 𝐹 (𝜏 ;𝜗)𝑃 − 𝑒𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃.

Видно, что Σ(𝜏 ;𝜗; 0) = 0 и

Σ′(𝜏 ;𝜗; 𝑠) :=
𝑑Σ

𝑑𝑠
(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = −𝑖𝑒𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)

(︀
B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)− 𝜏 2S(𝜗)𝑃

)︀
𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃. (1.50)

Поскольку Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) =
´ 𝑠
0
Σ′(𝜏 ;𝜗; 𝑠) 𝑑𝑠, из (1.30) и (1.50) следует оценка

‖Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠)‖ 6 𝐶2|𝑠||𝜏 |3, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.51)

Соотношения (1.44), (1.45), (1.48), (1.49) и (1.51) влекут следующий результат.

Теорема 1.2.1. При 𝑠 ∈ R справедлива оценка

‖𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃‖ 6 2𝐶1|𝜏 |+ 𝐶2|𝑠||𝜏 |3, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.52)

Число 𝜏 0 подчинено (1.9), а постоянные 𝐶1, 𝐶2 определены в (1.31).

Мы проведём более кропотливые рассмотрения, которые позволят нам усилить резуль-
тат при дополнительных предположениях. Подставляя (1.32) в (1.50), получаем

Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = −𝑖
𝑠ˆ

0

𝑒𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)(𝜏 3𝐾(𝜗) + Ψ2(𝜏 ;𝜗))𝑒
−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃 𝑑𝑠. (1.53)

Учитывая (1.34), (1.35), а также соотношения 𝑍*𝑃 = 0 и ̃︀𝑍*𝑃 = 0, запишем оператор (1.53)
в виде

Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = ̃︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) + ̂︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠), (1.54)

̃︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = −𝑖
𝑠ˆ

0

𝑒𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)(𝜏 3𝜗1𝑍S(𝜗) + 𝜏 3𝜗2
̃︀𝑍S(𝜗) + Ψ2(𝜏 ;𝜗))𝑒

−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃 𝑑𝑠, (1.55)

̂︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = −𝑖𝜏 3
𝑠ˆ

0

𝑒𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)(𝜗3
1𝑁11 + 𝜗2

1𝜗2𝑁12 + 𝜗1𝜗
2
2𝑁21 + 𝜗3

2𝑁22)𝑒
−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃 𝑑𝑠.
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Поскольку 𝑃𝑍 = 0 и 𝑃 ̃︀𝑍 = 0, то

𝐹 (𝜏 ;𝜗)𝑍S(𝜗)𝑃 = (𝐹 (𝜏 ;𝜗)− 𝑃 )𝑍S(𝜗)𝑃, 𝐹 (𝜏 ;𝜗) ̃︀𝑍S(𝜗)𝑃 = (𝐹 (𝜏 ;𝜗)− 𝑃 ) ̃︀𝑍S(𝜗)𝑃.
Тогда из (1.14), (1.18), (1.27), (1.29), (1.33) следует оценка для оператора (1.55):

‖̃︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠)‖ 6 𝐶4|𝑠|𝜏 4, |𝜏 | 6 𝜏 0, (1.56)

с постоянной
𝐶4 = 𝜅1/2(13𝛿)−1/2

(︀
‖𝑋1‖+ 𝑐1𝐶(1)

1/2
)︀
𝐶1𝐶S + 𝐶3. (1.57)

Теперь из (1.49) и (1.54) вытекает представление

𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = ̃︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) + ̂︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠), (1.58)

где ̃︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)̃︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠), ̂︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)̂︀Σ(𝜏 ;𝜗; 𝑠). В силу (1.56)

‖ ̃︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠)‖ 6 𝐶4|𝑠|𝜏 4, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.59)

В итоге соотношения (1.44), (1.45), (1.48), (1.58), (1.59) приводят к следующему резуль-
тату.

Теорема 1.2.2. При 𝑠 ∈ R и |𝜏 | 6 𝜏 0 справедливо представление

𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃 = 𝐸1(𝜏 ;𝜗; 𝑠) + ̃︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) + ̂︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠),

где первые два слагаемых допускают оценки (1.48) и (1.59) соответственно. Третий
член допускает представление

̂︀𝐸2(𝜏 ;𝜗; 𝑠) =

= −𝑖𝜏 3𝑒−𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)

𝑠ˆ

0

𝑒𝑖𝑠B(𝜏 ;𝜗)𝐹 (𝜏 ;𝜗)(𝜗3
1𝑁11 + 𝜗2

1𝜗2𝑁12 + 𝜗1𝜗
2
2𝑁21 + 𝜗3

2𝑁22)𝑒
−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃 𝑑𝑠,

где операторы 𝑁11, 𝑁12, 𝑁21, 𝑁22 определены в (1.36)–(1.39).

1.3 Приближение для оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)

1.3.1 Аппроксимация оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)𝑃 в общем случае

Исследуем поведение оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝜏,𝜗) при малом 𝜀. Домножим этот оператор на
“сглаживающий множитель” 𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2𝑃 , где 𝑟 > 0. (Термин объясняется тем, что в
приложениях к дифференциальным операторам такое домножение переходит в сглажи-
вание.) Наша цель — получить аппроксимацию сглаженного оператора с оценкой погреш-
ности порядка 𝑂(𝜀) при минимально возможном 𝑟.

Пусть |𝜏 | 6 𝜏 0. Применим теорему 1.2.1. В силу (1.52) (с заменой 𝑠 на 𝜀−2𝑠) имеем

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖𝜀3(𝑡2 + 𝜀2)−3/2 6

6 (2𝐶1|𝜏 |+ 𝐶2𝜀
−2|𝑠||𝜏 |3)𝜀3|𝜏 |−3 6 (2𝐶1 + 𝐶2|𝑠|)𝜀. (1.60)

Здесь пришлось взять 𝑟 = 3. Мы приходим к следующему результату.

Теорема 1.3.1. При 𝑠 ∈ R и |𝜏 | 6 𝜏 0 справедлива оценка

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖𝜀3(𝑡2 + 𝜀2)−3/2 6 (2𝐶1 + 𝐶2|𝑠|)𝜀.

Число 𝜏 0 подчинено (1.9), а постоянные 𝐶1, 𝐶2 определены в (1.31).
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1.3.2 Улучшение аппроксимации оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)𝑃 при дополнительных
предположениях

Теорема 1.2.2 позволяет усилить результат теоремы 1.3.1 в случае, когда 𝑁11 = 0.

Теорема 1.3.2. Пусть оператор 𝑁11, определённый в (1.36), равен нулю: 𝑁11 = 0. Тогда
при 𝑠 ∈ R и |𝜏 | 6 𝜏 0 справедлива оценка

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖𝜀2(𝑡2 + 𝜀2)−1 6 (2𝐶1 + 𝐶6|𝑠|)𝜀. (1.61)

Здесь 𝐶6 = 2𝐶4 +
5
2
𝐶5, а постоянные 𝐶4 и 𝐶5 определены в (1.57), (1.62).

Доказательство. Заметим, что при |𝑡| >
√
𝜀 выполнено 𝜀2(𝑡2 + 𝜀2)−1 6 𝜀. Поэтому ле-

вая часть в (1.61) не превосходит 2𝜀. Таким образом, достаточно считать, что |𝑡| <
√
𝜀.

Воспользуемся теоремой 1.2.2 с заменой 𝑠 на 𝜀−2𝑠. Тогда при |𝑡| <
√
𝜀 имеет место оценка

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖𝜀2(𝑡2 + 𝜀2)−1 6

6
(︀
2𝐶1|𝜏 |+ 𝐶4𝜀

−2|𝑠|𝜏 4 + 𝐶5𝜀
−2|𝑠|(𝑡2𝜀+ |𝑡|𝜀2 + 𝜀3)

)︀
𝜀2(𝑡2 + 𝜀2)−1 6

6
(︀
2𝐶1 + 2𝐶4|𝑠|+ 5

2
𝐶5|𝑠|

)︀
𝜀

с константой
𝐶5 = max{‖𝑁12‖, ‖𝑁21‖, ‖𝑁22‖}. (1.62)

Отсюда вытекает утверждение теоремы.

Замечание 1.3.1. Мы отследили зависимость констант 𝐶1, 𝐶2, 𝐶6 от параметров
задачи в теоремах 1.3.1 и 1.3.2. Они оцениваются многочленами от 𝛿, 𝛿−1/2, 𝜅1/2, 𝜅−1/2,
‖𝑋1‖, ‖𝑌1‖, 𝑐1, 𝐶(1)1/2, 𝑐1/22 , 𝑐1/23 , |𝜆|‖𝑄0‖ и 𝜏 0. Коэффициенты многочленов — некоторые
абсолютные положительные константы.

1.4 Подтверждение точности результата

1.4.1 Параметр κ

Рассмотрим операторный пучок (1.7) при наличии связи между параметрами 𝑡 = 𝑐𝜀2/3,
𝑐 > 0. Введём параметр κ = 𝜀1/3. Оператор B(𝑡, 𝜀) будем обозначать B(κ). Формальная
структура оператора B(κ) такова:

B(κ) = 𝑋*
0𝑋0 + 𝑐κ2(𝑋*

0𝑋1 +𝑋*
1𝑋0) + 𝑐2κ4𝑋*

1𝑋1 + κ3(𝑌 *
2 𝑌0 + 𝑌 *

0 𝑌2)+

+ 𝑐κ5(𝑌 *
2 𝑌1 + 𝑌 *

1 𝑌2) + κ6(𝑄+ 𝜆𝑄0).

Заметим, что согласно своему определению параметр κ неотрицателен, но оператор B(κ)
можно рассматривать при всех κ ∈ R, что и подразумевается ниже. Выберем число
κ0 = κ0(𝑐) > 0, так что

√︀
𝑐2κ4

0 + κ6
0 < 𝜏 0. Тогда согласно общей аналитической теории

возмущений при |κ| 6 κ0 существуют вещественно-аналитические функции 𝜆𝑙(κ) (вет-
ви собственных значений) и вещественно-аналитические H-значные функции 𝜙𝑙(κ) (ветви
собственных векторов), такие что

B(κ)𝜙𝑙(κ) = 𝜆𝑙(κ)𝜙𝑙(κ), |κ| 6 κ0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, (1.63)
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причём 𝜙𝑙(κ), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют ортонормированный базис в 𝐹 (κ)H. Здесь мы обо-
значили через 𝐹 (κ) спектральный проектор оператора B(κ) для интервала [0, 𝛿]. Для
достаточно малого κ* = κ*(𝑐) 6 κ0 справедливы сходящиеся степенные разложения:

𝜆𝑙(κ) = 𝜆
(2)
𝑙 κ2 + 𝜆

(3)
𝑙 κ3 + 𝜆

(4)
𝑙 κ4 + 𝜆

(5)
𝑙 κ5 + 𝜆

(6)
𝑙 κ6 + . . . , |κ| 6 κ*, (1.64)

𝜙𝑙(κ) = 𝜔𝑙 + κ𝜙(1)
𝑙 + κ2𝜙

(2)
𝑙 + κ3𝜙

(3)
𝑙 + κ4𝜙

(4)
𝑙 + κ5𝜙

(5)
𝑙 + . . . , |κ| 6 κ*. (1.65)

Векторы 𝜔𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют ортонормированный базис в N.
Запишем (1.63) как тождество для форм:

(𝑋0𝜙𝑙(κ), 𝑋0𝜁)H* + 𝑐κ2
(︀
(𝑋0𝜙𝑙(κ), 𝑋1𝜁)H* + (𝑋1𝜙𝑙(κ), 𝑋0𝜁)H*

)︀
+ 𝑐2κ4(𝑋1𝜙𝑙(κ), 𝑋1𝜁)H*+

+ κ3
(︀
(𝑌0𝜙𝑙(κ), 𝑌2𝜁)̃︀H + (𝑌2𝜙𝑙(κ), 𝑌0𝜁)̃︀H)︀+ 𝑐κ5

(︀
(𝑌1𝜙𝑙(κ), 𝑌2𝜁)̃︀H + (𝑌2𝜙𝑙(κ), 𝑌1𝜁)̃︀H)︀+

+ κ6
(︀
q[𝜙𝑙(κ), 𝜁] + 𝜆(𝑄0𝜙𝑙(κ), 𝜁)H

)︀
= 𝜆𝑙(κ)(𝜙𝑙(κ), 𝜁)H, ∀𝜁 ∈ Dom𝑋0.

Подставим сюда ряды (1.64), (1.65) и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях
κ. Имеем:

κ0 : (𝑋0𝜔𝑙, 𝑋0𝜁)H* = 0, 𝜁 ∈ Dom𝑋0, (1.66)

κ1 : (𝑋0𝜙
(1)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H* = 0, 𝜁 ∈ Dom𝑋0. (1.67)

Равенство (1.66) обеспечено включением 𝜔𝑙 ∈ N. Подставляя 𝜁 = 𝜙
(1)
𝑙 в равенство (1.67),

получаем, что 𝜙(1)
𝑙 ∈ N. Можно записать

𝜙
(1)
𝑙 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐
(1)
𝑙𝑘 𝜔𝑘, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (1.68)

Далее, учитывая 𝑋0𝜔𝑙 = 𝑋0𝜙
(1)
𝑙 = 0 и 𝑌0𝜔𝑙 = 0, имеем

κ2 : (𝑋0𝜙
(2)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H* + 𝑐(𝑋1𝜔𝑙, 𝑋0𝜁)H* = 𝜆

(2)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H, 𝜁 ∈ Dom𝑋0, (1.69)

κ3 : (𝑋0𝜙
(3)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H* + 𝑐(𝑋1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H* + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌0𝜁)̃︀H = 𝜆

(2)
𝑙 (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜁)H + 𝜆

(3)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H,
𝜁 ∈ Dom𝑋0.

(1.70)

Подставляя 𝜁 = 𝜔𝑙 в (1.69), (1.70), получаем, что 𝜆(2)𝑙 = 𝜆
(3)
𝑙 = 0. В терминах операторов

𝑍 и ̃︀𝑍 решения уравнений (1.69), (1.70) можно записать в виде

𝜙
(2)
𝑙 = 𝑐𝑍𝜔𝑙 + ̃︀𝜙(2)

𝑙 , ̃︀𝜙(2)
𝑙 ∈ N, (1.71)

𝜙
(3)
𝑙 = 𝑐𝑍𝜙

(1)
𝑙 + ̃︀𝑍𝜔𝑙 + ̃︀𝜙(3)

𝑙 , ̃︀𝜙(3)
𝑙 ∈ N. (1.72)

Приравнивая коэффициенты при κ4, получаем

κ4 :
(𝑋0𝜙

(4)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H* + 𝑐

(︀
(𝑋0𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋1𝜁)H* + (𝑋1𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H*

)︀
+

+ 𝑐2(𝑋1𝜔𝑙, 𝑋1𝜁)H* + (𝑌2𝜙
(1)
𝑙 , 𝑌0𝜁)̃︀H = 𝜆

(4)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H, 𝜁 ∈ Dom𝑋0.

(1.73)

С учётом (1.19) и (1.71) при 𝜁 ∈ N соотношение (1.73) принимает вид

𝑐2(𝑅𝜔𝑙, 𝑋1𝜁)H* = 𝜆
(4)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H, 𝜁 ∈ N.
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В силу (1.20) это означает, что

𝑐2(𝑆𝜔𝑙, 𝜁)H = 𝜆
(4)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H, 𝜁 ∈ N, (1.74)

т.е., числа 𝜆(4)𝑙 и векторы 𝜔𝑙 являются собственными для оператора 𝑐2𝑆:

𝑐2𝑆𝜔𝑙 = 𝜆
(4)
𝑙 𝜔𝑙. (1.75)

(В дальнейшем для определённости будем считать, что 𝜆(4)𝑙 занумерованы в порядке неубы-
вания.) Если все собственные числа оператора 𝑆 простые, то из (1.75) определяются (с
точностью до фазового множителя) векторы 𝜔𝑙.

Замечание 1.4.1. Нам также будет удобно пользоваться другими обозначениями,
отслеживая кратности собственных значений. Обозначим количество различных соб-
ственных значений оператора 𝑐2𝑆 через 𝑝 и обозначим их кратности через 𝑘1, . . . , 𝑘𝑝
(разумеется, 𝑘1 + · · · + 𝑘𝑝 = 𝑛). Переобозначим различные собственные значения через
𝜆
∘,(4)
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Тогда

𝜆
∘,(4)
1 := 𝜆

(4)
1 = . . . = 𝜆

(4)
𝑘1
< 𝜆

∘,(4)
2 := 𝜆

(4)
𝑘1+1 = . . . = 𝜆

(4)
𝑘1+𝑘2

< . . . < 𝜆∘,(4)𝑝 := 𝜆
(4)
𝑛−𝑘𝑝+1 = . . . = 𝜆(4)𝑛 .

Введём обозначения для собственных подпространств: N𝑗 = Ker(𝑐2𝑆 − 𝜆
∘,(4)
𝑗 𝐼N), 𝑗 =

1, . . . , 𝑝. Тогда

N =

𝑝∑︁
𝑗=1

⊕N𝑗.

Пусть 𝑃𝑗 — ортопроектор пространства H на N𝑗. Тогда

𝑃 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑃𝑗, 𝑃𝑗𝑃𝑙 = 0 при 𝑗 ̸= 𝑙.

Равенство коэффициентов при κ5 даёт

κ5 :

(𝑋0𝜙
(5)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H* + 𝑐

(︀
(𝑋0𝜙

(3)
𝑙 , 𝑋1𝜁)H* + (𝑋1𝜙

(3)
𝑙 , 𝑋0𝜁)H*

)︀
+

+𝑐2(𝑋1𝜙
(1)
𝑙 , 𝑋1𝜁)H* + (𝑌0𝜙

(2)
𝑙 , 𝑌2𝜁)̃︀H + (𝑌2𝜙

(2)
𝑙 , 𝑌0𝜁)̃︀H+

+𝑐
(︀
(𝑌1𝜔𝑙,𝑌2𝜁)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜁)̃︀H)︀ = 𝜆

(5)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H + 𝜆

(4)
𝑙 (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜁)H, 𝜁 ∈ Dom𝑋0.

Пусть 𝜁 ∈ N. Воспользуемся формулами (1.71), (1.72), определениями операторов 𝑅 и 𝑆,
а также тождествами

(𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋1𝜁)H* = −(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜁)H* , (1.76)

(𝑌0𝑍𝜔𝑙, 𝑌2𝜁)̃︀H = −(𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜁)H* , (1.77)

следующими из определений операторов 𝑍 и ̃︀𝑍. Получаем

𝑐2(𝑆𝜙
(1)
𝑙 , 𝜁)H − 𝑐

(︀
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜁)H* + (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜁)H*

)︀
+

+ 𝑐
(︀
(𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜁)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜁)̃︀H)︀ = 𝜆

(5)
𝑙 (𝜔𝑙, 𝜁)H + 𝜆

(4)
𝑙 (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜁)H, 𝜁 ∈ N. (1.78)

Подставляя 𝜁 = 𝜔𝑙 и используя (1.75), находим

𝜆
(5)
𝑙 = −𝑐

(︀
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜔𝑙)H* + (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙)H*

)︀
+ 𝑐
(︀
(𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜔𝑙)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜔𝑙)̃︀H)︀ . (1.79)
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Далее, подставим (1.68) в (1.78). Перебирая 𝜁 = 𝜔𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, получаем выражения для
𝑐
(1)
𝑙𝑘 с индексами {(𝑙, 𝑘) : 𝜆(4)𝑙 ̸= 𝜆

(4)
𝑘 }:

(𝜆
(4)
𝑙 −𝜆(4)𝑘 )𝑐

(1)
𝑙𝑘 = −𝑐

(︀
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H*+(𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑘)H*

)︀
+𝑐
(︀
(𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H)︀ .

(1.80)
Пусть 𝜆

∘,(4)
𝑞 — собственное число задачи (1.75) кратности 𝑘𝑞 (т.е. 𝜆(4)𝑖 = . . . = 𝜆

(4)
𝑖+𝑘𝑞−1,

𝑖 = 𝑖(𝑞) = 𝑘1 + . . .+ 𝑘𝑞−1 + 1). Мы получаем следующие соотношения:

− (𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H* − (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H = 0,

𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1, 𝑙 ̸= 𝑘. (1.81)

Равенства (1.79) с 𝑙 = 𝑖, . . . , 𝑖 + 𝑘𝑞 − 1 и (1.81) можно трактовать как задачу на соб-
ственные числа

𝑐Y (𝑞)𝜔𝑙 = 𝜆
(5)
𝑙 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1, (1.82)

для самосопряжённого оператора

Y (𝑞) = 𝑃𝑞

(︀
−(𝑋0𝑍)

*𝑋0
̃︀𝑍 − (𝑋0

̃︀𝑍)*𝑋0𝑍 + 𝑌 *
2 𝑌1 + 𝑌 *

1 𝑌2
)︀⃒⃒

N𝑞
.

Если все собственные числа задачи (1.82) простые, то тогда векторы 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑖, . . . , 𝑖+𝑘𝑞−1,
определяются с точностью до фазового множителя.

Замечание 1.4.2. Введём также и другие обозначения по аналогии с замечанием 1.4.1.
Будем считать, что 𝜆(5)𝑙 , 𝑙 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1, занумерованы в порядке неубывания. Обо-
значим количество различных собственных значений оператора 𝑐Y (𝑞) через 𝑝′(𝑞) и обо-
значим их кратности через 𝑘1,𝑞, . . . , 𝑘𝑝′(𝑞),𝑞 (разумеется, 𝑘1,𝑞 + . . .+ 𝑘𝑝′(𝑞),𝑞 = 𝑘𝑞). Переобо-
значим различные собственные значения через 𝜆∘,(5)𝑗,𝑞 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝′(𝑞). Тогда

𝜆
∘,(5)
1,𝑞 := 𝜆

(5)
𝑖 = . . . = 𝜆

(5)
𝑖+𝑘1,𝑞−1 < 𝜆

∘,(5)
2,𝑞 := 𝜆

(5)
𝑖+𝑘1,𝑞

= . . . = 𝜆
(5)
𝑖+𝑘1,𝑞+𝑘2,𝑞−1 < . . .

. . . < 𝜆
∘,(5)
𝑝′(𝑞),𝑞

:= 𝜆
(5)
𝑖+𝑘𝑞−𝑘𝑝′(𝑞),𝑞

= . . . = 𝜆
(5)
𝑖+𝑘𝑞−1.

Введём обозначения для собственных подпространств: N𝑗,𝑞 = Ker(𝑐Y (𝑞) − 𝜆
∘,(5)
𝑗,𝑞 𝐼N𝑞), 𝑗 =

1, . . . , 𝑝′(𝑞). Тогда N𝑞 =
∑︀𝑝′(𝑞)

𝑗=1 ⊕N𝑗,𝑞. Пусть 𝑃𝑗,𝑞 — ортопроектор пространства H на N𝑗,𝑞.
Тогда 𝑃𝑞 =

∑︀𝑝′(𝑞)
𝑗=1 𝑃𝑗,𝑞 и 𝑃𝑗,𝑞𝑃𝑙,𝑞 = 0 при 𝑗 ̸= 𝑙.

Замечание 1.4.3. Отметим, что 𝜆(4)𝑙 ∼ 𝑐2, 𝜆(5)𝑙 ∼ 𝑐, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

Далее, рассмотрим соотношение (𝜙𝑙(κ), 𝜙𝑘(κ))H = 𝛿𝑙𝑘. Подставляя в него ряды (1.65) и
приравнивая коэффициенты при степенях κ, получаем равенства:

κ0 : (𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H = 𝛿𝑙𝑘,

κ1 : (𝜔𝑙, 𝜙
(1)
𝑘 )H + (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜔𝑘)H = 0, (1.83)

κ2 : (𝜔𝑙, 𝜙
(2)
𝑘 )H + (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H + (𝜙

(2)
𝑙 , 𝜔𝑘)H = 0. (1.84)

Из (1.71) и (1.84) следуют равенства

(𝜔𝑙, ̃︀𝜙(2)
𝑘 )H + (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H + (̃︀𝜙(2)

𝑙 , 𝜔𝑘)H = 0. (1.85)
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Далее нам будет удобно воспользоваться соотношением (B(κ)𝜙𝑙(κ), 𝜙𝑘(κ))H = 𝜆𝑙(κ)𝛿𝑙𝑘.
Равенство коэффициентов при κ6 даёт

κ6 :

(𝑋0𝜙
(2)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(4)
𝑘 )H* + (𝑋0𝜙

(3)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(3)
𝑘 )H* + (𝑋0𝜙

(4)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(2)
𝑘 )H*+

+𝑐
(︀
(𝑋0𝜙

(4)
𝑙 ,𝑋1𝜔𝑘)H* + (𝑋0𝜙

(3)
𝑙 , 𝑋1𝜙

(1)
𝑘 )H* + (𝑋0𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋1𝜙

(2)
𝑘 )H*+

+(𝑋1𝜔𝑙, 𝑋0𝜙
(4)
𝑘 )H* + (𝑋1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(3)
𝑘 )H* + (𝑋1𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(2)
𝑘 )H*

)︀
+

+ 𝑐2
(︀
(𝑋1𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋1𝜔𝑘)H* + (𝑋1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋1𝜙

(1)
𝑘 )H* + (𝑋1𝜔𝑙, 𝑋1𝜙

(2)
𝑘 )H*

)︀
+

+(𝑌0𝜙
(3)
𝑙 ,𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌0𝜙

(2)
𝑙 , 𝑌2𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌0𝜙

(2)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌0𝜙

(3)
𝑘 )̃︀H+

+𝑐
(︀
(𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H)︀+

+ q[𝜔𝑙, 𝜔𝑘] + 𝜆(𝑄0𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H = 𝜆
(6)
𝑙 𝛿𝑙𝑘.

(1.86)

В силу (1.71) и определений операторов 𝑅 и 𝑆 имеем

𝑐(𝑋0𝜙
(2)
𝑙 , 𝑋1𝜙

(2)
𝑘 )H* + 𝑐2(𝑋1𝜔𝑙, 𝑋1𝜙

(2)
𝑘 )H* + 𝑐(𝑋1𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(2)
𝑘 )H* + 𝑐2(𝑋1𝜙

(2)
𝑙 , 𝑋1𝜔𝑘)H* =

= 𝑐2(𝑅𝜔𝑙, 𝑋1𝜙
(2)
𝑘 )H* + 𝑐2(𝑋1𝜙

(2)
𝑙 , 𝑅𝜔𝑘)H* = 𝑐3(𝑍*𝑋*

1𝑅𝑃𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H + 𝑐3((𝑅𝑃 )*𝑋1𝑍𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H+

+ 𝑐2(𝑆𝜔𝑙, ̃︀𝜙(2)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆 ̃︀𝜙(2)

𝑙 , 𝜔𝑘)H.

Далее, из (1.71) и тождества (𝑋1𝜔𝑙, 𝑋0𝜁)H* = −(𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝜁)H* (см. определение оператора
𝑍) следует, что

(𝑋0𝜙
(2)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(4)
𝑘 )H* + 𝑐(𝑋1𝜔𝑙, 𝑋0𝜙

(4)
𝑘 )H* + (𝑋0𝜙

(4)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(2)
𝑘 )H* + 𝑐(𝑋0𝜙

(4)
𝑙 , 𝑋1𝜔𝑘)H* = 0.

Затем воспользуемся (1.70) при 𝜁 = 𝜙
(3)
𝑘 :

(𝑋0𝜙
(3)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(3)
𝑘 )H* + 𝑐(𝑋1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋0𝜙

(3)
𝑘 )H* + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌0𝜙

(3)
𝑘 )̃︀H = 0.

Наконец, в силу (1.71), (1.72), (1.76), (1.77) и тождества (𝑌0 ̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑌2𝜁)̃︀H = −(𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜁)H*

(см. определение оператора ̃︀𝑍),

𝑐(𝑋0𝜙
(3)
𝑙 , 𝑋1𝜙

(1)
𝑘 )H* + 𝑐2(𝑋1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋1𝜙

(1)
𝑘 )H* + (𝑌0𝜙

(3)
𝑙 , 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H+

+ (𝑌0𝜙
(2)
𝑙 , 𝑌2𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌0𝜙

(2)
𝑘 )̃︀H = 𝑐2(𝑆𝜙

(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H−

−𝑐
(︁
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜙
(1)
𝑘 )H* + (𝑋0𝑍𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜙(1)

𝑘 )H* + (𝑋0
̃︀𝑍𝜙(1)

𝑙 , 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H*

)︁
−

− (𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* .

В итоге, с учётом (1.36) равенство (1.86) принимает следующий вид:

κ6 :

𝑐3(𝑁11𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H + 𝑐2(𝑆𝜔𝑙, ̃︀𝜙(2)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆𝜙

(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆 ̃︀𝜙(2)

𝑙 , 𝜔𝑘)H−
− 𝑐
(︀
(𝑋0

̃︀𝑍𝜙(1)
𝑙 , 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜙
(1)
𝑘 )H*+

+ (𝑋0𝑍𝜙
(1)
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜙(1)

𝑘 )H*

)︀
− (𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑘)H*+

+ 𝑐
(︀
(𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌1𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H)︀+

+ q[𝜔𝑙, 𝜔𝑘] + 𝜆(𝑄0𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H = 𝜆
(6)
𝑙 𝛿𝑙𝑘.

(1.87)

20



Пусть 𝜆
∘,(4)
𝑞 — собственное число задачи (1.75) кратности 𝑘𝑞 (т.е. 𝜆(4)𝑖 = . . . = 𝜆

(4)
𝑖+𝑘𝑞−1,

𝑖 = 𝑖(𝑞) = 𝑘1 + . . .+ 𝑘𝑞−1 +1). Пусть 𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1. Используя (1.68), (1.75) и (1.85),
получаем

𝑐2(𝑆𝜔𝑙, ̃︀𝜙(2)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆𝜙

(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆 ̃︀𝜙(2)

𝑙 , 𝜔𝑘)H = 𝑐2(𝑆𝜙
(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H − 𝜆∘,(4)𝑞 (𝜙

(1)
𝑙 , 𝜙

(1)
𝑘 )H =

=
𝑛∑︁

𝑟′=1

(𝜆
(4)
𝑟′ − 𝜆∘,(4)𝑞 )𝑐

(1)
𝑙𝑟′ 𝑐

(1)
𝑘𝑟′ , 𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1. (1.88)

Далее, в силу (1.68), (1.79) и (1.80) имеем

𝑐
(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍𝜙(1)
𝑙 , 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H* − (𝑋0𝑍𝜙

(1)
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑌1𝜙
(1)
𝑙 , 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜙

(1)
𝑙 , 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H

)︁
=

= 𝑐
𝑛∑︁

𝑟′=1

𝑐
(1)
𝑙𝑟′

(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑟′ , 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H* − (𝑋0𝑍𝜔𝑟′ , 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑌1𝜔𝑟′ , 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑟′ , 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H

)︁
=

=
𝑛∑︁

𝑟′=1

𝑐
(1)
𝑙𝑟′

(︁
(𝜆

(4)
𝑟′ − 𝜆∘,(4)𝑞 )𝑐

(1)
𝑟′𝑘 + 𝜆

(5)
𝑟′ 𝛿𝑟′𝑘

)︁
, 𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1. (1.89)

Аналогично, используя (1.68), (1.79) и (1.80), получаем

𝑐
(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜙
(1)
𝑘 )H* − (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜙(1)
𝑘 )H* + (𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜙

(1)
𝑘 )̃︀H

)︁
=

= 𝑐
𝑛∑︁

𝑟′=1

𝑐
(1)
𝑘𝑟′

(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜔𝑟′)H* − (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑟′)H* + (𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜔𝑟′)̃︀H + (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜔𝑟′)̃︀H

)︁
=

=
𝑛∑︁

𝑟′=1

𝑐
(1)
𝑘𝑟′

(︁
(𝜆∘,(4)𝑞 − 𝜆

(4)
𝑟′ )𝑐

(1)
𝑙𝑟′ + 𝜆

(5)
𝑟′ 𝛿𝑙𝑟′

)︁
, 𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1. (1.90)

Таким образом, учитывая (1.79), (1.80), (1.88)–(1.90) и равенство 𝑐(1)𝑙𝑘 = −𝑐(1)𝑘𝑙 (следующее
из (1.83)), мы можем записать (1.87) для 𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1 следующим образом:

𝑐3(𝑁11𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H + 𝑐
(1)
𝑙𝑘 (𝜆

(5)
𝑘 − 𝜆

(5)
𝑙 ) + y̌(𝑞)[𝜔𝑙, 𝜔𝑘]−

− (𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + q[𝜔𝑙, 𝜔𝑘] + 𝜆(𝑄0𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H = 𝜆
(6)
𝑙 𝛿𝑙𝑘, 𝑙, 𝑘 = 𝑖, . . . , 𝑖+ 𝑘𝑞 − 1, (1.91)

где

y̌(𝑞)[𝜔𝑙, 𝜔𝑘] =
𝑛∑︁

𝑟′=1

𝑐
(1)
𝑙𝑟′ (𝜆

(4)
𝑟′ − 𝜆∘,(4)𝑞 )𝑐

(1)
𝑟′𝑘 =

= 𝑐2
∑︁

𝑟′∈{1,...,𝑛}
𝑟′ ̸=𝑖,...,𝑖+𝑘𝑞−1

(︁
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0𝑍𝜔𝑟′)H* + (𝑋0𝑍𝜔𝑙, 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑟′)H* − (𝑌1𝜔𝑙, 𝑌2𝜔𝑟′)̃︀H − (𝑌2𝜔𝑙, 𝑌1𝜔𝑟′)̃︀H

)︁
×

×
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑟′ , 𝑋0𝑍𝜔𝑘)H* + (𝑋0𝑍𝜔𝑟′ , 𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑘)H* − (𝑌1𝜔𝑟′ , 𝑌2𝜔𝑘)̃︀H − (𝑌2𝜔𝑟′ , 𝑌1𝜔𝑘)̃︀H

𝜆
∘,(4)
𝑞 − 𝜆

(4)
𝑟′

=

=
∑︁

𝑞′∈{1,...,𝑝}
𝑞′ ̸=𝑞

𝑐2

𝜆
∘,(4)
𝑞 − 𝜆

∘,(4)
𝑞′

(︁
𝑃𝑞′
(︀
(𝑋0𝑍)

*𝑋0
̃︀𝑍 + (𝑋0

̃︀𝑍)*𝑋0𝑍 − 𝑌 *
2 𝑌1 − 𝑌 *

1 𝑌2
)︀
𝜔𝑙,

(︀
(𝑋0𝑍)

*𝑋0
̃︀𝑍 + (𝑋0

̃︀𝑍)*𝑋0𝑍 − 𝑌 *
2 𝑌1 − 𝑌 *

1 𝑌2
)︀
𝜔𝑘

)︁
H
.
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Отметим, что форма y̌(𝑞) не зависит от 𝑐 в силу замечания 1.4.3.
Пусть 𝜆∘,(5)𝑞′,𝑞 — 𝑘𝑞′,𝑞-кратное собственное число задачи (1.82): 𝜆(5)𝑗 = . . . = 𝜆

(5)
𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1, где

𝑗 = 𝑗(𝑞′, 𝑞) = 𝑖(𝑞) + 𝑘1,𝑞 + . . . + 𝑘𝑞′−1,𝑞. Равенства (1.91) c 𝑙, 𝑘 = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1 образуют
следующую систему:

𝑐3(𝑁11𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H + y̌(𝑞)[𝜔𝑙, 𝜔𝑘]− (𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑘)H* + q[𝜔𝑙, 𝜔𝑘] + 𝜆(𝑄0𝜔𝑙, 𝜔𝑘)H = 𝜆
(6)
𝑙 𝛿𝑙𝑘,

𝑙, 𝑘 = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1.

Эти уравнения можно трактовать как задачу на собственные числа:

Y (𝑞′,𝑞)(𝑐)𝜔𝑙 = 𝜆
(6)
𝑙 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, (1.92)

для самосопряжённого оператора

Y (𝑞′,𝑞)(𝑐) = 𝑐3𝑃𝑞′,𝑞𝑁11|N𝑞′,𝑞
+ϒ(𝑞′,𝑞),

где ϒ(𝑞′,𝑞) = 𝑃𝑞′,𝑞𝑌
(𝑞)|N𝑞′,𝑞

+ 𝑃𝑞′,𝑞

(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍)*𝑋0
̃︀𝑍 +𝑄N + 𝜆𝑄0N

)︁⃒⃒⃒
N𝑞′,𝑞

, а 𝑌 (𝑞) — оператор, от-

вечающий форме y̌(𝑞).

Замечание 1.4.4. Векторы 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑗, . . . , 𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1, вообще говоря, зависят от 𝑐. Если
при каком-то значении параметра 𝑐 у задачи (1.92) имеется кратное собственное значе-
ние, то (1.92) недостаточно для определения базиса в соответствующем собственном
подпространстве.

Выпишем получившееся выражение для 𝜆(6)𝑙 :

𝑐3(𝑁11𝜔𝑙, 𝜔𝑙)H + y̌(𝑞)[𝜔𝑙, 𝜔𝑙]− (𝑋0
̃︀𝑍𝜔𝑙, 𝑋0

̃︀𝑍𝜔𝑙)H* + q[𝜔𝑙, 𝜔𝑙] + 𝜆(𝑄0𝜔𝑙, 𝜔𝑙)H = 𝜆
(6)
𝑙 ,

𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (1.93)

Здесь 𝑞 — номер, такой что 𝜆∘,(4)𝑞 = 𝜆
(4)
𝑙 .

Проведём аналогичные рассмотрения для оператора 𝐿(κ), который получается из (1.28)
при 𝑡 = 𝑐κ2, 𝜀 = κ3:

𝐿(κ) = 𝑐2κ4𝑆 − 𝑐κ5
(︁
(𝑋0𝑍)

*(𝑋0
̃︀𝑍)|N + (𝑋0

̃︀𝑍)*(𝑋0𝑍)|N
)︁
+

+ 𝑐κ5𝑃 (𝑌 *
2 𝑌1 + 𝑌 *

1 𝑌2)|N + κ6
(︁
−(𝑋0

̃︀𝑍)*(𝑋0
̃︀𝑍)|N +𝑄N + 𝜆𝑄0N

)︁
.

Согласно общей аналитической теории возмущений при |κ| 6 κ0 существуют вещественно-
аналитические функции 𝜆0𝑙 (κ) (ветви собственных значений) и вещественно-аналитические
H-значные функции 𝜙0

𝑙 (κ) (ветви собственных векторов), такие что

𝐿(κ)𝜙0
𝑙 (κ) = 𝜆0𝑙 (κ)𝜙0

𝑙 (κ), |κ| 6 κ0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛,

причём 𝜙0
𝑙 (κ), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют ортонормированный базис в N. Для достаточно ма-

лого κ* 6 κ0 справедливы сходящиеся степенные разложения:

𝜆0𝑙 (κ) = 𝜆
0,(4)
𝑙 κ4 + 𝜆

0,(5)
𝑙 κ5 + 𝜆

0,(6)
𝑙 κ6 + . . . , |κ| 6 κ*, (1.94)

𝜙0
𝑙 (κ) = 𝜔0

𝑙 + κ𝜙0,(1)
𝑙 + κ2𝜙

0,(2)
𝑙 + κ3𝜙

0,(3)
𝑙 + κ4𝜙

0,(4)
𝑙 + κ5𝜙

0,(5)
𝑙 + . . . , |κ| 6 κ*. (1.95)
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Векторы 𝜔0
𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют ортонормированный базис в N. Можно записать

𝜙
0,(𝑟)
𝑙 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐
0,(𝑟)
𝑙𝑘 𝜔0

𝑘, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

Аналоги уравнений (1.74), (1.78), (1.87) для 𝐿(κ) выглядят следующим образом:

κ4 : 𝑐2(𝑆𝜔0
𝑙 , 𝜁)H = 𝜆

0,(4)
𝑙 (𝜔0

𝑙 , 𝜁)H, 𝜁 ∈ N, (1.96)

κ5 :
𝑐2(𝑆𝜙

0,(1)
𝑙 , 𝜁)H − 𝑐

(︀
(𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑙 , 𝑋0𝑍𝜁)H* + (𝑋0𝑍𝜔

0
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜁)H*

)︀
+

+ 𝑐
(︀
(𝑌1𝜔

0
𝑙 , 𝑌2𝜁)̃︀H + (𝑌2𝜔

0
𝑙 , 𝑌1𝜁)̃︀H)︀ = 𝜆

0,(5)
𝑙 (𝜔0

𝑙 , 𝜁)H + 𝜆
0,(4)
𝑙 (𝜙

0,(1)
𝑙 , 𝜁)H, 𝜁 ∈ N,

(1.97)

κ6 :

𝑐2(𝑆𝜔0
𝑙 , 𝜙

0,(2)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆𝜙

0,(1)
𝑙 , 𝜙

0,(1)
𝑘 )H + 𝑐2(𝑆𝜙

0,(2)
𝑙 , 𝜔0

𝑘)H−
− 𝑐
(︀
(𝑋0

̃︀𝑍𝜙0,(1)
𝑙 , 𝑋0𝑍𝜔

0
𝑘)H* + (𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑙 , 𝑋0𝑍𝜙

0,(1)
𝑘 )H*+

+ (𝑋0𝑍𝜙
0,(1)
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑘)H* + (𝑋0𝑍𝜔

0
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜙0,(1)
𝑘 )H*

)︀
− (𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑘)H*+

+ 𝑐
(︀
(𝑌1𝜔

0
𝑙 , 𝑌2𝜙

0,(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌1𝜙

0,(1)
𝑙 , 𝑌2𝜔

0
𝑘)̃︀H + (𝑌2𝜔

0
𝑙 , 𝑌1𝜙

0,(1)
𝑘 )̃︀H + (𝑌2𝜙

0,(1)
𝑙 , 𝑌1𝜔

0
𝑘)̃︀H)︀+

+ q[𝜔0
𝑙 , 𝜔

0
𝑘] + 𝜆(𝑄0𝜔

0
𝑙 , 𝜔

0
𝑘)H = 𝜆

0,(6)
𝑙 𝛿𝑙𝑘.

Равенства (1.96), (1.97) совпадают с (1.74), (1.78), поэтому аналоги уравнений (1.75) и (1.82)
для 𝐿(κ) выглядят также и мы можем выбрать 𝜆0,(4)𝑙 = 𝜆

(4)
𝑙 , 𝜆0,(5)𝑙 = 𝜆

(5)
𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Если

𝜆
(4)
𝑙 — простое собственное число задачи (1.75), то можно положить 𝜔0

𝑙 = 𝜔𝑙. Далее, если
среди собственных чисел задачи (1.75) есть собственное число 𝜆

∘,(4)
𝑞 кратности 𝑘𝑞 > 1,

но 𝜆
(5)
𝑙 — простое собственное значение задачи (1.82), тогда мы также можем выбрать

𝜔0
𝑙 = 𝜔𝑙. Но, если среди собственных чисел задачи (1.82) есть 𝑘𝑞′,𝑞-кратное (𝑘𝑞′,𝑞 > 1)

собственное число 𝜆∘,(5)𝑞′,𝑞 , то в общем случае нельзя положить 𝜔0
𝑙 = 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑗, . . . , 𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1,

где 𝑗 = 𝑗(𝑞′, 𝑞) = 𝑖(𝑞) + 𝑘1,𝑞 + . . . + 𝑘𝑞′−1,𝑞. Аналог уравнения (1.92) для 𝐿(κ) выглядит
следующим образом:

ϒ(𝑞′,𝑞)𝜔0
𝑙 = 𝜆

0,(6)
𝑙 𝜔0

𝑙 , 𝑙 = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1. (1.98)

Отметим также, что если у задачи (1.98) имеется кратное собственное значение, то (1.98)
недостаточно для определения базиса в соответствующем собственном подпространстве.

В заключение выпишем выражение для 𝜆0,(6)𝑙 :

y̌(𝑞)[𝜔0
𝑙 , 𝜔

0
𝑙 ]− (𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑙 , 𝑋0

̃︀𝑍𝜔0
𝑙 )H* + q[𝜔0

𝑙 , 𝜔
0
𝑙 ] + 𝜆(𝑄0𝜔

0
𝑙 , 𝜔

0
𝑙 )H = 𝜆

0,(6)
𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, (1.99)

где 𝑞 — номер, такой что 𝜆∘,(4)𝑞 = 𝜆
(4)
𝑙 .

1.4.2 Теорема о подтверждении точности

Сейчас мы докажем, что результат теоремы 1.3.1 является точным.

Теорема 1.4.1. Пусть 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞 ̸= 0 для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞)}.
Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не существует такой константы 𝐶(𝑠) > 0, чтобы
оценка

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡;𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(𝑡;𝜀)𝑃𝑃‖𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝐶(𝑠)𝜀 (1.100)

выполнялась для всех достаточно малых |𝑡| и 𝜀.
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Доказательство. Достаточно считать, что 2 6 𝑟 < 3. Начнём с предварительного заме-
чания. Поскольку 𝐹 (𝑡, 𝜀)⊥𝑃 = (𝑃 − 𝐹 (𝑡, 𝜀))𝑃 , то из (1.29) вытекает оценка

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡;𝜀)𝐹 (𝑡, 𝜀)⊥𝑃‖𝜀(𝑡2 + 𝜀2)−1/2 6 𝐶1𝜀, |𝜏 | 6 𝜏 0. (1.101)

Фиксируем 0 ̸= 𝑠 ∈ R. Будем рассуждать от противного. Предположим, что для неко-
торого 2 6 𝑟 < 3 существует такая постоянная 𝐶(𝑠) > 0, что выполнено (1.100) при всех
достаточно малых |𝑡| и 𝜀. В силу оценки (1.101) это предположение равносильно суще-
ствованию постоянной ̃︀𝐶(𝑠), такой что⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡;𝜀)𝐹 (𝑡, 𝜀)− 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(𝑡;𝜀)𝑃𝑃
)︁
𝑃
⃦⃦⃦
𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̃︀𝐶(𝑠)𝜀 (1.102)

при всех достаточно малых |𝑡| и 𝜀. Положим 𝑡 = 𝑐𝜀2/3, где константу 𝑐 > 0 выберем позже.
При |κ| < κ* имеют место сходящиеся степенные разложения (1.64), (1.65), (1.94),

(1.95). При |κ| 6 κ0 имеем:

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(κ)𝐹 (κ) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝜆𝑘(κ)(·, 𝜙𝑘(κ))𝜙𝑘(κ), (1.103)

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝐿(κ)𝑃𝑃 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝜆0
𝑘(κ)(·, 𝜙0

𝑘(κ))𝜙0
𝑘(κ). (1.104)

Из сходимости рядов (1.65), (1.95) следует, что

‖𝜙𝑘(κ)− 𝜔𝑘‖ 6 𝑐1|κ|, |κ| 6 κ*, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (1.105)
‖𝜙0

𝑘(κ)− 𝜔0
𝑘‖ 6 𝑐1|κ|, |κ| 6 κ*, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (1.106)

В силу (1.102)–(1.106) существует постоянная ̂︀𝐶(𝑠), такая что⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑗′=1

(︁
𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝜆𝑗′ (κ)(·, 𝜔𝑗′)𝜔𝑗′ − 𝑒

−𝑖𝑠𝜀−2𝜆0
𝑗′ (κ)(·, 𝜔0

𝑗′)𝜔
0
𝑗′

)︁⃦⃦⃦⃦⃦ 𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̂︀𝐶(𝑠)𝜀,
𝑡 = 𝑐𝜀2/3 = 𝑐κ2, (1.107)

при всех достаточно малых κ. Рассмотрим блок оператора под знаком нормы в (1.107) в
подпространстве N𝑞′,𝑞. Справедлива оценка⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁

𝑗′=𝑗

(︁
𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝜆𝑗′ (κ)(·, 𝜔𝑗′)𝜔𝑗′ − 𝑒

−𝑖𝑠𝜀−2𝜆0
𝑗′ (κ)(·, 𝜔0

𝑗′)𝜔
0
𝑗′

)︁⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̂︀𝐶(𝑠)𝜀,
𝑡 = 𝑐𝜀2/3 = 𝑐κ2, (1.108)

при всех достаточно малых κ, где 𝑗 = 𝑘1 + . . . + 𝑘𝑞−1 + 𝑘1,𝑞 + . . . + 𝑘𝑞′−1,𝑞 + 1. Используя
сходящиеся степенные ряды (1.64) и (1.94), мы можем записать

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2𝜆𝑗′ (κ) = 𝑒
−𝑖𝑠(κ−2𝜆

∘,(4)
𝑞 +κ−1𝜆

∘,(5)
𝑞′,𝑞 )

𝑒
−𝑖𝑠(𝜆

(6)

𝑗′ +𝑂(κ))
, 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, (1.109)

𝑒
−𝑖𝑠𝜀−2𝜆0

𝑗′ (κ) = 𝑒
−𝑖𝑠(κ−2𝜆

∘,(4)
𝑞 +κ−1𝜆

∘,(5)
𝑞′,𝑞 )

𝑒
−𝑖𝑠(𝜆

0,(6)

𝑗′ +𝑂(κ))
, 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1. (1.110)
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Очевидно,⃒⃒⃒
𝑒
−𝑖𝑠(𝜆

(6)

𝑗′ +𝑂(κ)) − 𝑒
−𝑖𝑠𝜆

(6)

𝑗′
⃒⃒⃒
= 𝑂(κ),

⃒⃒⃒
𝑒
−𝑖𝑠(𝜆

0,(6)

𝑗′ +𝑂(κ)) − 𝑒
−𝑖𝑠𝜆

0(6)

𝑗′
⃒⃒⃒
= 𝑂(κ),

𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1. (1.111)

Из (1.108)–(1.111) следует, что справедлива оценка⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁

𝑗′=𝑗

(︁
𝑒
−𝑖𝑠𝜆

(6)

𝑗′ (·, 𝜔𝑗′)𝜔𝑗′ − 𝑒
−𝑖𝑠𝜆

0,(6)

𝑗′ (·, 𝜔0
𝑗′)𝜔

0
𝑗′

)︁⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̂︀𝐶(𝑠)𝜀,
𝑡 = 𝑐𝜀2/3, (1.112)

при всех достаточно малых 𝜀 = κ3.
Предположим, что dimN𝑞′,𝑞 = 1. Тогда 𝜔𝑗 = 𝜔0

𝑗 и из (1.112) следует, что⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝑠𝜆

(6)
𝑗 − 𝑒−𝑖𝑠𝜆

0,(6)
𝑗

⃒⃒⃒
𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̂︀𝐶(𝑠)𝜀, 𝑡 = 𝑐𝜀2/3, (1.113)

при всех достаточно малых 𝜀. Левая часть неравенства (1.113) может быть записана как
2
⃒⃒⃒
sin
(︁

1
2
𝑠(𝜆

(6)
𝑗 − 𝜆

0,(6)
𝑗 )

)︁⃒⃒⃒
𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2. Пользуясь формулами (1.93) и (1.99), получаем ра-

венство 𝜆(6)𝑗 − 𝜆
0,(6)
𝑗 = 𝑐3(𝑁11𝜔𝑗, 𝜔𝑗). Выберем 𝑐 = 𝜋1/3|𝑠(𝑁11𝜔𝑗, 𝜔𝑗)|−1/3. Тогда

2

⃒⃒⃒⃒
sin

(︂
1

2
𝑠(𝜆

(6)
𝑗 − 𝜆

0,(6)
𝑗 )

)︂⃒⃒⃒⃒
= 2.

Отсюда и из (1.113) следует, что функция 𝜀𝑟/3−1(𝑐2 + 𝜀2/3)−𝑟/2 равномерно ограничена при
малых 𝜀. Но это неверно, если 𝑟 < 3. Мы приходим к противоречию.

Теперь пусть dimN𝑞′,𝑞 > 1. В силу (1.92), (1.98) выражение под знаком нормы допускает
инвариантную запись:

𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁
𝑗′=𝑗

(︁
𝑒
−𝑖𝑠𝜆

(6)

𝑗′ (·, 𝜔𝑗′)𝜔𝑗′ − 𝑒
−𝑖𝑠𝜆

0,(6)

𝑗′ (·, 𝜔0
𝑗′)𝜔

0
𝑗′

)︁
= 𝑒

−𝑖𝑠(𝑐3𝑃𝑞′,𝑞𝑁11|N𝑞′𝑞
+ϒ(𝑞′,𝑞)) − 𝑒−𝑖𝑠ϒ(𝑞′,𝑞)

. (1.114)

Будем считать, что параметр 𝑐 большой. Положим 𝜐 = 𝑐−3 и рассмотрим оператор-
ный пучок 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11|N𝑞′𝑞

+ 𝜐ϒ(𝑞′,𝑞). Cогласно общей аналитической теории возмущений при
достаточно малом 𝜐 существуют вещественно-аналитические функции ̃︀𝜆(6)𝑗′ (𝜐) (ветви соб-
ственных значений) и вещественно-аналитические N𝑞′,𝑞-значные функции ̃︀𝜔𝑗′(𝜐) (ветви
собственных векторов), такие что

𝑃𝑞′,𝑞(𝑁11 + 𝜐ϒ(𝑞′,𝑞))̃︀𝜔𝑗′(𝜐) = ̃︀𝜆(6)𝑗′ (𝜐)̃︀𝜔𝑗′(𝜐), 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1,

причём ̃︀𝜔𝑗′(𝜐), 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, образуют ортонормированный базис в N𝑞′,𝑞. Для
достаточно малого 𝜐* справедливы сходящиеся степенные разложения:̃︀𝜆(6)𝑗′ (𝜐) = 𝜒𝑗′ + ̃︀𝜆(1,6)𝑗′ 𝜐 + . . . , |𝜐| 6 𝜐*, (1.115)̃︀𝜔𝑗′(𝜐) = 𝜛𝑗′ + 𝜐̃︀𝜔(1)

𝑗′ + . . . , |𝜐| 6 𝜐*, (1.116)

Здесь 𝜒𝑗′ и 𝜛𝑗′ — собственные числа и собственные векторы оператора 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11|N𝑞′,𝑞
:

𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝜛𝑗′ = 𝜒𝑗′𝜛𝑗′ , 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1. (1.117)
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Векторы 𝜛𝑗′ , 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, образуют ортонормированный базис в N𝑞′,𝑞.
Далее, пусть ̃︀𝜔0

𝑗′ , 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, — ортонормированные собственные векторы
оператора ϒ(𝑞′,𝑞):

ϒ(𝑞′,𝑞)̃︀𝜔0
𝑗′ = 𝜆

0,(6)
𝑗′ ̃︀𝜔0

𝑗′ , 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1.

Векторы ̃︀𝜔0
𝑗′ , 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, образуют ортонормированный базис в N𝑞′,𝑞. Справед-

ливо следующее равенство:

𝑒
−𝑖𝑠(𝑐3𝑃𝑞′,𝑞𝑁11|N𝑞′𝑞

+ϒ(𝑞′,𝑞)) − 𝑒−𝑖𝑠ϒ(𝑞′,𝑞)
=

=

𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁
𝑗′=𝑗

(︁
𝑒
−𝑖𝑠𝜆

(6)

𝑗′ (𝑐)
(·, ̃︀𝜔𝑗′(𝑐

−3))̃︀𝜔𝑗′(𝑐
−3)− 𝑒

−𝑖𝑠𝜆
0,(6)

𝑗′ (·, ̃︀𝜔0
𝑗′)̃︀𝜔0

𝑗′

)︁
, (1.118)

где 𝜆(6)𝑗′ (𝑐) = 𝑐3̃︀𝜆(6)𝑗′ (𝑐
−3).

По условию 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞 ̸= 0. Тогда в силу (1.117) найдётся номер 𝑙 такой, что 𝜒𝑙 ̸= 0.
Применим оператор (1.118) к элементу ̃︀𝜔𝑙(𝑐

−3):

𝑒−𝑖𝑠𝜆
(6)
𝑙 (𝑐)̃︀𝜔𝑙(𝑐

−3)−
𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁

𝑗′=𝑗

𝑒
−𝑖𝑠𝜆

0,(6)

𝑗′ (̃︀𝜔𝑙(𝑐
−3), ̃︀𝜔0

𝑗′)̃︀𝜔0
𝑗′ =

=

𝑗+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁
𝑗′=𝑗

(︁
𝑒−𝑖𝑠𝜆

(6)
𝑙 (𝑐) − 𝑒

−𝑖𝑠𝜆
0,(6)

𝑗′
)︁
(̃︀𝜔𝑙(𝑐

−3), ̃︀𝜔0
𝑗′)̃︀𝜔0

𝑗′ . (1.119)

Из (1.116) следует оценка⃦⃦̃︀𝜔𝑗′(𝑐
−3)−𝜛𝑗′

⃦⃦
= 𝑂

(︂
1

𝑐3

)︂
, 𝑗′ = 𝑗, . . . , 𝑗 + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, (1.120)

при больших 𝑐. Ясно, что найдётся номер 𝑘 такой, что (𝜛𝑙, ̃︀𝜔0
𝑘) ̸= 0, а значит, в силу (1.120)

(̃︀𝜔𝑙(𝑐
−3), ̃︀𝜔0

𝑘) ̸= 0 при достаточно больших 𝑐. Очевидно,⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝑠𝜆

(6)
𝑙 (𝑐) − 𝑒−𝑖𝑠𝜆

0,(6)
𝑘

⃒⃒⃒
= 2

⃒⃒⃒⃒
sin

(︂
1

2
𝑠(𝜆

(6)
𝑙 (𝑐)− 𝜆

0,(6)
𝑘 )

)︂⃒⃒⃒⃒
.

Воспользуемся рядами (1.115). Имеем при больших 𝑐:

𝜆
(6)
𝑙 (𝑐)− 𝜆

0,(6)
𝑘 = 𝑐3𝜒𝑙 + ̃︀𝜆(1,6)𝑙 − 𝜆

0,(6)
𝑘 +𝑂

(︂
1

𝑐3

)︂
.

Выберем 𝑐 так, чтобы число 𝑠(𝜆(6)𝑙 (𝑐)− 𝜆
0,(6)
𝑘 ) попало в 𝜋

2
-окрестность одной из точек мно-

жества 𝜋 + 2𝜋Z. Тогда

2

⃒⃒⃒⃒
sin

(︂
1

2
𝑠(𝜆

(6)
𝑙 (𝑐)− 𝜆

0,(6)
𝑘 )

)︂⃒⃒⃒⃒
>

√
2.

Таким образом, из (1.112), (1.114), (1.118) и (1.119) следует, что справедлива оценка⃒⃒⃒
𝑒−𝑖𝑠𝜆

(6)
𝑙 (𝑐) − 𝑒−𝑖𝑠𝜆

0,(6)
𝑘

⃒⃒⃒
|(̃︀𝜔𝑙(𝑐

−3), ̃︀𝜔0
𝑘)|𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̂︀𝐶(𝑠)𝜀, 𝑡 = 𝑐𝜀2/3, (1.121)

при всех достаточно малых 𝜀, причём модули в левой части (1.121) не равны нулю. Поэтому
функция 𝜀𝑟/3−1(𝑐2+𝜀2/3)−𝑟/2 равномерно ограничена при малых 𝜀, что неверно, если 𝑟 < 3.
Полученное противоречие завершает доказательство.
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1.5 Пороговые аппроксимации в случае семейства
B(𝜏 ;𝜗) =𝑀 * ̂︀B(𝜏 ;𝜗)𝑀

1.5.1 Операторное семейство вида 𝐴(𝑡) =𝑀* ̂︀𝐴(𝑡)𝑀
Наряду с пространством H рассмотрим ещё одно сепарабельное гильбертово простран-

ство ̂︀H. Пусть ̂︀𝑋(𝑡) = ̂︀𝑋0+ 𝑡 ̂︀𝑋1 : ̂︀H → H* — семейство операторов того же вида, что и 𝑋(𝑡),
причём для ̂︀𝑋(𝑡) выполнены предположения п. 1.1.1. При этом пространство H* остаётся
прежним. Пусть 𝑀 : H → ̂︀H — изоморфизм. Предположим, что

𝑀 Dom𝑋0 = Dom ̂︀𝑋0, 𝑋(𝑡) = ̂︀𝑋(𝑡)𝑀, (1.122)

а тогда и 𝑋0 = ̂︀𝑋0𝑀 , 𝑋1 = ̂︀𝑋1𝑀 . В ̂︀H введём семейство самосопряжённых операторов̂︀𝐴(𝑡) = ̂︀𝑋(𝑡)* ̂︀𝑋(𝑡). Тогда, очевидно,

𝐴(𝑡) =𝑀* ̂︀𝐴(𝑡)𝑀.

Все объекты, отвечающие семейству ̂︀𝐴(𝑡), далее помечаются значком “ ̂︀ ”. Отметим, что̂︀N =𝑀N, ̂︀𝑛 = 𝑛, ̂︀N* =𝑀N*, ̂︀𝑛* = 𝑛*, ̂︀𝑃* = 𝑃*.
В пространстве ̂︀H рассмотрим положительно определённый оператор

Q := (𝑀𝑀*)−1 : ̂︀H → ̂︀H. (1.123)

Пусть Q̂︀N — блок оператора Q в подпространстве ̂︀N, т.е.

Q̂︀N = ̂︀𝑃Q|̂︀N : ̂︀N → ̂︀N.
Очевидно, Q̂︀N — изоморфизм в ̂︀N.

Как показано в [Su2, предложение 1.2], ортопроектор 𝑃 в H на N и ортопроектор ̂︀𝑃 в̂︀H на ̂︀N связаны соотношением

𝑃 =𝑀−1(Q̂︀N)−1 ̂︀𝑃 (𝑀*)−1. (1.124)

Пусть ̂︀𝑆 : ̂︀N → ̂︀N — спектральный росток семейства ̂︀𝐴(𝑡) при 𝑡 = 0, а 𝑆 — росток семейства
𝐴(𝑡). В [BSu1, гл. 1, п. 1.5] установлено следующее тождество:

𝑆 = 𝑃𝑀* ̂︀𝑆𝑀 |N. (1.125)

1.5.2 Операторное семейство B(𝜏 ;𝜗) =𝑀* ̂︀B(𝜏 ;𝜗)𝑀

Пусть ̂︀𝑌 (𝑡) = ̂︀𝑌0+𝑡̂︀𝑌1 : ̂︀H → ̃︀H — семейство операторов того же вида, что и 𝑌 (𝑡), причём
для ̂︀𝑌 (𝑡) выполнены предположения п. 1.1.2. Пространство ̃︀H при этом остаётся прежним.
Положим 𝑌 (𝑡) = ̂︀𝑌 (𝑡)𝑀 , 𝑀 Dom𝑌0 = Dom ̂︀𝑌0, а тогда и 𝑌0 = ̂︀𝑌0𝑀 , 𝑌1 = ̂︀𝑌1𝑀 . Поскольку
Dom ̂︀𝑋0 ⊂ Dom ̂︀𝑌0 и выполнено (1.122), то справедливо Dom𝑋0 ⊂ Dom𝑌0. В силу наших
предположений ̂︀𝑋(𝑡) и ̂︀𝑌 (𝑡) удовлетворяют условию 1.1.2 с некоторой константой ̂︀𝑐1:

‖̂︀𝑌 (𝑡)𝑢‖̃︀H 6 ̂︀𝑐1‖ ̂︀𝑋(𝑡)𝑢‖H* , 𝑢 ∈ Dom ̂︀𝑋0, 𝑡 ∈ R.

Тогда для 𝑌 (𝑡) условие 1.1.2 выполнено с той же константой 𝑐1 = ̂︀𝑐1:
‖𝑌 (𝑡)𝑢‖̃︀H 6 𝑐1‖𝑋(𝑡)𝑢‖H* , 𝑢 ∈ Dom𝑋0, 𝑡 ∈ R.
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Теперь, пусть ̂︀𝑌2 : ̂︀H → ̃︀H — оператор, удовлетворяющий требованиям п. 1.1.2. Поло-
жим 𝑌2 = ̂︀𝑌2𝑀 , 𝑀 Dom𝑌2 = Dom ̂︀𝑌2. Поскольку Dom ̂︀𝑋0 ⊂ Dom ̂︀𝑌2 и выполнено (1.122),
то справедливо Dom𝑋0 ⊂ Dom𝑌2. Пусть условие сильной подчинённости 1.1.3 для ̂︀𝑌2
выполнено с некоторой константой ̂︀𝐶(𝜈) > 0. Тогда для 𝑌2 выполнено

‖𝑌2𝑢‖2̃︀H 6 𝜈‖𝑋(𝑡)𝑢‖2H* + 𝐶(𝜈)‖𝑢‖2H, 𝑢 ∈ Dom𝑋0, 𝑡 ∈ R,

для любого 𝜈 > 0 c константой 𝐶(𝜈) = ̂︀𝐶(𝜈)‖𝑀‖2 > 0.
Далее, пусть ̂︀q[𝑢, 𝑣] — форма, заданная на пространстве ̂︀H, для которой выполнено

условие 1.1.4 с постоянными ̂︀𝜅, ̂︀𝑐0, ̂︀𝑐2, ̂︀𝑐3. Введём в рассмотрение форму q[𝑢, 𝑣] = ̂︀q[𝑀𝑢,𝑀𝑣],
𝑀 Dom q = Dom̂︀q. Условие 1.1.4 для формы q выполнено с константами

𝑐0 = ‖𝑀‖2̂︀𝑐0, если ̂︀𝑐0 > 0, 𝑐0 = ‖𝑀−1‖−2̂︀𝑐0, если ̂︀𝑐0 < 0,

𝜅 = ̂︀𝜅, 𝑐2 = ̂︀𝑐2, 𝑐3 = ‖𝑀‖2̂︀𝑐3. (1.126)

Постоянную 𝑐4 можно выбрать следующим образом:

𝑐4 = ‖𝑀‖2̂︀𝑐4, (1.127)

где ̂︀𝑐4 = 4̂︀𝜅−1̂︀𝑐21 ̂︀𝐶(𝜈) при 𝜈 = ̂︀𝜅2(16̂︀𝑐21)−1.
Наконец, если ̂︀𝑄0 — ограниченный положительно определённый оператор в ̂︀H, то 𝑄0 =

𝑀* ̂︀𝑄0𝑀 — ограниченный положительно определённый оператор в H.
Рассмотрим операторные пучки вида̂︀B(𝑡, 𝜀) = ̂︀𝐴(𝑡) + 𝜀(̂︀𝑌 *

2
̂︀𝑌 (𝑡) + ̂︀𝑌 (𝑡)*̂︀𝑌2) + 𝜀2 ̂︀𝑄+ 𝜆𝜀2 ̂︀𝑄0, (1.128)

B(𝑡, 𝜀) = 𝐴(𝑡) + 𝜀(𝑌 *
2 𝑌 (𝑡) + 𝑌 (𝑡)*𝑌2) + 𝜀2𝑄+ 𝜆𝜀2𝑄0. (1.129)

Они связаны соотношением
B(𝑡, 𝜀) =𝑀* ̂︀B(𝑡, 𝜀)𝑀. (1.130)

Параметр 𝜆 выберем так, чтобы выполнялось условие (1.5) для пучка B(𝑡, 𝜀). В силу (1.126),
(1.127) и связи 𝑄0 =𝑀* ̂︀𝑄0𝑀 , получаем, что условие (1.5) выполнено и для пучка ̂︀B(𝑡, 𝜀).

Отметим, что для оператора ̂︀B(𝑡, 𝜀) соотношения (1.6) имеют вид

̂︀𝛽 = 𝜆‖ ̂︀𝑄−1
0 ‖−1 − ̂︀𝑐0 − ̂︀𝑐4, если 𝜆 > 0,̂︀𝛽 = 𝜆‖ ̂︀𝑄0‖ − ̂︀𝑐0 − ̂︀𝑐4, если 𝜆 < 0 и ̂︀𝑐0 + ̂︀𝑐4 < 0.

Тогда из (1.126), (1.127) вытекает оценка

𝛽 6 ‖𝑀‖2̂︀𝛽, если 𝜆 > 0,

𝛽 6 ‖𝑀−1‖−2̂︀𝛽, если 𝜆 < 0.

В [M1, лемма 1.7] были установлены следующие равенства:

̂︀𝑋0
̂︀𝑍𝑀 |N = 𝑋0𝑍|N, ̂︀𝑋0

̂︀̃︀𝑍𝑀 |N = 𝑋0
̃︀𝑍|N. (1.131)

Пусть ̂︀S(𝜗) : ̂︀N → ̂︀N — спектральный росток семейства ̂︀B(𝑡, 𝜀), а S(𝜗) — росток семейства
B(𝑡, 𝜀). Из (1.125), (1.131) и равенств 𝑃𝑀* = 𝑃𝑀* ̂︀𝑃 , 𝑌1 = ̂︀𝑌1𝑀 , 𝑌2 = ̂︀𝑌2𝑀 , 𝑄 = 𝑀* ̂︀𝑄𝑀 ,
𝑄0 =𝑀* ̂︀𝑄0𝑀 следует следующее тождество:

S(𝜗) = 𝑃𝑀*̂︀S(𝜗)𝑀 |N. (1.132)
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1.5.3 Операторы ̂︀𝑍Q и ̂︀𝑁11,Q

Для операторного семейства ̂︀𝐴(𝑡) введём оператор ̂︀𝑍Q, действующий в ̂︀H и сопостав-
ляющий элементу ̂︀𝑢 ∈ ̂︀H решение ̂︀𝜑Q задачи

̂︀𝑋*
0 ( ̂︀𝑋0

̂︀𝜑Q + ̂︀𝑋1̂︀𝜔) = 0, Q̂︀𝜑Q ⊥ ̂︀N,
где ̂︀𝜔 = ̂︀𝑃̂︀𝑢. Как показано в [BSu2, лемма 6.1], оператор 𝑍 для семейства 𝐴(𝑡) и введённый
оператор ̂︀𝑍Q связаны соотношением

̂︀𝑍Q =𝑀𝑍𝑀−1 ̂︀𝑃 .
Введём оператор ̂︀𝑁11,Q := ̂︀𝑍*

Q
̂︀𝑋*
1
̂︀𝑅 ̂︀𝑃 + ( ̂︀𝑅 ̂︀𝑃 )* ̂︀𝑋1

̂︀𝑍Q. (1.133)

Согласно [BSu2, лемма 6.2], оператор 𝑁11 для семейства 𝐴(𝑡) и введённый оператор (1.133)
связаны соотношением ̂︀𝑁11,Q = ̂︀𝑃 (𝑀*)−1𝑁11𝑀

−1 ̂︀𝑃 . (1.134)

Справедлива следующая лемма, доказанная в [Su8, лемма 5.1].

Лемма 1.5.1 ([Su8]). Пусть оператор 𝑁11 определён в (1.36), а оператор ̂︀𝑁11,Q определён
в (1.133). Тогда условие 𝑁11 = 0 равносильно равенству ̂︀𝑁11,Q = 0.

1.5.4 Аппроксимация окаймлённой операторной экспоненты

В этом пункте мы находим аппроксимацию для операторной экспоненты 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2B(𝑡,𝜀)

семейства вида (1.130) в терминах оператора ̂︀𝐿(𝑡, 𝜀), отвечающего семейству (1.128), и
изоморфизма 𝑀 . При этом оказывается удобным окаймить экспоненту подходящими мно-
жителями.

Положим
𝑀0 := (Q̂︀N)−1/2. (1.135)

Следующее утверждение является аналогом предложения 3.1 из [BSu5].

Предложение 1.5.1. Справедливо равенство

𝑀𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃𝑀* =𝑀0𝑒
−𝑖𝑠𝜏2𝑀0

̂︀S(𝜗)𝑀0𝑀0
̂︀𝑃 . (1.136)

Доказательство. Пусть 𝜑 ∈ H. Рассмотрим задачу Коши⎧⎨⎩𝑖
𝑑

𝑑𝑠
𝑈(𝑠) = 𝜏 2S(𝜗)𝑈(𝑠),

𝑈(0) = 𝑃𝑀*𝜑.
(1.137)

Очевидно, 𝑈(𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠𝜏2S(𝜗)𝑃𝑃𝑀*𝜑 — решение этой задачи. Используя соотношение (1.132)
и принимая во внимание равенство 𝑃𝑀* =𝑀−1𝑀2

0
̂︀𝑃 (которое следует из (1.124) и (1.135)),

получаем, что задача (1.137) эквивалентна следующей задаче:⎧⎨⎩𝑖
𝑑

𝑑𝑠
𝑈(𝑠) = 𝜏 2𝑀−1𝑀2

0
̂︀S(𝜗)𝑀2

0 (𝑀
*)−1𝑈(𝑠),

𝑈(0) =𝑀−1𝑀2
0
̂︀𝑃𝜑.
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Сделаем замену ̂︀𝑈(𝑠) =𝑀−1
0 𝑀𝑈(𝑠). Учитывая (1.123) и (1.135), получаем, что ̂︀𝑈(𝑠) явля-

ется решением задачи ⎧⎨⎩𝑖
𝑑

𝑑𝑠
̂︀𝑈(𝑠) = 𝜏 2𝑀0

̂︀S(𝜗)𝑀0
̂︀𝑈(𝑠),̂︀𝑈(0) =𝑀0

̂︀𝑃𝜑.
Её решение: ̂︀𝑈(𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠𝜏2𝑀0

̂︀S(𝜗)𝑀0𝑀0
̂︀𝑃𝜑. Из равенства 𝑀0

̂︀𝑈(𝑠) = 𝑀𝑈(𝑠) следует (1.136).

Введём обозначение

𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠) =𝑀𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑀−1 ̂︀𝑃 −𝑀0𝑒
−𝑖𝑠𝑀0

̂︀𝐿(𝑡,𝜀)𝑀0𝑀−1
0
̂︀𝑃 . (1.138)

Следующая лемма является аналогом [Su8, лемма 5.3].
Лемма 1.5.2. В предположениях пп. 1.5.1, 1.5.2 справедливы оценки

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠)‖̂︀H→̂︀H 6 ‖𝑀‖2‖𝑀−1‖2‖𝑒−𝑖𝑠B(𝑡;𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡;𝜀)𝑃𝑃‖H→H, (1.139)

‖𝑒−𝑖𝑠B(𝑡;𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖H→H 6 ‖𝑀‖2‖𝑀−1‖2‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠)‖̂︀H→̂︀H. (1.140)

Доказательство. С учётом равенства 𝑀0 = (𝑄̂︀N)−1/2 имеем

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠)‖̂︀H→̂︀H =
⃦⃦⃦(︁
𝑀𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑀−1𝑄−1̂︀N ̂︀𝑃 −𝑀0𝑒

−𝑖𝑠𝑀0
̂︀𝐿(𝑡,𝜀)𝑀0𝑀0

̂︀𝑃)︁𝑄̂︀N ̂︀𝑃 ⃦⃦⃦̂︀H→̂︀H .
Воспользуемся соотношением 𝑀−1𝑄−1̂︀N ̂︀𝑃 = 𝑃𝑀* (см. (1.124)), (1.28) и тождеством (1.136).
Тогда

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠)‖̂︀H→̂︀H =
⃦⃦⃦(︀
𝑀𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑃𝑀* −𝑀𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃𝑀*)︀𝑄̂︀N ̂︀𝑃 ⃦⃦⃦̂︀H→̂︀H .

Отсюда следует, что

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠)‖̂︀H→̂︀H 6 ‖𝑀‖2‖𝑄̂︀N ̂︀𝑃‖‖𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖H→H.

Учитывая, что ‖𝑄̂︀N‖ 6 ‖𝑄‖ = ‖𝑀−1‖2, приходим к оценке (1.139).
Оценка (1.140) проверяется аналогичными рассуждениями “обратным ходом”. Очевид-

но,

‖𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑃 − 𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃‖H→H 6 ‖𝑀−1‖2‖𝑀𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑃𝑀* −𝑀𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃𝑀*‖̂︀H→̂︀H.
Учитывая 𝑃𝑀* =𝑀−1𝑄−1̂︀N ̂︀𝑃 , (1.28) и тождество (1.136), получаем

‖𝑀−1‖2‖𝑀𝑒−𝑖𝑠B(𝑡,𝜀)𝑃𝑀* −𝑀𝑒−𝑖𝑠𝐿(𝑡,𝜀)𝑃𝑃𝑀*‖̂︀H→̂︀H = ‖𝑀−1‖2‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝑠)𝑄−1̂︀N ̂︀𝑃‖̂︀H→̂︀H.
Отсюда и из неравенства ‖𝑄−1̂︀N ̂︀𝑃‖ 6 ‖𝑀‖2 (которое вытекает из тождества 𝑄−1̂︀N ̂︀𝑃 =

𝑀𝑃𝑀*), получаем (1.140).

Применяя неравенство (1.139) и принимая во внимание лемму 1.5.1, из теорем 1.3.1,
1.3.2 получаем следующие результаты. Здесь используется обозначение (1.138).
Теорема 1.5.1. В предположениях пп. 1.5.1, 1.5.2 при 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 и |𝜏 | 6 𝜏 0 выполнена
оценка

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝜀−2𝑠)‖̂︀H→̂︀H𝜀3(𝑡2 + 𝜀2)−3/2 6 ‖𝑀‖2‖𝑀−1‖2(2𝐶1 + 𝐶2|𝑠|)𝜀.
Число 𝜏 0 подчинено (1.9), а постоянные 𝐶1, 𝐶2 определены в теореме 1.3.1.
Теорема 1.5.2. Пусть выполнены предположения пп. 1.5.1, 1.5.2 и пусть оператор̂︀𝑁11,Q, определённый в (1.133), равен нулю: ̂︀𝑁11,Q = 0. Тогда при 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 и |𝜏 | 6 𝜏 0

выполнена оценка

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝜀−2𝑠)‖̂︀H→̂︀H𝜀2(𝑡2 + 𝜀2)−1 6 ‖𝑀‖2‖𝑀−1‖2(2𝐶1 + 𝐶6|𝑠|)𝜀.
Число 𝜏 0 подчинено (1.9), а постоянные 𝐶1, 𝐶6 определены в теореме 1.3.2.
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1.5.5 Подтверждение точности результата

Укажем связь коэффициентов 𝜆(4)𝑙 , 𝜔𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, степенных разложений (1.64), (1.65)
при 𝑐 = 1 и операторов ̂︀𝑆 и Q̂︀N. Положим 𝜁𝑙 := 𝑀𝜔𝑙 ∈ ̂︀N, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Тогда из (1.75)
и (1.124), (1.125) видно, что

̂︀𝑆𝜁𝑙 = 𝜆
(4)
𝑙 Q̂︀N𝜁𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (1.141)

Набор 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛 образует базис в ̂︀N, ортонормированный с весом Q̂︀N:

(Q̂︀N𝜁𝑙, 𝜁𝑘)̂︀H = 𝛿𝑙𝑘, 𝑙, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Перейдём теперь к обозначениям, принятым в замечании 1.4.1. Напомним, что различ-
ные собственные значения оператора 𝑆 обозначаются через 𝜆∘,(4)𝑞 , 𝑞 = 1, . . . , 𝑝, а соответ-
ствующие собственные подпространства через N𝑞. Векторы 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑖(𝑞), . . . , 𝑖(𝑞) + 𝑘𝑞 − 1,
где 𝑖(𝑞) = 𝑘1 + . . .+ 𝑘𝑞−1 +1, образуют ортонормированный базис в N𝑞. Тогда те же числа
𝜆
∘,(4)
𝑞 , 𝑞 = 1, . . . , 𝑝, — это различные собственные значения задачи (1.141), а 𝑀N𝑞 — соот-

ветствующие собственные подпространства. Векторы 𝜁𝑙 = 𝑀𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑖(𝑞), . . . , 𝑖(𝑞) + 𝑘𝑞 − 1,
образуют базис в 𝑀N𝑞, ортонормированный с весом Q̂︀N.

Далее, свяжем собственные числа и собственные векторы задачи (1.82) при 𝑐 = 1 и
оператор ̂︁Y (𝑞)

𝑀 = ̂︀𝑃𝑀N𝑞

(︀
−( ̂︀𝑋0

̂︀𝑍)* ̂︀𝑋0
̂︀̃︀𝑍 − ( ̂︀𝑋0

̂︀̃︀𝑍)* ̂︀𝑋0
̂︀𝑍 + ̂︀𝑌 *

2
̂︀𝑌1 + ̂︀𝑌 *

1
̂︀𝑌2)︀⃒⃒𝑀N𝑞

,

где ̂︀𝑃𝑀N𝑞 — ортопроектор на подпространство 𝑀N𝑞. Из (1.131) и равенств 𝑌1 = ̂︀𝑌1𝑀 ,
𝑌2 = ̂︀𝑌2𝑀 видно, что̂︁Y (𝑞)

𝑀 𝜁𝑙 = 𝜆
(5)
𝑙 Q𝑀N𝑞𝜁𝑙, 𝑙 = 𝑖(𝑞), . . . , 𝑖(𝑞) + 𝑘𝑞 − 1, (1.142)

где Q𝑀N𝑞 = ̂︀𝑃𝑀N𝑞Q̂︀N|𝑀N𝑞 .
Перейдём к обозначениям, принятым в замечании 1.4.2. Различные собственные зна-

чения оператора Y (𝑞) обозначаются через 𝜆∘,(5)𝑞′,𝑞 , 𝑞′ = 1, . . . , 𝑝′(𝑞), а соответствующие соб-
ственные подпространства через N𝑞′,𝑞. Векторы 𝜔𝑙, 𝑙 = 𝑗(𝑞′, 𝑞), . . . , 𝑗(𝑞′, 𝑞) + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, где
𝑗(𝑞′, 𝑞) = 𝑘1+ . . .+ 𝑘𝑞−1+ 𝑘1,𝑞 + . . .+ 𝑘𝑞′−1,𝑞 +1, образуют ортонормированный базис в N𝑞′,𝑞.
Тогда те же числа 𝜆

∘,(5)
𝑞′,𝑞 , 𝑞′ = 1, . . . , 𝑝′(𝑞), — это различные собственные значения зада-

чи (1.142), а 𝑀N𝑞′,𝑞 — соответствующие собственные подпространства. Векторы 𝜁𝑙 =𝑀𝜔𝑙,
𝑙 = 𝑗(𝑞′, 𝑞), . . . , 𝑗(𝑞′, 𝑞) + 𝑘𝑞′,𝑞 − 1, образуют базис в 𝑀N𝑞′,𝑞. Через 𝒫𝑞′,𝑞 обозначим “косой”
проектор на 𝑀N𝑞′,𝑞, ортогональный относительно скалярного произведения (Q̂︀N·, ·)̂︀H, т.е.

𝒫𝑞′,𝑞 =

𝑗(𝑞′,𝑞)+𝑘𝑞′,𝑞−1∑︁
𝑙=𝑗(𝑞′,𝑞)

(·,Q̂︀N𝜁𝑙)̂︀H𝜁𝑙, 𝑞 = 1, . . . , 𝑝, 𝑞′ = 1, . . . , 𝑝′(𝑞).

Легко видеть, что
𝒫𝑞′,𝑞 =𝑀𝑃𝑞′,𝑞𝑀

−1 ̂︀𝑃 . (1.143)

Лемма 1.5.3. Пусть оператор 𝑁11 определён в (1.36), а оператор ̂︀𝑁11,Q определён в (1.133).
Тогда условие 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞 = 0 равносильно равенству 𝒫*

𝑞′,𝑞
̂︀𝑁11,Q𝒫𝑞′,𝑞 = 0.

Доказательство. В силу (1.134) условие 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞 = 0 влечёт 𝒫*
𝑞′,𝑞
̂︀𝑁11,Q𝒫𝑞′,𝑞 = 0. Об-

ратно, пусть 𝒫*
𝑞′,𝑞
̂︀𝑁11,Q𝒫𝑞′,𝑞 = 0. Тогда из (1.134) и (1.143) следует, что

̂︀𝑃 (𝑀*)−1𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞𝑀
−1̂︀𝜔 = 0, ∀̂︀𝜔 ∈ ̂︀N.
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Поскольку 𝑀−1 — изоморфизм ̂︀N на N, то ̂︀𝑃 (𝑀*)−1𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞𝜔 = 0 при любом 𝜔 ∈ N.
Домножая последнее равенство скалярно на ̂︀𝜂 ∈ ̂︀N, получаем, что

(𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞𝜔,𝑀
−1̂︀𝜂)H = 0, ∀̂︀𝜂 ∈ ̂︀N.

Снова используя свойство 𝑀−1 ̂︀N = N, заключаем, что оператор 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞 равен нулю.

Используя теорему 1.4.1, лемму 1.5.3 и оценку (1.140), мы подтверждаем точность
теоремы 1.5.1.

Теорема 1.5.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q определён в (1.133). Пусть 𝒫*
𝑞′,𝑞
̂︀𝑁11,Q𝒫𝑞′,𝑞 ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝐶(𝑠) > 0, чтобы оценка

‖𝐽(𝑡; 𝜀; 𝜀−2𝑠)‖̂︀H→̂︀H𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝐶(𝑠)𝜀 (1.144)

выполнялась для всех достаточно малых |𝑡| и 𝜀.

Доказательство. В силу леммы 1.5.3 из условий теоремы следует, что 𝑃𝑞′,𝑞𝑁11𝑃𝑞′,𝑞 ̸= 0.
Рассуждаем от противного. Фиксируем 𝑠 ̸= 0. Пусть для некоторого 0 6 𝑟 < 3 существует
такая постоянная 𝐶(𝑠) > 0, что выполнено (1.144) при всех достаточно малых |𝑡| и 𝜀. В
силу оценки (1.140) это означает, что выполнено также неравенство вида (1.100) (с другой
константой). Но это противоречит утверждению теоремы 1.4.1.

2 Усреднение периодических дифференциальных опе-
раторов в 𝐿2(R𝑑;C𝑛)

2.1 Предварительные сведения

2.1.1 Решётки Γ и ̃︀Γ
Пусть Γ — решётка в R𝑑, порождённая базисом a1, . . . , a𝑑:

Γ =

{︃
a ∈ R𝑑 : a =

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗a𝑗, 𝑛
𝑗 ∈ Z

}︃
,

и пусть Ω — элементарная ячейка решётки Γ:

Ω :=

{︃
x ∈ R𝑑 : x =

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗a𝑗, 0 < 𝜉𝑗 < 1

}︃
.

Базис b1, . . . ,b𝑑 , двойственный по отношению к a1, . . . , a𝑑, определяется из соотношений⟨︀
b𝑙, a𝑗

⟩︀
= 2𝜋𝛿𝑙𝑗. Этот базис порождает решётку ̃︀Γ, двойственную к решётке Γ:

̃︀Γ =

{︃
b ∈ R𝑑 : b =

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗b
𝑗, 𝑚𝑗 ∈ Z

}︃
.

Обозначим через ̃︀Ω зону Бриллюэна решётки ̃︀Γ:

̃︀Ω =
{︁
k ∈ R𝑑 : |k| < |k− b|, 0 ̸= b ∈ ̃︀Γ}︁ . (2.1)
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Будем пользоваться обозначениями |Ω| = measΩ, |̃︀Ω| = meas ̃︀Ω и отметим, что |Ω||̃︀Ω| =
(2𝜋)𝑑. Пусть 𝑟0 — радиус шара, вписанного в clos ̃︀Ω. Отметим, что

2𝑟0 = min |b|, 0 ̸= b ∈ ̃︀Γ. (2.2)

С решёткой Γ связано дискретное преобразование Фурье

u(x) = |Ω|−1/2
∑︁
b∈̃︀Γ

ûb𝑒
𝑖⟨b,x⟩, x ∈ Ω, (2.3)

которое унитарно отображает 𝑙2(̃︀Γ;C𝑛) на 𝐿2(Ω;C𝑛):

‖u‖2𝐿2(Ω) =
∑︁
b∈̃︀Γ

|ûb|2. (2.4)

Через ̃︀𝐻𝜎(Ω;C𝑛) обозначается подпространство тех функций из 𝐻𝜎(Ω;C𝑛), Γ-перио-
дическое продолжение которых на R𝑑 принадлежит 𝐻𝜎

loc(R𝑑;C𝑛). Имеет место равенство
ˆ
Ω

|(D+ k)u|2 𝑑x =
∑︁
b∈̃︀Γ

|b+ k|2|ûb|2, u ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛), k ∈ R𝑑, (2.5)

причём сходимость ряда в правой части (2.5) равносильна включению u ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛).
Из (2.1), (2.4) и (2.5) следует оценка

ˆ
Ω

|(D+ k)u|2 𝑑x >
∑︁
b∈̃︀Γ

|k|2|ûb|2 = |k|2
ˆ
Ω

|u|2 𝑑x, u ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛), k ∈ ̃︀Ω. (2.6)

2.1.2 Преобразование Гельфанда

Преобразование Гельфанда U первоначально определяется на функциях из класса
Шварца v ∈ 𝒮(R𝑑;C𝑛) формулой:

ṽ(k,x) = (U v)(k,x) = |̃︀Ω|−1/2
∑︁
a∈Γ

𝑒−𝑖⟨k,x+a⟩v(x+ a), v ∈ 𝒮(R𝑑;C𝑛), x ∈ Ω, k ∈ ̃︀Ω.
При этом ˆ

̃︀Ω
ˆ
Ω

|ṽ(k,x)|2𝑑x 𝑑k =

ˆ

R𝑑

|v(x)|2𝑑x

и U продолжается по непрерывности до унитарного отображения:

U : 𝐿2(R𝑑;C𝑛) →
ˆ
̃︀Ω⊕𝐿2(Ω;C𝑛) 𝑑k =: 𝒦.

Включение v ∈ 𝐻1(R𝑑;C𝑛) равносильно тому, что ṽ(k, ·) ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛) при п.в. k ∈ ̃︀Ω и
ˆ
̃︀Ω
ˆ
Ω

(︀
|(D+ k)ṽ(k,x)|2 + |ṽ(k,x)|2

)︀
𝑑x 𝑑k <∞.

Оператор умножения на ограниченную периодическую функцию в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) под действи-
ем U переходит в умножение на ту же функцию в слоях прямого интеграла 𝒦. Действие
оператора 𝑏(D) на v ∈ 𝐻1(R𝑑;C𝑛) переходит в послойное действие оператора 𝑏(D+ k) на
ṽ(k, ·) ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛).
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2.2 Периодические дифференциальные операторы в 𝐿2(R𝑑;C𝑛)

2.2.1 Факторизованные операторы 𝒜 второго порядка

Пусть 𝑏(D) : 𝐿2(R𝑑;C𝑛) → 𝐿2(R𝑑;C𝑚) — однородный дифференциальный оператор пер-
вого порядка с постоянными коэффициентами. Предполагается, что 𝑚 > 𝑛. Символ
𝑏(𝜉) — (𝑚× 𝑛)-матричнозначная линейная однородная функция от 𝜉 ∈ R𝑑.

Предположим, что rank 𝑏(𝜉) = 𝑛, 0 ̸= 𝜉 ∈ R𝑑. Это равносильно тому, что для некото-
рых 𝛼0, 𝛼1 > 0 выполнены неравенства:

𝛼01𝑛 6 𝑏(𝜃)*𝑏(𝜃) 6 𝛼11𝑛, 𝜃 ∈ S𝑑−1, 0 < 𝛼0 6 𝛼1 <∞. (2.7)

Пусть 𝑓(x), x ∈ R𝑑, — Γ-периодическая (𝑛 × 𝑛)-матричнозначная функция и ℎ(x),
x ∈ R𝑑, — Γ-периодическая (𝑚×𝑚)-матричнозначная функция, такие что

𝑓, 𝑓−1 ∈ 𝐿∞(R𝑑); ℎ, ℎ−1 ∈ 𝐿∞(R𝑑). (2.8)

Рассмотрим ДО

𝒳 = ℎ𝑏(D)𝑓 : 𝐿2(R𝑑;C𝑛) → 𝐿2(R𝑑;C𝑚), Dom𝒳 =
{︀
u ∈ 𝐿2(R𝑑;C𝑛) : 𝑓u ∈ 𝐻1(R𝑑;C𝑛)

}︀
.

Оператор 𝒳 замкнут. Самосопряжённый оператор 𝒜 = 𝒳 *𝒳 в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) порождается
замкнутой квадратичной формой a[u,u] = ‖𝒳u‖2

𝐿2(R𝑑)
, u ∈ Dom𝒳 . Формально,

𝒜 = 𝑓(x)*𝑏(D)*𝑔(x)𝑏(D)𝑓(x),

где 𝑔(x) = ℎ(x)*ℎ(x). Используя преобразование Фурье и (2.7), (2.8), можно показать

𝛼0‖𝑔−1‖−1
𝐿∞

‖D(𝑓u)‖2𝐿2(R𝑑) 6 a[u,u] 6 𝛼1‖𝑔‖𝐿∞‖D(𝑓u)‖2𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 . (2.9)

2.2.2 Операторы 𝒴 и 𝒴2

Рассмотрим замкнутый оператор 𝒴 : 𝐿2(R𝑑;C𝑛) → 𝐿2(R𝑑;C𝑑𝑛), действующий по фор-
муле

𝒴u = D(𝑓u) = {𝐷1(𝑓u), . . . , 𝐷𝑑(𝑓u)}T .

Нижняя оценка (2.9) означает, что

‖𝒴u‖𝐿2(R𝑑) 6 𝑐1‖𝒳u‖𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 , (2.10)

где
𝑐1 = 𝛼

−1/2
0 ‖𝑔−1‖1/2𝐿∞

. (2.11)

Пусть в R𝑑 заданы Γ-периодические (𝑛 × 𝑛)-матричнозначные функции 𝑎𝑗(x), 𝑗 =
1, . . . , 𝑑, такие, что

𝑎𝑗 ∈ 𝐿𝜌(Ω), 𝜌 = 2 при 𝑑 = 1, 𝜌 > 𝑑 при 𝑑 > 2; 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. (2.12)

Рассмотрим оператор 𝒴2 : 𝐿2(R𝑑;C𝑛) → 𝐿2(R𝑑;C𝑑𝑛), действующий как умножение на
(𝑑𝑛 × 𝑛)-матричнозначную функцию, составленную из матриц 𝑎*𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. Иначе го-
воря,

𝒴2u = {𝑎*1𝑓u, . . . , 𝑎*𝑑𝑓u}T, Dom𝒴2 = Dom𝒳 .
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Формально можно записать

(𝒴*
2𝒴 + 𝒴*𝒴2)u =

𝑑∑︁
𝑗=1

(︀
𝑓 *𝑎𝑗𝐷𝑗(𝑓u) + 𝑓 *𝐷𝑗(𝑎

*
𝑗𝑓u)

)︀
.

Используя неравенство Гёльдера, (2.9), (2.12), компактность вложения𝐻1(Ω) →˓ 𝐿𝑝(Ω)
при 𝑝 = 2𝜌/(𝜌 − 2), можно показать (см. [Su4, п. 5.2]), что для любого 𝜈 > 0 существует
постоянная 𝐶(𝜈) > 0 такая, что

‖𝒴2u‖2𝐿2(R𝑑) 6 𝜈‖𝒳u‖2𝐿2(R𝑑) + 𝐶(𝜈)‖u‖2𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 . (2.13)

При фиксированном 𝜈 постоянная 𝐶(𝜈) зависит лишь от норм ‖𝑎𝑗‖𝐿𝜌(Ω), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, от
‖𝑔−1‖𝐿∞ , ‖𝑓‖𝐿∞ , 𝛼0, 𝑑, 𝜌 и от параметров решётки Γ.

Замечание 2.2.1. Отметим, что если 𝑎𝑗 ∈ 𝐿∞, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, то (2.13) выполнено при
𝜈 = 0, 𝐶(0) =

∑︀𝑑
𝑗=1 ‖𝑎𝑗‖2𝐿∞‖𝑓‖2𝐿∞.

2.2.3 Форма 𝑞[u,u]

Пусть в R𝑑 задана Γ-периодическая борелевская 𝜎-конечная мера 𝑑𝜇(x) = {𝑑𝜇𝑗𝑙(x)},
𝑗, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, со значениями в классе эрмитовых (𝑛×𝑛)-матриц. Предположим, что мера
𝑑𝜇 такова, что функция |𝑢(x)|2 суммируема по каждой мере 𝑑𝜇𝑗𝑙 для любой функции
𝑢 ∈ 𝐻1(R𝑑).

В 𝐿2(R𝑑;C𝑛) рассмотрим полуторалинейную форму

𝑞[u,v] =

ˆ
R𝑑

⟨𝑑𝜇(x)u,v⟩ , u,v ∈ 𝐻1(R𝑑;C𝑛).

На меру 𝑑𝜇 накладывается следующее условие:

Условие 2.2.1. Для любых u,v ∈ 𝐻1(Ω,C𝑛) существуют постоянные ̂︀𝑐0 ∈ R,̃︀𝑐2 > 0,̂︀𝑐3 > 0, 0 6 ̃︀𝑐 < 𝛼0‖𝑔−1‖−1
𝐿∞

, такие что справедливы оценки⃒⃒⃒⃒ˆ
Ω

⟨𝑑𝜇(x)u,v⟩
⃒⃒⃒⃒
6
(︀̃︀𝑐2‖Du‖2𝐿2(Ω) + ̂︀𝑐3‖u‖2𝐿2(Ω)

)︀1/2 (︀̃︀𝑐2‖Dv‖2𝐿2(Ω) + ̂︀𝑐3‖v‖2𝐿2(Ω)

)︀1/2
,

ˆ
Ω

⟨𝑑𝜇(x)u,u⟩ > −̃︀𝑐‖Du‖2𝐿2(Ω) − ̂︀𝑐0‖u‖2𝐿2(Ω), u,v ∈ 𝐻1(Ω,C𝑛).

Из условия 2.2.1 вытекают оценки⃒⃒⃒⃒ˆ
Ω

⟨𝑑𝜇(x)𝑓u, 𝑓v⟩
⃒⃒⃒⃒
6
(︀̃︀𝑐2‖D(𝑓u)‖2𝐿2(Ω) + 𝑐3‖u‖2𝐿2(Ω)

)︀1/2 (︀̃︀𝑐2‖D(𝑓v)‖2𝐿2(Ω) + 𝑐3‖v‖2𝐿2(Ω)

)︀1/2
,

ˆ
Ω

⟨𝑑𝜇(x)𝑓u, 𝑓u⟩ > −̃︀𝑐 ‖D(𝑓u)‖2𝐿2(Ω) − 𝑐0‖u‖2𝐿2(Ω), u,v ∈ Dom𝒳

(2.14)
с постоянными 𝑐0 = ̂︀𝑐0‖𝑓‖2𝐿∞ , если ̂︀𝑐0 > 0, 𝑐0 = ̂︀𝑐0‖𝑓−1‖−2

𝐿∞
, если ̂︀𝑐0 < 0; 𝑐3 = ̂︀𝑐3‖𝑓‖2𝐿∞ .

Запишем неравенства (2.14) по сдвинутым ячейкам Ω + a, a ∈ Γ, и просуммируем. Тогда
получаем⃒⃒⃒⃒ˆ

R𝑑

⟨𝑑𝜇(x)𝑓u, 𝑓v⟩
⃒⃒⃒⃒
6
(︁̃︀𝑐2‖D(𝑓u)‖2𝐿2(R𝑑) + 𝑐3‖u‖2𝐿2(R𝑑)

)︁1/2 (︁̃︀𝑐2‖D(𝑓v)‖2𝐿2(R𝑑) + 𝑐3‖v‖2𝐿2(R𝑑)

)︁1/2
,

ˆ
R𝑑

⟨𝑑𝜇(x)𝑓u, 𝑓u⟩ > −̃︀𝑐 ‖D(𝑓u)‖2𝐿2(R𝑑) − 𝑐0‖u‖2𝐿2(R𝑑), u,v ∈ Dom𝒳 .
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С учётом (2.9) отсюда вытекают оценки⃒⃒⃒⃒ˆ
R𝑑

⟨𝑑𝜇(x)𝑓u, 𝑓v⟩
⃒⃒⃒⃒
6
(︁
𝑐2‖𝒳u‖2𝐿2(R𝑑) + 𝑐3‖u‖2𝐿2(R𝑑)

)︁1/2 (︁
𝑐2‖𝒳v‖2𝐿2(R𝑑) + 𝑐3‖v‖2𝐿2(R𝑑)

)︁1/2
,

ˆ
R𝑑

⟨𝑑𝜇(x)𝑓u, 𝑓u⟩ > −(1− 𝜅)‖𝒳u‖2𝐿2(R𝑑) − 𝑐0‖u‖2𝐿2(R𝑑), u,v ∈ Dom𝒳 ,

(2.15)
где

𝑐2 = ̃︀𝑐2𝛼−1
0 ‖𝑔−1‖𝐿∞ , 𝜅 = 1− ̃︀𝑐𝛼−1

0 ‖𝑔−1‖𝐿∞ , 0 < 𝜅 6 1. (2.16)

Примеры форм, заведомо удовлетворяющих условию 2.2.1, приведены в [Su4, п. 5.5].
Приведём один пример.

Пример 2.2.1. Предположим, что мера 𝑑𝜇 абсолютно непрерывна относительно меры
Лебега, т.е. 𝑑𝜇(x) = 𝒬(x)𝑑x, где 𝒬(x) — Γ-периодическая эрмитова (𝑛×𝑛)-матричнозначная
функция в R𝑑 такая, что

𝒬 ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 = 1 при 𝑑 = 1, 𝑠 >
𝑑

2
при 𝑑 > 2. (2.17)

Тогда 𝑞[u,v] =
´
R𝑑 ⟨𝒬(x)u,v⟩ 𝑑x, u,v ∈ 𝐻1(R𝑑;C𝑛). При условии (2.17) в силу теорем

вложения для любого 𝜈 > 0 существует положительная постоянная 𝐶𝒬(𝜈) такая, что
ˆ
Ω

|𝒬(x)||u|2𝑑x 6 𝜈

ˆ
Ω

|Du|2𝑑x+ 𝐶𝒬(𝜈)

ˆ
Ω

|u|2𝑑x, u ∈ 𝐻1(Ω;C𝑛).

Отсюда следует, что условие 2.2.1 выполнено, причём постоянные можно выбирать сле-
дующим образом: ̃︀𝑐2 = 1, 𝑐3 = 𝐶𝒬(1), ̃︀𝑐 = 𝜈 и 𝑐0 = 𝐶𝒬(𝜈) при 2𝜈 = 𝛼0‖𝑔−1‖−1

𝐿∞
. Тогда

неравенства (2.15) выполнены при 𝜅 = 1/2, 𝑐2 = 𝛼−1
0 ‖𝑔−1‖𝐿∞ . Постоянная 𝑐3 контроли-

руется через 𝑑, 𝑠, норму ‖𝒬‖𝐿𝑠(Ω) и параметры решётки, а 𝑐0 — через 𝑑, 𝑠, 𝛼0, ‖𝑔−1‖𝐿∞ ,
‖𝒬‖𝐿𝑠(Ω) и параметры решётки.

2.2.4 Операторный пучок ℬ(𝜀)

В 𝐿2(R𝑑;C𝑛) рассмотрим квадратичную форму

b(𝜀)[u,u] = a[u,u] + 2𝜀Re(𝒴u,𝒴2u)𝐿2(R𝑑) + 𝜀2𝑞[𝑓u, 𝑓u] + 𝜀2𝜆(𝒬0𝑓u, 𝑓u)𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 ,
(2.18)

где 0 6 𝜀 6 1, а 𝒬0 — оператор в 𝐿2(R𝑑;C𝑛), действующий как умножение на 𝒬0(x) —
Γ-периодическую положительно-определённую и ограниченную (𝑛×𝑛)-матричнозначную
функцию. Ограничение на 𝜆 наложим позже.

Оценим форму (2.18) снизу. В силу (2.10)

2𝜀|Re(𝒴u,𝒴2u)𝐿2(R𝑑)| 6 2𝑐1𝜀‖𝒳u‖𝐿2(R𝑑)‖𝒴2u‖𝐿2(R𝑑)

6
𝜅

4
‖𝒳u‖2𝐿2(R𝑑) +

4𝑐21
𝜅
𝜀2‖𝒴2u‖2𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 . (2.19)

Положим
𝑐4 = 4𝜅−1𝑐21𝐶(𝜈) при 𝜈 = 𝜅2(16𝑐21)

−1. (2.20)

Тогда из (2.13), (2.19), (2.20) следует, что

2𝜀|Re(𝒴u,𝒴2u)𝐿2(R𝑑)| 6
𝜅

2
‖𝒳u‖2𝐿2(R𝑑) + 𝑐4𝜀

2‖u‖2𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 . (2.21)
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Чтобы форма (2.18) была положительной, наложим на 𝜆 следующее ограничение:

𝜆 > ‖(𝑓 *𝒬0𝑓)
−1‖𝐿∞(𝑐0 + 𝑐4), если 𝜆 > 0,

𝜆 > ‖𝑓 *𝒬0𝑓‖−1
𝐿∞

(𝑐0 + 𝑐4), если 𝜆 < 0 и 𝑐0 + 𝑐4 < 0,
(2.22)

которое обеспечивает выполнение неравенства

𝜆(𝒬0𝑓u, 𝑓u)𝐿2(R𝑑) > (𝑐0 + 𝑐4 + 𝛽)‖u‖2𝐿2(R𝑑), u ∈ 𝐿2(R𝑑;C𝑛), (2.23)

где 𝛽 > 0 определено по числу 𝜆 следующим образом:

𝛽 = 𝜆‖(𝑓 *𝒬0𝑓)
−1‖−1

𝐿∞
− 𝑐0 − 𝑐4, если 𝜆 > 0,

𝛽 = 𝜆‖𝑓 *𝒬0𝑓‖𝐿∞ − 𝑐0 − 𝑐4, если 𝜆 < 0 и 𝑐0 + 𝑐4 < 0.

Теперь из нижней оценки (2.15), (2.21) и (2.23) c учётом 0 6 𝜀 6 1 вытекает оценка

b(𝜀)[u,u] >
𝜅

2
a[u,u] + 𝛽𝜀2‖u‖2𝐿2(R𝑑), u ∈ Dom𝒳 . (2.24)

Далее, из (2.9), (2.10), (2.13) (при 𝜈 = 1) и верхней оценки (2.15) следует верхняя оценка
для квадратичной формы (2.18):

b(𝜀)[u,u] 6 (2 + 𝑐21 + 𝑐2)a[u,u] + (𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝒬0‖𝐿∞‖𝑓‖2𝐿∞)𝜀2‖u‖2𝐿2(R𝑑) 6

6 (2 + 𝑐21 + 𝑐2)𝛼1‖𝑔‖𝐿∞‖D(𝑓u)‖2𝐿2(R𝑑) + (𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝒬0‖𝐿∞‖𝑓‖2𝐿∞)𝜀2‖u‖2𝐿2(R𝑑),

u ∈ Dom𝒳 . (2.25)

Оценки (2.24), (2.25) показывают, что форма (2.18) замкнута и положительно опре-
делена. Через B(𝜀) обозначим оператор в пространстве 𝐿2(R𝑑;C𝑛) порождённый этой
формой. Формально можно записать

ℬ(𝜀) = 𝒜+ 𝜀(𝒴*
2𝒴 + 𝒴*𝒴2) + 𝜀2𝑓 *𝒬𝑓 + 𝜀2𝜆𝑓 *𝒬0𝑓 =

= 𝑓(x)*𝑏(D)*𝑔(x)𝑏(D)𝑓(x) + 𝜀
𝑑∑︁

𝑗=1

𝑓(x)*(𝑎𝑗(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗𝑎𝑗(x)
*)𝑓(x)+

+ 𝜀2𝑓(x)*𝒬(x)𝑓(x) + 𝜀2𝜆𝑓(x)*𝒬0(x)𝑓(x), (2.26)

где 𝒬(x) следует интерпретировать как обобщённый матричный потенциал, порождённый
мерой 𝑑𝜇(x).

Для удобства дальнейших ссылок будем называть “исходными данными” следующие
величины:

𝑑,𝑚, 𝑛, 𝜌;𝛼0, 𝛼1, ‖𝑔‖𝐿∞ , ‖𝑔−1‖𝐿∞ , ‖𝑓‖𝐿∞ , ‖𝑓−1‖𝐿∞ , ‖𝑎𝑗‖𝐿𝜌(Ω), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑;̃︀𝑐,̂︀𝑐0,̃︀𝑐2,̂︀𝑐3 из условия 2.2.1;
𝜆, ‖𝒬0‖𝐿∞ , ‖𝒬−1

0 ‖𝐿∞ ; параметры решёткиΓ.

(2.27)

2.2.5 Операторы 𝒜(k)

Положим
H = 𝐿2(Ω;C𝑛), H* = 𝐿2(Ω;C𝑚), ̃︀H = 𝐿2(Ω;C𝑑𝑛) (2.28)

и рассмотрим замкнутый оператор 𝒳 (k) : H → H*, k ∈ R𝑑, заданный соотношениями

𝒳 (k) = ℎ𝑏(D+ k)𝑓, Dom𝒳 (k) =
{︁
u ∈ H : 𝑓u ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛)

}︁
.
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Самосопряжённый оператор

𝒜(k) = 𝒳 (k)*𝒳 (k) : H → H

порождается квадратичной формой

a(k)[u,u] = ‖𝒳 (k)u‖2H* , u ∈ Dom𝒳 (k).

Используя разложение функции u в ряд Фурье (2.3) и условия (2.7), (2.8), легко проверить,
что

𝛼0‖𝑔−1‖−1
𝐿∞

‖(D+ k)𝑓u‖2̃︀H 6 a(k)[u,u] 6 𝛼1‖𝑔‖𝐿∞‖(D+ k)𝑓u‖2̃︀H, u ∈ Dom𝒳 (k). (2.29)

Из нижней оценки (2.29) и из (2.6) вытекает, что

𝒜(k) > 𝑐*|k|2𝐼, k ∈ ̃︀Ω, 𝑐* = 𝛼0‖𝑓−1‖−2
𝐿∞

‖𝑔−1‖−1
𝐿∞
. (2.30)

Положим
N := Ker𝒜(0) = Ker𝒳 (0). (2.31)

Соотношения (2.29) при k = 0 показывают, что

N = {u ∈ 𝐿2(Ω;C𝑛) : 𝑓u = c ∈ C𝑛} , dimN = 𝑛. (2.32)

Как видно из (2.2) и (2.5) при k = 0 для функции v ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛) такой, что
´
Ω
v 𝑑x = 0,

т.е. v̂0 = 0, выполнено

‖Dv‖2̃︀H > 4𝑟20‖v‖2H, v ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛),

ˆ
Ω

v 𝑑x = 0. (2.33)

Из (2.33) и из нижней оценки (2.29) при k = 0 следует, что расстояние 𝑑0 от точки 𝜆0 = 0
до остального спектра оператора 𝒜(0) подчинено оценке

𝑑0 > 4𝑐*𝑟
2
0. (2.34)

2.2.6 Операторы 𝒴(k) и 𝑌2

Рассмотрим оператор 𝒴(k) : H → ̃︀H, действующий по формуле

𝒴(k)u = (D+ k)𝑓u = {(𝐷1 + 𝑘1)𝑓u, . . . , (𝐷𝑑 + 𝑘𝑑)𝑓u}T, Dom𝒴(k) = Dom𝒳 (k). (2.35)

Используя нижнюю оценку (2.29), убеждаемся, что

‖𝒴(k)u‖̃︀H 6 𝑐1‖𝒳 (k)u‖H* , u ∈ Dom𝒳 (k), (2.36)

где постоянная 𝑐1 определена в (2.11).
Рассмотрим оператор 𝑌2 : H → ̃︀H, действующий по формуле

𝑌2u = {𝑎1(x)*𝑓u, . . . , 𝑎𝑑(x)*𝑓u}T, Dom𝑌2 = Dom𝒳 (k). (2.37)

Как показано в [Su4, п. 5.7], для любого 𝜈 > 0 существуют постоянные 𝐶𝑗(𝜈) > 0, 𝑗 =
1, . . . , 𝑑, такие, что

‖𝑎*𝑗v‖2H 6 𝜈‖(D+ k)v‖2̃︀H + 𝐶𝑗(𝜈)‖v‖2H, v ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛), k ∈ R𝑑, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑.

Подставим v = 𝑓u, u ∈ Dom𝒳 (k), просуммируем по 𝑗 и, учитывая нижнюю оценку (2.29),
получим, что для любого 𝜈 > 0 найдётся постоянная 𝐶(𝜈) > 0 (та же, что и в (2.13)) такая,
что

‖𝑌2u‖2̃︀H 6 𝜈‖𝒳 (k)u‖2H* + 𝐶(𝜈)‖u‖2H, u ∈ Dom𝒳 (k), k ∈ R𝑑. (2.38)
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2.2.7 Форма 𝑞Ω[u,u]

В пространстве H рассмотрим полуторалинейную форму

𝑞Ω[u,v] =

ˆ
Ω

⟨𝑑𝜇(x)u,v⟩ , u,v ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛). (2.39)

Заменяя в (2.14) 𝑓(x)u(x) и 𝑓(x)v(x) на 𝑓(x)u(x) exp(𝑖 ⟨k,x⟩) и 𝑓(x)v(x) exp(𝑖 ⟨k,x⟩)
соответственно (эти функции принадлежат 𝐻1(Ω;C𝑛) одновременно) и используя (2.29),
получаем, что выполнены оценки

|𝑞Ω[𝑓u, 𝑓v]| 6
(︀
𝑐2‖𝒳 (k)u‖2H* + 𝑐3‖u‖2H

)︀1/2 (︀
𝑐2‖𝒳 (k)v‖2H* + 𝑐3‖v‖2H

)︀1/2
,

𝑞Ω[𝑓u, 𝑓u] > −(1− 𝜅)‖𝒳 (k)u‖2H* − 𝑐0‖u‖2H, u,v ∈ Dom𝒳 (k),
(2.40)

где постоянные 𝜅, 𝑐0, 𝑐2, 𝑐3 — те же, что в (2.15).

2.2.8 Операторный пучок ℬ(k, 𝜀)

В пространстве H рассмотрим квадратичную форму

b(k, 𝜀)[u,u] = a(k)[u,u] + 2𝜀Re(𝒴(k)u, 𝑌2u)̃︀H + 𝜀2𝑞Ω[𝑓u, 𝑓u] + 𝜀2𝜆(𝒬0𝑓u, 𝑓u)H,

u ∈ Dom𝒳 (k), (2.41)

где 0 6 𝜀 6 1, а 𝒬0 — оператор в H, действующий как умножение на функцию 𝒬0(x).
Оценим форму (2.41) снизу. Условие (2.22) обеспечивает выполнение неравенства

𝜆(𝒬0𝑓u, 𝑓u)H > (𝑐0 + 𝑐4 + 𝛽)‖u‖2H, u ∈ H. (2.42)

Используя (2.36), (2.38), (2.40), (2.42), нетрудно проверить, что выполнена оценка

b(k, 𝜀)[u,u] >
𝜅

2
a(k)[u,u] + 𝛽𝜀2‖u‖2H, u ∈ Dom𝒳 (k). (2.43)

Из (2.29), (2.36), (2.38) (при 𝜈 = 1) и верхней оценки (2.40) следует верхняя оценка для
квадратичной формы (2.41):

b(k, 𝜀)[u,u] 6 (2 + 𝑐21 + 𝑐2)a(k)[u,u] + (𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝒬0‖𝐿∞‖𝑓‖2𝐿∞)𝜀2‖u‖2H 6

6 (2 + 𝑐21 + 𝑐2)𝛼1‖𝑔‖𝐿∞‖(D+ k)𝑓u‖2̃︀H + (𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝒬0‖𝐿∞‖𝑓‖2𝐿∞)𝜀2‖u‖2H,
u ∈ Dom𝒳 (k). (2.44)

Оценки (2.43), (2.44) показывают, что форма (2.41) замкнута и положительно опре-
делена. Через B(k, 𝜀) обозначим оператор в пространстве H, порождённый этой формой.
Формально можно записать

ℬ(k, 𝜀) = 𝒜(k) + 𝜀(𝑌 *
2 𝒴(k) + 𝒴(k)*𝑌2) + 𝜀2𝑓 *𝒬𝑓 + 𝜀2𝜆𝑓 *𝒬0𝑓 =

= 𝑓(x)*𝑏(D+ k)*𝑔(x)𝑏(D+ k)𝑓(x) + 𝜀

𝑑∑︁
𝑗=1

𝑓(x)*(𝑎𝑗(x)(𝐷𝑗 + 𝑘𝑗) + (𝐷𝑗 + 𝑘𝑗)𝑎𝑗(x)
*)𝑓(x)+

+ 𝜀2𝑓(x)*𝒬(x)𝑓(x) + 𝜀2𝜆𝑓(x)*𝒬0(x)𝑓(x).
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2.2.9 Прямой интеграл для оператора ℬ(𝜀)

Под действием преобразования Гельфанда U оператор ℬ(𝜀) раскладывается в прямой
интеграл по операторам ℬ(k, 𝜀):

U ℬ(𝜀)U −1 =

ˆ
̃︀Ω⊕ℬ(k, 𝜀) 𝑑k. (2.45)

Говоря подробнее, имеется ввиду следующее. Пусть v ∈ Dom𝒳 , тогда

ṽ(k, ·) ∈ Dom𝒳 (k) при п.в. k ∈ ̃︀Ω, (2.46)

b(𝜀)[v,v] =

ˆ
̃︀Ω b(k, 𝜀)[ṽ(k, ·), ṽ(k, ·)] 𝑑k. (2.47)

Обратно, если для ṽ ∈ 𝒦 выполнено (2.46) и интеграл в (2.47) конечен, тогда v ∈ Dom𝒳
и выполнено (2.47).

2.2.10 Включение операторов ℬ(k, 𝜀) в абстрактную схему

Если 𝑑 > 1, то операторы ℬ(k, 𝜀) зависят от многомерного параметра k. Следуя [BSu1,
гл. 2], введём одномерный параметр 𝑡 = |k|. Будем использовать схему главы 1. При этом
все построения будут зависеть от дополнительного параметра 𝜃 = k/|k| ∈ S𝑑−1 и мы
должны следить за равномерностью оценок по 𝜃. Пространства H, H* и ̃︀H определены
в (2.28). Положим 𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡;𝜃) := 𝒳 (𝑡𝜃). При этом выполнено 𝑋(𝑡;𝜃) = 𝑋0+ 𝑡𝑋1(𝜃), где
𝑋0 = ℎ(x)𝑏(D)𝑓(x), Dom𝑋0 = Dom𝒳 (k), а 𝑋1(𝜃) — ограниченный оператор умножения
на матрицу ℎ(x)𝑏(𝜃)𝑓(x). Далее, положим 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡;𝜃) := 𝒜(𝑡𝜃). Согласно (2.31), (2.32),
N = Ker𝑋0 = Ker𝒜(0), dimN = 𝑛. Число 𝑑0 удовлетворяет оценке (2.34). Как было
показано в [BSu1, гл. 2, §3], условие 𝑛 6 𝑛* = dimKer𝑋*

0 также выполнено. Более того,
либо 𝑛* = 𝑛 (если 𝑚 = 𝑛), либо 𝑛* = ∞ (если 𝑚 > 𝑛).

Роль 𝑌 (𝑡) играет оператор 𝑌 (𝑡;𝜃) := 𝒴(𝑡𝜃). В силу (2.35) имеет место равенство
𝑌 (𝑡;𝜃) = 𝑌0 + 𝑡𝑌1(𝜃), где

𝑌0u = D(𝑓u) = {𝐷1𝑓u, . . . , 𝐷𝑑𝑓u}T, Dom𝑌0 = Dom𝒳 (k),

𝑌1(𝜃)u = {𝜃1𝑓u, . . . , 𝜃𝑑𝑓u}T.
(2.48)

Условие 1.1.2 выполнено благодаря оценке (2.36). Оператор 𝑌2 определён в (2.37). Усло-
вие 1.1.3 выполнено в силу (2.38). Роль формы q из п. 1.1.3 играет форма 𝑞Ω[𝑓 ·, 𝑓 ·], опре-
делённая в (2.39). Условие 1.1.4 выполнено благодаря оценкам (2.40).

Наконец, роль операторного пучка B(𝑡, 𝜀) играет семейство B(𝑡, 𝜀;𝜃) := ℬ(𝑡𝜃, 𝜀). Роль
оператора 𝑄0 из п. 1.1.4 играет оператор умножения на матричнозначную функцию
𝑓(x)*𝒬0(x)𝑓(x). Ограничение (1.5) на параметр 𝜆 выполнено благодаря (2.22).

Следуя пункту 1.1.5, мы должны фиксировать число 𝛿 > 0, такое что 𝛿 < 𝜅𝑑0/13.
Учитывая (2.30) и (2.34), положим

𝛿 =
1

4
𝜅𝑐*𝑟

2
0 =

1

4
𝜅𝛼0‖𝑓−1‖−2

𝐿∞
‖𝑔−1‖−1

𝐿∞
𝑟20. (2.49)

Отметим, что в силу (2.7), (2.8) и (2.48)

‖𝑋1(𝜃)‖ 6 𝛼
1/2
1 ‖𝑔‖1/2𝐿∞

‖𝑓‖𝐿∞ , ‖𝑌1(𝜃)‖ 6 ‖𝑓‖𝐿∞ , 𝜃 ∈ S𝑑−1. (2.50)

Для 𝜏 0 (см. (1.9)) примем следующее значение:

𝜏 0 = 𝛿1/2((2 + 𝑐21 + 𝑐2)𝛼1‖𝑔‖𝐿∞‖𝑓‖2𝐿∞ + 𝐶(1) + 𝑐3 + |𝜆|‖𝑓‖2𝐿∞‖𝒬0‖2𝐿∞)−1/2, (2.51)

которое подходит при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1.
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2.3 Эффективные характеристики

2.3.1 Случай 𝑓 = 1𝑛

Приведём в этом пункте эффективные характеристики для случая 𝑓 = 1𝑛, которые
были построены в [Su4, пп. 6.3, 6.4, 7.1].

Все объекты, отвечающие случаю 𝑓 = 1𝑛, далее помечаются значком “ ̂︀ ”. В частно-
сти, для оператора

̂︀ℬ(𝜀) = ̂︀𝒜+ 𝜀( ̂︀𝒴*
2
̂︀𝒴 + ̂︀𝒴* ̂︀𝒴2) + 𝜀2𝒬+ 𝜀2𝜆𝒬0 =

= 𝑏(D)*𝑔(x)𝑏(D) + 𝜀
𝑑∑︁

𝑗=1

(𝑎𝑗(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗𝑎𝑗(x)
*) + 𝜀2𝒬(x) + 𝜀2𝜆𝒬0(x) (2.52)

соответствующее операторное семейство ̂︀ℬ(k, 𝜀) обозначается ̂︀B(𝑡, 𝜀;𝜃).
Имеем:̂︀H = H = 𝐿2(Ω;C𝑛),̂︀𝑋0 = ℎ(x)𝑏(D), Dom ̂︀𝑋0 = ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛),̂︀𝑋1(𝜃) — ограниченный оператор умножения на матрицу ℎ(x)𝑏(𝜃),̂︀N =

{︁
u ∈ ̂︀H : u = c ∈ C𝑛

}︁
, dim ̂︀N = 𝑛, (2.53)

̂︀𝑃u = |Ω|−1

ˆ
Ω

u(x) 𝑑x — ортопроектор на ̂︀N,
̂︀𝑌0u = D(u) = {𝐷1u, . . . , 𝐷𝑑u}T, Dom ̂︀𝑌0 = ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛),̂︀𝑌1(𝜃)u = {𝜃1u, . . . , 𝜃𝑑u}T,̂︀𝑌2u = {𝑎1(x)*u, . . . , 𝑎𝑑(x)*u}T, Dom ̂︀𝑌2 = ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛).

Согласно п. 1.1.6 введём операторы ̂︀𝑍 и ̂︀̃︀𝑍. Оператор ̂︀𝑍 зависит от 𝜃. Как показано
в [BSu3, п. 4.1], ̂︀𝑍(𝜃) = Λ𝑏(𝜃) ̂︀𝑃 , где Λ(x) — периодическая (𝑛 × 𝑚)-матричнозначная
функция, удовлетворяющая уравнению

𝑏(D)*𝑔(x)(𝑏(D)Λ(x) + 1𝑚) = 0,

ˆ
Ω

Λ(x) 𝑑x = 0. (2.54)

В соответствии с [Su4, п. 6.3] ̂︀̃︀𝑍 = ̃︀Λ ̂︀𝑃 , где ̃︀Λ(x) — периодическая (𝑛×𝑛)-матричнознач-
ная функция, удовлетворяющая уравнению

𝑏(D)*𝑔(x)𝑏(D)̃︀Λ(x) + 𝑑∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗𝑎𝑗(x)
* = 0,

ˆ
Ω

̃︀Λ(x) 𝑑x = 0. (2.55)

Оператор ̂︀𝑆, определённый в п. 1.1.7, теперь зависит от 𝜃. Согласно [BSu1, гл. 3, §1],
оператор ̂︀𝑆(𝜃) : ̂︀N → ̂︀N действует как умножение на матрицу ̂︀𝑆(𝜃) = 𝑏(𝜃)*𝑔0𝑏(𝜃). Здесь
𝑔0 — постоянная положительная (𝑚 × 𝑚)-матрица, называемая эффективной матрицей.
Эффективная матрица 𝑔0 может быть определена в терминах матрицы Λ(x):

̃︀𝑔(x) := 𝑔(x)(𝑏(D)Λ(x) + 1𝑚), (2.56)

𝑔0 = |Ω|−1

ˆ
Ω

̃︀𝑔(x) 𝑑x. (2.57)
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Введём в соответствии с [Su4, (7.2), (7.3)] постоянные матрицы:

𝑉 := |Ω|−1

ˆ
Ω

(𝑏(D)Λ(x))*𝑔(x)(𝑏(D)̃︀Λ(x)) 𝑑x, (2.58)

𝑊 := |Ω|−1

ˆ
Ω

(𝑏(D)̃︀Λ(x))*𝑔(x)(𝑏(D)̃︀Λ(x)) 𝑑x. (2.59)

Оператор ̂︀𝐿(𝑡, 𝜀), определённый в (1.28), теперь зависит от 𝜃. Для него справедливо
представление (см. [Su4, (7.8)]):

̂︀𝐿(𝑡, 𝜀;𝜃) =: ̂︀𝐿(k, 𝜀) = 𝑏(k)*𝑔0𝑏(k) + 𝜀

(︃
−𝑏(k)*𝑉 − 𝑉 *𝑏(k) +

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)𝑘𝑗

)︃
+

+ 𝜀2(−𝑊 +𝒬+ 𝜆𝒬0),

где используются обозначения

𝒬 = |Ω|−1

ˆ
Ω

𝑑𝜇(x), 𝒬0 = |Ω|−1

ˆ
Ω

𝒬0(x) 𝑑x, 𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗 = |Ω|−1

ˆ
Ω

(𝑎𝑗(x) + 𝑎*𝑗(x)) 𝑑x.

В 𝐿2(Ω;C𝑛) рассмотрим оператор

̂︀ℬ0(k, 𝜀) = 𝑏(D+ k)*𝑔0𝑏(D+ k)+

+ 𝜀

(︃
−𝑏(D+ k)*𝑉 − 𝑉 *𝑏(D+ k) +

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)(𝐷𝑗 + 𝑘𝑗)

)︃
+ 𝜀2(−𝑊 +𝒬+ 𝜆𝒬0)

при периодических граничных условиях. Имеет место равенство̂︀𝐿(k, 𝜀) ̂︀𝑃 = ̂︀ℬ0(k, 𝜀) ̂︀𝑃 . (2.60)

2.3.2 Свойства эффективной матрицы

Следующие свойства 𝑔0 были проверены в [BSu1, гл. 3, теорема 1.5].

Предложение 2.3.1. Для эффективной матрицы справедливы оценки

𝑔 6 𝑔0 6 𝑔, (2.61)

где

𝑔 := |Ω|−1

ˆ
Ω

𝑔(x) 𝑑x, 𝑔 :=

(︂
|Ω|−1

ˆ
Ω

𝑔(x)−1 𝑑x

)︂−1

.

В случае 𝑚 = 𝑛 всегда выполнено 𝑔0 = 𝑔.

Оценки (2.61) известны в теории усреднений для конкретных ДО как вилка Фойгта–
Рейсса. Теперь выделим условия, при которых реализуется верхняя или нижняя грань
в (2.61). Следующие утверждения были проверены в [BSu1, гл. 3, предложения 1.6, 1.7].

Предложение 2.3.2. Равенство 𝑔0 = 𝑔 равносильно соотношениям

𝑏(D)*g𝑘(x) = 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, (2.62)

где g𝑘(x), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 — столбцы матрицы 𝑔(x).

Предложение 2.3.3. Равенство 𝑔0 = 𝑔 равносильно представлениям

l𝑘(x) = l0𝑘 + 𝑏(D)w𝑘(x), l0𝑘 ∈ C𝑚, w𝑘 ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, (2.63)

где l𝑘(x), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚 — столбцы матрицы 𝑔(x)−1.
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2.3.3 Оператор ̂︀𝑁11(𝜃)

Нам понадобится описать оператор𝑁11 (в абстрактных терминах определённый в (1.36)).
Как проверено в [BSu3, п. 4.2], для семейства ̂︀ℬ(𝑡,𝜃) этот оператор принимает вид

̂︀𝑁11(𝜃) = 𝑏(𝜃)*𝐿(𝜃)𝑏(𝜃) ̂︀𝑃 , (2.64)

где 𝐿(𝜃) — (𝑚×𝑚)-матричнозначная функция, заданная соотношением

𝐿(𝜃) = |Ω|−1

ˆ
Ω

(Λ(x)*𝑏(𝜃)*̃︀𝑔(x) + ̃︀𝑔(x)*𝑏(𝜃)Λ(x)) 𝑑x. (2.65)

Здесь Λ(x) — Γ-периодическое решение задачи (2.54), а ̃︀𝑔(x) — матрица-функция (2.56).
В [BSu3, следствие 4.4 и предложение 4.5] указаны некоторые достаточные условия,

при которых оператор (2.64) обращается в ноль.

Предложение 2.3.4. Пусть выполнено хотя бы одно из следующих предположений:

1∘. Оператор ̂︀𝒜 имеет вид ̂︀𝒜 = D*𝑔(x)D, где 𝑔(x) — симметричная матрица с веще-
ственными элементами.

2∘. Выполнены соотношения (2.62), т. е. 𝑔0 = 𝑔.

3∘. Выполнены соотношения (2.63), т. е. 𝑔0 = 𝑔. (В частности, это автоматически
выполнено, если 𝑚 = 𝑛.)

Тогда ̂︀𝑁11(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1.

2.4 Аппроксимация оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀)
2.4.1 Аппроксимация сглаженного оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀) в общем случае

Рассмотрим оператор ℋ0 = −Δ в 𝐿2(R𝑑;C𝑛). При разложении в прямой интеграл
оператору ℋ0 отвечает семейство операторов ℋ0(k), действующих в 𝐿2(Ω;C𝑛). Оператор
ℋ0(k) задаётся дифференциальным выражением |D + k|2 на области ̃︀𝐻2(Ω;C𝑛). Введём
обозначение

ℛ(k, 𝜀) := 𝜀2(ℋ0(k) + 𝜀2𝐼)−1. (2.66)

Очевидно,
ℛ(k, 𝜀)𝑟/2 ̂︀𝑃 = 𝜀𝑟(𝑡2 + 𝜀2)−𝑟/2 ̂︀𝑃 , 𝑟 > 0. (2.67)

Отметим, что при
√︀
|k|2 + 𝜀2 > ̂︀𝜏 0 выполнено

‖ℛ(k, 𝜀)1/2 ̂︀𝑃‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 (̂︀𝜏 0)−1𝜀, 𝜀 > 0, k ∈ ̃︀Ω, √︀|k|2 + 𝜀2 > ̂︀𝜏 0. (2.68)

Далее, используя разложение в ряд Фурье, получаем

‖ℛ(k, 𝜀)𝑟/2(𝐼 − ̂︀𝑃 )‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 sup
0̸=b∈̃︀Γ 𝜀

𝑟(|b+k|2+ 𝜀2)−𝑟/2 6 𝑟−𝑟
0 𝜀𝑟, 𝜀 > 0, k ∈ ̃︀Ω. (2.69)

Обозначим ̂︀𝐽(k, 𝜀; 𝑠) := 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀) − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(k,𝜀). (2.70)

Мы применим к оператору ̂︀B(𝑡, 𝜀;𝜃) = ̂︀ℬ(k, 𝜀) теоремы из п. 1.3. Согласно замеча-
нию 1.3.1, мы можем отследить зависимость постоянных в оценках от исходных данных.
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Отметим что ̂︀𝑐1, ̂︀𝑐2, ̂︀𝜅, ̂︀𝐶(1), ̂︀𝛿 и ̂︀𝜏 0 не зависят от 𝜃 (см. (2.11), (2.13), (2.16), (2.49), (2.51)
при 𝑓 = 1𝑛). Согласно (2.50) (при 𝑓 = 1𝑛) норму ‖ ̂︀𝑋1(𝜃)‖ можно заменить на 𝛼1/2

1 ‖𝑔‖1/2𝐿∞

и подставить ‖̂︀𝑌1(𝜃)‖ = 1. Поэтому постоянные в теоремах 1.3.1 и 1.3.2 (применённых к
оператору ̂︀ℬ(k, 𝜀)) не будут зависеть от 𝜃. Они будут зависеть только от

𝑑,𝑚, 𝑛, 𝜌;𝛼0, 𝛼1, ‖𝑔‖𝐿∞ , ‖𝑔−1‖𝐿∞ , ‖𝑎𝑗‖𝐿𝜌(Ω), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑;̃︀𝑐,̂︀𝑐0,̃︀𝑐2,̂︀𝑐3 из условия 2.2.1;
𝜆, ‖𝑄0‖𝐿∞ , ‖𝑄−1

0 ‖𝐿∞ и параметров решёткиΓ.

(2.71)

Применяя теорему 1.3.1 с учётом (2.67), (2.68), (2.69) и очевидного неравенства

‖ℛ(k, 𝜀)‖ 6 1, (2.72)

приходим к следующему утверждению.

Теорема 2.4.1. При 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 и k ∈ ̃︀Ω выполнена оценка

‖ ̂︀𝐽(k, 𝜀; 𝑠)ℛ(k, 𝜀)3/2‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 ̂︀𝒞1(1 + |𝑠|)𝜀,

где константа ̂︀𝒞1 зависит только от данных задачи (2.71).

2.4.2 Улучшение аппроксимации сглаженной экспоненты 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀) при усло-
вии ̂︀𝑁11(𝜃) = 0

Применим теперь теорему 1.3.2, предполагая, что ̂︀𝑁11(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. С
учётом (2.67), (2.68), (2.69) и (2.72) это влечёт следующий результат.

Теорема 2.4.2. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) определён в (2.64). Пусть ̂︀𝑁11(𝜃) = 0 при всех
𝜃 ∈ S𝑑−1. Тогда при 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 и k ∈ ̃︀Ω выполнена оценка

‖ ̂︀𝐽(k, 𝜀; 𝑠)ℛ(k, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 ̂︀𝒞2(1 + |𝑠|)𝜀,

где константа ̂︀𝒞2 зависит только от данных задачи (2.71).

Напомним, что некоторые достаточные условия, гарантирующие равенство ̂︀𝑁11(𝜃) = 0
при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1, указаны в предложении 2.3.4.

2.4.3 Подтверждение точности результата

Перейдём к обозначениям, принятым в замечаниях 1.4.1, 1.4.2. Вообще говоря, коли-
чество 𝑝(𝜃) различных собственных значений ̂︀𝜆∘,(4)1 (𝜃), . . . , ̂︀𝜆∘,(4)𝑝(𝜃) (𝜃) оператора ̂︀𝑆(𝜃) и их
кратности 𝑘1(𝜃), . . . , 𝑘𝑝(𝜃)(𝜃) зависят от параметра 𝜃 ∈ S𝑑−1. При каждом фиксированном
𝜃 через ̂︀𝑃𝑞(𝜃) обозначим ортопроектор в 𝐿2(Ω;C𝑛) на собственное подпространство ̂︀N𝑞(𝜃)

оператора ̂︀𝑆(𝜃), отвечающее собственному значению ̂︀𝜆∘,(4)𝑞 (𝜃).
Далее, количество 𝑝′(𝑞,𝜃) различных собственных значений ̂︀𝜆∘,(5)1,𝑞 (𝜃), . . . , ̂︀𝜆∘,(5)𝑝′(𝑞,𝜃),𝑞(𝜃) опе-

ратора ̂︁Y (𝑞)(𝜃) = ̂︀𝑃𝑞(𝜃)

(︃
−𝑏(𝜃)*𝑉 − 𝑉 *𝑏(𝜃) +

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)𝜃𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒̂︀N𝑞(𝜃)

(2.73)

и их кратности 𝑘1,𝑞(𝜃), . . . , 𝑘𝑝′(𝜃),𝑞(𝜃) также зависят от параметра 𝜃 ∈ S𝑑−1. При каждом
фиксированном 𝜃 через ̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃) обозначим ортопроектор в 𝐿2(Ω;C𝑛) на собственное под-
пространство ̂︀N𝑞′,𝑞(𝜃) оператора ̂︁Y (𝑞)(𝜃), отвечающее собственному значению ̂︀𝜆∘,(5)𝑞′,𝑞 (𝜃).
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Теорема 2.4.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) определён в (2.64). Пусть хотя бы в одной
точке 𝜃0 ∈ S𝑑−1 имеет место

̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11(𝜃0) ̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝(𝜃0)}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞,𝜃0)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝒞(𝑠) > 0, чтобы оценка⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀) − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(k,𝜀)
)︁
ℛ(k, 𝜀)𝑟/2

⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)

6 𝒞(𝑠)𝜀 (2.74)

выполнялась при почти всех k = 𝑡𝜃 ∈ ̃︀Ω и достаточно малом 𝜀 > 0.

Для доказательства нам понадобится следующая лемма, аналогичная [Su8, лемма 9.10].

Лемма 2.4.1. Пусть ̂︀𝐹 (k, 𝜀) = ̂︀𝐹 (𝜏,𝜃) — спектральный проектор оператора ̂︀ℬ(k, 𝜀) для
промежутка [0, ̂︀𝛿]. Тогда при

√︀
|k|2 + 𝜀2 6 ̂︀𝜏 0, √︀|k0|2 + 𝜀2 6 ̂︀𝜏 0 справедливы оценки

‖ ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− ̂︀𝐹 (k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 ̂︀𝐶 ′|k− k0|, (2.75)

‖ ̂︀ℬ(k, 𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− ̂︀ℬ(k0, 𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 ̂︀𝐶 ′′|k− k0|, (2.76)

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k,𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k0,𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 (2 ̂︀𝐶 ′ + ̂︀𝐶 ′′|𝑠|)|k− k0|. (2.77)

Доказательство. Рассмотрим разность полуторалинейных форм операторов ̂︀ℬ(k, 𝜀) и ̂︀ℬ(k0, 𝜀)

на элементах u,v ∈ ̃︀𝐻1(Ω;C𝑛):

̂︀b(k, 𝜀)[u,v]− ̂︀b(k0, 𝜀)[u,v] =

= (𝑔𝑏(k− k0)u, 𝑏(D+ k0)v)𝐿2(Ω) + (𝑔𝑏(D+ k)u, 𝑏(k− k0)v)𝐿2(Ω)+

+ 𝜀((k− k0)u, ̂︀𝑌2v)𝐿2(Ω) + 𝜀(̂︀𝑌2u, (k− k0)v)𝐿2(Ω).

Применяя (2.7) и (2.38) при 𝜈 = 1, легко получить оценку

|̂︀b(k, 𝜀)[u,v]− ̂︀b(k0, 𝜀)[u,v]| 6 𝛼
1/2
1 ‖𝑔‖1/2𝐿∞

|k− k0|‖u‖𝐿2‖ ̂︀𝒜(k0)
1/2v‖𝐿2+

+ 𝛼
1/2
1 ‖𝑔‖1/2𝐿∞

|k− k0|‖ ̂︀𝒜(k)1/2u‖𝐿2‖v‖𝐿2 + ̂︀𝜏 0‖u‖𝐿2|k− k0|(‖ ̂︀𝒜(k0)
1/2v‖𝐿2 + ̂︀𝐶(1)1/2‖v‖𝐿2)+

+ ̂︀𝜏 0‖v‖𝐿2|k− k0|(‖ ̂︀𝒜(k)1/2u‖𝐿2 + ̂︀𝐶(1)1/2‖u‖𝐿2). (2.78)

Далее, пользуясь (2.43), получаем неравенство

‖ ̂︀𝒜(k)1/2u‖𝐿2 6 21/2𝜅−1/2‖ ̂︀ℬ(k, 𝜀)1/2u‖𝐿2 . (2.79)

Согласно предложению 1.1.1 при
√︀

|k|2 + 𝜀2 6 ̂︀𝜏 0 первые 𝑛 собственных значений опе-
ратора ̂︀ℬ(k, 𝜀) находятся в отрезке [0, ̂︀𝛿], а остальной спектр лежит на полуоси [3̂︀𝛿,∞). Рас-
смотрим контур Γ̂︀𝛿 ⊂ C охватывающий отрезок [0, ̂︀𝛿] эквидистантно на расстоянии ̂︀𝛿. Пусть
𝑧 ∈ Γ̂︀𝛿. Подставим u = ( ̂︀ℬ(k, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1𝜙 и v = ( ̂︀ℬ(k0, 𝜀)− 𝑧*𝐼)−1𝜓, где 𝜙,𝜓 ∈ 𝐿2(Ω;C𝑛). В
силу оценок

‖( ̂︀ℬ(k, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1𝜙‖𝐿2 6 ̂︀𝛿−1‖𝜙‖𝐿2 , ‖ ̂︀ℬ(k, 𝜀)1/2( ̂︀ℬ(k, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1𝜙‖𝐿2 6
√
3̂︀𝛿−1/2‖𝜙‖𝐿2 ,

‖( ̂︀ℬ(k0, 𝜀)− 𝑧*𝐼)−1𝜓‖𝐿2 6 ̂︀𝛿−1‖𝜓‖𝐿2 , ‖ ̂︀ℬ(k0, 𝜀)
1/2( ̂︀ℬ(k0, 𝜀)− 𝑧*𝐼)−1𝜓‖𝐿2 6

√
3̂︀𝛿−1/2‖𝜓‖𝐿2 ,
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из (2.78) и (2.79) следует оценка

‖( ̂︀ℬ(k, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1 − ( ̂︀ℬ(k0, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 𝐶|k− k0| (2.80)

при 𝑧 ∈ Γ̂︀𝛿 и
√︀

|k|2 + 𝜀2 6 ̂︀𝜏 0, √︀|k0|2 + 𝜀2 6 ̂︀𝜏 0.
Из представления ̂︀𝐹 (k, 𝜀) = 1

2𝜋𝑖

‰
Γ̂︀𝛿
( ̂︀ℬ(k, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1𝑑𝑧

(записанного в точках k и k0) и (2.80) следует оценка (2.75).
Неравенство (2.76) вытекает из представления

̂︀ℬ(k, 𝜀)𝐹 (k, 𝜀) = 1

2𝜋𝑖

‰
Γ̂︀𝛿
𝑧( ̂︀ℬ(k, 𝜀)− 𝑧𝐼)−1𝑑𝑧

(записанного в точках k и k0) и (2.80).
Докажем третье неравенство. Имеем:

𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k,𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k0,𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀) = 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k,𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)( ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− ̂︀𝐹 (k0, 𝜀))+

+ ( ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− ̂︀𝐹 (k0, 𝜀))𝑒
−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k0,𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀) + Ξ(𝑠,k,k0, 𝜀), (2.81)

где
Ξ(𝑠,k,k0, 𝜀) = 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k,𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀)− ̂︀𝐹 (k, 𝜀)𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k0,𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀).

Сумма первых двух слагаемых в (2.81) оценивается через 2 ̂︀𝐶 ′|k−k0| ввиду (2.75). Третье
слагаемое запишем в виде

Ξ(𝑠,k,k0, 𝜀) = 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k,𝜀)Σ(𝑠,k,k0, 𝜀),

Σ(𝑠,k,k0, 𝜀) = ̂︀𝐹 (k, 𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀)− 𝑒𝑖𝑠
̂︀ℬ(k,𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k0,𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀).

Имеем Σ(0,k,k0, 𝜀) = 0,

𝑑Σ(𝑠,k,k0, 𝜀)

𝑑𝑠
= −𝑖 ̂︀𝐹 (k, 𝜀)𝑒𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k,𝜀) (︁ ̂︀ℬ(k, 𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− ̂︀ℬ(k0, 𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀)

)︁
𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ(k0,𝜀) ̂︀𝐹 (k0, 𝜀).

Отсюда интегрированием по промежутку [0, 𝑠] с учётом оценки (2.76) получаем

‖Ξ(𝑠,k,k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) = ‖Σ(𝑠,k,k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 ̂︀𝐶 ′′|𝑠||k− k0|.

Вместе со сказанным выше это влечёт (2.77).

Доказательство теоремы 2.4.3. Достаточно считать 1 6 𝑟 < 3. Рассуждаем от против-
ного. Фиксируем 𝑠 ̸= 0. Предположим, что для некоторого 1 6 𝑟 < 3 найдётся постоянная
𝒞(𝑠) > 0 такая, что выполнена оценка (2.74) при почти всех k ∈ ̃︀Ω и достаточно малом
𝜀 > 0. С учётом (2.68) и (2.69) отсюда следует, что найдётся постоянная ̃︀𝒞(𝑠) > 0 такая,
что выполнена оценка⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀) − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(k,𝜀)
)︁ ̂︀𝑃 ⃦⃦⃦

𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)
𝜀𝑟(|k|2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̃︀𝒞(𝑠)𝜀 (2.82)

при почти всех k ∈ ̃︀Ω и достаточно малом 𝜀 ∈
(︀
0, ̂︀𝜏 0/√2

]︀
.
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Рассмотрим теперь значения k в шаре |k| 6 ̂︀𝜏 0/√2. В силу (1.29)

‖ ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− ̂︀𝑃‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 ̂︀𝐶1(|k|2 + 𝜀2)1/2, |k| 6 ̂︀𝜏 0/√2, 0 < 𝜀 6 ̂︀𝜏 0/√2. (2.83)

Из (2.82) и (2.83) вытекает справедливость неравенства

‖𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(k,𝜀) ̂︀𝐹 (k, 𝜀)− 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(k,𝜀) ̂︀𝑃‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)𝜀
𝑟(|k|2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝒞(𝑠)𝜀 (2.84)

при почти всех k ∈ ̃︀Ω в шаре |k| 6 ̂︀𝜏 0/√2 и достаточно малом 𝜀 ∈
(︀
0, ̂︀𝜏 0/√2

]︀
c некоторой

константой 𝒞(𝑠).
Заметим, что проектор ̂︀𝑃 является спектральным проектором оператора ̂︀ℬ0(k, 𝜀) для

промежутка [0, ̂︀𝛿]. Поэтому из леммы 2.4.1 (в применении к ̂︀ℬ(k, 𝜀) и ̂︀ℬ0(k, 𝜀)) следует, что
при фиксированных 𝑠 и 𝜀 оператор, стоящий под знаком нормы в (2.84), непрерывен по
k в шаре |k| 6 ̂︀𝜏 0/√2. Следовательно, оценка (2.84) справедлива при всех значениях k из
данного шара. В частности, она верна в точке k = 𝑡𝜃0, если 𝑡 6 ̂︀𝜏 0/√2. Применяя снова
неравенство (2.83), получаем, что справедливо неравенство⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(𝑡𝜃0,𝜀) − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(𝑡𝜃0,𝜀)
)︁ ̂︀𝑃 ⃦⃦⃦

𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)
𝜀𝑟(|k|2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝒞 ′(𝑠)𝜀 (2.85)

при всех 𝑡 6 ̂︀𝜏 0/√2 и достаточно малом 𝜀 ∈
(︀
0, ̂︀𝜏 0/√2

]︀
.

Оценка (2.85) в абстрактных терминах соответствует оценке (1.100). Поскольку по
условию выполнено ̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11(𝜃0) ̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0, то применение теоремы 1.4.1 приводит
нас к противоречию.

2.5 Операторное семейство ℬ(k, 𝜀). Применение схемы п. 1.5

2.5.1 Случай 𝑓 ̸= 1𝑛

Возвращаемся к рассмотрению операторов ℬ(𝜀) общего вида (2.26) и соответствующих
семейств B(𝑡, 𝜀;𝜃) из п. 2.2.10.

Будем использовать схему из раздела 1.5. У нас ̂︀H = H = 𝐿2(Ω;C𝑛), а роль изоморфиз-
ма 𝑀 играет оператор умножения на 𝑓(x). В качестве оператора Q (см. (1.123)) выступает
оператор умножения на матричнозначную функцию Q(x) := (𝑓(x)𝑓(x)*)−1. Блок Q в яд-
ре ̂︀N — оператор умножения на постоянную матрицу Q = |Ω|−1

´
Ω
(𝑓(x)𝑓(x)*)−1𝑑x. Роль

оператора 𝑀0 (см. (1.135)) играет оператор умножения на постоянную матрицу

𝑓0 := (Q)−1/2 =

(︂
|Ω|−1

ˆ
Ω

(𝑓(x)𝑓(x)*)−1𝑑x

)︂−1/2

. (2.86)

Отметим, что
|𝑓0| 6 ‖𝑓‖𝐿∞ , |𝑓−1

0 | 6 ‖𝑓−1‖𝐿∞ . (2.87)

В 𝐿2(Ω;C𝑛) определим оператор

ℬ0(k, 𝜀) := 𝑓0 ̂︀ℬ0(k, 𝜀)𝑓0.

Согласно (2.53), (2.60) справедливо равенство

𝑓0̂︀𝐿(k, 𝜀)𝑓0 ̂︀𝑃 = ℬ0(k, 𝜀) ̂︀𝑃 .
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2.5.2 Оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃)

Нам понадобится описать оператор ̂︀𝑁11,Q (определённый в абстрактных терминах в
п. 1.5.3). Для этого введём Γ-периодическое решение ΛQ(x) задачи

𝑏(D)*𝑔(x)(𝑏(D)ΛQ(x) + 1𝑚) = 0,

ˆ
Ω

Q(x)ΛQ(x) 𝑑x = 0.

Ясно, что ΛQ(x) отличается от периодического решения Λ(x) задачи (2.54) на посто-
янное слагаемое:

ΛQ(x) = Λ(x) + Λ0
Q, Λ0

Q = −(Q)−1(QΛ). (2.88)

Как проверено в [BSu3, п. 5.3], оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃) сейчас принимает вид

̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 𝑏(𝜃)*𝐿Q(𝜃)𝑏(𝜃) ̂︀𝑃 , (2.89)

где 𝐿Q(𝜃) — (𝑚×𝑚)-матрица, заданная соотношением

𝐿Q(𝜃) = |Ω|−1

ˆ
Ω

(ΛQ(x)
*𝑏(𝜃)*̃︀𝑔(x) + ̃︀𝑔(x)*𝑏(𝜃)ΛQ(x)) 𝑑x. (2.90)

Сопоставляя (2.88), (2.90) с (2.65), убеждаемся, что справедливо равенство

𝐿Q(𝜃) = 𝐿(𝜃) + 𝐿0
Q(𝜃), 𝐿0

Q(𝜃) = (Λ0
Q)

*𝑏(𝜃)*𝑔0 + 𝑔0𝑏(𝜃)Λ0
Q.

В [BSu3, п. 5.4] указаны некоторые достаточные условия, при которых оператор (2.89)
обращается в ноль.

Предложение 2.5.1. Пусть выполнено хотя бы одно из следующих предположений:

1∘. Оператор 𝒜 имеет вид 𝒜 = 𝑓(x)*D*𝑔(x)D𝑓(x), где 𝑔(x) — симметричная матрица
с вещественными элементами.

2∘. Выполнены соотношения (2.62), т. е. 𝑔0 = 𝑔.

Тогда ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1.

2.6 Аппроксимация окаймлённого оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(k,𝜀)

Обозначим
𝐽(k, 𝜀; 𝑠) := 𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(k,𝜀)𝑓−1 − 𝑓0𝑒

−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(k,𝜀)𝑓−1
0 . (2.91)

Мы применим к оператору B(𝑡, 𝜀;𝜃) = ℬ(k, 𝜀) теоремы из п. 1.5.4. Согласно замеча-
нию 1.3.1, мы можем отследить зависимость постоянных в оценках от исходных данных.
Отметим что 𝑐1, 𝑐2, 𝜅, 𝐶(1), 𝛿 и 𝜏 0 не зависят от 𝜃 (см. (2.11), (2.13), (2.16), (2.49), (2.51)).
Согласно (2.50) норму ‖𝑋1(𝜃)‖ можно заменить на 𝛼1/2

1 ‖𝑔‖1/2𝐿∞
‖𝑓‖𝐿∞ , а норму ‖𝑌1(𝜃)‖ — на

‖𝑓‖𝐿∞ . Поэтому постоянные в теоремах 1.5.1 и 1.5.2 (применённых к оператору ℬ(k, 𝜀)) не
будут зависеть от 𝜃. Они будут зависеть только от данных задачи (2.27).

Применяя теорему 1.5.1 с учётом (2.67), (2.68), (2.69) и (2.72), приходим к следующему
утверждению.

Теорема 2.6.1. При 𝜏 ∈ R, 𝜀 > 0 и k ∈ ̃︀Ω выполнена оценка

‖𝐽(k, 𝜀; 𝑠)ℛ(k, 𝜀)3/2‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 𝒞1(1 + |𝑠|)𝜀,

где константа 𝒞1 зависит только от данных задачи (2.27).
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2.6.1 Улучшение аппроксимации сглаженной окаймлённой экспоненты при
условии ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0

Применим теперь теорему 1.5.2, предполагая, что ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. С
учётом (2.67), (2.68), (2.69) и (2.72) это влечёт следующий результат.

Теорема 2.6.2. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃) определён в (2.89). Пусть ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при
всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. Тогда при 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 и k ∈ ̃︀Ω выполнена оценка

‖𝐽(k, 𝜀; 𝑠)ℛ(k, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 𝒞2(1 + |𝑠|)𝜀,

где константа 𝒞2 зависит только от данных задачи (2.27).

Напомним, что в предложении 2.5.1 указаны некоторые достаточные условия, гаран-
тирующие равенство ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1.

2.6.2 Подтверждение точности результата

Коэффициенты 𝜆
(4)
𝑙 (𝜃) и 𝜔𝑙(𝜃), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, являются собственными для оператора

𝑆(𝜃). Однако, удобнее перейти к обобщённой спектральной задаче для ̂︀𝑆(𝜃). Соглас-
но (1.141) числа 𝜆

(4)
𝑙 (𝜃) и элементы 𝜁𝑙(𝜃) = 𝑓𝜔𝑙(𝜃), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, являются собственными

значениями и собственными элементами следующей обобщённой спектральной задачи:

𝑏(𝜃)*𝑔0𝑏(𝜃)𝜁𝑙(𝜃) = 𝜆
(4)
𝑙 (𝜃)Q𝜁𝑙(𝜃), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (2.92)

При этом а векторы 𝜁𝑙(𝜃), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, образуют базис в ̂︀N, ортонормированный с весом:
(Q𝜁𝑙(𝜃), 𝜁𝑗(𝜃)) = 𝛿𝑗𝑙, 𝑗, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

Перейдём к обозначениям, принятым в замечании 1.4.1, следя за кратностями собствен-
ных значений спектрального ростка 𝑆(𝜃). В силу сказанного в п. 1.5.5 эти же значения
являются собственными числами обобщённой задачи (2.92). Вообще говоря, количество
𝑝(𝜃) различных собственных значений 𝜆

∘,(4)
1 (𝜃), . . . , 𝜆

∘,(4)
𝑝(𝜃) (𝜃) оператора 𝑆(𝜃) и их кратно-

сти 𝑘1(𝜃), . . . , 𝑘𝑝(𝜃)(𝜃) зависят от параметра 𝜃 ∈ S𝑑−1. При каждом фиксированном 𝜃 через
N𝑞(𝜃) обозначим собственное подпространство оператора 𝑆(𝜃), отвечающее собственному
значению 𝜆

∘,(4)
𝑞 (𝜃). Тогда 𝑓N𝑞(𝜃) — собственное подпространство задачи (2.92), отвечаю-

щее тому же значению 𝜆
∘,(4)
𝑞 (𝜃).

Далее, коэффициенты 𝜆
(5)
𝑙 (𝜃) и 𝜔𝑙(𝜃), 𝑙 = 𝑖(𝑞,𝜃), . . . , 𝑖(𝑞,𝜃) + 𝑘𝑞(𝜃) − 1, где 𝑖(𝑞,𝜃) =

𝑘1(𝜃)+. . .+𝑘𝑞−1(𝜃)+1, являются собственными для оператора Y (𝑞)(𝜃) (см. (1.82)). Соглас-
но (1.142) числа 𝜆(5)𝑙 (𝜃) и элементы 𝜁𝑙(𝜃), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, являются собственными значениями
и собственными элементами следующей обобщённой спектральной задачи:

̂︀𝑃𝑓N𝑞(𝜃)

(︃
−𝑏(𝜃)*𝑉 − 𝑉 *𝑏(𝜃) +

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)𝜃𝑗

)︃
𝜁𝑙(𝜃) = 𝜆

(5)
𝑙 (𝜃) ̂︀𝑃𝑓N𝑞(𝜃)Q𝜁𝑙(𝜃),

𝑙 = 𝑖(𝑞,𝜃), . . . , 𝑖(𝑞,𝜃) + 𝑘𝑞(𝜃)− 1, (2.93)

где ̂︀𝑃𝑓N𝑞(𝜃) — ортопроектор на 𝑓N𝑞(𝜃).
Количество 𝑝′(𝑞,𝜃) различных собственных чисел 𝜆∘,(5)1,𝑞 (𝜃), . . . , 𝜆

∘,(5)
𝑝′(𝑞,𝜃),𝑞(𝜃) задачи (2.93)

и их кратности 𝑘1,𝑞(𝜃), . . . , 𝑘𝑝′(𝜃),𝑞(𝜃) также зависят от параметра 𝜃 ∈ S𝑑−1. При каж-
дом фиксированном 𝜃 через N𝑞′,𝑞(𝜃) обозначим собственное подпространство операто-
ра Y (𝑞)(𝜃), отвечающее собственному значению 𝜆

∘,(5)
𝑞′,𝑞 (𝜃). Тогда 𝑓N𝑞′,𝑞(𝜃) — собственное
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подпространство задачи (2.93), отвечающее тому же значению 𝜆
∘,(5)
𝑞′,𝑞 (𝜃). Введём обозначе-

ние 𝒫𝑞′,𝑞(𝜃) для “косого” проектора пространства 𝐿2(Ω;C𝑛) на подпространство 𝑓N𝑞′,𝑞(𝜃);
𝒫𝑞′,𝑞(𝜃) ортогонален относительно скалярного произведения с весом Q.

Применение теоремы 1.5.3 позволяет подтвердить точность результата теоремы 2.6.1.

Теорема 2.6.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃) определён в (2.89). Пусть хотя бы в одной
точке 𝜃0 ∈ S𝑑−1 имеет место

𝒫*
𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11,Q(𝜃0)𝒫𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝(𝜃0)}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞,𝜃0)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝒞(𝑠) > 0, чтобы оценка⃦⃦⃦(︁

𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(k,𝜀)𝑓−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(k,𝜀)𝑓−1

0

)︁
ℛ(k, 𝜀)𝑟/2

⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)

6 𝒞(𝑠)𝜀 (2.94)

выполнялась при почти всех k = 𝑡𝜃 ∈ ̃︀Ω и достаточно малом 𝜀 > 0.

Для доказательства нам понадобится следующая лемма, которую легко проверить по
аналогии с доказательством леммы 2.4.1.

Лемма 2.6.1. Пусть 𝐹 (k, 𝜀) = 𝐹 (𝜏,𝜃) — спектральный проектор оператора ℬ(k, 𝜀) для
промежутка [0, 𝛿]. Тогда при

√︀
|k|2 + 𝜀2 6 𝜏 0,

√︀
|k0|2 + 𝜀2 6 𝜏 0 справедливы оценки

‖𝐹 (k, 𝜀)− 𝐹 (k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 𝐶 ′|k− k0|,
‖ℬ(k, 𝜀)𝐹 (k, 𝜀)− ℬ(k0, 𝜀)𝐹 (k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 𝐶 ′′|k− k0|,

‖𝑒−𝑖𝑠ℬ(k,𝜀)𝐹 (k, 𝜀)− 𝑒−𝑖𝑠ℬ(k0,𝜀)𝐹 (k0, 𝜀)‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 (2𝐶 ′ + 𝐶 ′′|𝑠|)|k− k0|.

Доказательство теоремы 2.6.3. Достаточно считать 1 6 𝑟 < 3. Рассуждаем от против-
ного. Фиксируем 𝑠 ̸= 0. Предположим, что для некоторого 1 6 𝑟 < 3 найдётся постоянная
𝒞(𝑠) > 0 такая, что выполнена оценка (2.94) при почти всех k ∈ ̃︀Ω и достаточно малом
𝜀 > 0. С учётом (2.67) и (2.69) отсюда следует, что найдётся постоянная ̃︀𝒞(𝑠) > 0 такая,
что выполнена оценка⃦⃦⃦(︁

𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(k,𝜀)𝑓−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(k,𝜀)𝑓−1

0

)︁ ̂︀𝑃 ⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)

𝜀𝑟(|k|2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 ̃︀𝒞(𝑠)𝜀 (2.95)

при почти всех k ∈ ̃︀Ω и достаточно малом 𝜀 ∈
(︀
0, 𝜏 0/

√
2
]︀
.

В силу (1.124) справедливо тождество 𝑓−1 ̂︀𝑃 = 𝑃𝑓 *Q, где 𝑃 — ортогональный проектор
пространства 𝐿2(Ω;C𝑛) на подпространство N (см. (2.32)). Тогда оператор под знаком
нормы в (2.95) можно записать в виде 𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(k,𝜀)𝑃𝑓 *Q− 𝑓0𝑒

−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(k,𝜀)𝑓−1
0
̂︀𝑃 .

Рассмотрим теперь значения k в шаре |k| 6 𝜏 0/
√
2. В силу (1.29)

‖𝐹 (k, 𝜀)− 𝑃‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω) 6 𝐶1(|k|2 + 𝜀2)1/2, |k| 6 𝜏 0/
√
2, 0 < 𝜀 6 𝜏 0/

√
2. (2.96)

Из (2.95) и (2.96) вытекает справедливость неравенства

‖𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(k,𝜀)𝐹 (k, 𝜀)𝑓 *Q− 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(k,𝜀)𝑓−1

0
̂︀𝑃‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)𝜀

𝑟(|k|2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝒞(𝑠)𝜀 (2.97)

при почти всех k ∈ ̃︀Ω в шаре |k| 6 𝜏 0/
√
2 и достаточно малом 𝜀 ∈

(︀
0, 𝜏 0/

√
2
]︀

c некоторой
константой 𝒞(𝑠).
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Заметим, что проектор ̂︀𝑃 является спектральным проектором оператора ℬ0(k, 𝜀) для
промежутка [0, 𝛿]. Поэтому из леммы 2.6.1 (в применении к ℬ(k, 𝜀) и ℬ0(k, 𝜀)) следует, что
при фиксированных 𝑠 и 𝜀 оператор, стоящий под знаком нормы в (2.97), непрерывен по
k в шаре |k| 6 𝜏 0/

√
2. Следовательно, оценка (2.97) справедлива при всех значениях k из

данного шара. В частности, она верна в точке k = 𝑡𝜃0, если 𝑡 6 𝜏 0/
√
2. Применяя снова

неравенство (2.96) и тождество 𝑃𝑓 *Q = 𝑓−1 ̂︀𝑃 , получаем, что справедливо неравенство⃦⃦⃦(︁
𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(𝑡𝜃0,𝜀)𝑓−1 − 𝑓0𝑒

−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(𝑡𝜃0,𝜀)𝑓−1
0

)︁ ̂︀𝑃 ⃦⃦⃦
𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω)

𝜀𝑟(|k|2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝒞 ′(𝑠)𝜀 (2.98)

при всех 𝑡 6 𝜏 0/
√
2 и достаточно малом 𝜀 ∈

(︀
0, 𝜏 0/

√
2
]︀
.

Оценка (2.98) в абстрактных терминах соответствует оценке (1.144). Поскольку по
условию выполнено 𝒫*

𝑞′,𝑞(𝜃0)
̂︀𝑁11,Q(𝜃0)𝒫𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0, то применение теоремы 1.5.3 приводит

нас к противоречию.

2.7 Аппроксимация сглаженного оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(𝜀)
В 𝐿2(R𝑑;C𝑛) рассмотрим оператор (2.52). Введём эффективный оператор с постоянны-

ми коэффициентами:

̂︀ℬ0(𝜀) = 𝑏(D)*𝑔0𝑏(D)+𝜀

(︃
−𝑏(D)*𝑉 − 𝑉 *𝑏(D) +

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)𝐷𝑗

)︃
+𝜀2(𝒬+𝜆𝑄0−𝑊 ), (2.99)

где эффективная матрица 𝑔0 определена в (2.57), а матрицы 𝑉 , 𝑊 — в (2.58) и (2.59).
Обозначим ̂︀𝐽(𝜀; 𝑠) := 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ(𝜀) − 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2 ̂︀ℬ0(𝜀).

Напомним обозначение ℋ0 = −Δ и положим

ℛ(𝜀) := 𝜀2(ℋ0 + 𝜀2𝐼)−1. (2.100)

Оператор ℛ(𝜀) раскладывается в прямой интеграл по операторам (2.66):

ℛ(𝜀) = U −1

(︂ˆ
̃︀Ω⊕ℛ(k, 𝜀) 𝑑k

)︂
U .

Напомним также обозначение (2.70). Из разложений вида (2.45) для ̂︀ℬ(𝜀) и ̂︀ℬ0(𝜀) сле-
дует равенство

‖ ̂︀𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)𝑟/2‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) = ess-sup
k∈̃︀Ω ‖ ̂︀𝐽(k, 𝜀; 𝑠)ℛ(k, 𝜀)𝑟/2‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω). (2.101)

Поэтому из теорем 2.4.1, 2.4.2 прямо вытекают следующие утверждения.

Теорема 2.7.1. Для 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 справедлива оценка⃦⃦ ̂︀𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)3/2
⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 ̂︀𝒞1(1 + |𝑠|)𝜀.

Константа ̂︀𝒞1 зависит только от данных задачи (2.71).

Теорема 2.7.2. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) определён в (2.64). Пусть ̂︀𝑁11(𝜃) = 0 при всех
𝜃 ∈ S𝑑−1. Тогда для 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 справедлива оценка⃦⃦ ̂︀𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)

⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 ̂︀𝒞2(1 + |𝑠|)𝜀.

Константа ̂︀𝒞2 зависит только от данных задачи (2.71).
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Применение теоремы 2.4.3 позволяет подтвердить точность результата теоремы 2.7.1.

Теорема 2.7.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) определён в (2.64). Пусть хотя бы в одной
точке 𝜃0 ∈ S𝑑−1 имеет место

̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11(𝜃0) ̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝(𝜃0)}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞,𝜃0)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝒞(𝑠) > 0, чтобы оценка⃦⃦ ̂︀𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)𝑟/2

⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 𝒞(𝑠)𝜀

выполнялась при всех достаточно малых 𝜀 > 0.

2.8 Аппроксимация “окаймлённого” оператора 𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(𝜀)

В 𝐿2(R𝑑;C𝑛) рассмотрим оператор (2.26). Пусть 𝑓0 — матрица (2.86). Введём оператор
ℬ0(𝜀) = 𝑓0 ̂︀ℬ0(𝜀)𝑓0. Обозначим

𝐽(𝜀; 𝑠) := 𝑓𝑒−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(𝜀)𝑓−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠𝜀−2ℬ0(𝜀)𝑓−1

0 .

Аналогично (2.101) имеем

‖𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)𝑟/2‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) = ess-sup
k∈̃︀Ω ‖𝐽(k, 𝜀; 𝑠)ℛ(k, 𝜀)𝑟/2‖𝐿2(Ω)→𝐿2(Ω).

Таким образом, из теорем 2.6.1 и 2.6.2 получаем следующие результаты.

Теорема 2.8.1. Для 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 справедлива оценка⃦⃦
𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)3/2

⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 𝒞1(1 + |𝑠|)𝜀.

Константа 𝒞1 зависит только от данных задачи (2.27).

Теорема 2.8.2. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃) определён в (2.89). Пусть ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при
всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. Тогда для 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 справедлива оценка⃦⃦

𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)
⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 𝒞2(1 + |𝑠|)𝜀.

Константа 𝒞2 зависит только от данных задачи (2.27).

Используя теорему 2.6.3, мы подтверждаем точность результата теоремы 2.8.1.

Теорема 2.8.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃) определён в (2.89). Пусть хотя бы в одной
точке 𝜃0 ∈ S𝑑−1 имеет место

𝒫*
𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11,Q(𝜃0)𝒫𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝(𝜃0)}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞,𝜃0)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝒞(𝑠) > 0, чтобы оценка⃦⃦

𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)𝑟/2
⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 𝒞(𝑠)𝜀

выполнялась при всех достаточно малых 𝜀 > 0.
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3 Задачи усреднения для нестационарных уравнений
типа Шрёдингера

3.1 Усреднение оператора 𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀

3.1.1 Операторы ̂︀ℬ𝜀, ℬ𝜀. Постановка задачи.

Если 𝜓(x) — измеримая Γ-периодическая функция в R𝑑, условимся использовать обо-
значение 𝜓𝜀(x) := 𝜓(𝜀−1x), 𝜀 > 0. Наши основные объекты — операторы ̂︀ℬ𝜀, ℬ𝜀, действую-
щие в 𝐿2(R𝑑;C𝑛), формально заданные выражениями

̂︀ℬ𝜀 := 𝑏(D)*𝑔𝜀(x)𝑏(D) +
𝑑∑︁

𝑗=1

(𝑎𝜀𝑗(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗𝑎
𝜀
𝑗(x)

*) +𝒬𝜀(x) + 𝜆𝒬𝜀
0(x), (3.1)

ℬ𝜀 := 𝑓 𝜀(x)* ̂︀ℬ𝜀𝑓
𝜀(x). (3.2)

Строгие определения даются через соответствующие квадратичные формы (ср. п. 2.2.4).
Коэффициенты операторов (3.1) и (3.2) быстро осциллируют при 𝜀→ 0.

Введём эффективный оператор с постоянными коэффициентами:

̂︀ℬ0 = 𝑏(D)*𝑔0𝑏(D) +

(︃
−𝑏(D)*𝑉 − 𝑉 *𝑏(D) +

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)𝐷𝑗

)︃
+ (𝒬+ 𝜆𝒬0 −𝑊 ), (3.3)

а также оператор
ℬ0 = 𝑓0 ̂︀ℬ0𝑓0, (3.4)

где эффективная матрица 𝑔0 определена в (2.57), а матрицы 𝑉 , 𝑊 — в (2.58) и (2.59).
Матрица 𝑓0 задана формулой (2.86).

Наша цель — получить аппроксимацию оператора 𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀 при 𝜀 → 0 и применить по-
лученные результаты к усреднению задачи Коши для нестационарных уравнений типа
Шрёдингера.

3.1.2 Масштабное преобразование

Пусть 𝑇𝜀 — унитарный в 𝐿2(R𝑑;C𝑛) оператор масштабного преобразования:

(𝑇𝜀u)(x) = 𝜀𝑑/2u(𝜀x), 𝜀 > 0.

Тогда справедливо тождество ℬ𝜀 = 𝜀−2𝑇 *
𝜀 ℬ(𝜀)𝑇𝜀. Следовательно,

𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀 = 𝑇 *
𝜀 𝑒

−𝑖𝑠𝜀−2ℬ(𝜀)𝑇𝜀. (3.5)

Применяя масштабное преобразование к резольвенте оператора ℋ0 = −Δ, получаем

(ℋ0 + 𝐼)−1 = 𝜀2𝑇 *
𝜀 (ℋ0 + 𝜀2𝐼)−1𝑇𝜀 = 𝑇 *

𝜀ℛ(𝜀)𝑇𝜀. (3.6)

Здесь использовано обозначение (2.100).
Наконец, если 𝜓(x) — Γ-периодическая функция, то оператор [𝜓𝜀] умножения на функ-

цию 𝜓𝜀(x) = 𝜓(𝜀−1x) под действием масштабного преобразования перейдёт в оператор [𝜓]
умножения на 𝜓(x): [𝜓𝜀] = 𝑇 *

𝜀 [𝜓]𝑇𝜀.
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3.1.3 Усреднение оператора 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀

Начнём с более простого оператора ̂︀ℬ𝜀. Пусть ̂︀ℬ0 — эффективный оператор (3.3). При-
меняя соотношения вида (3.5) (для операторов ̂︀ℬ𝜀 и ̂︀ℬ0), а также (3.6), получаем тождество

(𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0

)(ℋ0 + 𝐼)−𝑟/2 = 𝑇 *
𝜀
̂︀𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)𝑟/2𝑇𝜀, 𝜀 > 0. (3.7)

В общем случае справедлив следующий результат.

Теорема 3.1.1. Пусть ̂︀ℬ𝜀 — оператор (3.1) и ̂︀ℬ0 — соответствующий эффективный
оператор (3.3). Тогда при 0 6 𝑟 6 3 и 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 справедливы оценки

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0‖𝐻𝑟(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 ̂︀C1(𝑟; 𝑠)𝜀
𝑟/3, (3.8)

где постоянная C1(𝑟; 𝑠) задана равенством

̂︀C1(𝑟; 𝑠) = 21−𝑟/3 ̂︀𝒞𝑟/3
1 (1 + |𝑠|)𝑟/3. (3.9)

Константа ̂︀𝒞1 зависит только от данных задачи (2.71).

Доказательство. Ввиду унитарности оператора 𝑇𝜀 и (3.7) из теоремы 2.7.1 следует оценка

‖(𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0

)(ℋ0 + 𝐼)−3/2‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 ̂︀𝒞1(1 + |𝑠|)𝜀, 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0. (3.10)

Очевидно,
‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 2, 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0. (3.11)

Интерполируя между (3.10) и (3.11), при 0 6 𝑟 6 3 получаем

‖(𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0

)(ℋ0 + 𝐼)−𝑟/2‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 21−𝑟/3 ̂︀𝒞𝑟/3
1 (1 + |𝑠|)𝑟/3𝜀𝑟/3,

𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0. (3.12)

Оператор (ℋ0 + 𝐼)𝑟/2 осуществляет изометрический изоморфизм пространства Соболева
𝐻𝑟(R𝑑;C𝑛) на 𝐿2(R𝑑;C𝑛), поскольку для u ∈ 𝐻𝑟(R𝑑;C𝑛) выполнено

‖(ℋ0 + 𝐼)𝑟/2u‖2𝐿2(R𝑑) =

ˆ

R𝑑

(1 + |𝜉|2)𝑟|û(𝜉)|2𝑑𝜉 = ‖u‖2𝐻𝑟(R𝑑),

где û(𝜉) — Фурье-образ функции u(x). Поэтому оценка (3.12) эквивалентна (3.8).

Этот результат может быть усилен при дополнительных предположениях. Применяя
теорему 2.7.2, получаем следующий результат.

Теорема 3.1.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1.1. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) опре-
делён в (2.64). Предположим, что ̂︀𝑁11(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. Тогда при 0 6 𝑟 6 2 и
𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 справедливы оценки

‖𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0‖𝐻𝑟(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 ̂︀C2(𝑟; 𝑠)𝜀
𝑟/2,

где постоянная ̂︀C2(𝑟; 𝑠) задана равенством

̂︀C2(𝑟; 𝑠) = 21−𝑟/2 ̂︀𝒞𝑟/2
2 (1 + |𝑠|)𝑟/2. (3.13)

Константа ̂︀𝒞2 зависит только от данных задачи (2.71).
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Применение теоремы 2.7.3 позволяет подтвердить точность результата теоремы 3.1.1.

Теорема 3.1.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) определён в (2.64). Пусть хотя бы в одной
точке 𝜃0 ∈ S𝑑−1 имеет место

̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11(𝜃0) ̂︀𝑃𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝(𝜃0)}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞,𝜃0)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝒞(𝑠) > 0, чтобы оценка⃦⃦(︀

𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀 − 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0)︀
(ℋ0 + 𝐼)−𝑟/2

⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 𝒞(𝑠)𝜀

выполнялась при всех достаточно малых 𝜀 > 0.

3.1.4 Усреднение окаймлённого оператора 𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀

Рассмотрим теперь более общий оператор ℬ𝜀 (см. (3.2)). Пусть оператор ℬ0 определён
в (3.4). Применяя соотношения вида (3.5) (для операторов ℬ𝜀 и ℬ0), а также (3.6), получаем
тождество

(𝑓 𝜀𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠ℬ0

𝑓−1
0 )(ℋ0 + 𝐼)−𝑟/2 = 𝑇 *

𝜀 𝐽(𝜀; 𝑠)ℛ(𝜀)𝑟/2𝑇𝜀, 𝜀 > 0. (3.14)

Из теоремы 2.8.1, тождества (3.14) и очевидного равенства

‖𝑓 𝜀𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠ℬ0

𝑓−1
0 ‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 2‖𝑓‖𝐿∞‖𝑓−1‖𝐿∞

вытекает следующий результат.

Теорема 3.1.4. Пусть ℬ𝜀 и ℬ0 — операторы, определённые выражениями (3.2) и (3.4).
Тогда при 0 6 𝑟 6 3 и 𝑠 ∈ R, 𝜀 > 0 справедливы оценки

‖𝑓 𝜀𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠ℬ0

𝑓−1
0 ‖𝐻𝑟(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 C1(𝑟; 𝑠)𝜀

𝑟/3,

где постоянная C1(𝑟; 𝑠) задана равенством

C1(𝑟; 𝑠) = (2‖𝑓‖𝐿∞‖𝑓−1‖𝐿∞)1−𝑟/3𝒞𝑟/3
1 (1 + |𝑠|)𝑟/3. (3.15)

Константа 𝒞1 зависит только от данных задачи (2.27).

Этот результат может быть усилен при дополнительных предположениях. Теорема 2.8.2
позволяет получить следующий результат.

Теорема 3.1.5. Пусть выполнены условия теоремы 3.1.4. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃)

определён в (2.89). Предположим, что ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. Тогда при 0 6 𝑟 6 2
и 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 справедлива оценка

‖𝑓 𝜀𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠ℬ0

𝑓−1
0 ‖𝐻𝑟(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 C2(𝑟; 𝑠)𝜀

𝑟/2,

где постоянная C2(𝑟; 𝑠) задана равенством

C2(𝑟; 𝑠) = (2‖𝑓‖𝐿∞‖𝑓−1‖𝐿∞)1−𝑟/2𝒞𝑟/2
2 (1 + |𝑠|)𝑟/2. (3.16)

Константа 𝒞2 зависит только от данных задачи (2.27).
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Используя теорему 2.8.3, мы подтверждаем точность результата теоремы 3.1.4.

Теорема 3.1.6. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃) определён в (2.89). Пусть хотя бы в одной
точке 𝜃0 ∈ S𝑑−1 имеет место

𝒫*
𝑞′,𝑞(𝜃0) ̂︀𝑁11,Q(𝜃0)𝒫𝑞′,𝑞(𝜃0) ̸= 0

для некоторых 𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑝(𝜃0)}, 𝑞′ ∈ {1, . . . , 𝑝′(𝑞,𝜃0)}. Пусть 𝑠 ̸= 0 и 0 6 𝑟 < 3. Тогда не
существует такой константы 𝒞(𝑠) > 0, чтобы оценка⃦⃦(︀

𝑓 𝜀𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1 − 𝑓0𝑒
−𝑖𝑠ℬ0

𝑓−1
0

)︀
(ℋ0 + 𝐼)−𝑟/2

⃦⃦
𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑)

6 𝒞(𝑠)𝜀

выполнялась при всех достаточно малых 𝜀 > 0.

3.2 Усреднение задачи Коши для уравнения типа Шрёдингера

3.2.1 Задача Коши для уравнения с оператором ̂︀ℬ𝜀

Пусть u𝜀(x, 𝑠) — решение следующей задачи Коши:⎧⎨⎩𝑖
𝜕u𝜀(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= ( ̂︀ℬ𝜀u𝜀)(x, 𝑠) + F(x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

u𝜀(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑,
(3.17)

где 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑,C𝑛), F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑,C𝑛)) — заданные функции. Для решения этой
задачи справедливо представление

u𝜀(·, 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ𝜀𝜑− 𝑖

𝑠ˆ

0

𝑒−𝑖(𝑠−𝑠) ̂︀ℬ𝜀F(·, 𝑠) 𝑑𝑠.

Пусть u0(x, 𝑠) — решение “усреднённой” задачи:⎧⎨⎩𝑖
𝜕u0(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= ( ̂︀ℬ0u0)(x, 𝑠) + F(x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

u0(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑.
(3.18)

Тогда

u0(·, 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠 ̂︀ℬ0

𝜑− 𝑖

𝑠ˆ

0

𝑒−𝑖(𝑠−𝑠) ̂︀ℬ0

F(·, 𝑠) 𝑑𝑠.

Из теоремы 3.1.1 непосредственно вытекает следующий результат.

Теорема 3.2.1. Пусть u𝜀 — решение задачи (3.17) и u0 — решение задачи (3.18).

1∘. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛), F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛)), где 0 6 𝑟 6 3, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0
выполнена оценка

‖u𝜀(·, 𝑠)− u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 𝜀𝑟/3̂︀C1(𝑟; 𝑠)
(︀
‖𝜑‖𝐻𝑟(R𝑑) + ‖F‖𝐿1((0,𝑠);𝐻𝑟(R𝑑))

)︀
. (3.19)

Величина ̂︀C1(𝑟; 𝑠) определена в (3.9).
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2∘. Если 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑,C𝑛) и F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑,C𝑛)), то

lim
𝜀→0

‖u𝜀(·, 𝑠)− u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) = 0, 𝑠 ∈ R.

Утверждение 2∘ в силу теоремы Банаха–Штейнгауза прямо следует из (3.19) и очевид-
ной оценки

‖u𝜀(·, 𝑠)− u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 2‖𝜑‖𝐿2(R𝑑) + 2|𝑠|‖F‖𝐿1((0,𝑠);𝐿2(R𝑑)).

Утверждение 1∘ можно усилить при дополнительных предположениях. Применяя тео-
рему 3.1.2, получаем следующее утверждение.

Теорема 3.2.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.2.1. Пусть оператор ̂︀𝑁11(𝜃) опре-
делён в (2.64). Предположим, что ̂︀𝑁11(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛),
F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛)), где 0 6 𝑟 6 2, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 выполнена оценка

‖u𝜀(·, 𝑠)− u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 𝜀𝑟/2̂︀C2(𝑟; 𝑠)
(︀
‖𝜑‖𝐻𝑟(R𝑑) + ‖F‖𝐿1((0,𝑠);𝐻𝑟(R𝑑))

)︀
.

Величина ̂︀C2(𝑟; 𝑠) определена в (3.13).

3.2.2 Задача Коши для уравнения с оператором ℬ𝜀

Рассмотрим более общую задачу Коши для уравнения с оператором ℬ𝜀:⎧⎨⎩𝑖
𝜕u𝜀(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (ℬ𝜀u𝜀)(x, 𝑠) + (𝑓 𝜀(x))−1F(x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

𝑓 𝜀(x)u𝜀(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑,
(3.20)

где 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑,C𝑛), F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑,C𝑛)) — заданные функции. Для решения этой
задачи справедливо представление

u𝜀(·, 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1𝜑− 𝑖

𝑠ˆ

0

𝑒−𝑖(𝑠−𝑠)ℬ𝜀(𝑓 𝜀)−1F(·, 𝑠) 𝑑𝑠.

Пусть u0(x, 𝑠) — решение “усреднённой” задачи:⎧⎨⎩𝑖
𝜕u0(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (ℬ0u0)(x, 𝑠) + 𝑓−1

0 F(x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

𝑓0u0(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑.
(3.21)

Тогда

u0(·, 𝑠) = 𝑒−𝑖𝑠ℬ0

𝑓−1
0 𝜑− 𝑖

𝑠ˆ

0

𝑒−𝑖(𝑠−𝑠)ℬ0

𝑓−1
0 F(·, 𝑠) 𝑑𝑠.

Из теоремы 3.1.4 непосредственно вытекает следующий результат.

Теорема 3.2.3. Пусть u𝜀 — решение задачи (3.20) и u0 — решение задачи (3.21).

1∘. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛), F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛)), где 0 6 𝑟 6 3, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0
выполнена оценка

‖𝑓 𝜀u𝜀(·, 𝑠)− 𝑓0u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 𝜀𝑟/3C1(𝑟; 𝑠)
(︀
‖𝜑‖𝐻𝑟(R𝑑) + ‖F‖𝐿1((0,𝑠);𝐻𝑟(R𝑑))

)︀
.

Величина C1(𝑟; 𝑠) определена в (3.15).
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2∘. Если 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑,C𝑛) и F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑,C𝑛)), то

lim
𝜀→0

‖𝑓 𝜀u𝜀(·, 𝑠)− 𝑓0u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) = 0, 𝑠 ∈ R.

Утверждение 1∘ можно усилить при дополнительных предположениях. Применяя тео-
рему 3.1.5, получаем следующее утверждение.

Теорема 3.2.4. Пусть выполнены условия теоремы 3.2.3. Пусть оператор ̂︀𝑁11,Q(𝜃)

определён в (2.89). Предположим, что ̂︀𝑁11,Q(𝜃) = 0 при всех 𝜃 ∈ S𝑑−1. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛),
F ∈ 𝐿1,loc(R;𝐻𝑟(R𝑑,C𝑛)), где 0 6 𝑟 6 2, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 выполнена оценка

‖𝑓 𝜀u𝜀(·, 𝑠)− 𝑓0u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 𝜀𝑟/2C2(𝑟; 𝑠)
(︀
‖𝜑‖𝐻𝑟(R𝑑) + ‖F‖𝐿1((0,𝑠);𝐻𝑟(R𝑑))

)︀
.

Величина C2(𝑟; 𝑠) определена в (3.16).

4 Применение общих результатов: нестационарное урав-
нение Шрёдингера

4.1 Уравнение Шрёдингера с сингулярным потенциалом

В 𝐿2(R𝑑) рассмотрим скалярный (т.е. 𝑛 = 1) оператор

ℳ𝜀 = (D−A𝜀(x))*𝑔𝜀(x)(D−A𝜀(x)) + 𝜀−1𝑣𝜀(x) + 𝒱𝜀(x). (4.1)

Здесь 𝑔(x) — Γ-периодическая ограниченная и положительно определённая (𝑑×𝑑)-матрица
с вещественными элементами, A(x) = {𝐴1(x), . . . , 𝐴𝑑(x)}T, где 𝐴𝑗(x) — Γ-периодические
вещественные функции, такие что

𝐴𝑗 ∈ 𝐿𝜌(Ω), 𝜌 = 2 при 𝑑 = 1, 𝜌 > 𝑑 при 𝑑 > 2; 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. (4.2)

Наконец, 𝑣(x) и 𝒱(x) — Γ-периодические функции, причём

𝑣,𝒱 ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 = 1 при 𝑑 = 1, 𝑠 >
𝑑

2
при 𝑑 > 2;ˆ

Ω

𝑣(x) 𝑑x = 0.
(4.3)

Точное определение оператора ℳ𝜀 даётся через квадратичную форму

m𝜀[𝑢, 𝑢] =

ˆ
R𝑑

(︀
⟨𝑔𝜀(x)(D−A𝜀(x))𝑢, (D−A𝜀(x))𝑢⟩+ (𝜀−1𝑣𝜀(x) + 𝒱𝜀(x))|𝑢|2

)︀
𝑑x,

𝑢 ∈ 𝐻1(R𝑑). (4.4)

Оператор (4.1) можно трактовать как периодический оператор Шрёдингера с метрикой
𝑔𝜀, магнитным потенциалом A𝜀 и электрическим потенциалом 𝜀−1𝑣𝜀(x) + 𝒱𝜀(x), содержа-
щим “сингулярное” первое слагаемое.

В [Su4, п. 13.1]) показано, что оператор (4.1) можно представить в виде (3.1). Обозначим
𝑔(x)A(x) =: 𝜂(x) = {𝜂1(x), . . . , 𝜂𝑑(x)}T. Тогда первое слагаемое в (4.1) перепишется в виде

(D−A𝜀)*𝑔𝜀(D−A𝜀) = − div 𝑔𝜀∇+ 𝑖
𝑑∑︁

𝑗=1

(𝜂𝜀𝑗𝜕𝑗 + 𝜕𝑗(𝜂
𝜀
𝑗 ·)) + ⟨𝑔𝜀A𝜀,A𝜀⟩ .
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Пусть Φ — Γ-периодическое решение уравнения ΔΦ(x) = 𝑣(x),
´
Ω
Φ(x) 𝑑x = 0. Определим

функции 𝜁𝑗 = −𝜕𝑗Φ. Тогда верно 𝑣 = −
∑︀𝑑

𝑗=1 𝜕𝑗𝜁𝑗.
Положим

𝑎𝑗 = −𝜂𝑗 + 𝑖𝜁𝑗. (4.5)
Можно убедиться (подробнее см. [Su4, п. 13.1]), что функции (4.5) удовлетворяют (2.12) с
подходящим показателем 𝜌′ (зависящим от 𝜌 и 𝑠); нормы ‖𝑎𝑗‖𝐿𝜌′ (Ω) контролируются через
‖𝑔‖𝐿∞ , ‖A‖𝐿𝜌(Ω), ‖𝑣‖𝐿𝑠(Ω) и параметры решётки Γ. Видно, что

𝑑∑︁
𝑗=1

(︀
𝑎𝜀𝑗𝐷𝑗 +𝐷𝑗(𝑎

𝜀
𝑗)

*)︀ = 𝑖

𝑑∑︁
𝑗=1

(𝜂𝜀𝑗𝜕𝑗 + 𝜕𝑗(𝜂
𝜀
𝑗 ·)) + 𝜀−1𝑣𝜀.

Функция 𝒬(x) := 𝒱(x) + ⟨𝑔(x)A(x),A(x)⟩ удовлетворяет условию (2.17) с подходящим
показателем 𝑠′ = min{𝑠, 𝜌/2}. Реализуется пример 2.2.1. За счёт добавления слагаемого
𝜆𝒬0(x) будем считать, что оператор ℳ𝜀+𝜆𝒬𝜀

0(x) положительно определён. Здесь 𝒬0(x) —
Γ-периодическая положительно определённая и ограниченная функция, а параметр 𝜆 под-
чинён ограничению (2.22) (при 𝑓 = 1). Таким образом, оператор ℳ𝜀 + 𝜆𝒬𝜀

0(x) приведён к
виду (3.1):

M𝜀 := ℳ𝜀 + 𝜆𝒬𝜀
0(x) = − div 𝑔𝜀(x)∇+

𝑑∑︁
𝑗=1

(︀
𝑎𝜀𝑗(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗𝑎

𝜀
𝑗(x)

*)︀+𝒬𝜀(x) + 𝜆𝒬𝜀
0(x).

Исходные данные (2.71) сейчас сводятся к следующему набору:

𝑑, 𝜌, 𝑠; ‖𝑔‖𝐿∞ , ‖𝑔−1‖𝐿∞ , ‖A‖𝐿𝜌(Ω), ‖𝑣‖𝐿𝑠(Ω), ‖𝒱‖𝐿𝑠(Ω),

𝜆, ‖𝒬0‖𝐿∞ , ‖𝒬−1
0 ‖𝐿∞ , параметры решёткиΓ.

Построим эффективный оператор. Матрица Λ(x) является матрицей-строкой Λ(x) =

𝑖(𝜓1(x), . . . , 𝜓𝑑(x)), где 𝜓𝑗 ∈ ̃︀𝐻1(Ω) — (слабое) решение задачи

div 𝑔(x)(∇𝜓𝑗(x) + e𝑗) = 0,

ˆ
Ω

𝜓𝑗(x) 𝑑x = 0.

Здесь e1, . . . , e𝑑 — стандартные орты в R𝑑. Матрица ̃︀𝑔(x) — это (𝑑× 𝑑)-матрица со столб-
цами 𝑔(x)(∇𝜓𝑗(x) + e𝑗). Эффективная матрица определяется стандартным образом: 𝑔0 =
|Ω|−1

´
Ω
̃︀𝑔(x) 𝑑x.

Γ-периодическая матричнозначная функция ̃︀Λ(x), являющаяся решением задачи (2.55),
представляется в виде ̃︀Λ(x) = ̃︀Λ1(x) + 𝑖̃︀Λ2(x),

где вещественные Γ-периодические функции ̃︀Λ1(x), ̃︀Λ2(x) являются решениями задач

− div 𝑔(x)∇̃︀Λ1(x) + 𝑣(x) = 0,

ˆ
Ω

̃︀Λ1(x) 𝑑x = 0,

− div 𝑔(x)∇̃︀Λ2(x) + div 𝑔(x)A(x) = 0,

ˆ
Ω

̃︀Λ2(x) 𝑑x = 0.

Постоянные матрица-столбец 𝑉 и число 𝑊 определяются согласно (2.58) и (2.59). Имеем:

−D*𝑉 𝑢− 𝑉 *D𝑢+
𝑑∑︁

𝑗=1

(𝑎𝑗 + 𝑎*𝑗)𝐷𝑗𝑢 =

= 𝑖 div(𝑉1 + 𝑖𝑉2)𝑢+ (𝑉 T
1 − 𝑖𝑉 T

2 )𝑖∇𝑢+ 2𝑖
𝑑∑︁

𝑗=1

𝜂𝑗𝜕𝑗𝑢 = 2𝑖 ⟨∇𝑢, 𝑉1 + 𝜂⟩ ,
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где 𝑉1 = Re𝑉, 𝑉2 = Im𝑉 . В итоге эффективный оператор M 0 принимает вид

M 0𝑢 = − div 𝑔0∇𝑢+ 2𝑖 ⟨∇𝑢, 𝑉1 + 𝜂⟩+ (𝒬+ 𝜆𝒬0 −𝑊 )𝑢,

что можно записать в виде

M 0𝑢 = (D−A0)*𝑔0(D−A0)𝑢+ 𝒱0𝑢. (4.6)

где

A0 =
(︀
𝑔0
)︀−1

(𝑉1 + 𝑔A), 𝒱0 = 𝒱 + 𝜆𝒬0 + ⟨𝑔A,A⟩ −
⟨︀
𝑔0A0,A0

⟩︀
−𝑊. (4.7)

Рассмотрим задачу Коши⎧⎨⎩𝑖
𝜕𝑢𝜀(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (M𝜀𝑢𝜀)(x, 𝑠) + 𝐹 (x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

𝑢𝜀(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑,
(4.8)

где 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑), 𝐹 ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑)), и соответствующую ей усреднённую задачу⎧⎨⎩𝑖
𝜕𝑢0(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (M 0𝑢0)(x, 𝑠) + 𝐹 (x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

𝑢0(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑.
(4.9)

Сейчас выполнены условия предложения 2.3.4(1∘). Поэтому применима теорема 3.2.2, ко-
торая даёт следующий результат.

Теорема 4.1.1. Пусть 𝑢𝜀 — решение задачи (4.8) и пусть 𝑢0 — решение задачи (4.9).

1∘. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R𝑑), 𝐹 ∈ 𝐿1,loc(R;𝐻𝑟(R𝑑)), где 0 6 𝑟 6 2, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0
выполнена оценка

‖𝑢𝜀(·, 𝑠)− 𝑢0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 𝜀𝑟/2̂︀C2(𝑟; 𝑠)
(︀
‖𝜑‖𝐻𝑟(R𝑑) + ‖𝐹‖𝐿1((0,𝑠);𝐻𝑟(R𝑑))

)︀
,

где константа ̂︀C2(𝑟; 𝑠) определена в (3.13).

2∘. Если 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑) и 𝐹 ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑)), то

lim
𝜀→0

‖𝑢𝜀(·, 𝑠)− 𝑢0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) = 0, 𝑠 ∈ R.

4.2 Уравнение Шрёдингера с сильно сингулярным потенциалом

В пространстве 𝐿2(R𝑑) рассмотрим оператор ̃︀𝒜 = D*𝑔(x)D + 𝑣(x), где 𝑔(x) — Γ-
периодическая симметричная (𝑑×𝑑)-матрица-функция с вещественными элементами, огра-
ниченная и положительно определённая, а 𝑣(x) — вещественная Γ-периодическая функция
такая, что

𝑣 ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 = 1 при 𝑑 = 1, 𝑠 >
𝑑

2
при 𝑑 > 2.

Строгое определение оператора ̃︀𝒜 даётся через квадратичную форму

̃︀a[𝑢, 𝑢] = ˆ
R𝑑

(︀
⟨𝑔(x)D𝑢,D𝑢⟩+ 𝑣(x)|𝑢|2

)︀
𝑑x, 𝑢 ∈ 𝐻1(R𝑑). (4.10)
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За счёт добавления к 𝑣 постоянной будем считать, что краем спектра оператора ̃︀𝒜 яв-
ляется точка 𝜆0 = 0. При этом условии оператор ̃︀𝒜 допускает удобную факторизацию (см.,
например, [BSu1, гл. 6, п. 1.1]). Для описания этой факторизации рассмотрим уравнение

D*𝑔(x)D𝜔(x) + 𝑣(x)𝜔(x) = 0. (4.11)

Существует Γ-периодическое решение 𝜔 ∈ ̃︀𝐻1(Ω) этого уравнения, определённое с точно-
стью до постоянного множителя. Этот множитель можно фиксировать так, чтобы 𝜔(x) > 0
и ˆ

Ω

𝜔2(x) 𝑑x = |Ω|. (4.12)

Оказывается, что решение 𝜔(x) положительно определено и ограничено, а нормы ‖𝜔‖𝐿∞ ,
‖𝜔−1‖𝐿∞ контролируются через ‖𝑔‖𝐿∞ , ‖𝑔−1‖𝐿∞ и ‖𝑣‖𝐿𝑠(Ω). Функция 𝜔 является мульти-
пликатором как в 𝐻1(R𝑑), так и в ̃︀𝐻1(Ω). Подстановка 𝑢 = 𝜔𝜙 преобразует форму (4.10)
к виду ̃︀a[𝑢, 𝑢] = ˆ

R𝑑

𝜔2(x) ⟨𝑔(x)D𝜙,D𝜙⟩ 𝑑x, 𝜙 ∈ 𝐻1(R𝑑).

Это означает, что справедлива факторизация̃︀𝒜 = 𝜔−1D*𝑔D𝜔−1, 𝑔 = 𝜔2𝑔. (4.13)

Рассмотрим теперь оператор ̃︀𝒜𝜀 = (𝜔𝜀)−1D*𝑔𝜀D(𝜔𝜀)−1. (4.14)

В исходных терминах это выражение запишется в виде̃︀𝒜𝜀 = D*𝑔𝜀D+ 𝜀−2𝑣𝜀, (4.15)

что можно толковать как оператор Шрёдингера с быстро осциллирующими метрикой 𝑔𝜀

и сильно сингулярным потенциалом 𝜀−2𝑣𝜀.
Далее, пусть A(x) = {𝐴1(x), . . . , 𝐴𝑑(x)}T, где 𝐴𝑗(x) — вещественные Γ-периодические

функции, удовлетворяющие (4.2). Пусть ̃︀𝑣(x) и ̃︀𝒱(x) — Γ-периодические вещественные
функции, такие что

̃︀𝑣, ̃︀𝒱 ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 = 1 при 𝑑 = 1, 𝑠 >
𝑑

2
при 𝑑 > 2;ˆ

Ω

𝜔2(x)̃︀𝑣(x) 𝑑x = 0.
(4.16)

Рассмотрим оператор ̃︁ℳ𝜀, формально заданный выражением̃︁ℳ𝜀 = (D−A𝜀(x))*𝑔𝜀(x)(D−A𝜀(x)) + 𝜀−2𝑣𝜀(x) + 𝜀−1̃︀𝑣𝜀(x) + ̃︀𝒱𝜀(x). (4.17)

(Строгое определение даётся через квадратичную форму.) Оператор (4.17) можно трак-
товать как оператор Шрёдингера с метрикой 𝑔𝜀, магнитным потенциалом A𝜀 и электри-
ческим потенциалом 𝜀−2𝑣𝜀 + 𝜀−1̃︀𝑣𝜀 + ̃︀𝒱𝜀, включающим сингулярные слагаемые 𝜀−2𝑣𝜀 и
𝜀−1̃︀𝑣𝜀. За счёт добавления подходящей константы 𝜆 всегда можно считать, что оператор̃︁M𝜀 := ̃︁ℳ𝜀 + 𝜆 положительно определён.

Положим

𝑣(x) := ̃︀𝑣(x)𝜔2(x), 𝒱(x) := ̃︀𝒱(x)𝜔2(x), 𝒬0(x) := 𝜔2(x). (4.18)
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Учитывая (4.14), (4.15), убеждаемся в справедливости тождества ̃︁M𝜀 = (𝜔𝜀)−1M𝜀(𝜔
𝜀)−1,

где оператор M𝜀 описан в предыдущем пункте, причём для него 𝑔 определено в (4.13), a 𝑣,
𝒱 и 𝒬0 — в (4.18). В силу (4.16) коэффициенты 𝑣 и 𝒱 удовлетворяют требуемым условиям
(4.3).

Воспользуемся результатами п. 3.2.2. Сейчас 𝑓 = 𝜔−1. Функция Q = (𝑓𝑓 *)−1 равна
Q(x) = 𝜔2(x). В силу условия (4.12) имеем Q = 1 и 𝑓0 = (Q)−1/2 = 1. Исходные дан-
ные (2.27) сейчас сводятся к следующему набору:

𝑑, 𝜌, 𝑠; ‖𝑔‖𝐿∞ , ‖𝑔−1‖𝐿∞ , ‖A‖𝐿𝜌(Ω), ‖𝑣‖𝐿𝑠(Ω), ‖̃︀𝑣‖𝐿𝑠(Ω), ‖̃︀𝒱‖𝐿𝑠(Ω),

𝜆, параметры решёткиΓ.

Рассмотрим задачу Коши с оператором ̃︁M𝜀:⎧⎨⎩𝑖
𝜕𝑢𝜀(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= ( ̃︁M𝜀𝑢𝜀)(x, 𝑠) + 𝜔𝜀(x)𝐹 (x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

(𝜔𝜀(x))−1𝑢𝜀(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑,
(4.19)

где 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑), 𝐹 ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑)), и соответствующую ей усреднённую задачу⎧⎨⎩𝑖
𝜕𝑢0(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (M 0𝑢0)(x, 𝑠) + 𝐹 (x, 𝑠), x ∈ R𝑑, 𝑠 ∈ R,

𝑢0(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R𝑑.
(4.20)

Здесь M 0 – эффективный оператор (4.6) для оператора M с коэффициентами (4.13),
(4.18). Сейчас выполнены условия предложения 2.5.1(1∘). Поэтому применима теорема 3.2.4,
которая даёт следующий результат.

Теорема 4.2.1. Пусть 𝑢𝜀 — решение задачи (4.19) и пусть 𝑢0 — решение задачи (4.20).

1∘. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R𝑑), 𝐹 ∈ 𝐿1,loc(R;𝐻𝑟(R𝑑)), где 0 6 𝑟 6 2, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0
выполнена оценка

‖(𝜔𝜀)−1𝑢𝜀(·, 𝑠)− 𝑢0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) 6 𝜀𝑟/2C2(𝑟; 𝑠)
(︀
‖𝜑‖𝐻𝑟(R𝑑) + ‖𝐹‖𝐿1((0,𝑠);𝐻𝑟(R𝑑))

)︀
,

где константа C2(𝑟; 𝑠) определена в (3.16).

2∘. Если 𝜑 ∈ 𝐿2(R𝑑) и 𝐹 ∈ 𝐿1,loc(R;𝐿2(R𝑑)), то

lim
𝜀→0

‖(𝜔𝜀)−1𝑢𝜀(·, 𝑠)− 𝑢0(·, 𝑠)‖𝐿2(R𝑑) = 0, 𝑠 ∈ R.

5 Применение общих результатов: двумерное волновое
уравнение Паули

5.1 Оператор 𝒫
Пусть магнитный потенциал задан вектор-функцией Ǎ(x) = {𝐴1(x), 𝐴2(x)}, где𝐴𝑗(x) —

Γ-периодические вещественные функции в R2, причём

𝐴𝑗 ∈ 𝐿𝜌(Ω), 𝜌 > 2, 𝑗 = 1, 2. (5.1)
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Напомним стандартные обозначения для матриц Паули:

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
, 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.

В пространстве 𝐿2(R2;C2) рассмотрим оператор 𝒟 = (𝐷1 −𝐴1)𝜎1 + (𝐷2 −𝐴2)𝜎2, Dom𝒟 =
𝐻1(R2;C2). По определению оператор Паули 𝒫 есть квадрат оператора 𝒟:

𝒫 = 𝒟2 =

(︂
𝑃− 0
0 𝑃+

)︂
. (5.2)

Точное определение оператора 𝒫 даётся через замкнутую квадратичную форму ‖𝒟u‖2𝐿2(R2),
u ∈ 𝐻1(R2;C2). Если потенциал Ǎ(x) — липшицева функция, то блоки оператора (5.2) за-
даются выражениями

𝑃± = (D− Ǎ(x))2 ± 𝐵̌(x), 𝐵̌(x) := 𝜕1𝐴2(x)− 𝜕2𝐴1(x).

Здесь 𝐵̌(x) имеет смысл напряжённости магнитного поля.
Оператор 𝒫 допускает удобную факторизацию. За счёт калибровочного преобразова-

ния можно подчинить потенциал Ǎ(x) условиям

div Ǎ(x) = 0,

ˆ
Ω

Ǎ(x) 𝑑x = 0, (5.3)

не нарушая (5.1). (Первое равенство в (5.3) понимается в смысле распределений.) Тогда су-
ществует Γ-периодическая вещественная функция 𝜙 такая, что ∇𝜙(x) = {𝐴2(x),−𝐴1(x)}
и 𝜙 = 0. Отметим, что 𝜙 ∈ ̃︁𝑊 1

𝜌 (Ω) ⊂ 𝐶𝜎, 𝜎 = 1 − 2/𝜌. Положим 𝜔±(x) := 𝑒±𝜙(x). Тогда
оператор (5.2) может быть записан в виде:

𝒫 = 𝑓×(x)𝑏×(D)𝑔×(x)𝑏×(D)𝑓×(x), (5.4)

где

𝑏×(D) =

(︂
0 𝐷1 − 𝑖𝐷2

𝐷1 + 𝑖𝐷2 0

)︂
, 𝑓×(x) =

(︂
𝜔+(x) 0

0 𝜔−(x)

)︂
, 𝑔×(x) =

(︂
𝜔2
+(x) 0
0 𝜔2

−(x)

)︂
.

Блоки 𝑃± оператора (5.2) могут быть записаны в виде

𝑃+ = 𝜔−𝜕+𝜔
2
+𝜕−𝜔−, 𝑃+ = 𝜔+𝜕−𝜔

2
−𝜕+𝜔+,

где мы ввели обозначение 𝜕± = 𝐷1 ± 𝑖𝐷2.

5.2 Оператор ̂︀ℬ×

Пусть заданы 𝜂𝑗,×(x), 𝑗 = 1, 2, 𝑣×(x), 𝒬×(x) — Γ-периодические эрмитовы (2 × 2)-
матричнозначные функции в R2 такие, что

𝜂𝑗,× ∈ 𝐿𝜌(Ω), 𝜌 > 2, 𝑗 = 1, 2; 𝑣×,𝒬× ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 > 1;ˆ
Ω

𝑣×(x) 𝑑x = 0.
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Рассмотрим оператор ̂︀ℬ×, формально заданный выражением

̂︀ℬ×,𝜀 = 𝑏×(D)𝑔𝜀×(x)𝑏×(D) + 𝑖
2∑︁

𝑗=1

(︀
𝜂𝜀𝑗,×(x)𝜕𝑗 + 𝜕𝑗(𝜂

𝜀
𝑗,×(x)·)

)︀
+ 𝜀−1𝑣𝜀×(x) +𝒬𝜀

×(x). (5.5)

Чтобы записать оператор (5.5) в требуемом виде, введём Φ× — Γ-периодическое реше-
ние уравнения ΔΦ×(x) = 𝑣×(x),

´
Ω
Φ×(x) 𝑑x = 0 и положим 𝜁𝑗,× = −𝜕𝑗Φ×. Тогда 𝑣× =

−
∑︀2

𝑗=1 𝜕𝑗𝜁𝑗,×. Положим 𝑎𝑗,× = −𝜂𝑗,× + 𝑖𝜁𝑗,×. Легко проверить, что 𝑎𝑗,× ∈ 𝐿𝜌′(Ω) при неко-
тором 𝜌′ > 2 (зависящим от 𝜌 и 𝑠), причём ‖𝑎𝑗,×‖𝐿𝜌′ (Ω) контролируется через ‖𝜂𝑗,×‖𝐿𝜌(Ω),
‖𝑣×‖𝐿𝑠(Ω) и параметры решётки Γ; подробнее см. [Su4, п. 14.2]. За счёт добавления сла-
гаемого 𝜆𝒬0,×(x) будем считать, что оператор ̂︀ℬ×,𝜀 + 𝜆𝒬𝜀

0,×(x) положительно определён.
Здесь 𝒬0,×(x) — Γ-периодическая положительно определённая и ограниченная (2 × 2)-
матричнозначная функция, а параметр 𝜆 подчинён ограничению (2.22) (при 𝑓 = 12).
Таким образом, оператор ̂︀ℬ×,𝜀 + 𝜆𝒬𝜀

0,×(x) можно записать в виде (3.1):

̂︀B×,𝜀 := ̂︀ℬ×,𝜀 + 𝜆𝒬𝜀
0,×(x) =

= 𝑏×(D)𝑔𝜀×(x)𝑏×(D) +
𝑑∑︁

𝑗=1

(︀
𝑎𝜀𝑗,×(x)𝐷𝑗 +𝐷𝑗(𝑎

𝜀
𝑗,×(x))

*)︀+𝒬𝜀
×(x) + 𝜆𝒬𝜀

0,×(x).

Опишем эффективный оператор. Уравнение (2.54) сейчас имеет вид

𝑏×(D)𝑔×(x)(𝑏×(D)Λ×(x) + 12) = 0,

ˆ
Ω

Λ×(x) 𝑑x = 0.

Его решение Λ× можно представить в виде

Λ×(x) =

(︂
0 Λ−(x)

Λ+(x) 0

)︂
,

где Λ± являются Γ-периодическими решениями задачи

𝜕±𝜔
2
±(x)(𝜕∓Λ±(x) + 1) = 0,

ˆ
Ω

Λ±(x) 𝑑x = 0.

Поскольку 𝑚 = 𝑛, эффективная матрица равна 𝑔0× = 𝑔× =

(︂
𝑔0+ 0
0 𝑔0−

)︂
, 𝑔0± = 𝜔2

±. В качестве̃︀Λ выступает Γ-периодическое решение ̃︀Λ× задачи

𝑏×(D)𝑔×(x)𝑏×(D)̃︀Λ×(x) + 𝑣×(x) + 𝑖
2∑︁

𝑗=1

𝜕𝑗𝜂𝑗,×(x) = 0,

ˆ
Ω

̃︀Λ×(x) 𝑑x = 0.

Матрицы (2.58) и (2.59) сейчас реализуются в виде

𝑉× := |Ω|−1

ˆ
Ω

(𝑏×(D)Λ×(x))
*𝑔×(x)(𝑏×(D)̃︀Λ×(x)) 𝑑x,

𝑊× := |Ω|−1

ˆ
Ω

(𝑏×(D)̃︀Λ×(x))
*𝑔×(x)(𝑏×(D)̃︀Λ×(x)) 𝑑x.

Вычисление эффективного оператора по общему правилу даёт̂︀B0
× = −𝑔0×Δ+ 2𝑖(𝜂01,×𝜕1 + 𝜂02,×𝜕2) +𝒬× −𝑊× + 𝜆𝒬0,×,

где 2𝜂01,× = 2𝜂1,× + 𝜎1𝑉× + 𝑉 *
×𝜎1, 2𝜂02,× = 2𝜂2,× + 𝜎2𝑉× + 𝑉 *

×𝜎2.
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5.3 Оператор ℬ×,𝜀

Рассмотрим оператор ℬ×,𝜀, формально заданный выражением

ℬ×,𝜀 = 𝑓 𝜀
×(x)𝑏×(D)𝑔𝜀×(x)𝑏×(D)𝑓 𝜀

×(x) + 𝑖
2∑︁

𝑗=1

(︀
𝜂𝜀𝑗,×(x)𝜕𝑗 + 𝜕𝑗(𝜂

𝜀
𝑗,×(x)·)

)︀
+ 𝜀−1𝑣𝜀×(x) + 𝒬̌𝜀

×(x).

(5.6)
(Строгое определение даётся через квадратичную форму.) Здесь 𝜂𝑗,×(x), 𝑗 = 1, 2, — Γ-
периодические диагональные (2 × 2)-матрицы-функции с вещественными элементами та-
кие, что 𝜂𝑗,× ∈ 𝐿𝜌(Ω), 𝜌 > 2; 𝑣×(x) и 𝒬̌×(x) — Γ-периодические эрмитовы (2× 2)-матрицы-
функции, причём

𝑣×, 𝒬̌× ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 > 1,

ˆ
Ω

𝑓×(x)
−1𝑣×(x)𝑓×(x)

−1𝑑x = 0;

Замечание 5.3.1. Считая потенциалы A(x) и Ǎ(x) липшицевыми функциями, рас-
смотрим оператор

B𝜀 =

(︂
B−,𝜀 0
0 B+,𝜀

)︂
, (5.7)

B±,𝜀 = (D− 𝜀−1Ǎ𝜀(x)−A𝜀(x))2 ± (𝜀−2𝐵̌𝜀(x) + 𝜀−1𝐵𝜀(x)),

где 𝐵(x) = 𝜕1𝐴2(x)− 𝜕2𝐴1(x). Оператор (5.7) — это матричный оператор Паули с маг-
нитным потенциалом 𝜀−1Ǎ𝜀 +A𝜀 (содержащим сингулярное слагаемое). Пусть ̃︀𝑣×(x) и
𝒱×(x) — Γ-периодические эрмитовы (2 × 2)-матрицы-функции, причём ̃︀𝑣×,𝒱× ∈ 𝐿𝑠(Ω),
𝑠 > 1. Рассмотрим возмущённый электрическим потенциалом 𝜀−1̃︀𝑣𝜀× + 𝒱𝜀

× (также со-
держащим сингулярное слагаемое) оператор Паули

̃︀ℬ×,𝜀 = B𝜀 + 𝜀−1̃︀𝑣𝜀×(x) + 𝒱𝜀
×(x). (5.8)

Дополнительно наложим условие нормировки на ̃︀𝑣×:
ˆ
Ω

𝑓×(x)
−1
(︀̃︀𝑣×(x) + 2

⟨︀
Ǎ(x),A(x)

⟩︀
12 −𝐵(x)𝜎3

)︀
𝑓×(x)

−1𝑑x = 0.

Тогда оператор (5.8) может быть записан в виде (5.6) при

𝜂𝑗,× = 𝐴𝑗12, 𝑗 = 1, 2; 𝑣× = ̃︀𝑣× + 2
⟨︀
Ǎ,A

⟩︀
12 −𝐵𝜎3, 𝒬̌× = 𝒱× + |A|212.

За счёт добавления подходящего слагаемого 𝜆12 всегда можно считать, что оператор
B×,𝜀 := ℬ×,𝜀 + 𝜆12 положительно определён.

Справедливо тождество B×,𝜀 = 𝑓 𝜀
×
̂︀B×,𝜀𝑓

𝜀
×, где коэффициенты оператора ̂︀B×,𝜀 выбраны

следующим образом:

𝜂𝑗,× = 𝑓−1
× 𝜂𝑗,×𝑓

−1
× , 𝑗 = 1, 2; 𝑣× = 𝑓−1

× 𝑣×𝑓
−1
× , 𝒬× = 𝑓−1

× 𝒬̌×𝑓
−1
× ; 𝒬0,× = 𝑓−2

× .

Роль Q играет матрица Q× = 𝑓−2
× = 𝑔−1

× . Тогда Q× =

(︂
(𝑔0+)

−1 0
0 (𝑔0−)

−1

)︂
. Матрица 𝑓0

сейчас равна 𝑓×,0 =

(︂
(𝑔0+)

1/2 0
0 (𝑔0−)

1/2

)︂
, a оператор (3.4) имеет вид B0

× = 𝑓×,0
̂︀B0
×𝑓×,0.
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5.4 Задача Коши для оператора B×,𝜀

Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения Паули⎧⎨⎩𝑖
𝜕u𝜀(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (B×,𝜀u𝜀)(x, 𝑠), x ∈ R2, 𝑠 ∈ R,

𝑓 𝜀
×(x)u𝜀(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R2,

(5.9)

где 𝜑 ∈ 𝐿2(R2;C2), и соответствующую ей усреднённую задачу⎧⎨⎩𝑖
𝜕u0(x, 𝑠)

𝜕𝑠
= (B0

×u0)(x, 𝑠), x ∈ R2, 𝑠 ∈ R,

𝑓×,0u0(x, 0) = 𝜑(x), x ∈ R2.
(5.10)

Применима теорема 3.2.3. Исходные данные (2.27) сейчас сводятся к следующему набору:

𝜌, 𝑠; ‖𝜔+‖𝐿∞ , ‖𝜔−1
+ ‖𝐿∞ , ‖𝜔−‖𝐿∞ , ‖𝜔−1

− ‖𝐿∞ ,

‖𝜂𝑗,×‖𝐿𝜌(Ω), 𝑗 = 1, 2; ‖𝑣×‖𝐿𝑠(Ω), ‖𝒬̌×‖𝐿𝑠(Ω), 𝜆, параметры решёткиΓ.

Мы приходим к следующему утверждению.

Теорема 5.4.1. Пусть u𝜀 — решение задачи (5.9) и пусть u0 — решение задачи (5.10).

1∘. Если 𝜑 ∈ 𝐻𝑟(R2), где 0 6 𝑟 6 3, то при 𝑠 ∈ R и 𝜀 > 0 выполнена оценка

‖𝑓 𝜀
×u𝜀(·, 𝑠)− 𝑓×,0u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R2) 6 𝜀𝑟/3C1(𝑟; 𝑠)‖𝜑‖𝐻𝑟(R2),

где константа C1(𝑟; 𝑠) определена в (3.15).

2∘. Если 𝜑 ∈ 𝐿2(R2), то

lim
𝜀→0

‖𝑓 𝜀
×u𝜀(·, 𝑠)− 𝑓×,0u0(·, 𝑠)‖𝐿2(R2) = 0, 𝑠 ∈ R.

Результат теоремы 5.4.1 является точным. Покажем это. Для этого рассмотрим опе-
ратор 𝒫1,1(𝜃)

* ̂︀𝑁11,Q,×(𝜃)𝒫1,1(𝜃). Здесь оператор ̂︀𝑁11,Q,×(𝜃) играет роль ̂︀𝑁11,Q(𝜃) для B×
(см. п. 2.5.2). Используя формулы (см. (1.143) и (1.134))

𝒫1,1(𝜃) = 𝑓×𝑃1,1(𝜃)𝑓
−1
×
̂︀𝑃 ,̂︀𝑁11,Q,×(𝜃) = ̂︀𝑃𝑓−1

× 𝑁11,×(𝜃)𝑓
−1
×
̂︀𝑃 ,

получаем 𝒫1,1(𝜃)
* ̂︀𝑁11,Q,×(𝜃)𝒫1,1(𝜃) = ̂︀𝑃𝑓−1

× 𝑃1,1(𝜃)𝑁11,×(𝜃)𝑃1,1(𝜃)𝑓
−1
×
̂︀𝑃 . Как показано в [BSu3,

п. 12.4] (см. также [Su8, пп. 16.2 и 16.3]), оператор 𝑁11,×(𝜃), играющий роль 𝑁11(𝜃) для
B×, имеет вид 𝑁11,×(𝜃) = 𝜇(𝜃)𝐼|N. Здесь

𝜇(𝜃) = −2𝑔0−𝛾
(︁
𝜃1Re𝜔2

+𝑤 + 𝜃2 Im𝜔2
+𝑤
)︁
, 𝜃 ∈ S1,

𝛾 = 𝑔0+𝑔
0
− = |Ω|2‖𝜔+‖−2

𝐿2(Ω)‖𝜔−‖−2
𝐿2(Ω),

а 𝑤(x) — Γ-периодическое решение уравнения

(𝐷1 − 𝑖𝐷2)𝑤(x) = 𝑔0+𝜔
2
−(x)− 1,

ˆ
Ω

𝑤(x) 𝑑x = 0.

Поэтому 𝒫1,1(𝜃)
* ̂︀𝑁11,Q,×(𝜃)𝒫1,1(𝜃) = 𝜇(𝜃) ̂︀𝑃𝑓−1

× 𝑃1,1(𝜃)𝑓
−1
×
̂︀𝑃 . Ясно, что 𝑃1,1(𝜃)𝑓

−1
×
̂︀𝑃 ̸= 0 при

любом 𝜃 ∈ S1, а потому ̂︀𝑃𝑓−1
× 𝑃1,1(𝜃)𝑓

−1
×
̂︀𝑃 ̸= 0 при любом 𝜃 ∈ S1. Приведём пример,

заимствованный из [Su8, пример 16.2], в котором 𝜇(𝜃) ̸= 0.
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Пример 5.4.1. Пусть Γ = (2𝜋Z)2 и пусть 𝜔2
−(x) = 1 + 𝛼(sin𝑥2 + 4 sin 2𝑥2). Тогда 𝑔0+ = 1

и 𝑤(x) = 𝛼(cos𝑥2 + 4 cos 2𝑥2). Вычислим 𝜔2
+𝑤:

𝜔2
+𝑤 =

𝛼

2𝜋

2𝜋ˆ

0

cos𝑥+ 2 cos 2𝑥

1 + 𝛼(sin𝑥+ 4 sin 2𝑥)
𝑑𝑥 =

3𝛼

8𝜋

2𝜋ˆ

0

cos𝑥

1 + 𝛼(sin𝑥+ 4 sin 2𝑥)
𝑑𝑥 =

= −6𝛼2

𝜋

1ˆ

−1

𝑡
√
1− 𝑡2

(1 + 𝛼𝑡)2 − 64𝛼2𝑡2(1− 𝑡2)
𝑑𝑡 =

=
24𝛼3

𝜋

1ˆ

0

𝑡2
√
1− 𝑡2

((1 + 𝛼𝑡)2 − 64𝛼2𝑡2(1− 𝑡2))((1− 𝛼𝑡)2 − 64𝛼2𝑡2(1− 𝑡2))
𝑑𝑡.

Для достаточно малого 𝛼 > 0 (например, можно взять 𝛼 = 1
16

) подынтегральная функция
в последнем интеграле положительна, поэтому 𝜔2

+𝑤 > 0 и 𝜇(𝜃) = −2𝑔0−𝛾𝜃1𝜔
2
+𝑤 ̸= 0 при

𝜃1 ̸= 0. Таким образом, 𝒫1,1(𝜃)
* ̂︀𝑁11,Q,×(𝜃)𝒫1,1(𝜃) ̸= 0 при 𝜃1 ̸= 0. Применима теорема 3.1.6.
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