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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòàõ Â. È. Àðíîëüäà è åãî ïîñëåäîâàòåëåé (îñíîâàííûõ íà èäåÿõ Ïó-
àíêàðå è Êëåéíà) ïàðóñ Êëåéíà ñâÿçûâàëñÿ ñ îïåðàòîðîì â Rn è íàçûâàëñÿ ìíîãîìåð-
íîé öåïíîé äðîáüþ. Â åãî òåðìèíàõ ôîðìóëèðîâàëèñü ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû
Ëàãðàíæà î öåïíûõ äðîáÿõ. Äðóãèå îáîáùåíèÿ öåïíûõ äðîáåé ñâÿçûâàëèñü ñ îáîáùåíè-
ÿìè àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëü-
íûõ âåêòîðîâ. Ìû ïðåäëàãàåì ìîäèôèêàöèþ ïàðóñà Êëåéíà, ïîñòðîåííîãî íåïîñðåäñòâåí-
íî ïî èððàöèîíàëüíîìó âåêòîðó (ìèíóÿ îïåðàòîð). Ïðåäëîæåíà ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïàðóñà Êëåéíà, ñâÿçàííàÿ ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ðåøåòêè è ñî-
îòâåòñòâóþùåé äåôîðìàöèåé ÿ÷åéêè Âîðîíîãî (àñèìïòîòè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ). Ñ ýòîé
õàðàêòåðèñòèêîé ñâÿçàíà íàäåæäà äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ èððàöèîíàëü-
íûõ âåêòîðîâ, õóæå âñåãî àïïðîêñèìèðóåìûõ ðàöèîíàëüíûìè. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðåäëîæåí âåêòîð (ñâÿçàííûé ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì Ïèçî) � êàíäèäàò íà ýòó ðîëü.
Åãî ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðè-
áëèæåíèé.

Êëàññè÷åñêèé îáúåêò � öåïíàÿ äðîáü � íàñòîëüêî ìíîãîãðàíåí, ÷òî â ìíîãî÷èñëåí-
íûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ åãî ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèÿì, ïðèâîäÿòñÿ àíàëîãè êàêèõ-òî
îòäåëüíûõ åãî àòðèáóòîâ: ïîäõîäÿùèõ äðîáåé (äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé), íåïîëíûõ
÷àñòíûõ, àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïàðóñà (ìíîãîãðàííèêà) Êëåéíà, òåîðåìû Ëàãðàíæà î ïåðè-
îäè÷íîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, òåîðåìû Ãàóññà-Õèí÷èíà îá èõ ñòàòèñòèêå. Ïðè ýòîì äðóãèå
àòðèáóòû ëèáî òåðÿþò ñìûñë, ëèáî óõîäÿò íà âòîðîé ïëàí.
Ìíîãîãðàííèê Êëåéíà â ðàáîòàõ Â. È. Àðíîëüäà, Å. È. Êîðêèíîé, Æ. Ëàøî, Î. Í. Êàð-

ïåíêîâà è íåêîòîðûõ äðóãèõ àâòîðîâ [1,3-7] ïîÿâëÿëñÿ òàêèì îáðàçîì: ðàññìàòðèâàëñÿ ëè-
íåéíûé îïåðàòîð èç Rn+1 â Rn+1, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîòîðîãî ðàñêëàäûâàåòñÿ
â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ âåùåñòâåííûõ ôîðì. Ãèïåðïëîñêîñòè íóëåé ýòèõ ôîðì îáðàçóþò
ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íà ñèìïëèöèàëüíûå êîíóñû (¾îêòàíòû¿). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
íà ãðàíèöå îêòàíòà íåò öåëûõ òî÷åê, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, ðàññìàòðèâàåòñÿ âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà ñîäåðæàùèõñÿ â íåì öåëûõ òî÷åê � ìíîãîãðàííèê Êëåéíà � è åãî ãðàíèöà �
ïàðóñ Êëåéíà. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (n = 1) ïàðóñ � ýòî áåñêîíå÷íàÿ ëîìàíàÿ, â òðåõ-
ìåðíîì � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ãðàíåé-ìíîãîãðàííèêîâ. Ýòè
ãðàíè ñëóæàò àíàëîãîì ýëåìåíòîâ îáûêíîâåííîé öåïíîé äðîáè. Â òåðìèíàõ õàðàêòåðè-
ñòèê ýòèõ ãðàíåé ôîðìóëèðóþòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà î ïåðèîäè÷åñêèõ öåïíûõ
äðîáÿõ, ïðè÷åì ïåðèîäè÷íîñòü çàìåíÿåòñÿ íà èíâàðèàíòíîñòü êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû
ïàðóñà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îïåðàòîðà, ñîõðàíÿþùåãî îêòàíò, è îáîáùåíèÿ òåîðåìû
Ãàóññà-Õèí÷èíà.

Key words and phrases. Ïàðóñ Êëåéíà, ìíîãîãðàííèê Êëåéíà, äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ, çîëîòîå ñå÷å-
íèå, ïëàñòè÷åñêîå ÷èñëî, ÿ÷åéêà Âîðîíîãî.
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Ðèñ. 1. Äâå ïîëû ïàðóñà S± è ÿ÷åéêà Âîðîíîãî.

Äðóãèå îáîáùåíèÿ öåïíûõ äðîáåé ñâÿçàíû ñ äèîôàíòîâûìè ïðèáëèæåíèÿìè èððàöèî-
íàëüíîãî âåêòîðà â Rn+1 (êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé: n = 1). Èìååòñÿ ðÿä àëãîðèòìîâ (àëãî-
ðèòìû Ïóàíêàðå, Áðóíà, ßêîáè-Ïåððîíà, Áðþíî, Ïàðóñíèêîâà è äð.), îáîáùàþùèõ àëãî-
ðèòì Åâêëèäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ-
àïïðîêñèìàíòîâ. Â ýòèõ àëãîðèòìàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ (áàçè-
ñîâ) èç n + 1 ðàöèîíàëüíûõ âåêòîðîâ è ïðîöåäóðà ïåðåõîäà îò îäíîãî òàêîãî áàçèñà ê
ñëåäóþùåìó. Ïðè ýòîì âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ áàçèñîâ ñòÿãèâàþòñÿ ê ëó÷ó, îïðåäåëÿå-
ìîìó èñõîäíûì âåêòîðîì. Ïðè ýòîì ïàðóñ Êëåéíà ïðè n > 1 íå èñïîëüçóåòñÿ.
Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èíîå îïðåäåëåíèå ïàðóñà Êëåéíà, ñâÿçàí-

íîå íå ñ îïåðàòîðîì, à ñ ïðîèçâîëüíûì èððàöèîíàëüíûì ëó÷îì. Ïðè ýòîì ðåøåòêà Zn+1

çàìåíÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ðåøåòîê, çàâèñÿùèõ îò ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà h > 0. Äëÿ ðàññìîò-
ðåíèÿ íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äèîôàíòîâûìè ïðèáëèæåíèÿ-
ìè (íàïðèìåð, ñî ñêîðîñòüþ àïïðîêñèìàöèè) îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èçó÷åíèå äåôîðìàöèè
ÿ÷åéêè Âîðîíîãî ðåøåòêè ïðè h→ 0.

Ðàçìåðíîñòü 1. Â îäíîìåðíîì (òî åñòü ÷èñëîâîì) âàðèàíòå çàäà÷à î ïðèáëèæåíèè
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ðàöèîíàëüíûìè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ïðèáëè-
æåíèÿ ëó÷à Rx ∈ R2 c íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (cosα, sinα), ãäå tgα = x, öåëî÷èñëåí-
íûìè âåêòîðàìè (p, q) ∈ Z2. Ýêâèâàëåíòíî, ïîñëå ïîäõîäÿùåé ëèíåéíîé çàìåíû êîîð-
äèíàò â R2, ìîæíî ãîâîðèòü î ïðèáëèæåíèè ëó÷à {0} × R+ òî÷êàìè ðåøåòêè L(x, h) ⊂
R2 c áàçèñîì {e1, e2}, ãäå e1 = (1, 0), e2 = (x, h) (h > 0). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò èäåå ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà Êëåéíà, ñîñòîÿùåãî èç âûïóêëûõ îáîëî÷åê S± äâóõ ìíîæåñòâ
L(x, h) ∩ (±R+ × R+) \ {0}. Åñëè x /∈ Q, òî ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêîâ S± ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé äâå áåñêîíå÷íûå âûïóêëûå ëîìàíûå, ñîñòàâëÿþùèå ïîëû ïàðóñà Êëåéíà.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû, ïîäíèìàÿñü âäîëü âåðòèêàëüíîãî ëó÷à, ñëåäèòü çà ïðèáëèæåíèåì ê

íåìó ñëåâà è ñïðàâà ëîìàíûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ïîëû ïàðóñà, ìîæíî óìåíüøàòü ïàðàìåòð
h è íàáëþäàòü êðàéíèå òî÷êè ýòèõ ïîë, òî åñòü âåðøèíû äâóõ ëîìàíûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ
S±, ïî ìåðå èõ ïðèáëèæåíèÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Óäîáíî ñëåäèòü çà ýâîëþöèåé ÿ÷åéêè Âîðîíîãî V = V (x, h), òî åñòü ìíîãîóãîëüíèêà, êî-

òîðûé ñîñòîèò èç òî÷åê ïëîñêîñòè, óäàëåííûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ìåíåå, ÷åì äî îñòàëü-

íûõ òî÷åê ðåøåòêè L(x, h) (Ðèñ. 1). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà x = ϕ =
√
5−1
2

(çîëîòîå ñå÷åíèå), òî åñòü ÷èñëî, ìåäëåííåå âñåãî àïïðîêñèìèðóåìîå ðàöèîíàëüíûìè, ýòè
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ÿ÷åéêè â ïðîöåññå ýâîëþöèè îñòàþòñÿ øåñòèóãîëüíèêàìè ñ ìàëîé àñôåðè÷íîñòüþ (íà-
ãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì äàþò òðè ñåìåéñòâà õîðîøî ðàçëè÷èìûõ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò âñå òî÷êè ðåøåòêè, óãëû ìåæäó êîòîðûìè áëèçêè ê π/3).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çîëîòîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ðåêîðäíûì â ýòîì (ìàëàÿ àñôåðè÷íîñòü)
êà÷åñòâå. Ýòî ïåðåêëèêàåòñÿ ñ ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ â çàäà÷å î ðàâ-
íîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè íà îêðóæíîñòè (òåîðåìà î òðåõ èí-
òåðâàëàõ), ñì. [8].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü V ∈ Rn � âûïóêëàÿ êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, Γ � å¼
ãðàíèöà. Íàçîâåì àñôåðè÷íîñòüþ V ÷èñëî

A(V ) =
max{||t||

∣∣ t ∈ Γ}
min{||t||

∣∣ t ∈ Γ}
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü v ∈ Rn, h > 0. Ñèìâîëîì L(v, h) îáîçíà÷èì ðåøåòêó â Rn+1, áà-
çèñîì êîòîðîé ñëóæèò íàáîð {(ei, 0) ∈ Rn×R}ni=1 âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìàëüíûé
áàçèñ â Rn × {0}, è âåêòîð en+1 = (v, h) ∈ Rn × R.
Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé ñåìåéñòâà ðåøåòîê L(v, h),

v ∈ Rn, h > 0, âåëè÷èíó

AA(v) = lim
h→0

A(V (v, h)),

ãäå V (v, h) � ÿ÷åéêà Âîðîíîãî ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåòêè. Ýòó õàðàêòåðèñòèêó ìîæíî
òàêæå íàçâàòü àñèìïòîòè÷åñêîé àñôåðè÷íîñòüþ ÿ÷ååê Âîðîíîãî V (v, h). Ïðè n = 1, v = x
áóäåì ïèñàòü AA(x).

Òåîðåìà 1. AA(ϕ) 6 AA(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî ýêñòðåìàëüíîãî ñâîéñòâà ÷èñëà ϕ äëÿ ïîõîæåé (íåìíîãî îòëè÷íîé îò

AA(x) õàðàêòåðèñòèêè) èìååòñÿ â [2]. Âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî èçâåñòíû è äðóãèå ïåðåôîð-
ìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ îá ýêñòðåìàëüíîñòè.

Äèîôàíòîâû ñâîéñòâà ÷èñëà x îïðåäåëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïàðóñà ïðè
ïîäúåìå âäîëü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ((n + 1)-é êîîðäèíàòíîé îñè). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà ðåáðà áåñêîíå÷íîé ëîìàíîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îäíîìåðíûé
ïàðóñ (îíà, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà ÷èñëó èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðåáðî äåëèòñÿ öåëûìè
òî÷êàìè), ñîâïàäàåò ñ íåïîëíûì ÷àñòíûì öåïíîé äðîáè â ðàçëîæåíèè ÷èñëà x (÷åòíîñòü
íîìåðà íåïîëíîãî ÷àñòíîãî çàâèñèò îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê âåðòè-
êàëüíîé ïðÿìîé). Ýòîò ïîäúåì ìîæíî çàìåíèòü ñæàòèåì ðåøåòêè âäîëü (n + 1)-é êîîð-
äèíàòíîé îñè (h → 0) è íàáëþäåíèåì çà âåðøèíàìè ïàðóñà, áëèæå âñåãî ïîäõîäÿùèìè ê
òî÷êå 0. Çîëîòîìó ñå÷åíèþ îòâå÷àåò ïàðóñ, ñîñòîÿùèé èç îòðåçêîâ ðàâíîé è ìèíèìàëüíîé
äëèíû (öåëî÷èñëåííàÿ èõ äëèíà ðàâíà åäèíèöå, ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ ϕ â öåïíóþ äðîáü:
ϕ = [1, 1, 1, . . . ]).

Âûñøèå ðàçìåðíîñòè. Çàäà÷à îá àïïðîêñèìàöèè n-ìåðíîãî âåêòîðà v ∈ Rn ðàöèî-
íàëüíûìè, èëè, ýêâèâàëåíòíî, ëó÷à Ra = R+a, a ∈ Rn+1, òî÷êàìè èç Zn+1

+ , èìååò íåñêîëüêî
êîíêóðèðóþùèõ ôîðìóëèðîâîê, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
è âûáîðîì àëãîðèòìà ïåðåõîäà îò áàçèñà ê áàçèñó. Óìåñòíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñî ñêîðî-
ñòüþ àïïðîêñèìàöèè ïî-ïðåæíåìó ñâÿçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ ðåøåòêè. Ïðè
n = 2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü ψ � âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3−x−1, vψ = (ψ, ψ2). Òîãäà
AA(vψ) 6 AA(v) äëÿ ëþáîãî v ∈ R2.

Â ïîëüçó ýòîé ãèïîòåçû âûñòóïàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî (àíàëîãèÿ), ÷òî åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì ÷èñëîì Ïèçî-Âèäæàÿðàãõàâàíà âòîðîé ñòåïåíè, òî ψ � íàèìåíüøåå òàêîå
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÷èñëî òðåòüåé ñòåïåíè (è âîîáùå íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ ÷èñåë Ïèçî). Õîòÿ öåïíàÿ äðîáü
äëÿ ýòîãî ÷èñëà óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, íè â ñìûñëå
Àðíîëüäà è äð., íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ñ ψ ñâÿçàí ïàðóñ Êëåéíà (â íàøåì ñìûñëå), èìåþ-
ùèé ïðîñòóþ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó. Ñ. Ì. Áëþäçå [2] èçó÷àë ïðèáëèæåíèå ëó÷åé â
R3

+ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ, ãåíåðèðóåìûõ àëãîðèòìîì ßêîáè �
Ïåððîíà (îáîáùåíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà). Èì áûëà äîêàçàíà ýêñòðåìàëüíî ïëîõàÿ àï-
ïðîêñèìèðóåìîñòü âåêòîðà (ψ, ψ2) ñðåäè âåêòîðîâ (x, y) ñ x 6= y.

Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïàðóñà. Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå ïàðóñà, ñâÿçàí-
íîãî ñ ëó÷îì Ra ∈ Rn+1. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåòêà L(v, h) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
íà ýëåìåíòû ãðóïïû Zn × {0} è îòîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè σ : x 7→ −x. Ôóíäàìåíòàëüíîé
îáëàñòüþ ãðóïïû L(v, h)/G, ãäå G � ãðóïïà ñèììåòðèé 〈Zn×{0}, σ〉, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
ðåøåòêè L(v, h) ñ ïîëóöèëèíäðîì [0, 1)n × R+ ⊂ Rn+1. Îáîçíà÷èì å¼ âûïóêëóþ îáîëî÷êó
÷åðåç M = M(v, h) (ìíîãîãðàííèê). Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà v èððàöèîíàëüíû, òî ãðà-
íèöà S = S(v, h) ìíîæåñòâà M \ {0} (ïàðóñ) íå ïåðåñåêàåòñÿ c ãðàíèöåé ïîëóöèëèíäðà
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ íåîãðàíè÷åííóþ ìíîãîãðàííóþ n-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü
(¾ïàðóñ â ñòàêàíå¿). Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîãîãðàííèêîì Êëåéíà è ïàðóñîì, îïðåäåëåííûìè
âûøå, ìíîãîãðàííèê è ïàðóñ â ñòàêàíå îáëàäàþò äâóìÿ ïðåèìóùåñòâàìè:

(1) âìåñòî 2n êîìïîíåíò îíè èìåþò âñåãî îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè;
(2) òî÷êè ìíîãîãðàííèêà M ëåæàò íà îäíîì ëó÷å è èìåþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê, òàê

êàê èìåþò âèä pk = (kv mod Zn, kh), k ∈ Z+. Â ÷àñòíîñòè, ïàðóñ S � ýòî ïðîñòî
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pki | i ∈ N, ki ∈ N} (ñì. Ðèñ. 1), ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ
óäîáíûì äëÿ îïèñàíèÿ åãî ñòðóêòóðû.
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