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1 Введение
В настоящей работе изучается вопрос существования решений с минимальной энергией
в C2-гладкой ограниченной области Ω ⊂ Rn, n > 3 для задачи

(−∆)sSpu+ u = |u|2∗s−2u, u ∈ Hs(Ω), (1)

где s ∈ (0, 1) и 2∗s := 2n
n−2s

. Дробный лапласиан (−∆)sSp в левой части уравнения — это
спектральный лапласиан Неймана (определения дробных лапласианов и функциональ-
ных пространств будут даны в §2).

Решение задачи (1) с минимальной энергией (с точностью до домножения на кон-
станту) — это минимайзер (если он существует) функционала ISps,Ω[u]:

ISps,Ω[u] :=
〈(−∆)sSpu, u〉+ ‖u‖2

L2(Ω)

‖u‖2
L2∗s (Ω)

, SSps,Ω := inf
u∈Ds(Ω)

ISps,Ω[u]. (2)

В силу неоднородности ISps,Ω[u] при гомотетиях, в пространстве (Ω = Rn) или полу-
пространстве (Ω = Rn

+) инфимум в (2) не достигается, и, таким образом, решений с
минимальной энергией у задачи (1) не существует. Однако известно, что имеет место
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дробное неравенство Соболева (см. [15, Теорема 1.2, (22)])

SSps,Rn := min
u∈Ds(Rn)

〈(−∆)su, u〉
‖u‖2

L2∗s (Rn)

> 0,

и минимум достигается (см. [4]) на единственной функции (здесь и далее: с точностью
до гомотетий, домножений на константу и переносов)

Φs,a(x) :=
(
a2 + |x|2

) 2s−n
2 с SSps,Rn = 22sπs

Γ
(
n
2

+ s
)

Γ
(
n
2
− s
) [Γ

(
n
2

)
Γ (n)

]2s
n

. (3)

Более того, в полупространстве Rn
+ имеет место соотношение (см. [9, Теорема 1.2])

SSps,Rn
+

= min
u∈Ds(Rn

+)

〈(−∆)sSpu, u〉
‖u‖2

L2∗s (Rn
+)

с SSps,Rn
+

= 2−
2s
n SSps,Rn , (4)

а минимайзер, как и в Rn, единственен и равен Φs,a(x). В частности, Φs,a(x) (после
домножения на подходящую константу) является решением уравнения

(−∆)sSpu = |u|2∗s−2u в Rn
+

с минимальной энергией.
В локальном случае s = 1 задача (1) имеет вид (здесь 2∗ := 2n

n−2
)

−∆u+ u = |u|2∗−2u,
∂u

∂~n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= 0, (5)

а в Rn и Rn
+ рассматривается задача без слабого члена в левой части. В этом слу-

чае решение единственно и равно Φ1,a(x), а точные константы (см. (3) и (4) при s = 1)
известны давно (см. [2, 11]). В [1, 13] было показано, что при n > 3 в C2-гладкой ограни-
ченной области Ω задача (5) имеет положительное решение с миинимальной энергией.
В [14] была изучена задача для уравнения, аналогичного (5), с p-лапласианом в левой
части.

В настоящей работе получен следующий результат:

Теорема 1. Пусть Ω ⊂ Rn, n > 3 — C2-гладкая ограниченная область, и 2s > 1. Тогда
задача (1) имеет неотрицательное нетривиальное решение с минимальной энергией.

Замечание 1. Мы полагаем, что условия Теоремы 1 являются точными, однако этот
вопрос остается открытым.

Для других определений дробного лапласиана Неймана (см., напр., [9]) аналогичные
задачи не рассматривались. Задача такого типа для спектрального лапласиана Дирихле
была рассмотрена в [12].

Статья имеет следующую структуру: в §2 приводятся предварительные сведения
о дробных лапласианах и вводится продолжение Стинга–Торреа. В §3 утверждение
Теоремы 1 выводится из четырех вспомогательных Лемм. Доказательства этих Лемм
приведены в §§4–5.

Введем некоторые обозначения:
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• Br(x) ⊂ Rn — шар радиуса r с центром в точке x. Для краткости, Br := Br(0).

• ωn−1 := nπ
n
2

Γ(n
2

+1)
— площадь единичной сферы в Rn.

• ϕr(x) — гладкая функция-срезка

ϕr(x) :=

{
1, |x| < r

2

0, |x| > r
, |∇xϕr(x)| 6 C

r
.

• Через C мы будем обозначать константы, зависящие только от n и s, значение
которых для нас несущественно; в случае зависимости константы от дополни-
тельного параметра мы будем указывать его в скобках.

• Запись oε(1) означает, что величина стремится к нулю при ε→ 0.

• Полупространство Rn
+ := {x ≡ (x′, xn) ∈ Rn | xn > 0}.

• Для функции f ∈ L1(Ω) функция f определяется равенством

f(x) := f(x)− |Ω|−1 ·
∫
Ω

f(x) dx,

∫
Ω

f(x) dx = 0. (6)

2 Предварительные сведения
Дробный лапласиан (−∆)s в Rn определяется как

(−∆)su = F−1(|ξ|2sFu(ξ)), u ∈ C∞0 (Rn),

где преобразование Фурье F задается формулой Fu(ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−i〈ξ,x〉u(x)dx. Его

квадратичная форма имеет вид

〈(−∆)su, u〉 =

∫
Rn

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ.

Областью определения 〈(−∆)su, u〉 является пространство Ds(Rn) :

Ds(Rn) :=
{
u ∈ L2∗s(Rn) | 〈(−∆)su, u〉 <∞

}
.

Ввиду дробного неравенства Соболева пространство Ds(Rn) совпадает с замыканием
пространства C∞0 (Rn) по форме 〈(−∆)su, u〉.

Спектральный дробный лапласиан Неймана (−∆)sSp определяется как s-ая степень
оператора Лапласа с условием Неймана в области Ω в смысле спектральной теории. Это
самосопряженный оператор, восстановленный по квадратичной форме: при Ω = Rn

+

〈(−∆)sSpu, u〉 :=

∫
Rn
+

|ξ|2s|F̂u(ξ)|2 dξ с F̂u(ξ) :=
2

(2π)n/2

∫
Rn
+

u(x)e−i〈ξ
′,x′〉 cos(xnξn) dx,
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а в случае ограниченной липшицевой области Ω квадратичная форма равна

〈(−∆)sSpu, u〉 :=
∞∑
j=1

λsj〈u, φj〉2, (7)

где λj — собственные числа, a φj — ортонормированные в L2(Ω) собственные функции
задачи Неймана для оператора Лапласа (мы считаем, что λ0 = 0 для собственной
функции φ0 = C). Областью определения квадратичной формы 〈(−∆)sSpu, u〉 является
пространство Ds(Ω) :

Ds(Ω) :=
{
u ∈ L2∗s(Ω)

∣∣ 〈(−∆)sSpu, u〉 <∞
}
.

В ограниченной области Ω это пространство совпадает со стандартным пространством
Соболева–Слободецкого Hs(Ω) (см. [16] и [17, §2.3.3]). Норму в этом пространстве опре-
делим равенством

‖u‖2
Hs(Ω) = 〈(−∆)sSpu, u〉+ ‖u‖2

L2(Ω).

Введенная норма эквивалентна стандартной норме в Hs(Ω) (доказательство этого фак-
та практически дословно повторяет доказательство [7, Лемма 1]).

В [10] было показано, что спектральный лапласиан Неймана может быть получен
посредством продолжения Стинга–Торреа (далее, СТ-продолжение; для краткости
будем обозначать X ≡ (x, t)): решение wsp задачи

−div(t1−2s∇Xw(x, t)) = 0 в Ω× R+; w|t=0 = u;
∂w

∂~n

∣∣∣∣
x∈∂Ω

= 0

с конечной энергией

Es,Ω[w] :=

∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇Xw(x, t)|2 dxdt (8)

существует, единственно, и для достаточно гладких u

(−∆)sSpu(x) = −Cs · lim
t→0+

t1−2s∂twsp(x, t) с Cs := 4sΓ(1+s)
2s·Γ(1−s) . (9)

Кроме того, wsp можно получить как минимайзер функционала (8) по пространству

Ws (Ω× R+) := {w(X) | Es,Ω[w] <∞, w|t=0 = u} ,

и несложно показать, что квадратичная форма (7) выражается через (8):

〈(−∆)sSpu, u〉 = CsEs,Ω [wsp] . (10)

Отдельно отметим, что соответствующий результат для оператора (−∆)s в Rn был
получен в [3], а функция wsp в этом случае называется продолжением Каффарелли–
Сильвестра (КС-продолжение).

Мы будем называть любую функцию w ∈Ws (Ω× R+) допустимым продолжением
функции u(x).Для допустимого продолжения очевидно неравенство Es,Ω [w] > Es,Ω [wsp] .

Покажем, что решения с минимальной энергией в задаче (1) можно считать неотри-
цательными. Действительно, замена u→ |u| уменьшает значение функционала ISps,Ω[u] :
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Предложение 1. Пусть u ∈ Hs(Ω) при s ∈ (0, 1). Тогда |u| ∈ Hs(Ω), и выполнено
неравенство

〈(−∆)sSpu, u〉 > 〈(−∆)sSp|u|, |u|〉.
Кроме того, если u(x) меняет знак в Ω, то неравенство строгое.

Доказательство. Дословно повторяет доказательство [8, Теорема 3].

3 Доказательство Теоремы 1
Схема доказательства похожа на [12, Теорема 2], однако вложение здесь критическое и
требует модификации предельного случая принципа Лионса [6]. Рассмотрим минимизи-
рующую последовательность uk(x) для функционала (2): согласно Предложению 1 мож-
но считать, что uk(x) > 0 и ‖uk‖L2∗s (Ω) = 1. По функциям uk построим СТ-продолжения
wk (X) и определим функции Uk(x) формулой

Uk(x) := Cs

∞∫
0

t1−2s|∇Xwk(X)|2 dt. (11)

Поскольку последовательность {uk} ограничена в Hs(Ω), функции wk ограничены по
норме, порождаемой квадратичной формой Es,Ω[w] + ‖u‖2

L2(Ω), а функции Uk и |uk|2
∗
s

ограничены в L1(Ω). Не умаляя общности, можно считать, что:

• uk ⇁ u в Hs(Ω); отсюда следует, что uk → u в L2(Ω);

• ∇Xwk ⇁ ∇Xw в L2(Ω× R+, t
1−2s) (это соотношение определяет w с точностью до

константы);

• |uk|2
∗
s ⇁ µ и Uk ⇁M в пространстве мер на Ω.

Из построения uk и Uk следует, что выполнена цепочка равенств:∫
Ω

1dM+‖u‖2
L2(Ω) = lim

k→∞

[
‖Uk‖L1(Ω) + ‖uk‖2

L2(Ω)

]
= SSps,Ω· lim

k→∞
‖uk‖2

L2∗s (Ω) = SSps,Ω·
(∫

Ω

1dµ
) 2

2∗s .

(12)
Следующие утверждения доказаны в §4:

Лемма 1. Произвольную константу в определении w можно выбрать так, что функ-
ция w является СТ-продолжением функции u.

Лемма 2. Для мер µ иM справедливы соотношения:

µ = |u|2∗s +
∑
j∈J

αjδxj ; αj > 0; (13)

M > U +
∑
j∈J

βjδxj ; βj > SSps,Ω · α
2
2∗s
j , (14)

где j ∈ J — не более чем счетный набор индексов, δxj — дельта–функции в точках
xj ∈ Ω, а функция U получается из w по формуле (11).
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Неравенство (14), равенство (10) и Лемма 1 показывают, что выполнено соотношение∫
Ω

1dM > ‖U‖L1(Ω) + SSps,Ω ·
∑
j∈J

α
2
2∗s
j = 〈(−∆)sSpu, u〉+ SSps,Ω ·

∑
j∈J

α
2
2∗s
j

откуда, с учетом (2), получаем оценку на левую часть (12)∫
Ω

1dM+ ‖u‖2
L2(Ω) > 〈(−∆)sSpu, u〉+ ‖u‖2

L2(Ω) +SSps,Ω ·
∑
j∈J

α
2
2∗s
j > SSps,Ω ·

(
‖u‖2

L2∗s (Ω) +
∑
j∈J

α
2
2∗s
j

)
.

(15)
Отсюда, преобразуя правую часть (12) с учетом (13), получаем

SSps,Ω ·
(
‖u‖2∗s

L2∗s (Ω) +
∑
j∈J

αj

) 2
2∗s > SSps,Ω ·

(
‖u‖2

L2∗s (Ω) +
∑
j∈J

α
2
2∗s
j

)
. (16)

Эта оценка может быть выполнена только в том случае, если в ее правой части есть
ровно одно ненулевое слагаемое, а сама оценка обращается в равенство. Таким образом,
у нас есть два варианта:

1 (Компактность). Все αj равны нулю: будучи частью (16), оценка (15) также вы-
рождается в равенство и ISps,Ω[u] = SSps,Ω, поэтому u минимизирует функционал ISps,Ω[u] и,
после домножения на подходящую константу, является решением задачи (1) с мини-
мальной энергией.

2 (Концентрация). Есть ровно одно ненулевое слагаемое αj : можно считать, что
α0 = 1 и u ≡ 0.

Доказательства следующих утверждений содержатся в §§4–5:

Лемма 3. В случае концентрации выполнено неравенство

SSps,Ω > min
(
SSps,Rn

+
,SSps,Rn

)
. (17)

Замечание 2. Правая часть (17) равна SSps,Rn
+
, как показывает (4).

Лемма 4. Пусть n > 3 и 2s > 1. Тогда существует функция V ∈ Hs(Ω), такая что

ISps,Ω[V ] < SSps,Rn
+
.

Из Леммы 4 следует невозможность неравенства (17), что исключает возможность
концентрации и доказывает Теорему.

4 Доказательство Лемм 1-3
Доказательство Леммы 1. Напомним, что функция w определялась сходимостью
∇Xwk ⇁ ∇Xw в L2(Ω × R+, t

1−2s), где wk являются СТ-продолжениями функций uk.
Для самих функций uk выполнено uk ⇁ u в Hs(Ω), и, следовательно, uk → u в L2(Ω).
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Для функции u ∈ Hs(Ω) обозначим ее СТ-продолжение через w̃. Это продолжение
может быть разложено в ряд Фурье по собственным функциям задачи Неймана для
оператора Лапласа (см. [10, (3.1)-(3.8)]):

w̃(X) =
∞∑
i=0

di(t)φi(x), с di(t) = 〈u, φi〉 · Qs(λ1/2
i t), Qs(τ) := τ s

21−s

Γ(s)
Ks(τ), (18)

где Ks(τ) — модифицированная функция Бесселя второго рода. Для функций Ks вы-
полнены следующие асимптотики (см., напр., [10, (3.7)]):

Ks(τ) ∼ Γ(s)2s−1τ−s при τ → 0; Ks(τ) ∼
( π

2τ

) 1
2
e−τ

(
1 +O(τ−1)

)
при τ →∞,

откуда следует оценка
Qs(τ) 6 C ·min(1, τ−1). (19)

Поэтому при любом i > 1 выполнено

‖Qs(λ1/2
i t)‖2

L2(R+) 6

1∫
0

Q2
s(λ

1/2
i t) dt+ C

∞∫
1

λ−1
i t−2 dt 6 C(λ1).

Пусть δ < 1. Покажем, что wk → w̃ в L2 (Ω× [δ, δ−1]) : из представления (18) имеем

‖w̃ − wk‖2
L2(Ω×[δ,δ−1]) =

∞∑
i=0

〈u− uk, φi〉2 · ‖Qs(λ1/2
i t)‖2

L2[δ,δ−1] 6 C(δ, λ1) · ‖u− uk‖2
L2(Ω).

С другой стороны, пользуясь разложением (6), запишем wk как сумму ортогональ-
ных в L2 (Ω× [δ, δ−1]) слагаемых:

wk = wk + ck, wk := wk − (δ−1 − δ)|Ω|−1 ·
δ−1∫
δ

∫
Ω

wk dX.

Поскольку ∇Xwk ⇁ ∇Xw в L2 (Ω× [δ, δ−1]) , получаем wk ⇁ w в W 1
2 (Ω× [δ, δ−1]) . От-

сюда следует сходимость wk → w в L2 (Ω× [δ, δ−1]) , что влечет w = w̃ + C.

Доказательство Леммы 2. Основано на предельном случае принципа Лионса [6]
и проводится аналогично [18, Теорема 1.4.2]. Разберем два случая: u ≡ 0 и u 6≡ 0.

1. Пусть u ≡ 0. Воспользуемся представлением (6): пусть uk := uk + ck. Поскольку
uk → u ≡ 0 сильно в L2(Ω), из равенства

‖uk‖2
L2(Ω) = ‖uk‖2

L2(Ω) + c2
k · |Ω|

имеем uk → 0 в L2(Ω) и ck → 0. Более того, для η ∈ C1(Ω) и любого ε > 0 выполнено

lim
k→∞
‖ukη‖2∗s

L2∗s (Ω) 6 lim
k→∞

[
(1 + ε) · ‖ukη‖2∗s

L2∗s (Ω) + C(ε)c
2∗s
k ‖η‖

2∗s
L2∗s (Ω)

]
= (1 + ε) · lim

k→∞
‖ukη‖2∗s

L2∗s (Ω).

(20)

7



Из (7) следует, что 〈(−∆)sSpuk, uk〉 = 〈(−∆)sSpuk, uk〉, поэтому из (20) при η ≡ 1 получаем

lim
k→∞
ISps,Ω[uk] 6 lim

k→∞

〈(−∆)sSpuk, uk〉+ ‖uk‖2
L2(Ω)

(1 + ε)
− 2

2∗s · ‖uk‖2
L2∗s (Ω)

= (1 + ε)
2
2∗s · lim

k→∞
ISps,Ω[uk] = (1 + ε)

2
2∗s · SSps,Ω.

Поскольку ε произвольно, получаем, что последовательность {uk} является минимизи-
рующей. Более того, из обратного к (20) неравенства

lim
k→∞
‖ukη‖2∗s

L2∗s (Ω) 6 lim
k→∞

[
(1 + ε) · ‖ukη‖2∗s

L2∗s (Ω) + C(ε)c
2∗s
k ‖η‖

2∗s
L2∗s (Ω)

]
= (1 + ε) · lim

k→∞
‖ukη‖2∗s

L2∗s (Ω),

следует |uk|2
∗
s ⇁ µ. СТ-продолжения функций uk имеют вид wk := wk − ck, и поэтому

функции Uk из формулы (11) не меняются при замене uk на uk.
Из того факта, что wkη — допустимое продолжение ukη, имеем

SSps,Ω · ‖ukη‖
2
L2∗s (Ω) 6 〈(−∆)sSpukη, ukη〉+ ‖ukη‖2

L2(Ω) 6 CsEs,Ω[wkη] + ‖ukη‖2
L2(Ω).

Из сходимости uk → 0 в L2(Ω) получаем

SSps,Ω
Cs

(∫
Ω

η2∗s(x) dµ
) 2

2∗s 6 lim
k→∞
Es,Ω[wkη]

= lim
k→∞

∞∫
0

∫
Ω

[
t1−2s|∇Xwk|2η2 + 2t1−2s〈∇xwk,∇xη〉wkη + t1−2s|∇xη|2w2

k

]
dX. (21)

Предел первого слагаемого в (21) равен

lim
k→∞

∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇Xwk|2η2 dX = C−1
s ·

∫
Ω

η2(x) dM.

Покажем, что предел третьего слагаемого в (21) равен нулю. Воспользуемся представ-
лением (18) для wk (здесь суммирование ведется по i > 1)

wk(X) =
∞∑
i=1

dik(t)φi(x) с dik(t) = 〈uk, φi〉 · Qs(λ1/2
i t).

Из оценки (19) и того факта, что λi →∞, имеем∫
Ω

w2
k(X)|∇xη|2 dx 6 C(λ1) ·

∞∑
i=1

〈uk, φi〉2 ·min(1, t−2)

откуда получаем требуемое равенство

lim
k→∞

∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇xη|2w2
k dX 6 C

( 1∫
0

t1−2sdt+

∞∫
1

t−1−2sdt
)
· lim
k→∞

∫
Ω

u2
k dx = 0.
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Второе слагаемое в (21) оценивается через первое и третье по неравенству Коши-
Буняковского-Шварца, поэтому неравенство (21) принимает вид

SSps,Ω ·
(∫

Ω

η2∗s(x) dµ
) 2

2∗s 6 lim
k→∞
Es,Ω[wkη] =

∫
Ω

η2(x) dM. (22)

Дальнейшие рассуждения совпадают с локальным случаем; для удобства читателя при-
ведем их полностью: аппроксимацией на любом борелевском множестве E ⊂ Ω получа-
ем неравенство

SSps,Ω · µ(E)
2
2∗s 6M(E). (23)

Ввиду конечности меры M множество ее атомов A := {x ∈ Ω | M({x}) > 0} не более
чем счетно. Обозначим множество индексов через J, тогда A = {xj}j∈J , βj :=M({xj}),
и выполнено неравенствоM >

∑
j∈J

βjδxj
. Поскольку из (23) следует абсолютная непре-

рывность µ относительноM, имеем

µ(E) =

∫
E

f(x) dM, где f(x) := lim
r→0

µ (Br(x))

M (Br(x))
дляM-п.в. x ∈ Ω.

Также в силу (23) получаем

lim
r→0

µ (Br(x))

M (Br(x))
6 lim

r→0

M
2s

n−2s (Br(x))

SSps,Ω
= 0 M-п.в. на Ω \ A.

Для окончания доказательства обозначим αj := βjf(xj), неравенства между αj и βj
следуют из (23).

2. Теперь рассмотрим общий случай. Положим ûk := uk−u, тогда [18, Теорема 1.4.1]
показывает, что |ûk|2

∗
s слабо сходятся к мере µ− |u|2∗s на Ω. Представление для µ полу-

чается применением п.1 для функций ûk.
Получим неравенство для мерыM. По функциям ûk строим СТ-продолжения ŵk и

функции Ûk(x) из формулы (11). Из Леммы 1 следует, что ŵk = wk − w (продолжение
разности равно разности продолжений), поэтому для любой η(x) ∈ C1(Ω) имеем

lim
k→∞

∫
Ω

Uk − Ûk
Cs

· η(x) dx = lim
k→∞

∫
Ω

∞∫
0

t1−2s
(
|∇Xwk|2 − |∇X(wk − w)|2

)
η(x) dX

= lim
k→∞

∫
Ω

∞∫
0

t1−2s
(
2〈∇Xwk,∇Xw〉 − |∇Xw|2

)
η(x) dX

∗
=

∫
Ω

U

Cs
· η(x) dx,

(равенство (*) следует из ∇Xwk ⇁ ∇Xw). Используя п.1, получаем требуемое

M = lim
k→∞

Uk = U + lim
k→∞

Ûk > U +
∑
j∈J

βjδxj .
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Доказательство Леммы 3. Напомним, что {uk} — минимизирующая последова-
тельность для функционала (2), |uk|2

∗
s ⇁ δx0 в пространстве мер на Ω, аM = SSps,Ω ·δx0 . В

частности, это означает, что uk ⇁ 0 вHs(Ω), и мы находимся в условиях доказательства
п.1 Леммы 2. Поэтому {uk} также является минимизирующей последовательностью для
функционала (2). Также, далее будем считать x0 = 0.

Покажем, что и последовательность {ukϕε} минимизирующая. Действительно,
‖ukϕε‖2

L2∗s (Ω) → 1, а для числителя функционала (2) из (22) при η = ϕε имеем

lim
k→∞
〈(−∆)sSpukϕε, ukϕε〉 6 Cs · lim

k→∞
Es,Ω[wkϕε] =

∫
Ω

ϕ2
ε(x) dM = SSps,Ω.

Поскольку uk → 0 в L2(Ω), получаем lim
k→∞
ISps,Ω[ukϕε] 6 SSps,Ω, и поэтому

SSps,Ω = lim
k→∞
ISps,Ω[ukϕε] = lim

k→∞

〈(−∆)sSpukϕε, ukϕε〉
‖ukϕε‖2

L2∗s (Ω)

= lim
k→∞

CsEs,Ω [wkϕε]

‖ukϕε‖2
L2∗s (Ω)

.

Разберем два случая: 0 ∈ Ω и 0 ∈ ∂Ω.
1. Пусть 0 ∈ Ω. Продолжим функцию ukϕε нулем и обозначим ее КС-продолжение

в Rn через ẇk. Поскольку wkϕε является допустимым продолжением ukϕε в Rn, имеем

SSps,Ω = lim
k→∞

CsEs,Ω [wkϕε]

‖ukϕε‖2
L2∗s (Ω)

= lim
k→∞

CsEs,Rn [wkϕε]

‖ukϕε‖2
L2∗s (Rn)

> lim
k→∞

CsEs,Rn [ẇk]

‖ukϕε‖2
L2∗s (Rn)

> SSps,Rn .

2. Пусть 0 ∈ ∂Ω. При малых ε множество ∂Ω∩Bε представляет собой график функ-
ции. Не умаляя общности, пусть xn = F (x′), где F ∈ C2, F (0) = 0 и ∇x′F (0) = 0.
Определим замену переменной Θ−1(x) := (x′, xn − F (x′)) : она распрямляет границу
и имеет единичный якобиан. Обратная замена имеет вид Θ(x) = (x′, xn + F (x′)), и
выполнено соотношение

SSps,Ω = lim
k→∞

CsEs,Ω [wkϕε]

‖ukϕε‖2
L2∗s (Ω)

= lim
k→∞

Cs ·
∞∫
0

∫
Rn
+

t1−2s|∇X [wkϕε] (Θ(x), t)|2 dX · (1 + oε(1))

( ∫
Rn
+

[ukϕε]
2∗s (Θ(x)) dx

) 2
2∗s

(oε(1) в числителе возникает из оценки производных ∂F
∂xi

при замене переменных в гра-
диенте). Ввиду того, что функция wk(Θ(x), t) · ϕε(Θ(x)) является допустимым продол-
жением функции uk(Θ(x)) · ϕε(Θ(x)), выполнено неравенство

SSps,Ω > SSps,Rn
+
· (1 + oε(1)).

Поскольку ε может быть выбрано сколь угодно малым, Лемма 3 доказана.

5 Доказательство Леммы 4
Предварительно получим оценки на КС-продолжение Ws,a(X) функции Φs,a(x). Оно
является решением задачи

−div(t1−2s∇XWs,a(X)) = 0 в Rn × R+; Ws,a|t=0 = Φs,a(x), (24)
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а также единственным минимайзером функционала Es,Rn в пространстве Ws (Rn × R+) .
Отсюда следует, что продолжение Ws,a(X) является невозрастающей функцией от |x| :
симметризация Шварца по x не увеличивает Es,Rn (см. [5, Теорема 2.31] для симметри-
зации Штейнера; симметризация Шварца может быть получена как предел симметри-
заций Штейнера), а ее результат является допустимым продолжением Φs,a(x). Также
отметим, что, в силу симметрии, продолжение Ws,a(X), ограниченное на Rn

+ × R+, яв-
ляется СТ-продолжением Φs,a(x) в Rn

+.

Лемма 5. Для функций Φs,a(x) и Ws,a(X) выполнены равенства

Φs,a(ax) = a2s−n · Φs,1(x) и Ws,a(aX) = a2s−n · Ws,1(X), (25)

а также оценки (при |x| > 1 и |X| > 1 соответственно)

Φs,1(x) 6 C|x|2s−n и Ws,1(X) 6 C|X|2s−n. (26)

Более того, для градиента ∇XWs,a(X) выполнено равенство

∇XWs,a(aX) = a2s−n−1 · ∇XWs,1(X), (27)

а при |X| > 1 и 2s > 1 имеет место оценка

|∇XWs,1(X)| 6 C|X|2s−n−1. (28)

Доказательство. Равенство (25) и оценка (26) для функции Φs,a очевидны из ее опре-
деления. Для доказательства оценок на продолжение Ws,a выпишем его в явном виде:
в [3] было показано, что КС-продолжение функции u может быть получено по формуле

w(X) =

∫
Rn

Gs(x− ξ, t) · (−∆)su(ξ) dξ с Gs(X) :=
C

(|x|2 + t2)
n−2s

2

.

Поскольку функция Φs,a(x) удовлетворяет уравнению

(−∆)sΦs,a(x) =
SSps,Rn

‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Rn)

· Φ2∗s−1
s,a (x) в Rn, (29)

получаем

Ws,a(X) =
SSps,Rn

‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Rn)

·
∫
Rn

Gs(x− ξ, t) · Φ2∗s−1
s,a (ξ) dξ. (30)

Градиент ∇XWs,a(X) получается из (30) дифференцированием:

∇XWs,a(X) =
SSps,Rn

‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Rn)

·
∫
Rn

∇XGs(x− ξ, t) · Φ2∗s−1
s,a (ξ) dξ.

Равенства (25) и (27) для функцииWs,a(X) следуют из ‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Rn) = a−2s ·‖Φs,1‖2∗s−2

L2∗s (Rn).

Для примера получим равенство (25):

Ws,a(aX) =
SSps,Rn · a2s

‖Φs,1‖2∗s−2
L2∗s (Rn)

·
∫
Rn

C · a−(n+2s)Φ
2∗s−1
s,1 (ξ) · an

(|x− ξ|2 + t2)
n−2s

2 an−2s
dξ = a2s−n · Ws,1(X).

11



Остается получить оценки дляWs,1(X) и∇XWs,1(X). Они доказываются идентично;
получим, например, оценку (28) для ∇XWs,1(X). Поскольку для |∇XGs(X)| выполнено
очевидное неравенство

|∇XGs(X)| 6 C

(|x|2 + t2)
n−2s+1

2

,

имеем

|∇XWs,1(X)| 6
( ∫
|ξ|6 |X|

2

+

∫
|ξ|> |X|

2

) Cdξ

(|x− ξ|2 + t2)
n−2s+1

2 (1 + |ξ|2)
n+2s

2

=: A1 + A2.

Оценка для A1 следует из цепочки неравенств
√
|x− ξ|2 + t2 > |X| − |ξ| > |X|

2
:

A1 6
C

|X|n−2s+1
·
∫
Rn

dξ

(1 + |ξ|2)
n+2s

2

=
C

|X|n−2s+1
.

Оценка для A2 следует из неравенств 3|ξ| > |x|+ |ξ| > |x− ξ| и 2s > 1 :

A2 6
C

|X|n−2s+1
·
∫
Rn

dξ

|x− ξ|n−2s+1 (1 + |x− ξ|2)2s− 1
2

=
C

|X|n−2s+1
.

Доказательство Леммы 4. На границе C2-гладкой области Ω всегда найдется та-
кая точка x̃, что:

• Область Ω выпукла в малой окрестности Bε(x̃)

• Средняя кривизна границы ∂Ω в точке x̃ (обозначим ее H0) положительна

• Вся область Ω находится по одну сторону от касательной плоскости к ∂Ω

(например, в качестве x̃ подходит точка касания сферы наименьшего радиуса, описан-
ной вокруг Ω, и самой Ω). Не умаляя общности можно считать, что x̃ = 0, а ось xn
направлена вдоль внутренней нормали к ∂Ω, и, таким образом, Ω ⊂ Rn

+. В таких коор-
динатах оказывается, что в качестве искомой функции V можно взять функцию Φs,a(x)
с малым параметром a.

Из уравнения (24) интегрированием по частям (с учетом (29) и (4)) получаем:

0 = Cs

∞∫
0

∫
Ω

div
(
t1−2s∇XWs,a

)
Ws,a dX = −Cs

∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇XWs,a|2 dX

+
SSps,Rn

+

‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Rn

+)

·
∫
Ω

Φ2∗s
s,a dx+ Cs

∞∫
0

∫
∂Ω

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dX,
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откуда, поскольку Ws,a — допустимое продолжение Φs,a в Ω, имеем

ISps,Ω[Φs,a] =
〈(−∆)sSpΦs,a,Φs,a〉+ ‖Φs,a‖2

L2(Ω)

‖Φs,a‖2
L2∗s (Ω)

6

Cs
∞∫
0

∫
Ω

t1−2s|∇XWs,a|2 dX + ‖Φs,a‖2
L2(Ω)

‖Φs,a‖2
L2∗s (Ω)

= SSps,Rn
+
·

(
‖Φs,a‖L2∗s (Ω)

‖Φs,a‖L2∗s (Rn
+)

)2∗s−2

+

Cs
∞∫
0

∫
∂Ω

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dX

‖Φs,a‖2
L2∗s (Ω)

+
‖Φs,a‖2

L2(Ω)

‖Φs,a‖2
L2∗s (Ω)

. (31)

При интегрировании радиальных функций в окрестности нуля для формы объема вы-
полнено представление (см., например, [14, §2.6])

dx =
1

2

(
ωn−1r

n−1 − H0 · ωn−2r
n + o(rn)

)
dr.

Оценим каждый член в (31) по отдельности.
1. Для оценки первого члена получим асимптотику ‖Φs,a‖2∗s

L2∗s (Ω) при малых a :

‖Φs,a‖2∗s
L2∗s (Ω) =

∫
Ω

(a2 + |x|2)−n dx =
( ∫

Ω∩Bε

+

∫
Ω\Bε

)
(a2 + |x|2)−n dx =

∫
Ω∩Bε

(a2 + |x|2)−n dx

+ C(ε) =

ε∫
0

ωn−1r
n−1

2(a2 + r2)n
dr −

ε∫
0

H0 · ωn−2r
n + o(rn)

2(a2 + r2)n
dr + C(ε) =: B1 −B2 + C(ε).

Главный член B1 оценивается как

B1 = a−n
ωn−1

2

(
B
(
n
2
, n

2

)
−
∞∫
ε
a

rn−1dr

(1 + r2)n

)
= a−n

ωn−1

2
B
(
n
2
, n

2

)
− C(ε).

Оценка B2 получается следующим образом:

B2 = a1−n(1 + oε(1))
H0ωn−2

2

(
B
(
n+1

2
, n−1

2

)
−
∞∫
ε
a

rndr

(1 + r2)n

)

= a1−n ωn−1

2
B
(
n
2
, n

2

)
· C1(1 + oε(1))− C(ε), где C1 =

H0Γ
(
n+1

2

)
π

1
2 Γ
(
n
2

) .

Объединяя оценки для B1 и B2 , мы получаем оценку нормы ‖Φs,a‖L2∗s (Ω) :

‖Φs,a‖2∗s
L2∗s (Ω) = a−n

ωn−1

2
B
(
n
2
, n

2

)
· [1− C1a(1 + oε(1))] + C(ε), (32)

а из нее оценку первого члена в (31)

‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Ω)

‖Φs,a‖2∗s−2
L2∗s (Rn

+)

=

(
a−n ωn−1

2
B
(
n
2
, n

2

)
· [1− C1a(1 + oε(1))] + C(ε)

a−n ωn−1

2
B
(
n
2
, n

2

) ) 2s
n

= 1− C2a · [1 + oε(1) + C(ε)oa(1)] с константой C2 = 2s
n
· C1 > 0. (33)
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2. Оценка последнего члена в (31) зависит от n и s. Выполнено равенство

‖Φs,a‖2
L2(Ω) =

( ∫
Ω∩Bε

+

∫
Ω\Bε

)
(a2 + |x|2)2s−n dx =

∫
Ω∩Bε

(a2 + |x|2)2s−n dx+ C(ε).

Поскольку Ω ∩Bε содержится в Rn
+ ∩Bε, первый интеграл оценивается сверху

∫
Bε∩Rn

+

(a2 + |x|2)2s−n dx =
ωn−1

2

ε∫
0

rn−1

(a2 + r2)n−2s
dr 6 C(ε) ·


a4s−n при n > 4s,

| ln(a)| при n = 4s,

1 при n < 4s,

(заметим, что эта оценка точна по порядку), и, с учетом (32), имеем

‖Φs,a‖2
L2(Ω)

‖Φs,a‖2
L2∗s (Ω)

=
‖Φs,a‖2

L2(Ω)

Ca2s−n · [1− Ca(1 + oε(1))]
6 C(ε) ·


a2s при n > 4s,

an−2s| ln(a)| при n = 4s,

an−2s при n < 4s.

(34)

3. Для оценки среднего члена в (31) разобьем его числитель на две части:

( ∫
∂Ω∩Bε

+

∫
∂Ω\Bε

) ∞∫
0

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dX =: E1 + E2.

Поскольку функцияWs,a радиальна по x и убывает с ростом радиуса, а Ω∩Bε выпукла,
получаем, что нормальная производная 〈∇xWs,a, ~n〉 отрицательна при x ∈ ∂Ω ∩ Bε.
Отсюда следует E1 6 0.

Замечание 3. Более тонкие вычисления показывают, что E1 � a1+2s−n, что после
деления на ‖Φs,a‖2

L2∗s (Ω) даст вклад порядка a в (31). Отрицательный член такого порядка
у нас уже есть, поэтому уточнение оценки E1 6 0 избыточно.

Для получения оценки на E2 воспользуемся оценками (26) и (28):

E2 =

∞∫
0

∫
∂Ω\Bε

t1−2s〈∇xWs,a, ~n〉 · Ws,a dSxdt 6

∞∫
0

∫
∂Ω\Bε

t1−2s|∇xWs,a| · |Ws,a| dSxdt

6 Ca1−2s+n−1+1−2n+4s−1

∫
a−1(∂Ω\Bε)

∞∫
0

t1−2s

(|x|2 + t2)
n−2s+1

2 (|x|2 + t2)
n−2s

2

dtdSx

= Ca2s−n
∫

a−1(∂Ω\Bε)

|x|−2n+2s+1 dSx = C

∫
∂Ω\Bε

|x|−2n+2s+1 dSx 6 C(ε). (35)

Из оценок (33), (34) и (35) следует оценка

ISps,Ω[Φs,a] 6 SSps,Rn
+
·
(
1− C2a [1 + oε(1) + C(ε)oa(1)]

)
+ C(ε)an−2s + C(ε)a2s(1 + oa(1)).

Поскольку n > 3 и 2s > 1, имеем min(2s, n − 2s) > 1, что при достаточно малых ε и a
обеспечивает неравенство ISps,Ω[Φs,a] < SSps,Rn

+
, и Лемма 4 доказана!
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