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1. Îïðåäåëèòü ôîðìó îáëàñòè ïî åå ñïåêòðó ëàïëàñèàíà � ýòà äàâíÿÿ
çàäà÷à ìàòôèçèêè ÷àñòî èìåíóåòñÿ çàäà÷åé î áàðàáàíå èëè çàäà÷åé Êà-
öà (¾Ìîæíî ëè óñëûøàòü ôîðìó áàðàáàíà?¿, Ì. Êàö, 1966). Íàïðèìåð,
êðóãëûé è ïðÿìîóãîëüíûé ¾áàðàáàíû¿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì
ñïåêòðîì. Îäíàêî íà ðóáåæå 90-õ ãîäîâ áûëè íàéäåíû ïåðâûå ïðèìå-
ðû íåèçîìåòðè÷íûõ îáëàñòåé ñ îäèíàêîâûì ñïåêòðîì (îáçîð ïîäõîäîâ ê
èõ ïîñòðîåíèþ äî 1995 ã. ñì. â [1], äî 2010 ã. � â [2]). Äàëüíåéøåå íà-
ðàùèâàíèå ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåðîâ ëèøü ïîä÷åðêèâàëî íåîáõîäèìîñòü
ñîçäàíèÿ åäèíîãî îáùåãî ìåòîäà.

Òàêîé ìåòîä èçîñïåêòðèè ïðåäëîæåí â äàííîé ðàáîòå è äàåò ðåøå-
íèå çàäà÷è Êàöà: ïî÷òè âñå îáëàñòè îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ
ïî ñâîåìó ñïåêòðó (⇒6), ò.å. äëÿ íèõ èçîñïåêòðàëüíîñòü ðàâíîñèëüíà
èçîìåòðè÷íîñòè. Èñêëþ÷åíèÿ � êàê èçâåñòíûå, òàê è åùå íå îòêðûòûå
íåèçîìåòðè÷íûå áàðàáàíû ñ îäèíàêîâûì ñïåêòðîì � ëåæàò â óçêîì êëàñ-
ñå îáëàñòåé, èìåíóåìûõ íàìè êëåòî÷íûìè (⇒4).

Ïðåäâàðÿÿ èçëîæåíèå ìåòîäà, îòìåòèì åãî ãëàâíûå îñîáåííîñòè: 1)
îáû÷íî ïî çàäàííîé ãåîìåòðèè ñòðîÿòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà,
ìû æå, íàïðîòèâ, ïî ñâîéñòâàì ïîäïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñòðîèì ëåæà-
ùèå ¾ïîä íèìè¿ ïîäîáëàñòè; 2) òàêèå ïîäîáëàñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, îêà-
çûâàþòñÿ íåñâÿçíûìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè; 3) îòîá-
ðàæåíèå èçîñïåêòðèè ¾íå âèäèò¿ ìíîæåñòâ ìåðû íóëü, íåïîñðåäñòâåííî
ñîïîñòàâëÿÿ äðóã äðóãó ïîäîáëàñòè ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ.

2. Èçîñïåêòðèÿ

2.1. Äëÿ îáëàñòè Ω åå ñïåêòð Spec(Ω) = {0 < Λ1 < Λ2 ≤ . . .} îáðàçî-
âàí ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Λn äëÿ ëàïëàñèàíà:−∆Un = ΛnUn, Un |∂Ω=
0, n = 1, 2, . . . . Ñðåäè îáëàñòåé Ω̃ ñ òàêèì æå ñïåêòðîì ìîãóò áûòü è
íåèçîìåòðè÷íûå. ×òî æå îáùåãî ìåæäó èçîñïåêòðàëüíûìè îáëà-
ñòÿìè?

Ïóñòü H(Ω) � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñî ñòàíäàðòíûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g)H(Ω) = (f, g)L2(Ω) +

∫
Ω

(∇f,∇g)dΩ è íó-

ëåâûì ñëåäîì íà ãðàíèöå. Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ëàïëàñèàíà
ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïðîáíóþ ôóíêöèþ f ∈ H(Ω) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì ïåðåïèñûâàåòñÿ ([3]) êàê ñîáîëåâñêîå òîæäåñòâî:

(Un, f)H(Ω) = (1 + Λn)(Un, f)L2(Ω), Un ∈ H(Ω),∀f ∈ H(Ω). (1)

Îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè {Un}∞n=1 îáðàçóþò áàçèñ â
L2(Ω) è, êàê ñëåäóåò èç (1), ïîñëå íîðìèðîâêè {Un/

√
1 + Λn}∞n=1 äàþò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H(Ω). Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ H(Ω) ⊂ L2(Ω)
ðàçëàãàåòñÿ â ðÿäû Ôóðüå â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðè÷åì â ñèëó (1) åå
ëåáåãîâû êîýôôèöèåíòû fLn = (Un, f)L2(Ω) ïðîïîðöèîíàëüíû ñîáîëåâ-
ñêèì fHn = (Un/

√
1 + Λn, f)H(Ω) =

√
1 + ΛnfLn. Ïóñòü óíèòàðíûé îïåðà-

òîð T : L2(Ω) → L2(Ω̃) ïåðåâîäèò äðóã â äðóãà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
Ũn = TUn, äåéñòâóÿ ïî ïðàâèëó ñîâïàäåíèÿ ëåáåãîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
f̃Ln = fLn, f̃ = Tf, ∀n. Â ñèëó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñ ñîáîëåâñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ýòîò îïåðàòîð òàêæå ïåðåâîäèò H(Ω) â H(Ω̃) ñ ñîõðàíåíèåì
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ðàâåíñòâà f̃Hn = fHn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
√

1 + Λ̃n =
√

1 + Λn äëÿ

âñåõ n, ò.å. Spec(Ω̃) = Spec(Ω). Òàêèì îáðàçîì, èçîñïåêòðàëüíîñòü îá-
ëàñòåé ýêâèâàëåíòíà äâîéíîé èçîìåòðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ íàä íèìè:

Spec(Ω) = Spec(Ω̃) ⇐⇒ TH(Ω) = H(Ω̃) ⇐⇒ TL2(Ω) = L2(Ω̃). (2)

Îïåðàòîð T , îñóùåñòâëÿþùèé ýòó äâîéíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ èçîìåò-
ðèþ, ò.å. ñîõðàíÿþùèé è ëåáåãîâî, è ñîáîëåâñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå, êðàòêî íàçîâåì îïåðàòîðîì èçîñïåêòðèè. Î÷åâèäíî, ÷òî T−1 òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì èçîñïåêòðèè.

2.2. Åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, Ω è ïîäîáëàñòè ω ⊂ Ω ñ÷èòàþòñÿ äà-
ëåå êàíîíè÷åñêèìè îòêðûòûìè [4], ò.å. ñîâïàäàþùèìè ñ âíóòðåííîñòüþ
ñâîåãî çàìûêàíèÿ: ω = intω. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü
âûêîëîòûå òî÷êè, ðàçðåçû è äð. ¾äåôåêòû¿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Îõâà-
òûâàþùàÿ îáëàñòü Ω ñ÷èòàåòñÿ ñâÿçíîé, à åå ïîäîáëàñòè ω, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ìîãóò áûòü íåñâÿçíûìè. Ôóíêöèè íà ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ ïðîäîëæà-
þòñÿ íóëåì çà èõ íîñèòåëè, îáðàçóÿ ïîäïðîñòðàíñòâà L2(ω) ⊂ L2(Ω) è
H(ω) ⊂ H(Ω). Îíè äëÿ íåñâÿçíûõ ω ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñóììà-
ìè ïîäïðîñòðàíñòâ íàä êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè, ñîõðàíÿÿ äëÿ ñïåêòðà
Spec(ω) = {0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .} è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {uk}∞k=1 ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñîáîëåâñêîãî òîæäåñòâà âèäà (1).

2.3. Òàê êàê ôóíêöèè Tf ∈ L2(Ω̃) ñòðîÿòñÿ ïî ðàâåíñòâó êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå, òðåáóåòñÿ îáîáùèòü ñòàíäàðòíîå ïîíÿòèå íîñèòåëÿ, ïîëü-
çóÿñü äâîéíîé óíèòàðíîñòüþ îïåðàòîðà èçîñïåêòðèè T . Àííóëÿòîðîì
α̃ äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà TL2(ω) áóäåì íàçûâàòü îáúåäèíåíèå âñåõ êðó-
ãîâ ε̃ ⊂ Ω̃, ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íàä êîòîðûìè îðòîãîíàëüíû
ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó: (g̃, T f) = 0, ∀g̃ ∈ L2(ε̃),∀f ∈ L2(ω). Òåïåðü îïðå-

äåëèì íîñèòåëü ïîäïðîñòðàíñòâà: suppTL2(ω) = Ω̃\α̃. Íîñèòåëü åñòü
êàíîíè÷åñêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ çàìûêàíèåì ñâîåé
âíóòðåííîñòè [4], òàê êàê àííóëÿòîð ïî ñâîåìó ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ êà-
íîíè÷åñêèì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èç L2(ω), â ÷àñòíîñòè, suppTf îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê íîñèòåëü îáðàçà îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà {f} ⊂ L2(ω),
ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé f : suppTf = suppT{f}. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
{uk}∞k=1 åñòü áàçèñ â L2(ω), ïîýòîìó {Tuk}∞k=1 � ýòî áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà
TL2(ω). Òîãäà óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ àííóëÿòîðà α̃ ïîäïðîñòðàí-
ñòâà TL2(ω) ìîæíî óïðîñòèòü: (g̃, Tuk) = 0, ∀g̃ ∈ L2(ε), ∀k.

2.4. Èñïîëüçóÿ íîñèòåëü îáðàçà ïîäïðîñòðàíñòâà L2(ω), îïðåäåëèì
T-îáðàç ïîäîáëàñòè ω ⊂ Ω : Tω := int suppTL2(ω). Îòîáðàæåíèå T, ñî-
ïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ω îòêðûòîå ìíîæåñòâî Tω, áóäåì íàçûâàòü èçî-
ñïåêòðèåé. (Àíàëîãè÷íî ïî T−1 ñòðîèòñÿ îáðàòíàÿ èçîñïåêòðèÿ). Ïðè-
ìåð: èç TL2(Ω) = L2(Ω̃) ñëåäóåò T−1Ω̃ = Ω,TΩ = Ω̃. Î÷åâèäíà ìîíîòîí-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ T : ω1 ⊂ ω2 =⇒ Tω1 ⊂ Tω2 è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-
íèå: TL2(ω) ⊆ L2(Tω);TH(ω) ⊆ H(Tω). Çäåñü ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò
ðàñïðîñòðàíåíèþ óñëîâèÿ èçîñïåêòðàëüíîñòè (2) íà ïîäîáëàñòè ω ⊆ Ω :

Spec(ω) = Spec(Tω)⇔ TH(ω) = H(Tω)⇔ TL2(ω) = L2(Tω)⇔ ω = T−1(Tω).
(3)

Îòñþäà äëÿ èçîñïåêòðàëüíûõ ωi è Tωi íåìåäëåííî âûòåêàåò èçîñïåê-
òðàëüíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ:

Spec(ω1 ∩ ω2) = Spec(Tω1 ∩Tω2);Spec(Ω\ωi) = Spec(Ω̃\Tωi). (4)
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Îäíîìó îòîáðàæåíèþ T ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî îïåðàòî-
ðîâ èçîñïåêòðèè, íàïðèìåð, ëþáîé T è (−1)T äàþò îäíó è òó æå èçî-
ñïåêòðèþ T, òàê êàê íîñèòåëè ôóíêöèé ïðè äîìíîæåíèè íà (-1) íå èç-
ìåíÿþòñÿ. Èçìåíåíèå ãëîáàëüíîãî áàçèñà {Ũn}∞n=1 (óìíîæåíèå ïðîñòûõ
Ũn íà (-1) è îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ) ïðè ñîõðàíåíèè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ãåíåðèðóåò áåñêî-
íå÷íîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {T}, äàþùèõ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé èçî-
ñïåêòðèè {T}. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èçîñïåêòðàëüíîñòè (3) ïîäîáëàñòåé ω ⊂
Ω;ω 6= Ω è èõ T-îáðàçîâ âîçìîæíû âñåãî òðè òèïà èçîñïåêòðèé:

1. ¾íèãäå íåèçîñïåêòðèÿ¿: (3) íàðóøàåòñÿ äëÿ âñåõ ïîäîáëàñòåé.
Ïóòåì èçìåíåíèÿ áàçèñà íèãäå íåèçîñïåêòðèÿ ïðèâîäèòñÿ (⇒5) ê ñëó÷àþ
2 èëè ê ñëó÷àþ 3.

2. ¾÷àñòè÷íàÿ èçîñïåêòðèÿ¿: (3) íàðóøàåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ, íî
íå äëÿ âñåõ ïîäîáëàñòåé. Èç ÷àñòè÷íîé èçîñïåêòðèè ñëåäóåò (⇒4), ÷òî
îõâàòûâàþùèå îáëàñòè Ω è Ω̃ ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè.

3. ¾âåçäå èçîñïåêòðèÿ¿: (3) âåðíî äëÿ âñåõ ïîäîáëàñòåé.
2.5. Ïðèìåð. Ïóñòü Ω̃ � êîïèÿ Ω ïðè èçîìåòðèè x̃ = tx è îïåðà-

òîð T ãåíåðèðóåòñÿ ïåðåíîñîì Ũn(x̃) = Un(x), n = 1, 2, . . . . Ýòî âåðíî
äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó âñå ω è Tω = tω èçîìåòðè÷íû, à, çíà÷èò,
èçîñïåêòðàëüíû, è âåçäå èçîñïåêòðèÿ T ñîñòàâëÿåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå
èçîìåòðèè îáëàñòåé Ω è Ω̃.

Äîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Ëþáîé êðóã ω ⊂ Ω èìååò ïî óñëîâèþ
èçîñïåêòðàëüíûé T-îáðàç Tω ⊂ Ω̃, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êðóãîì òàêîãî æå
ðàäèóñà. Ïóñòü β � ýòî êîíöåíòðè÷åñêèé ñ ω êðóã âïÿòåðî ìåíüøåãî ðà-
äèóñà. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ β êàê èç öåíòðà ïîñòðîèì íåïðå-
ðûâíîå ñåìåéñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ âëîæåííûõ êðóãîâ {ωb} ñ ðàäèóñàìè
bR, 0 < b ≤ 1, β ⊂ ω1 ⊂ ω, ãäå R = óäâîåííûé ðàäèóñ êðóãà β. Èç
(4) ñëåäóåò âëîæåííîñòü èçîñïåêòðàëüíîãî ñåìåéñòâà òàêèõ æå êðóãîâ-
îáðàçîâ {Tβ}, êîíöåíòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî èõ îáùåãî öåíòðà x̃ ∈ Tβ.
Òîãäà tx = x̃ åñòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òî÷åê
t : β ↔ Tβ, èáî ðàçíûå òî÷êè îòäåëÿþòñÿ êðóãàìè äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ðàäèóñà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ β ðàññòîÿíèå r(x, y) = bR ðàâíî
ðàäèóñó îêðóæíîñòè ∂ωb. Íàõîäÿ T-îáðàç êîëüöà ωb+c \ ωb−c ïðè c → 0,
ïîëó÷àåì ty ∈ ∂Tωb, ò.å. r(tx, ty) = r(x, y), è ïîýòîìó t åñòü èçîìåòðèÿ
êðóãîâ β è Tβ.

Äëÿ èçîñïåêòðàëüíûõ êðóãîâ ωb è Tωb îïåðàòîð èçîñïåêòðèè T ïåðå-
âîäèò äðóã â äðóãà èõ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðâûõ
u1b(r) = J0(j01r/(bR)) (j01 � 1-é íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ J0) ñîâïàäàþò
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðè âñåõ n:

(Un |β, u1b)L2(β) = (Ũn |Tβ, Tu1b)L2(Tβ); Ũn = TUn, ∀b, n.
Äëÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ îáëàñòåé 1-àÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå èç-

ìåíÿåò çíàê ([3]). Âçÿâ U1 > 0 äëÿ Ω, ìîæíî ñ÷èòàòü TU1 = Ũ1 > 0
äëÿ Ω̃. (Èíà÷å âìåñòî T âîçüìåì îïåðàòîð (−T ), ñîõðàíèâ íåèçìåííîé
âåçäå èçîñïåêòðèþ T). Òàê êàê u1b(r) > 0, ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè
äâîéíûå èíòåãðàëû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðè n = 1, ò.å. 1-å ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè èçîñïåêòðàëüíûõ êðóãîâ Tβ òàêæå ïîëîæèòåëüíû:
Tu1b(r̃) = +J0(j01r̃/(bR)). Äëÿ ýòèõ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ ïðèìåíèì òåî-
ðåìó î ñðåäíåì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê xnb ∈ β è x̃nb ∈ Tβ, ÷òî

Un(xnb)
2π∫
0
dφ

bR∫
0
J0(j01r/(bR))rdr = Ũn(x̃nb)

2π∫
0
dφ̃

bR∫
0
J0(j01r̃/(bR))r̃dr̃.

3



Èñïîëüçóÿ
z∫
0
J0(s) s ds = zJ1(z) [5] ïðè z = j01 è J1(j01) 6= 0, ïîëó÷àåì:

Un(xnb) = Ũn(x̃nb). Ïðè b → 0 âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ïîëó÷èì Un(x) = Ũn(tx),∀n,∀x ∈ β. Èç òîæäåñòâåííîãî ñîâ-
ïàäåíèÿ Un |β è Ũn |β ïðè ñîâìåùåíèè âñåõ òî÷åê x ∈ β è tx ∈ Tβ è
èç àíàëèòè÷íîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé [3] ñëåäóåò èõ ðàâåíñòâî âïëîòü
äî ñîâïàâøåé îõâàòûâàþùåé ãðàíèöû ∂Ω = ∂Ω̃, âûäåëåííîé íóëåâûì
êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ âñåõ n, ò.å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà èçîìåòðèè. Âåçäå èçîñïåêòðèÿ ýêâèâàëåíòíà èçîìåòðèè
äëÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ îáëàñòåé.

3. T-îáðàç è n-îáðàç

3.1. Äëÿ ãëîáàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé suppUn = Ω. Ñóæåíèÿ
Un |ω, ω ⊂ Ω áóäåì êðàòêî èìåíîâàòü ¾n-ñëåäàìè¿ è îáîçíà÷àòü Un(ω).
Ïîñòðîèì ïðÿìóþ è îáðàòíóþ ðàñùåïëåííûå n-èçîñïåêòðèè Tn è
T−1
n , îïðåäåëèâ çàìûêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ n-îáðàçîâ:

Tnω := suppTUn(ω); T−1
n ω̃ := suppT−1Ũn(ω̃). (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî TnΩ = Ω̃ = TΩ, n = 1, 2, . . . è n-îáðàç íå ìîæåò áûòü
¾áîëüøå¿ T-îáðàçà: Tnω ⊆ Tω. Âñå ôóíêöèè èç àííóëÿòîðà α̃ (⇒2.3)
î÷åâèäíî îðòîãîíàëüíû ëþáîé TUn(δ), ∀δ ⊂ ω.Ïîýòîìó åñëè n-èçîñïåêòðèÿ
Tn ìîíîòîííà íà ω : δ ⊂ ω =⇒ Tnδ ⊂ Tnω, ∀δ ⊂ ω, òî T-îáðàç ñîâïàäàåò
ñ n-îáðàçîì: T = suppTUn(ω) = Tnω.

3.2. Un(ω) è Ũn(ω̃) óäîâëåòâîðÿþò íàä ïîäîáëàñòÿìè ω è ω̃ óðàâíåíèþ
äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëàïëàñèàíà ∆Un = −ΛnUn è ∆Ũn = −Λ̃nŨn
ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ Λn = Λ̃n, áóäåì èìåíîâàòü ïîäîáëàñòè ω èTnω
¾ðàñùåïëåííî n-èçîñïåêòðàëüíûìè¿ (êðàòêî ¾n-èçîñïåêòðàëüíûìè¿),
åñëè n-ñëåäû íàä íèìè îòîáðàæàþòñÿ äðóã â äðóãà: TUn(ω) = Ũn(Tnω).
Òîãäà èç TUn = Ũn ñëåäóåò, ÷òî n-ñëåäû íàä äîïîëíåíèÿìè Ω\ω è Ω̃\Tnω
òàêæå ïåðåâîäÿòñÿ îïåðàòîðîì èçîñïåêòðèè T äðóã â äðóãà, ò.å. ýòè äî-
ïîëíåíèÿ ñàìè n-èçîñïåêòðàëüíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáëàñòè ñ îäèíàêî-
âûì ñïåêòðîì ÿâëÿþòñÿ n-èçîñïåêòðàëüíûìè äëÿ âñåõ n.

3.3. n-ÿäðîì Γn äëÿ Tnω íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî, íà êîòîðîì n-ñëåä ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì îáðàçà n-ñëåäà: Ũn(Γn) =
TUn(ω) |Γn .

Ëåììà îá n-ÿäðå. n-ÿäðî ðàñùåïëåííî èçîñïåêòðàëüíî ñâîåìó îá-
ðàòíîìó n-îáðàçó: T−1Ũn(Γn) = Un(T−1

n Γn).
.Íåòðèâèàëåí òîëüêî ñëó÷àé ∅ 6= Γn 6= Tnω.Îáîçíà÷èì g̃ = Ũn(Γn); φ̃ =

Tnω \Γn; f̃ = TUn(ω) |
φ̃
= TUn(ω)− g̃. Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèè g̃ è f̃ ïðè-

íàäëåæàò ïîäïðîñòðàíñòâó TL2(ω), ò.å. f = T−1f̃ è g = T−1g̃ ëåæàò â
L2(ω) (ýòî íå î÷åâèäíî, èáî íîñèòåëü ïîäïðîñòðàíñòâà TL2(ω) = Tω, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ¾øèðå¿ Tnω). Òàê êàê L2(Ω) = L2(ω)

⊕
L2(Ω\ω) è îïåðàòîð

T ñîõðàíÿåò îðòîãîíàëüíîñòü ýòîé ñóììû, â TL2(Ω) = L2(Ω̃) ìîæíî çà-
ïèñàòü îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ñëåäà Ũn(Tnω) = TUn(ω) + d̃, ãäå
d̃ ïðèíàäëåæèò TL2(Ω \ ω) è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ n-ÿäðà íå ñîâïàäàåò ñ

Ũn íè â îäíîì êðóãå âíóòðè ñâîåãî íîñèòåëÿ suppd̃ = suppf̃ = φ̃. Òîãäà
Ũn(φ̃) = f̃ + d̃ åñòü îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå n-ñëåäà íàä φ̃ è ôóíêöèÿ
f̃ � ïðîåêöèÿ íà TL2(ω), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü.

Åñëè ïåðåñå÷åíèå suppg∩suppf èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü, òî â ñèëó
Un(ω) = g+f îáå ýòè ôóíêöèè ìîãóò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî n-ñëåäàì íà ñâîèõ
íîñèòåëÿõ è ëåììà äîêàçàíà. Åñëè âíóòðåííîñòü ïåðåñå÷åíèÿ íå ïóñòà, â

4



íåé íàéäåòñÿ êðóã ε, íà êîòîðîì (g, f)L2(ε) > 0 (èíà÷å ýòè îðòîãîíàëüíûå
ôóíêöèè ðàâíÿëèñü áû íóëþ íà ñâîåì íîñèòåëå). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ
gε = g+f(ε), ðàâíóþ g âíå ε è ñîâïàäàþùóþ ñ n-ñëåäîì Un(ε) = g(ε)+f(ε)
íà ε.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà Γn ñëåä íà íåì Ũn(Γn) = Tg îáåñïå÷èâàåò ìèíè-

ìóì
∥∥∥Ũn(Tnω)− Tg

∥∥∥2
=
∥∥∥Ũn(φ)

∥∥∥2
= min

∥∥∥Ũn(Tnω)− h
∥∥∥2
,∀h ∈ L2(Γn) ⊂

L2(Tnω). Ýòîò ìèíèìóì, âñëåäñòâèå óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà èçîñïåêòðèè

è ïðèíàäëåæíîñòè g ∈ L2(ω), ðàâåí ‖Un(ω)− g‖2 +
∥∥∥T−1d̃

∥∥∥2
, òàê êàê

íîñèòåëü ôóíêöèè T−1d̃ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ω. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñèëó
f = Un(ω)− g ðàâíî ‖f‖2, îäíàêî äëÿ ïîñòðîåííîé ôóíêöèè gε çíà÷åíèå
‖Un(ω)− gε‖2 = ‖f − f(ε)‖2 îêàçûâàåòñÿ åùå ìåíüøå ðîâíî íà âåëè÷èíó
‖f(ε)‖2 = ‖Tf(ε)‖2. Íî ýòî íåâîçìîæíî: èç 0 < (g, f(ε)) = (Tg, Tf(ε)) =
(Ũn(Γn), T f(ε)) ñëåäóåò, ÷òî supp(Tb(ε)) ïåðåñåêàåòñÿ ñ n-ÿäðîì Γn.Ôóíê-
öèÿ Tf(ε), âñëåäñòâèå ñîâïàäåíèÿ ñóæåíèé Tg è Ũn íà ýòó ïåðåñåêàþùó-
þñÿ ÷àñòü ÿäðà, âû÷èòàåòñÿ èç íóëÿ è, çíà÷èò, äàåò ¾ïàðàçèòíûé¿ âêëàä,
ëèøü óâåëè÷èâàþùèé êâàäðàò íîðìû ðàçíîñòè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå suppg∩suppf èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü./

3.4. Èç ïðåäûäóùåé ëåììû ñëåäóåò ôîðìóëà n-èçîñïåêòðàëüíîñòè:

Ũn(Tnω) = Un(T−1
n (Tnω)). (2)

. Ñëó÷àé Tnω = Ω̃ òðèâèàëåí, èáî T−1
n Ω̃ = Ω. Äëÿ Tnω 6= Ω̃ çàìåòèì,

÷òî n-îáðàç äîïîëíåíèÿ Tn(Ω \ ω) èìååò n-ÿäðî Ω̃ \Tnω. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
n-ñëåäû íàä ýòèì ÿäðîì è åãî îáðàòíûì n-îáðàçîì ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â
äðóãà ñîãëàñíî ëåììå ï.3.3, â ñèëó TUn = Ũn ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåõîäÿò
äðóã â äðóãà n-ñëåäû íàä ïîäîáëàñòüþ Tnω è åå îáðàòíûì n-îáðàçîì
T−1
n (Tnω)./
Ôîðìóëà (2) îçíà÷àåò, ÷òî ñëåäû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñêëàäûâàþò-

ñÿ òîëüêî èç îáðàçîâ ñëåäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ÷òî
íå óäèâèòåëüíî, èáî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãëîáàëüíûõ îáëàñòåé àíàëè-
òè÷íû âíóòðè íèõ.

3.5. ßäðîì Γ(Tω) áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî, äëÿ êîòîðîãî L2(Γ) ⊂ TL2(ω).

Ëåììà î ÿäðå. Spec(Γ) = Spec(T−1Γ).
. Íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé ∅ 6= Γ 6= Tω. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî íîìåðà n íàéäåì îáðàòíûé n-îáðàç γn = suppT−1Ũn(Γ). Äëÿ
ëþáîé ïîäîáëàñòè ε ⊂ γn âûðàçèì cóæåíèå T−1Ũn(Γ) |ε= u + v (çäåñü
u ∈ T−1L2(Γ); v ïðèíàäëåæèò îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ ýòîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà äî âñåãî L2(ω)). Ýòî ñóæåíèå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì êâàäðàòó
íîðìû åãî ðàçíîñòè ñ T−1Ũn(Γ), ïîýòîìó ôóíêöèÿ Tv, íîñèòåëü êîòîðîé
ëåæèò ñíàðóæè ÿäðà Γ âñëåäñòâèå åå îðòîãîíàëüíîñòè âñåìó L2(Γ), ðàâ-
íà íóëþ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîäîáëàñòè ε ⊂ γn íîñèòåëü îáðàçà ñóæåíèÿ
ðàâåí suppTu è ëåæèò â çàìûêàíèè ÿäðà Γ, ò.å. Tγn = Γ. Òåïåðü äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íîìåðà n èìååì T−1Γ = γn, ÷òî â ñèëó (2.3) ýêâèâàëåíòíî
äîêàçûâàåìîé èçîñïåêòðàëüíîñòè. /

3.6. Äëÿ ëîêàëüíîãî Tω 6= Ω̃ ÿäðî T-îáðàçà äîïîëíåíèÿ Ω \ ω ðàâíî
Γ = Ω̃ \Tω. Ïðîñòðàíñòâî L2 íàä íèì â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû î ÿäðå
îòîáðàæàåòñÿ èçîñïåêòðèåé T−1 â L2 íàä åãî îáðàòíûì îáðàçîì T−1Γ.
Òîãäà èç T−1L2(Ω̃) = L2(Ω) ñëåäóåò T−1L2(Tω) = L2(T−1(Tω)), îòêóäà â
ñèëó (2.3) âûòåêàåò ôîðìóëà èçîñïåêòðàëüíîñòè:

Spec(Tω) = Spec(T−1(Tω)). (3)
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Èç ïï. 3.3 è 3.4 ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíûé T-îáðàç Tω 6= Ω̃ ñîâïàäàåò ñî
âñåìè n-îáðàçàìè: Tω = TUn(ω), n = 1, 2, . . . .

4. Êëåòî÷íàÿ (÷àñòè÷íàÿ) èçîñïåêòðèÿ
4.1. Ñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íîé, åñëè îíà

ïîñòðîåíà èç îäíîé ñâÿçíîé ïîäîáëàñòè (êëåòêè) ïóòåì åå çåðêàëüíûõ
îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî îòðåçêîâ (ðåáåð), èìåþùèõñÿ íà ãðàíèöå êëåò-
êè. Íàïðèìåð, êâàäðàò, ðàçáèòûé íà êâàäðàòíûå ÷åòâåðòè, ÿâëÿåòñÿ ÷å-
òûðåõêëåòî÷íîé îáëàñòüþ, ïîëó÷åííîé òðåìÿ îòðàæåíèÿìè êëåòêè-÷åòâåðòè
îòíîñèòåëüíî äâóõ ñìåæíûõ ðåáåð. Äèàãîíàëè êâàäðàòà äàþò åãî äðóãîå
êëåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, ðàçáèâàÿ êâàäðàò íà 4 ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà.

4.2. Òåîðåìà êëåòî÷íîñòè. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòè÷íîé èçîñïåê-
òðèè äëÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ îáëàñòåé ñëåäóåò èõ êëåòî÷íîñòü.

.Øàã 1.Äëÿ ÷àñòè÷íîé èçîñïåêòðèèT â ñèëó åå îïðåäåëåíèÿ (⇒2.4)
ñóùåñòâóåò ïîäîáëàñòü ñ îòëè÷íûì îò Ω̃ íåèçîñïåêòðàëüíûì T-îáðàçîì.
¾Âûáðàñûâàÿ¿ èç íåãî íåïóñòîå ÿäðî âìåñòå ñ åãî èçîñïåêòðàëüíûì îá-
ðàòíûì ÿäðîì, ïîëó÷àåì ïîäîáëàñòü δ ⊂ Ω, çàâåäîìî íå ñîäåðæàùóþ
ïîäîáëàñòåé ñ èçîñïåêòðàëüíûì T-îáðàçîì. Âûáåðåì ïîäõîäÿùèé êðóã
ω ⊂ δ, íà êîòîðîì ìîíîòîííîå ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèå T ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî ìîíîòîííûì: Tβ = Tω =⇒ β = ω. Òàêîé êðóã ω íàéäåòñÿ � èíà÷å
ñóùåñòâîâàëà áû ïîäîáëàñòü ε ⊂ δ òàêàÿ, ÷òî Tβ = Tε,∀β ⊂ ε, è äëÿ
èçîñïåêòðàëüíûõ ñîãëàñíî (3.3) Tε è T−1(Tε) ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ T
îêàçàëîñü áû íèãäå íåèçîñïåêòðèåé (⇒2.4), ÷òî íåâîçìîæíî âñëåäñòâèå
çàäàííîé ïî óñëîâèþ òåîðåìû ÷àñòè÷íîé èçîñïåêòðàëüíîñòè T.

Øàã 2. Ââåäåì ìàêñèìàëüíóþ ñâÿçíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ îá-
ëàñòü Φ1 ⊂ Ω êàê ñóììó âñåõ ñîäåðæàùèõ ω ñâÿçíûõ ïîäîáëàñòåé, íà
êîòîðûõ èçîñïåêòðèÿ T ñòðîãî ìîíîòîííà. Ýòà Φ1, êàæäàÿ ïîäîáëàñòü
êîòîðîé èìååò ëîêàëüíûéT-îáðàç, åñòü òàêæå ìèíèìàëüíàÿ ñâÿçíàÿ ãëî-
áàëèçóåìàÿ îáëàñòü: TΦ1 = Ω̃. Ïðîäîëæàÿ ýòè îïåðàöèè äëÿ Ω\Φ1 è
ò.ä., çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ m ïîñòðîèì m-êîìïîíåíòíóþ íåñâÿçíóþ

(íåêàíîíè÷åñêóþ!) îáëàñòü Ω′ =
m⋃
i=1

Φi, Ω′ = Ω. Âñå ôóíêöèè ïðîäîë-

æàþòñÿ íóëåì çà èõ íîñèòåëè, ïîýòîìó L2(Ω) = L2(Ω′) =
m⊕
i=1

L2(Φi), íî

H(Ω) 6= H(Ω′) =
m⊕
i=1

H(Φi) (çäåñü íåò ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèé ñ íåíóëåâû-

ìè ñëåäàìè íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñîñåäíèìè Φi). Ïóñòü Lik � ýòî L2(Ω) áåç
îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî k-é ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
{uik} ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè Φi. Â Ω\Φi íåò ïîäîáëàñòåé δ, òàêèõ ÷òî
Spec(δ) = Spec(Tδ), è, ñîãëàñíî (2.3), íåò ω̃ ⊂ Ω̃, L2(ω̃) ⊂ L2(TLik). Ïî-
ýòîìó äîáàâëåíèå {uik} äîñòðàèâàåò öåëîå ïðîñòðàíñòâî T (Lik

⊕{uik}) =

TL2(Ω) = L2(Ω̃) ñðàçó äëÿ âñåõ ω̃ ⊂ Ω̃, ò.å. suppTuik = Ω̃, ∀i, k. Àíàëîãè÷-
íî ñòðîèòñÿ íåñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω̃′ � ðàçáèåíèå Ω̃ íà m̃ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáëàñòåé Φ̃j, suppT

−1ũjk = Ω, j = 1, . . . , m̃;∀k.
Øàã 3. Êàæäàÿ Φi ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé îäíîêîìïîíåíòíîé îáëà-

ñòüþ TΦi = Ω̃, ïîýòîìó H(Ω̃′) ⊆ TH(Ω′). Êîìáèíàöèÿ ñ àíàëîãè÷íûì
âêëþ÷åíèåì äëÿ T−1 äàåò TH(Ω′) = H(Ω̃′). Ýòî âìåñòå ñ TL2(Ω) = L2(Ω̃)
îçíà÷àåò ñîãëàñíî (2.3), ÷òî T åñòü îïåðàòîð èçîñïåêòðèè íåñâÿçíûõ îá-
ëàñòåé Ω′ è Ω̃′ è Tuik � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè m̃-êîìïîíåíòíîé Ω̃′ ñ ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ̃ik = λik. Èç suppTuik = Ω̃ ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå
(Tuik) |Φ̃j

ïðîïîðöèîíàëüíî ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ũjk îáëàñòè Φ̃j ñ íåíó-

ëåâîé êîíñòàíòîé tij è λ̃jk = λik. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ T
−1 äà-
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þò ïîïàðíóþ èçîñïåêòðàëüíîñòü âñåõ Φi è Φ̃j. Ñóæåíèå Tij(f) = (Tf) |
Φ̃j

/tij, f ∈ L2(Φi) ïîðîæäàåò äëÿ ýòèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé îòîáðà-
æåíèå èçîñïåêòðèè Tij.Ìíîæèòåëü 1/tij íå èçìåíÿåò íîñèòåëåé ôóíêöèé
è èç Tijω = Φ̃j ñëåäóåò ω = Φi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Tij ñòðî-
ãî ìîíîòîííî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ âåçäå èçîñïåêòðèåé, è òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå
èçîìåòðèè (⇒ 2.5) ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè Φi è Φ̃j îêàçûâàþòñÿ èçî-
ìåòðè÷íûìè äëÿ âñåõ i è j. Èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé Ω è Ω̃ ñëåäóåòm = m̃,
òàê ÷òî ýòè îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ m-êëåòî÷íûìè ñ îäèíàêîâîé êëåòêîé. /

5. Íèãäå íåèçîñïåêòðàëüíîñòü

5.1. Ïðèìåð. Ïóñòü Ω̃ = Ω è òîæäåñòâåííàÿ èçîìåòðèÿ x̃ = x ïîðîæ-
äàåò òðèâèàëüíóþ âåçäå èçîñïåêòðèþ: Tα = α = Tnα, ∀α ⊂ Ω ïðè âñåõ n.
Âûïèøåì ðÿä Ôóðüå äëÿ îáðàçà 1-ñëåäà (àðãóìåíò ó ãëîáàëüíûõ ôóíê-
öèé îïóñêàåòñÿ): TU1(α) = a1Ũ1 + a2Ũ2 + . . . = a1U1 + a2U2 + . . . = U1(α),
ïðè÷åì a1 = (U1(α), U1) = ‖U1(α)‖2 > 0. Ïîñòðîèì íîâûé îïåðàòîð èçî-
ñïåêòðèè T ′, çàìåíèâ U1 íà (−U1), è âûðàçèì íîâûé îáðàç 1-ñëåäà ÷åðåç
ïðåæíèé ñëåä:

T ′U1(α) = a1(−U1) + a2U2 + . . . = U1(α)− 2a1U1. (1)

suppU1 = Ω, ïîýòîìó suppT ′U1(α) òàêæå ñîâïàäàåò ñ Ω = Ω̃, ò.å. 1-
îáðàç T′1α = Ω̃ äëÿ âñåõ α, êðîìå ïîäîáëàñòåé, ãäå a1 = 1/2. Òîãäà
òåì áîëåå T′α = Ω̃, ∀α ⊂ Ω è ýòî íîâîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íèãäå
íåèçîñïåêòðèåé (⇒2.4). Ïðè ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå U1,
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

5.2. Òåîðåìà ïðèâåäåíèÿ. Íèãäå íåèçîñïåêòðèÿ ïðèâîäèòñÿ ëèáî
ê âåçäå, ëèáî ê ÷àñòè÷íîé èçîñïåêòðèè.

. Øàã 1 � Ëîêàëèçîâàííûå ôóíêöèè. Îòîáðàæåíèå T åñòü íè-
ãäå íåèçîñïåêòðèÿ, ïîýòîìó T-îáðàç ëþáîé ïîäîáëàñòè èç Ω ðàâåí Ω̃

(⇒3.8). Ëîêàëüíûå ôóíêöèè f ∈ L2(Ω̃), suppf 6= Ω̃, èìåþùèå ëîêàëüíûå
îáðàòíûå îáðàçû: suppT−1f 6= Ω, áóäåì íàçûâàòü ëîêàëèçîâàííûìè.
Ìíîæåñòâî ëîêàëèçîâàííûõ ôóíêöèé S ⊂ L2(Ω̃) íåïóñòî � èíà÷å ðàñ-
ñìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäîáëàñòè δ 6= Ω ïîäïðîñòðàíñòâî ñóæåíèé
Q = TL2(δ) |

δ̃
íà ïðîèçâîëüíóþ ïîäîáëàñòü δ̃ 6= Ω̃. Î÷åâèäíî, ÷òî Q 6= 0

- èíà÷å íîñèòåëè âñåõ ôóíêöèé èç TL2(δ) ëåæàëè áû âíå δ̃, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ðàâåíñòâó Tδ = Ω̃ äëÿ íèãäå íåèçîñïåêòðèè T.

1). Q = L2(δ̃) : ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç L2(δ̃) ñîâïàäàåò ñî ñëåäîì f |
δ̃

íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ TL2(δ), íî f íå ïðèíàäëåæèò L2(δ̃). Îäíàêî
ýòîãî íå ìîæåò áûòü äëÿ âñåõ δ̃ ⊂ Ω̃ : òîãäà L2(Ω̃) öåëèêîì îêàçàëîñü áû
â TL2(δ). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäîáëàñòü δ̃, ãäå

2). Q 6= L2(δ̃) : äëÿ Q ïîñòðîèì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå P 6= 0
äî âñåãî L2(δ̃). Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P âñåìó
ïîäïðîñòðàíñòâó TL2(δ) è óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà èçîñïåêòðèè, ôóíêöèÿ
T−1f îðòîãîíàëüíà ïðîñòðàíñòâó L2(δ). Ïîýòîìó åå íîñèòåëü îêàçûâàåò-
ñÿ ñíàðóæè δ ⊂ Ω, ò.å. âñå ôóíêöèè èç P ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè è
ìíîæåñòâî S òàêèõ ôóíêöèé çàâåäîìî íå ïóñòî.

Øàã 2 � Ñîãëàñîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.Äîáàâëÿÿ â S ïðîèçâå-
äåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ôóíêöèé íà íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû (íîñèòåëè
ïðè ýòîì íå èçìåíÿþòñÿ!) è èõ âñåâîçìîæíûå ñóììû, ìû ïîëó÷àåì ïîä-
ïðîñòðàíñòâî S, êîòîðîå áóäåì èìåíîâàòü ñîãëàñîâàííûì. Â íåì îêà-

çûâàþòñÿ è ôóíêöèè ñ íîñèòåëåì Ω̃, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ñóììû ëîêàëè-
çîâàííûõ ôóíêöèé. Áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà S ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå
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ôóíêöèè Ũj = TUj òàêèå, ÷òî äëÿ Uj ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè δ ⊂ Ω ñ ëî-
êàëèçóåìûì j-îáðàçîì: Tjδ 6= Ω̃. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû îòðèöà-

íèÿ (⇒3.4) è (3.1) ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà êàê j-ñëåäû Ũj(Tjδ) = TUj(ω),
ãäå ω = T−1

j (Tjδ), òàê è j-ñëåäû íàä äîïîëíåíèÿìè ω è Tjδ. Ïîýòîìó

ñóììà ýòèõ ëîêàëèçîâàííûõ ôóíêöèé Ũj(Tjδ) + Ũj(Ω̃ \Tjδ) = Ũj ∈ S ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé. Ôèêñèðóåì îäíó èç òàêèõ
ñîãëàñîâàííûõ ïàð Ũn = TUn âìåñòå ñ ñóùåñòâóþùåé äëÿ íåå ïîäîáëà-
ñòüþ ω, n-èçîñïåêòðàëüíîé (⇒3.2) ñâîåìó n-îáðàçó Tnω.

Øàã 3 � Äåôåêò. Ëîêàëèçàöèÿ äëÿ Un n-îáðàçîâ âñåõ îêðåñòíîñòåé
δ ⊂ Ω èëè ðàâåíñòâî S = L2(Ω̃) îçíà÷àëè áû ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáëàñòè
δ ñ ëîêàëüíûì T-îáðàçîì: Tδ 6= Ω̃, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ íèãäå íåèçîñïåê-
òðèè T. Ïîýòîìó äëÿ S ñóùåñòâóåò â L2(Ω̃) îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå �
ïîäïðîñòðàíñòâî D 6= 0 (¾äåôåêò¿). Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ũk ∈ D îð-
òîãîíàëüíû ñîãëàñîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó S è, ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâó-
þò â ðàçëîæåíèè ëîêàëèçîâàííûõ ôóíêöèé â ðÿäû ïî Amp(Ω̃). Íî âñëåä-
ñòâèå (Uk(δ), Uk) = ‖Uk(δ)‖2 > 0,∀δ ⊂ Ω, ðàññîãëàñîâàííàÿ Ũk = TUk
ó÷àñòâóåò â ðàçëîæåíèè îáðàçà ëþáîãî k-ñëåäà TUk(δ), êîòîðûé ïîýòî-
ìó íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì: Tkδ = Ω̃, ∀δ ⊂ Ω. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ðàññîãëàñîâàííûõ Ũk ∈ D (ñì. ïðèìåð 4.1, ãäå
îäíîìåðíûé äåôåêò ïîðîæäåí ïåðâîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé).

Ũn, ôèêñèðîâàííàÿ íà øàãå 2, ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé è Tnω 6= Ω̃,
íî Tω = Ω̃ â ñèëó èñõîäíîé íèãäå íåèçîñïåêòðàëüíîñòè T. Ïðè÷èíà �

ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáëàñòåé α ⊂ ω, äëÿ êîòîðûõ Tnα = suppTUn(α) = Ω̃
(⇒3.5), ò.å. ôóíêöèè TUn(α) íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçîâàííûìè èç-çà ïðè-
ñóòñòâèÿ â èõ ðàçëîæåíèÿõ ðàññîãëàñîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Íà-
øà öåëü � òàê ¾èñïðàâèòü¿ ýòè ðàññîãëàñîâàííûå Ũk ∈ D, ÷òîáû äëÿ íî-
âîé èçîñïåêòðèè îáðàçû n-ñëåäîâ TUn(α) îêàçàëèñü ëîêàëèçîâàííûìè, à
ñîãëàñîâàííûå n-ñëåäû íå èçìåíèëèñü.

Øàã 4 - Îáîçíà÷åíèÿ. n-ñëåäû íàä ω, α ⊂ ω è β = int(ω \ α)
îáîçíà÷èì w = Un(ω), a = Un(α),b = Un(β) è âûïèøåì ðàçëîæåíèÿ:

w =
∑

wjUj = a + b = (as + d) + (bs − d); (2)

as =
∑

ajUj + r;bs =
∑

bjUj − r; d =
∑

dkUk (3)

(äëÿ îáðàçîâ ýòèõ ôóíêöèé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé ïî Amp(Ω̃) ñîâ-
ïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè â (2) è (3) ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà èçî-
ñïåêòðèè T (⇒2.2)).

Çäåñü as è bs ðàçëàãàþòñÿ òîëüêî ïî ïðîîáðàçàì ñîãëàñîâàííûõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé Uj è wj = aj + bj. Ôóíêöèè r è d îáîçíà÷àþò âêëàä
ñîîòâåòñòâåííî ïðîîáðàçîâ ñîãëàñîâàííûõ è ðàññîãëàñîâàííûõ ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ñëåäó Un(ω) è ñîêðàùàþòñÿ â ðàç-
ëîæåíèè (2) äëÿ w, íî âîçíèêàþò â ðàçëîæåíèÿõ äëÿ âíóòðåííèõ ñëåäîâ
a è b.

Øàã 5 � Ëîêàëüíî ïðîñòûå ôóíêöèè. Åñëè â (3) â ðàçëîæåíèè
äåôåêòà d ïðèñóòñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåñêîëüêèõ ðàññîãëàñî-
âàííûõ Uk1 , . . . , Uki , i > 1, èç îäíîãî I -êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, I ≥ i, ïðîäîëæàåì äàííûé øàã, èíà÷å⇒Øàã 6. Ïðèâåäåì ýòó
êîìáèíàöèþ êðàòíûõ ôóíêöèé ê ¾ëîêàëüíî ïðîñòîìó¿ âèäó, âûïîë-
íèâ îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà è êîîðäèíàò â òàêîì i-ìåðíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå â Amp(Ω) è Amp(Ω̃). Îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ c = (dk1 , dk2 , . . . , dki)
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ïðåîáðàçîâàëñÿ â (‖c‖, 0, . . . , 0). Òîãäà íîâîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ñ íî-
ìåðîì k1 ñòàíåò íîðìèðîâàííàÿ êîìáèíàöèÿ (dk1Uk1 + . . . + dkiUki)/‖c‖
(àíàëîãè÷íî â L2(Ω̃)). Ñîõðàíÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ è ïîâòîðÿÿ Øàã
5 ïî èíäóêöèè, â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî â ðàçëîæåíèè ¾äåôåêòà¿ d è Td äëÿ
âñåõ êðàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ïî îäíîé ñîáñòâåííîé
ôóíêöèè.

Øàã 6 � Èñïðàâëåíèå äåôåêòà. Ñóæåíèå w = a + b â (2) íà ω
ðàâíî Un(ω), à ñóæåíèå íà äîïîëíåíèå Ω \ ω = γ äàåò òðîéêó ðàâåíñòâ:
0 = w |γ= a |γ= b |γ . Îáîçíà÷èâ as |γ= s,bs |γ= −s,d |γ= −d = −d′, ïå-
ðåïèøåì äëÿ íàãëÿäíîñòè ýòó òðîéêó ðàâåíñòâ: 0 = (s−d)+(−s+d′); 0 =
(s − d); 0 = (−s + d′). Çäåñü ÷åòûðå ôóíêöèè (ïàðà äëÿ b |γ âûäåëå-
íà æèðíûì øðèôòîì) ñîâïàäàþò íà äîïîëíåíèè γ ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå, íî ïîïàðíî îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì (-1), ÿâëÿÿñü îäèíàêîâû-
ìè ñóæåíèÿìè ôóíêöèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì n-ñëåäàì. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî TUn(ω) = Tw |ω= Ũn(Tnω), ðàññìîòðèì äåéñòâèå T íà ñóæåíèå
w |γ . Òðîéêà ðàâåíñòâ ñîõðàíÿåòñÿ: 0 = (Ts − Td) + (−T s + Td′); 0 =
(Ts − Td); 0 = (−T s + Td′), òàê êàê ïðè ëþáîì áàçèñå Amp(Ω̃) ëèíåé-
íûé îïåðàòîð T ïåðåâîäèò îäèíàêîâûå ôóíêöèè â îäèíàêîâûå. Îäíàêî
ðàâåíñòâà Ts = Td äëÿ Ta è T s = Td′ äëÿ Tb îçíà÷àþò, ÷òî ñóæåíèÿ
Ta è Tb íà äîïîëíåíèå Ω̃ \ Tnω = γ̃ ðàâíû íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

suppTa = Tnα = suppTb = Tnβ = Ω̃. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âà-
ðèàíò ñîõðàíåíèÿ òðîéêè ðàâåíñòâ � ñîâïàäàþùèå äåôåêòû îòíîñÿòñÿ
ê ðàçíûì n-ñëåäàì: 0 = (Ts + Td′) + (−T s − Td); 0 = (Ts − Td); 0 =
(−T s + Td′). Çäåñü ñîõðàíÿåòñÿ Ts = Td, íî äåôåêò Td îòíîñèòñÿ íå
ê Ta, à ê Tb, è íàîáîðîò, Td′ ñîîòâåòñòâóåò Ta, ò.å. ôóíêöèè Ta è Tb
¾îáìåíèâàþòñÿ¿ ñâîèìè äåôåêòàìè. Óñòðàíèì ýòîò ýôôåêò, âîñïîëüçî-
âàâøèñü åäèíñòâåííîé îñòàâøåéñÿ ¾ñòåïåíüþ ñâîáîäû¿ ðàññîãëàñîâàí-
íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé Ũk � óìíîæåíèå íà (-1) (ñì. Øàã 5). Ïîñëå
èçìåíåíèÿ çíàêîâ âñåõ Ũk ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè èç èòîãîâîãî
ðàçëîæåíèÿ äåôåêòà Td ïîâòîðíûé ¾îáìåí¿ äåôåêòàìè âîññòàíàâëèâà-
åò èñõîäíóþ êàðòèíó: ñóæåíèÿ Ta |γ̃ è Tb |γ̃ ðàâíû íóëþ è n-îáðàçû
int(suppTa) = Tnα è int(suppTb) = Tnβ îêàçûâàþòñÿ â Tnω. Òîãäà íî-
âûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòàíîâÿòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, ò.å. ïåðåíîñÿòñÿ
èç äåôåêòà D â ñîãëàñîâàííîå ïðîñòðàíñòâî S. Cîõðàíèì ïðåæíèå îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ íîâûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è íîâîé èçîñïåêòðèè. Åñëè
ïîäïðîñòðàíñòâî äåôåêòà íå ïóñòî, ò.å. â ω ñóùåñòâóþò ïîäîáëàñòè α
ñ íåëîêàëèçîâàííûì n-îáðàçîì, òî ïðîäîëæàåì èíäóêöèþ ⇒ Øàã 4,
èíà÷å ⇒Øàã 7.

Øàã 7. Ïîñòðîåííàÿ íîâàÿ èçîñïåêòðèÿ T ñî âñåìè ñîãëàñîâàííûìè
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îáåñïå÷èâàåò äëÿ ïîäîáëàñòè ω ìîíîòîííîñòü
Tnα ⊂ Tnω 6= Ω̃ äëÿ âñåõ α ⊂ ω. Îòñþäà ñëåäóåò ëîêàëüíîñòü T-îáðàçà
Tnω = Tω 6= Ω̃. Òîãäà ïî ôîðìóëå èçîñïåêòðàëüíîñòè (3.3) ýòîò îáðàç
èçîñïåêòðàëåí ïîäîáëàñòè T−1(Tω) è ïîýòîìó íîâàÿ èçîñïåêòðèÿ T íå
ÿâëÿåòñÿ íèãäå íåèçîñïåêòðèåé. /

6. Ìåòîä èçîñïåêòðèè: ïðèìåíåíèå äëÿ çàäà÷è î áàðàáàíå

Åñëè îáëàñòè Ω è Ω̃ èçîñïåêòðàëüíû, ëþáîå îòîáðàæåíèå èçîñïåê-
òðèè èç ñåìåéñòâà {T} ñâîäèòñÿ ñîãëàñíî òåîðåìå ïðèâåäåíèÿ (⇒ 5.2)
ê íåêîòîðîé ÷àñòè÷íîé ëèáî âåçäå èçîñïåêòðèè. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç
îáëàñòåé Ω è Ω̃ íå êëåòî÷íà, ÷àñòè÷íîé èçîñïåêòðèè áûòü íå ìîæåò ñî-
ãëàñíî òåîðåìå êëåòî÷íîñòè (⇒ 4.2) è òîãäà ýòè îáëàñòè èçîìåòðè÷íû
âñëåäñòâèå òåîðåìû èçîìåòðèè (⇒ 2.5).
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Ýòà æå òåîðåìà â ñëó÷àå íåèçîìåòðè÷íîñòè Ω è Ω̃ çàâåäîìî èñêëþ-
÷àåò âåçäå èçîñïåêòðèè èç ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé {T}. Òîãäà ëþáàÿ
íèãäå íåèçîñïåêòðèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ÷àñòè÷íîé (⇒4.2) è îáå íåèçîìåò-
ðè÷íûå îáëàñòè ïîñòðîåíû èç m îäèíàêîâûõ êëåòîê Φ ñ ïîìîùüþ
íåèçîìîðôíûõ öåïî÷åê èç (m − 1) îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî k èõ ðåáåð.
Íåèçîìåòðè÷íîñòü èñêëþ÷àåò îäíîêëåòî÷íûé ñëó÷àé m = 1. Äëÿ m = 2
åäèíñòâåííîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè è íåèçîìåòðè÷íîñòü íåâîç-
ìîæíà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå [6] î ñïåêòðàëüíîé æåñòêîñòè îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ îáëàñòåé. Äëÿ m = 3 êëåòêà Φ èìååò äâà ðåáðà è âîçìîæíû
òîëüêî äâå ïàðû îòðàæåíèé, äàþùèå ëèøü èçîìåòðè÷íûå îáëàñòè. Ïî-
ýòîìó êîëè÷åñòâî êëåòîê m ≥ 4 è êîëè÷åñòâî ðåáåð k ≥ 3.

Âçÿâ â êëåòêå Φ â èçîñïåêòðàëüíûõ íåèçîìåòðè÷íûõ Ω è Ω̃ ïðîèçâîëü-
íóþ ïîäîáëàñòü ω ⊂ Φ, âñëåäñòâèå èçîìåòðè÷íîñòè êëåòîê ïîëó÷àåì, ÷òî
Tω ⊂ Ω̃ � ýòî íåñâÿçíàÿ ïîäîáëàñòü èç m èçîìåòðè÷íûõ ω êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Èçîñïåêòðàëüíîé åé ÿâëÿåòñÿ m-êîìïîíåíòíàÿ (íåèçîìåòðè÷-
íàÿ!) ïîäîáëàñòü T−1(Tω) ⊃ ω (⇒ 3 .3 ), ñîäåðæàùàÿ ω è åå (m−1) êîïèé
� ïî îäíîìó ýêçåìïëÿðó â êàæäîé êëåòêå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëü-
çóÿ èçîñïåêòðàëüíîñòü äîïîëíåíèé è ïåðåñå÷åíèé (1.4), ìîæíî ïîñòðîèòü
äëÿ ôèêñèðîâàííûõ Ω è Ω̃ êîíòèíóóì íîâûõ ïðèìåðîâ èçîñïåêòðàëüíûõ
íåèçîìåòðè÷íûõ îáëàñòåé.

×àñòè÷íàÿ èçîñïåêòðàëüíîñòü, èç êîòîðîé âûòåêàåò êëåòî÷íîñòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåèçîìåòðè÷íîñòè.
Äîñòàòî÷íîñòü äëÿ íåêëåòî÷íîñòè, ò.å. èçîìåòðèè, îáåñïå÷èâàåò, â ÷àñò-
íîñòè, ãëàäêîñòü ãðàíèöû, èáî óãëîâûå òî÷êè íà êîíöàõ ðåáåð êëåòêè ïðè
îòðàæåíèÿõ îáÿçàòåëüíî ¾âûõîäÿò íà ãðàíèöó¿. Ðàññìàòðèâàÿ öåïî÷êè
îòðàæåíèé êëåòêè, ÿâëÿþùåéñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì (íàèëó÷-
øèé ñëó÷àé), ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ðàññóæäåíèé â ðàìêàõ ãåîìåòðèè
íà ïëîñêîñòè óáåæäàåìñÿ â íåâûïóêëîñòè èçñïåêòðàëüíûõ íåèçîìåòðè÷-
íûõ îáëàñòåé. Âûïóêëîñòü ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíûõ ôèãóð ñ
îñÿìè ñèììåòðèè (ðàâíîáåäðåííûé è ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, ïðÿ-
ìîóãîëüíèê è ò.ä.), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíî æåñòêèìè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ñ ãëóáîêîé áëàãîäàðíîñòüþ âñïîìèíàåò ñâîåãî ïåðâîãî íàñòàâ-
íèêà, ïðîô. Ìåëüíèêîâà Þ.À. (Middle Tennessee State University), êî-
òîðûé ïðèîáùèë àâòîðà ê ïðîáëåìàòèêå îáðàòíûõ çàäà÷ â ìàòôèçèêå.
Ìíîãèå ãîäû ýòà ðàáîòà ïðîâîäèëàñü ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Èâî÷êèíîé
Í.Ì. (ÑÏáÃÀÑÓ). Åå ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå, ïëîäî-
òâîðíûå îáñóæäåíèÿ è ãëóáîêèå çàìå÷àíèÿ íåîöåíèìû äëÿ àâòîðà ñ ìî-
ìåíòà åãî ïåðâîãî îáçîðà [1] äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Íà çàâåðøàþùåì
ýòàïå áëàãîòâîðíîå âëèÿíèå îêàçàë íà ýòó ðàáîòó ïðîô. Êóçíåöîâ Í.Ã.
Îí, â ÷àñòíîñòè, îáúÿâèë îá ýòèõ ðåçóëüòàòàõ â [7] ïîñëå äîêëàäà àâòîðà
íà ñåìèíàðå èì. Ñìèðíîâà â ÏÎÌÈ ÐÀÍ (http://www.pdmi.ras.ru/ mat�zik/

seminar2012-2013.htm). Îñîáîé âåõîé ñòàëè îáñóæäåíèÿ ñ ä.ô.-ì.í Áå-
ëèøåâûì Ì.È. (ÏÎÌÈ ÐÀÍ) è çíàêîìñòâî ñ åãî ñòàòüåé [8].
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