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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü Xj � íåçàâèñèìûå íàáëþäåíèÿ ñ.â. X ñ íåïðåðûâíîé ô.ð. F . Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî F = F0 (çäåñü F0 � èçâåñòíàÿ ô.ð.) ïðîòèâ àëü-
òåðíàòèâû F 6= F0. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ
ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñîãëàñèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ôóíê-
öèîíàëîâ J [ξn] îò (ïðåîáðàçîâàííîãî) ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà

ξn(s) =
√
n
(
n−1

n∑
j=1

1{F0(Xj) ≤ s} − s
)
. (1)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòèê èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ìû ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü
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ïî Áàõàäóðó, ìåðîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé òî÷íûé áàõàäóðîâñêèé íàêëîí
(ñì., íàïð., [6, �1.2]) � íåñëó÷àéíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà θ, îïèñûâà-
þùåãî àëüòåðíàòèâó. Ïîñêîëüêó åãî âû÷èñëåíèå � âåñüìà òðóäíàÿ çàäà÷à, ñ ó÷åòîì
ïðàêòè÷åñêîé âàæíîñòè ñëó÷àÿ áëèçêèõ àëüòåðíàòèâ ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ èçó÷å-
íèåì ëîêàëüíîãî òî÷íîãî íàêëîíà, ò.å. àñèìïòîòèêîé òî÷íîãî íàêëîíà ïðè F → F0.
Ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà àñèìïòîòèêà èìååò âèä bθ2 ïðè θ → 0, êî-
ýôôèöèåíò b íàçûâàåòñÿ áàõàäóðîâñêèì ëîêàëüíûì èíäåêñîì ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòèê. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñòàòèñòèê àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ëîêàëüíîãî èíäåêñà áûë äàí â ãëàâå II ìîíîãðàôèè ß.Þ. Íèêèòèíà [6].

Ïîñêîëüêó (ñì., íàïð., [6, Òåîðåìà 1.2.3]) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòè-
ñòèê òî÷íûé áàõàäóðîâñêèé íàêëîí íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîé èíôîðìàöèè Êóëüáàêà�
Ëåéáëåðà, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñòàòèñòèêè, ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè îï-
òèìàëüíûå ïî Áàõàäóðó (ËÀÎ), äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ýòèõ âåëè÷èí ñòðåìèòñÿ ê 1
ïðè F → F0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ËÀÎ ñòàòèñòèêè îáëàäàþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì
áàõàäóðîâñêèì ëîêàëüíûì èíäåêñîì äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà àëüòåðíàòèâ.

Äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñåìåéñòâ àëüòåðíàòèâ (ñäâèãà, ìàñøòàáà è äð.) âî-
ïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòèê ËÀÎ, îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîé
ãèïîòåçîé. Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé F0, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñòàòèñòèê ÿâëÿåòñÿ ËÀÎ, ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â [6, ��6.2-6.3]. Îäíàêî
äëÿ íåêîòîðûõ ñòàòèñòèê ìíîæåñòâî òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì. Ïî-
ÿñíèì ýòî.

Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè íà ñåìåéñòâî ô.ð. Fθ â [6, �6.1] ïîêàçàíî,
÷òî óêàçàííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F0 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

∂

∂θ
Fθ(x)

∣∣
θ=0

= u(F0(x)), (2)

ãäå u � îäíà èç âåäóùèõ ôóíêöèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòà-
òèñòèê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó J [u] íà

åäèíè÷íîì øàðå â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà
◦
W1

2(0, 1) (ñð. [6, �2.6] è [4]).
Îäíàêî äëÿ ñåìåéñòâà ñ ïàðàìåòðîì ñäâèãà Fθ(x) = F (x+ θ) óðàâíåíèå (2) ïåðå-

ïèñûâàåòñÿ òàê:
F ′0(x) = u(F0(x)),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé íà èíòåðâàëå (0, 1). Ýòî
òðåáîâàíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ñåìåéñòâ, íàïðèìåð, äëÿ ñå-
ìåéñòâà ñ ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà, åñëè íîñèòåëü ô.ð. ñîñðåäîòî÷åí íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè.
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Äëÿ ìíîãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñòàòèñòèê (â òîì ÷èñëå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñòàòè-
ñòèê Êîëìîãîðîâà, Âàòñîíà�Äàðëèíãà, Êðàìåðà�ôîí Ìèçåñà, Àíäåðñîíà�Äàðëèíãà
è äð.) ìíîæåñòâî âåäóùèõ ôóíêöèé ñîäåðæèò ôóíêöèþ, ïîëîæèòåëüíóþ íà (0, 1),
ñì. [6, �6.2]. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ áîëåå ñëîæíûõ ñòàòèñòèê ýòî íå òàê. Ïðèâåäåì
äâà ïðèìåðà.

1. Â ðàáîòå Í. Õåíöå è ß.Þ. Íèêèòèíà [2] áûëè ââåäåíû èíòåãðèðîâàííûå àíàëîãè
ñòàòèñòèêè Âàòñîíà

Ũ2
n =

1∫
0

(
An(s)−

1∫
0

An(t) dt
)2
ds

Ū2
n =

1∫
0

(
An(s)− sAn(1)

)2
ds,

ãäå

An(s) =

s∫
0

ξn(t) dt

(ïðîöåññ ξn(t) îïðåäåëåí â (1)).
Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòèêà Ũ2

n ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíà ïðè
àëüòåðíàòèâå ñäâèãà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà (ñ ïëîòíîñòüþ
(π ch(x))−1). Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñòàòèñòèêè Ū2

n ìàêñèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

J1[u] :=

1∫
0

( x∫
0

u(t) dt− x
1∫

0

u(t) dt
)2
dx→ max;

I[u] :=

1∫
0

(u′(x))2 dx ≤ 1; u(0) = u(1) = 0

(3)

çíàêîïåðåìåííà, è ïîòîìó ýòà ñòàòèñòèêà ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà íå ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé íè äëÿ êàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

2. Â äèññåðòàöèè Î.À. Ïîäêîðûòîâîé [7] ñðåäè äðóãèõ ðàññìàòðèâàëèñü ñòàòè-
ñòèêè Sp,n = ‖νn‖2Lp(0,1)

, îñíîâàííûå íà ïðåîáðàçîâàíèè Äåîâåëüñà ýìïèðè÷åñêîãî

ïðîöåññà [1]

νn(s) = ξn(s) +

s∫
0

ξn(r)

1− r
dr − s

1∫
0

ξn(r)

1− r
dr.
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Â [7, �4.4] ïîêàçàíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (ïðè p =∞ èíòå-
ãðàë â J2,p[u] ñëåäóåò çàìåíèòü íà ìàêñèìóì, ñì. (14))

J2,p[u] :=

[ 1∫
0

∣∣∣u(x) +

x∫
0

u(t)

1− t
dt− x

1∫
0

u(t)

1− t
dt
∣∣∣pdx] 2

p

→ max;

I[u] =

1∫
0

(u′(x))2 dx ≤ 1; u(0) = u(1) = 0

(4)

ìàêñèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ çíàêîïåðåìåííà1, è ýòè ñòàòèñòèêè ïðè àëüòåðíàòèâå
ñäâèãà òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè íè äëÿ êàêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ïîäîáíîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ äîñòóï-
íàÿ ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ ñòàòèñòèê (íàïðèìåð, ïðè àëü-
òåðíàòèâå ñäâèãà)?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ñëåäóåò ðåøèòü ìîäèôèöèðîâàííóþ çàäà÷ó î ìàêñè-
ìóìå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà (â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ýòî ôóíêöèîíàëû
J1 è J2,p ñîîòâåòñòâåííî) íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé èç åäèíè÷íîãî

øàðà â
◦
W1

2(0, 1).

Çàìå÷àíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ òàêàÿ ïîñòàíîâêà (çàäà-
÷à ñ îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷åíèåì) êîððåêòíà. Îäíàêî ìàêñèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
çàâåäîìî îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà [0, 1] è ïîòîìó ñîîò-
âåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ ñ ðàçðûâíîé ô.ð., ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ çàäà÷è. Òåì
íå ìåíåå, ýòà ìàêñèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ôóíêöè-
ÿìè, ïîëîæèòåëüíûìè íà (0, 1). Ïîýòîìó, õîòÿ ïîëó÷åííàÿ ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïî-ïðåæíåìó íå äîñòèãàåòñÿ, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò
ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îíà äîñòèãàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ε.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âû÷èñëèì äîñòóïíóþ ëîêàëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà äëÿ ñòàòèñòèê Ū2

n è S∞,n. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çàäà÷à äëÿ Sp,n ïðè ïðîèçâîëüíîì p, ïî-âèäèìîìó, ñêîëü-íèáóäü ÿâíî ðåøåíà áûòü
íå ìîæåò. Íàäåæäà íà ïîëó÷åíèå îòâåòà åñòü ëèøü â ñëó÷àÿõ p = 1 è p = 2.

1Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 [7] òðóäíîäîñòóïíû, â Ïðèëîæåíèè 1 ìû ïðèâîäèì óïðîùåííîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.
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2 Ñòàòèñòèêà Ū 2
n

Ìû èùåì ìàêñèìóì â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (3) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè u ≥ 0.

Ïåðåñå÷åíèå åäèíè÷íîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà
◦
W1

2(0, 1) ñ êîíóñîì u ≥ 0

ñëàáî çàìêíóòî â
◦
W1

2(0, 1). Ïîýòîìó ñëàáî íåïðåðûâíûé íà
◦
W1

2(0, 1) ôóíêöèîíàë J1

äîñòèãàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, ââèäó îäíîðîäíîñòè
ôóíêöèîíàëîâ I è J1 ìîæíî çàìåíèòü îãðàíè÷åíèå I[u] ≤ 1 íà I[u] = 1.

Òàêæå ââèäó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèîíàëîâ I è J1 ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàâíîñèëü-
íóþ çàäà÷ó

P1[u] :=
J1[u]

I[u]
→ max; u ≥ 0; u 6≡ 0; u(0) = u(1) = 0.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà

dP1[u]η =
P1[u]

I[u]
·
(
P1[u]−1 · dJ1[u]η − dI[u]η

)
≤ 0 (5)

äëÿ âñåõ ïðèðàùåíèé η ∈
◦
W1

2(0, 1) òàêèõ, ÷òî u + η ≥ 0. Îáîçíà÷èì λ−1 çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà P1[u] íà ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèè.

Ïîäñ÷èòàåì äèôôåðåíöèàë:

1

2
d(λJ1 − I)[u]η = −

1∫
0

u′(x)η′(x) dx

+ λ

1∫
0

( x∫
0

u(t) dt− x
1∫

0

u(t) dt
)( x∫

0

η(t) dt− x
1∫

0

η(t) dt
)
dx

= 〈u′′, η〉+ λ

1∫
0

f1(x)η(x) dx,

ãäå u′′ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, è

f1(x) =

1∫
x

(U(t)− tU(1)) dt−
1∫

0

(tU(t)− t2U(1)) dt;
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çäåñü è äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå

U(x) =

x∫
0

u(t) dt.

Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè η ∈ C∞0 (0, 1) èìååì u+η ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
dP1[u]η ≤ 0, ÷òî äàåò u′′ + λf1 ≤ 0 â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó u′′ åñòü
ìåðà (çàðÿä), ïðè÷åì åå ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà.

Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì u > 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáú-
åäèíåíèå èíòåðâàëîâ. Íà êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ I äëÿ ëþáîé η ∈ C∞0 (I) ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ α ëþáîãî çíàêà èìååì u+αη ≥ 0, è ïîòîìó dP1[u](αη) ≤ 0 âëå÷åò

〈u′′, η〉+ λ

1∫
0

f1(x)η(x) dx = 0 =⇒ −u′′ = λf1 íà I.

Òàêèì îáðàçîì, íîñèòåëü ñèíãóëÿðíîé êîìïîíåíòû ìåðû u′′ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå,
íà êîòîðîì u = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñèíãóëÿðíîé êîìïîíåíòû ó u′′ íåò. Äåéñòâèòåëüíî, u′

êàê ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè èìååò â êàæäîé òî÷êå ëåâîå è ïðàâîå ïðåäåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó íóëü � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå u íà îòðåçêå [0, 1],
â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà {u = 0} ∩ (0, 1) èìååì u′(x−) ≤ 0 è u′(x+) ≥ 0, îòêóäà∫

{u=0}∩(0,1)

du′′ ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà u′′ ìîæåò áûòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíîé, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Èòàê, u′′ ðåãóëÿðíà è, ñëåäîâàòåëüíî, u′ íåïðåðûâíà íà [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, íà
êðàÿõ êàæäîãî èíòåðâàëà I, êðîìå óñëîâèÿ u = 0, èìååì òàêæå u′ = 0 (çà èñêëþ÷å-
íèåì, âîçìîæíî, òî÷åê 0 è 1).

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî èíòåðâàëîâ I íà ñàìîì äåëå êîíå÷íî. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâ-
íåíèå −u′′ = λf1, ìû ïîëó÷àåì

u′′′(x) = λ
( x∫

0

u(t) dt− x
1∫

0

u(t) dt
)
. (6)
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Ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò

uIV (x) = λ
(
u(x)−

1∫
0

u(t) dt
)
. (7)

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî íà çàìûêàíèè êàæäîãî èíòåðâàëà I, íå ïðèìûêà-
þùåãî ê òî÷êàì 0 è 1, ôóíêöèÿ u′ îáðàùàåòñÿ â íóëü íå ìåíåå òðåõ ðàç. Ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ u′′ èìååò íå ìåíåå äâóõ êîðíåé, à u′′′ � íå ìåíåå îäíîãî.

Äàëåå, ïðè ôèêñèðîâàííîì λ èç (7) ñëåäóåò, ÷òî uIV ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà
âñåõ èíòåðâàëàõ I. Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêè íà I

|u′′′(x)| ≤ c|I|; |u′′(x)| ≤ c|I|2; |u′(x)| ≤ c|I|3; |u(x)| ≤ c|I|4,

ãäå c íå çàâèñèò îò äëèíû èíòåðâàëà.
Åñëè äëèíà èíòåðâàëà I äîñòàòî÷íî ìàëà, òî èç (7) ñëåäóåò, ÷òî uIV îòðèöàòåëüíà

íà I. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u′′ èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ è âûïóêëà ââåðõ íà I, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó u > 0. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû èíòåðâàëîâ I îãðàíè÷åíû
ñíèçó ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, è èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî.

Ïîñêîëüêó f1 íåïðåðûâíà íà [0, 1], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u′′ íåïðåðûâíî ïðîäîëæåíà
íà çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ èíòåðâàëîâ I, íà êîòîðîì òåïåðü âûïîëíåíî óðàâíå-
íèå −u′′ = λf1. Äîïîëíåíèå ýòîãî çàìûêàíèÿ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ,
íà êîòîðûõ u′′ = 0, è òàêèì îáðàçîì u′′ êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà [0, 1]. Îòìåòèì, ÷òî
óêàçàííîå äîïîëíåíèå íåïóñòî, ïîñêîëüêó â èíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ u ìàêñèìèçèðîâà-
ëà áû ôóíêöèîíàë P1[u] áåç îãðàíè÷åíèÿ u ≥ 0, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó ðåçóëüòàòà
[2].

Ðàññìîòðèì òåïåðü èçîëèðîâàííûé ñåãìåíò [x0, x1], íà êîòîðîì âûïîëíåíî óðàâ-
íåíèå, è ñäâèíåì åãî íà äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî h, îñòàâèâ îñòàëüíûå ñåãìåíòû íà
ìåñòå, òàê, ÷òîáû ýòîò ñåãìåíò ïî-ïðåæíåìó îñòàâàëñÿ èçîëèðîâàííûì è íå âûøåë
çà ïðåäåëû îòðåçêà [0, 1]. Äëÿ ïîëó÷åííîé ôóíêöèè uh î÷åâèäíî èìååì I[uh] = I[u],
è

J1[uh] =
( x0∫

0

+

1∫
x1

)
(U(x)− xU(1))2 dx+

x0+h∫
x0

(U(x0)− xU(1))2 dx

+

x1+h∫
x0+h

(U(x− h)− xU(1))2 dx−
x1+h∫
x1

(U(x1)− xU(1))2 dx.

(8)
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Ñäåëàâ â ïðåäïîñëåäíåì èíòåãðàëå â (8) çàìåíó y = x − h, ëåãêî âèäåòü, ÷òî J1[uh]
� êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îò h, ïðè÷åì

d2

dh2
J1[uh] = 2U(1)

(
U(x1)− U(x0)

)
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñäâèãàÿ ñåãìåíò [x0, x1] ëèáî âïðàâî, ëèáî âëåâî âïëîòíóþ ê êðàþ
èëè ê ñîñåäíåìó ñåãìåíòó, ìû çàâåäîìî óâåëè÷èâàåì ôóíêöèîíàë J1[u], à ïîòîìó è
P1[u].

Èòàê, îñòàåòñÿ òðè âàðèàíòà:

1. −u′′ = λf1 íà [0, x0] è u = 0 íà [x0, 1];

2. −u′′ = λf1 íà [x1, 1] è u = 0 íà [0, x1];

3. −u′′ = λf1 íà [0, x0] è íà [x1, 1], è u = 0 íà [x0, x1].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàìåíà u(x) íà u(1−x) íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà P1[u].
Ïîýòîìó âàðèàíòû 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.

Â âàðèàíòå 1 èç (6) âèäíî, ÷òî u′′′(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [0, x0] óðàâ-
íåíèå (7) äîïîëíÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

u(0) = u(x0) = 0; u′′′(0) = 0; u′(x0) = 0. (9)

Â âàðèàíòå 3 íà îòðåçêå [0, x0] ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíî óðàâíåíèå (7) ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè (9), à íà îòðåçêå [x1, 1] � òî æå óðàâíåíèå ñ �ïåðåâåðíóòûìè� êðàåâûìè
óñëîâèÿìè

u(1) = u(x1) = 0; u′′′(1) = 0; u′(x1) = 0.

Èç ñèììåòðèè ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = 1−x0, è u(x) ≡ u(1−x), îòêóäà U(x) +U(1−x) ≡
U(1). Òåïåðü ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè v(x) = u(x/2), x ∈ [0, 1],
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

I[v] =
1

4
I[u]; J1[v] = 4J1[u],

è ïîòîìó ôóíêöèÿ u íå äàåò ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëó P1. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü
ðàññìîòðåòü ïåðâûé âàðèàíò.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ïðè ïîëîæèòåëüíûõ λ

u(x) = c1 ch(kx) + c2 sh(kx) + c3 cos(kx) + c4 sin(kx) + c5, k4 = λ. (10)
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Ïðè ôèêñèðîâàííûõ k è x0 ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (9) äàþò ÷åòûðå îäíîðîäíûõ óðàâ-
íåíèÿ íà êîíñòàíòû c1, . . . , c5. Åùå îäíî óðàâíåíèå ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ (10) íåïî-
ñðåäñòâåííî â (7):

x0∫
0

u(t) dt ≡
1∫

0

u(t) dt = c5.

Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäå-
ëèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé (5× 5)-ìàòðèöû. Ýòî äàåò

sin
(kx0

2

)
sh
(kx0

2

)
·
[

th
(kx0

2

)
+ tg

(kx0
2

)
+ k(1− x0)

]
= 0. (11)

Ðåøåíèå u(x) ïðè ýòîì îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u′′′(0) = 0

àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6). Äëÿ âûïîëíåíèÿ æå èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ −u′′ = λf1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿëîñü â
êàêîé-íèáóäü òî÷êå ïðîìåæóòêà [0, x0]. Íàïðèìåð, ðàâåíñòâî â òî÷êå x0 èìååò âèä

−u′′(x0) = k4
[(1

3
− x0 +

x20
2

) x0∫
0

u(t) dt+

x0∫
0

t2

2
u(t) dt

]
,

èëè, ïîñëå ïîäñòàíîâêè,

(6− 3k2x20) tg
(kx0

2

)
− (6 + 3k2x20) th

(kx0
2

)
+ k3(2− 6x0 + 3x20 + x30)− 6k(1− x0) tg

(kx0
2

)
th
(kx0

2

)
= 0.

(12)

Íàì íóæíî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (11)-(12) ñ íàèìåíüøèì k. Äëÿ ýòîãî çàìå-
òèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 < 1 âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (11) ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé ôóíêöèåé k íà êàæäîì èíòåðâàëå âîçðàñòàíèÿ òàíãåíñà. Â ÷àñòíîñòè,
íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ (11) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó π < kx0 < 2π. Îáî-
çíà÷èâ z = kx0, ìîæíî âûðàçèòü k ÷åðåç z:

k = z − th
(z

2

)
− tg

(z
2

)
.

Èç x0 < 1 âûâîäèì k > z, ò.å. th
(
z
2

)
+ tg

(
z
2

)
< 0, ÷òî ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü èíòåðâàë

äëÿ z: π < z < z0, ãäå z0 ≈ 4.7300407 � êîðåíü óðàâíåíèÿ th
(
z
2

)
+ tg

(
z
2

)
= 0 íà

èíòåðâàëå (π, 2π).
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ k â (12), ïîëó÷èì ïîñëå óïðîùåíèÿ

g(z) := th3
(z

2

)
+ 3 th

(z
2

)
+ tg3

(z
2

)
− 3 tg

(z
2

)
= 0. (13)

Ïîñêîëüêó lim
z→π+0

g(z) = −∞, g(z0) = 6 th
(
z0
2

)
> 0, è

g′(z) =
3

2

[
tg4
(z

2

)
− th4

(z
2

)]
> 0 íà (π, z0),

óðàâíåíèå (13) èìååò íà èíòåðâàëå (π, z0) ðîâíî îäèí êîðåíü. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñ-

ëåíèå äàåò ẑ ≈ 4.00273, k̂ ≈ 5.21579 è x̂0 ≈ 0.767426.

Ðèñ. 1: Ãðàôèê ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèè â çàäà÷å (3)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå u(x) ïîëîæèòåëüíî íà èí-
òåðâàëå (0, x̂0). Îòñþäà âèäíî, ÷òî f1(x̂0) = −λ−1u′′(x̂0) < 0. Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå
(x̂0, 1) èìååì f ′1(x) = U(1)(x − 1) < 0, íà ýòîì èíòåðâàëå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
λf1(x) < 0 = −u′′(x). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó óñëî-

âèþ ìàêñèìóìà (ñì. ðèñ. 1). Ïîñêîëüêó λ = k̂4 ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå, ôóíêöèÿ u äàåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó P1 ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ,
è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî k̂−4 ≈ 0.0013512.

Îïòèìàëüíûé ëîêàëüíûé èíäåêñ äëÿ Ū2
n, âû÷èñëåííûé â [2], ðàâåí z

−4
0 ≈ 0.0019977.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòóïíàÿ ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòàòèñòèêè
Ū2
n ïðè àëüòåðíàòèâå ñäâèãà ñîñòàâëÿåò áîëåå 67% îò îïòèìàëüíîé.
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3 Ñòàòèñòèêà S∞,n

Ìû èùåì ìàêñèìóì â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

J2,∞[u] := max
[0,1]

(
u(x) +

x∫
0

u(t)

1− t
dt− x

1∫
0

u(t)

1− t
dt
)2
→ max;

I[u] =

1∫
0

(u′(x))2 dx ≤ 1; u ≥ 0; u(0) = u(1) = 0.

(14)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàôó, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë J2,∞ äîñòèãàåò

íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå â
◦
W1

2(0, 1), çàäàâàåìîì îãðàíè÷åíèÿìè I[u] ≤ 1
è u ≥ 0.

Áóäåì äåéñòâîâàòü â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà íàéäåì ìàêñèìóì âñïîìîãàòåëüíîãî
ôóíêöèîíàëà

J̃2,∞[u] =
(
u(x∗) +

x∗∫
0

u(t)

1− t
dt− x∗

1∫
0

u(t)

1− t
dt
)2
,

ãäå x∗ ∈ (0, 1) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Äàëåå ïðîèçâåäåì ìàêñèìèçàöèþ ïîëó÷åííîãî
ðåçóëüòàòà ïî x∗ ∈ (0, 1).

Èòàê, ïóñòü x∗ ∈ (0, 1) çàäàíà. Àíàëîãè÷íî (5), íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà
èìååò âèä

λdJ̃2,∞[u]η − dI[u]η ≤ 0

äëÿ âñåõ ïðèðàùåíèé η ∈
◦
W1

2(0, 1) òàêèõ, ÷òî u+ η ≥ 0. Çäåñü è äàëåå λ−1 � çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà P2[u] ≡ J̃2,∞[u]
/
I[u] íà ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèè.

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò äàåò

1

2
d(λJ̃2,∞ − I)[u]η = 〈u′′ + λf2, η〉,

ãäå u′′ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, à f2 � ìåðà (çàðÿä)

f2(x) = (v(x∗)− x∗v(1))
[
δ(x− x∗) +

1

1− x
(
χ[0,x∗](x)− x∗

)]
;

çäåñü è äàëåå

v(x) = u(x) +

x∫
0

u(t)

1− t
dt (15)
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� ïðåîáðàçîâàíèå Õìàëàäçå ôóíêöèè u (ñì. [3]).
Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî u′′+λf2 ≤ 0 â ñìûñëå îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó u′′ åñòü ìåðà (çàðÿä), è åå ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà.
Äàëåå, íà êàæäîì èíòåðâàëå I ïîëîæèòåëüíîñòè u èìååì −u′′ = λf2.

Îáîçíà÷èì C = λ(v(x∗) − x∗v(1)) > 0. Òîãäà äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ðàññóæäå-
íèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûâîäèì, ÷òî u′′ + C δ(· − x∗) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, u′

íåïðåðûâíà íà [0, 1] \ {x∗}, è íà êðàÿõ êàæäîãî èíòåðâàëà I, êðîìå óñëîâèÿ u = 0,
âûïîëíåíî óñëîâèå u′ = 0 (çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, òî÷åê 0 è 1).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî íà èíòåðâàëå I, ñîäåðæàùåì òî÷êó x∗, èìååì

u′′(x) =


−C (1− x∗)

1− x
< 0, x < x∗;

C x∗
1− x

> 0, x > x∗.

(16)

Ïîýòîìó íà ëåâîì êîíöå ýòîãî èíòåðâàëà óñëîâèå u′ = 0 âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò èíòåðâàë íà÷èíàåòñÿ îò íóëÿ. Òîãäà íà ëþáîì äðóãîì èíòåðâàëå
ïîëîæèòåëüíîñòè u ìû èìåëè áû u′′ > 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ
îäèí âàðèàíò:

−u′′ = λf2 íà [0, x0] è u = 0 íà [x0, 1].

Ïðè ýòîì x∗ < x0 < 1, ïîñêîëüêó â èíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ u ìàêñèìèçèðîâàëà áû
ôóíêöèîíàë P2[u] áåç îãðàíè÷åíèÿ u ≥ 0, ÷òî íåâîçìîæíî ââèäó ðåçóëüòàòà [7, �4.4].

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) íà [0, x0] èìååò âèä

u(x) =


C (1− x∗)(1− x) ln 1

1−x + c1x+ c2, 0 < x < x∗;

−C x∗(1− x) ln 1
1−x + c3x+ c4, x∗ < x < x0.

Ýòî ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(0) = u(x0) = u′(x0) = 0

è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ â òî÷êå x∗

u(x∗ − 0) = u(x∗ + 0); u′(x∗ − 0) = u′(x∗ + 0) + C .

(ïåðâîå èç íèõ îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü u, âòîðîå êîíòðîëèðóåò êîýôôèöèåíò
ïðè δ(x− x∗)).
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Ýòî äàåò 5 îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé íà C è c1�c4. Ðàâåíñòâî íóëþ ñîîòâåòñòâóþùåãî
îïðåäåëèòåëÿ äàåò

x0 + ln(1− x0) = ln(1− x∗)/x∗. (17)

Ïðè ýòîì c1�c4 ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç C , è òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå u(x) îïðåäåëåíî
ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé.

Ïåðåõîäÿ êî âòîðîìó ýòàïó, ìû ìàêñèìèçèðóåì ïî x∗ ôóíêöèþ

λ−1 = C −1
(
u(x∗) +

x∗∫
0

u(t)

1− t
dt− x∗

x0∫
0

u(t)

1− t
dt

)
,

ãäå x0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî x∗ èç óðàâíåíèÿ (17), à u � ïîëó÷åííîå íà ïåðâîì ýòàïå ðå-
øåíèå. Ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé ýòî ïðèâîäèò ê çàäà÷å

x∗ − 2x2∗ + x2∗x
2
0 → max

ïðè óñëîâèè (17).
Â Ïðèëîæåíèè 2 ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ

òî÷êó � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå äàåò x̂∗ ≈ 0.4310514,
x̂0 ≈ 0.88889. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå u(x) ïîëîæèòåëüíî íà èíòåð-
âàëå (0, x0). Äàëåå, íà èíòåðâàëå (x̂0, 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî λf2(x) < 0 = −u′′(x).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u äàåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó P2 ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ (ñì. ðèñ. 2), è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî x̂∗ − 2x̂2∗ + x̂2∗x̂

2
0 ≈ 0.20625.

Ðèñ. 2: Ãðàôèê ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèè â çàäà÷å (14)

Îïòèìàëüíûé ëîêàëüíûé èíäåêñ äëÿ S∞,n, âû÷èñëåííûé â [7], ðàâåí 0.25. Òàêèì
îáðàçîì, äîñòóïíàÿ ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñòàòèñòèêè S∞,n ïðè
àëüòåðíàòèâå ñäâèãà ñîñòàâëÿåò áîëåå 82% îò îïòèìàëüíîé.
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Ïðèëîæåíèÿ

1. Ïîêàæåì, ÷òî â çàäà÷å (4) ìàêñèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ çíàêîïåðåìåííà. Õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Õìàëàäçå (15) èçîìåòðè÷íî îòîáðàæàåò
◦
W1

2(0, 1) íà
ïðîñòðàíñòâî

W 1
2,0(0, 1) =

{
v ∈ W 1

2 (0, 1)
∣∣ v(0) = 0

}
.

Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äàåò

1∫
0

(v′)2(x) dx =

1∫
0

[
(u′)2(x) +

2u′(x)u(x)

1− x
+

u2(x)

(1− x)2

]
dx =

1∫
0

(u′)2(x) dx,

è çàäà÷ó (4) ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ôóíêöèè v:

1∫
0

(v′(x))2 dx ≤ 1; v(0) = 0;

[ 1∫
0

|v(x)− xv(1)|pdx
] 2

p

→ max .

Îáîçíà÷èì w(x) = v(x)− xv(1). Òîãäà çàäà÷à (4) ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:

1∫
0

(w′(x) + a)2 dx ≤ 1; w(0) = w(1) = 0;

[ 1∫
0

|w(x)|pdx
] 2

p

→ max,

ãäå a = v(1). Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

1∫
0

(w′(x) + a)2 dx =

1∫
0

(
(w′(x))2 + a2

)
dx,

Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèè a = 0, è v = w.
Ïîëó÷åííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ v = w õîðîøî èçâåñòíà (ñì., íàïð., [6,

�2.6]; áîëåå ïîäðîáíî èñòîðèÿ âîïðîñà èçëîæåíà â íåäàâíåì îáçîðå [5]). Ìàêñèìóì
â íåé äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè (âûðàæàåìîé â êâàäðàòóðàõ), ÷åòíîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè x = 1

2
è âûïóêëîé ââåðõ íà èíòåðâàëå (0, 1).

Ïðèìåíèì òåïåðü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õìàëàäçå

u(x) = (1− x)

x∫
0

v′(t)

1− t
dt. (18)
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü v > 0. Òîãäà v′(t) > 0 ïðè t < 1
2
, è u > 0 â

îêðåñòíîñòè íóëÿ. Íî ïîñêîëüêó v′(t) < 0 ïðè t > 1
2
, è èíòåãðàë â (18) ðàñõîäèòñÿ

(ëîãàðèôìè÷åñêè) ïðè x → 1, ïîëó÷èì u(x) < 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1, è
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Ìû èùåì ìàêñèìóì ôóíêöèè

F (x, y) := x− 2x2 + x2y2, x, y ∈ [0, 1],

ïðè óñëîâèè

G(x, y) := y + ln(1− y)− ln(1− x)

x
= 0. (19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [0, 1) óðàâíåíèå (19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
y = ỹ(x) ∈ [0, 1]. Áîëåå òîãî, ỹ(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ỹ(x) > 0.84 è lim

x→1
ỹ(x) = 1.

Ïî òåîðåìå Ýéëåðà íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà èìååò âèä

∇F (x, y) ‖ ∇G(x, y),

÷òî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

D(x, y) :=
1

1− y
− 4x

1− y
+

2x

1− x
+

2xy2

1− y
+ 2 ln(1− x) = 0. (20)

Ëåììà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (19)�(20) èìååò â îáëàñòè (0, 1)× (0, 1) åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå (ñì. ðèñ. 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∂2yyD(x, y) > 0. Äàëåå,

D(0, y) > 0; D(0.5, y) < 0; lim
x→1

D(x, y) = +∞.

Ïîýòîìó ïðè ëþáîì y ∈ (0, 1) óðàâíåíèå (20) èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì
èõ x̂1(y) ∈ (0, 0.5) è x̂2(y) ∈ (0.5, 1). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî lim

y→1
x̂2(y) = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî êðèâûå y = ỹ(x) è x = x̂2(y) íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé âíóòðè êâàäðàòà.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ x = 2y − 1. Èìååì

D(2y − 1, y) = 4− 2y − 4y2 + 2 ln(2− 2y) < 0 ïðè 0.7 < y < 1,

è ïîòîìó x̂2(y) > 2y − 1 ïðè 0.7 < y < 1. Â òî æå âðåìÿ

G(2y − 1, y) = y + ln(2− 2y)/(1− 2y) + ln(1− y) > 0 ïðè 0 < y < 1,
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Ðèñ. 3: Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (19) (æèðíàÿ ëèíèÿ) è (20) (òîíêàÿ ëèíèÿ)

ïîýòîìó 2ỹ(x)− 1 > x, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âåòêó x = x̂1(y). Îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ïåðåñå÷åíèå ñ êðèâîé

y = ỹ(x). Ïîñêîëüêó D(0.4, y) > 0 ïðè y ∈ (0.84, 1), èìååì x̂1(y) ∈ (0.4, 0.5) ïðè
y ∈ (0.84, 1). Äàëåå, G(0.5, y) < 0 ïðè y ∈ (0.9, 1), è ïîòîìó ỹ(x) ∈ (0.84, 0.9) ïðè
x < 0.5. Íàêîíåö, D(0.45, y) < 0 ïðè y ∈ (0.84, 0.9), ïîýòîìó x̂1(y) ∈ (0.4, 0.45) ïðè
y ∈ (0.84, 0.9). Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ y = ỹ(x) è x = x̂1(y)
íå ìîæåò ëåæàòü âíå ïðÿìîóãîëüíèêà ∆ = (0.4, 0.45)× (0.84, 0.9).

Äèôôåðåíöèðóÿ íåÿâíóþ ôóíêöèþ ỹ(x), ïîëó÷àåì

ỹ′(x) =
(1− y)(x+ (1− x) ln(1− x))

(1− x)x2y

∣∣∣∣
y=ỹ(x)

. (21)

Îáîçíà÷èì G1(x, y) ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè (21). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
G1(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå ∆ óáûâàåò ïî y è âîçðàñòàåò ïî x. Ïîýòîìó â ïðåäåëàõ
ïðÿìîóãîëüíèêà ∆ èìååì

ỹ′(x) < G1(0.45, 0.84) < 0.2.

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ íåÿâíóþ ôóíêöèþ x̂1(y), ïîëó÷àåì

x̂′1(y) =
(1− x)2(1− 4x+ 4xy − 2xy2)

2(1− y)(2− 5x+ 2x2 + xy − (1− x)2y2)

∣∣∣∣
x=x̂1(y)

. (22)
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Îáîçíà÷èìD1(x, y) ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè (22). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
D1(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå ∆ óáûâàåò ïî x è âîçðàñòàåò ïî y. Ïîýòîìó â ïðåäåëàõ
ïðÿìîóãîëüíèêà ∆ èìååì

x̂′1(y) < D1(0.4, 0.9) < 0.9.

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åäèíñòâåííàÿ. Ëåììà äî-
êàçàíà. �

Ïîñêîëüêó F (0, y) ≡ 0 è F (1, 1) = 0, íàéäåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (19)�(20) ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà.
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