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1 Ââåäåíèå

Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èíòåíñèâíî ðàç-
âèâàåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíåãî ñòîëåòèÿ. Ñðåäè âàæíåéøèõ èíñòðó-
ìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé íàõîäÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (èçâåñòíàÿ
òàêæå êàê ëåììà Õîïôà�Îëåéíèê èëè ïðèíöèï ãðàíè÷íîé òî÷êè) è ñèëü-
íûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Îíè èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâàõ
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òåîðåì åäèíñòâåííîñòè äëÿ êðàåâûõ çàäà÷, èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ïðè èçó-
÷åíèè ñâîéñòâ ñèììåòðèè ðåøåíèé è ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â íåîãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ (òåîðåìû òèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà) è â äðóãèõ ïðèëî-
æåíèÿõ.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïðîñëåæèâàþòñÿ âïëîòü äî ðàáîò
Ê.Ô. Ãàóññà, êîòîðûé â çíàìåíèòîé ñòàòüå 1840 ãîäà [1, � 21] äîêàçàë
ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. òàêæå
[2], [3]). Â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèå Ãàóññà âûãëÿäèò òàê:

Ïóñòü u � íåïîñòîÿííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω ⊂ R3,
òî åñòü ∆u = 0 â Ω. Òîãäà ôóíêöèÿ u íå ìîæåò äîñòèãàòü âî âíóò-
ðåííèõ òî÷êàõ Ω íè ìàêñèìàëüíîãî, íè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Â äàëüíåéøåì ïîä ñèëüíûì ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà äëÿ ëèíåéíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L âòîðîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå:

Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà.Ïóñòü u � ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ â îáëàñòè Ω ⊂ Rn, òî åñòü1 Lu ≥ 0 â Ω. Åñëè u äîñòèãàåò íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè, òî u ≡ const è Lu ≡ 0.

Íàïîìíèì òàêæå ôîðìóëèðîâêó ñëàáîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

Ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ïóñòü u � ñóïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Åñëè u íåîòðèöàòåëüíà íà ãðàíèöå
îáëàñòè, òî u íåîòðèöàòåëüíà â Ω.

Ãðàíè÷íîé ôîðìîé ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ ëåììà
î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííàÿ Ñ. Çàðåìáîé â
1910 ãîäó [4] äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â (òðåõìåðíîé îãðàíè÷åííîé)
îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ âíóòðåííåãî øàðà2.

Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü u � íåïîñòîÿííàÿ ñóïåð-
ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Åñëè u äîñòèãàåò íàèìåíü-

1Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L îáðàçóþò íåïîëîæè-

òåëüíóþ ìàòðèöó.
2Îòìåòèì, ÷òî Çàðåìáà èñïîëüçîâàë ýòó ëåììó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû åäèí-

ñòâåííîñòè äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (ãðàíèöà îáëàñòè ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè, íà îä-
íîé èç êîòîðûõ çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå, à íà äðóãîé � óñëîâèå Íåéìàíà). Íûíå ýòà
çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Çàðåìáû, õîòÿ ñàì Çàðåìáà â [4] óêàçûâàåò, ÷òî îíà áûëà
ïîñòàâëåíà åìó Â. Âèðòèíãåðîì.
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øåãî çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå x0 ∈ ∂Ω, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim inf
ε→+0

u(x0 + εn)− u(x0)

ε
> 0, (1.1)

ãäå n � âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè â òî÷êå x0.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ u èìååò â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ ïî

íàïðàâëåíèþ n, òî ∂nu(x0) > 0.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà � ñâîéñòâî
îïåðàòîðà L, òî âûïîëíåíèå ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé çàâèñèò
òàêæå îò ïîâåäåíèÿ ∂Ω â îêðåñòíîñòè x0.

Ê îñíîâíûì ïðåäìåòàì îáçîðà âïëîòíóþ ïðèìûêàåò íåðàâåíñòâî Ãàð-
íàêà, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîëè÷åñòâåííóþ âåðñèþ ñèëüíî-
ãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Âïåðâûå îíî áûëî äîêàçàíî Ê.Ã.À. Ãàðíàêîì3

â 1887 ãîäó [5, � 19] äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè. Êëàññè-
÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî íåðàâåíñòâà òàêîâà:

Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà. Ïóñòü L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð â îáëà-
ñòè Ω. Åñëè u � íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Lu = 0 â Ω, òî
â ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè Ω′ òàêîé, ÷òî Ω′ ⊂ Ω, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

sup
Ω′
u ≤ C inf

Ω′
u, (1.2)

ãäå C � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò u.

Çàìå÷àíèå 1.1. Èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü (1.2) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω è Ω′ � êîíöåíòðè÷åñêèå øàðû.
Ïðè ýòîì äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî, ÷òîáû êîíñòàíòà C íå çàâèñåëà
îò ðàäèóñîâ øàðîâ (à òîëüêî îò èõ îòíîøåíèÿ) èëè â êðàéíåì ñëó÷àå
îñòàâàëàñü îãðàíè÷åííîé ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñîâ ê íóëþ ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì èõ îòíîøåíèè.

Òàêæå êîëè÷åñòâåííîé âåðñèåé ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîæ-
íî ñ÷èòàòü íåêîòîðûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà. À àïðèîðíàÿ îöåíêà ãðàäèåíòà

3Ó ìàòåìàòèêà Êàðëà Ãóñòàâà Àêñåëÿ Ãàðíàêà áûë áðàò-áëèçíåö Êàðë Ãóñòàâ
Àäîëüô ôîí Ãàðíàê, èñòîðèê è òåîëîã, ïðåçèäåíò-îñíîâàòåëü Îáùåñòâà êàéçåðà Âèëü-
ãåëüìà ïî ðàçâèòèþ íàóêè (íûíå Îáùåñòâî íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé èìåíè Ìàêñà
Ïëàíêà). Åãî èìÿ íîñèò âûñøàÿ íàãðàäà Îáùåñòâà Ìàêñà Ïëàíêà.
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ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè, êàê ñòàëî ÿñíî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì, äâîéñòâåííûì ê ëåììå î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.

Çàòðîíóòàÿ òåìà ïðàêòè÷åñêè íåîáîçðèìà, ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ìû ñîñðåäîòî÷èëèñü íà ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå4. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñòàòüè
ðàçäåëåíà íà òðè ãëàâû. Â ãëàâå 2 îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ
è ñèëüíûõ (ñóá/ñóïåð)ðåøåíèé óðàâíåíèé íåäèâåðãåíòíîãî âèäà, â
ãëàâå 3 � ñâîéñòâà ñëàáûõ (ñóá/ñóïåð)ðåøåíèé óðàâíåíèé äèâåðãåíò-
íîãî âèäà. Íàêîíåö, ãëàâà 4 � �âèíåãðåò� èç ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé è
ïðèëîæåíèé. Çäåñü ìû íå ïðåòåíäóåì íà ïîëíîòó èçëîæåíèÿ, à âûáîð
òåì îòðàæàåò ëè÷íûå èíòåðåñû àâòîðîâ.

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû îáñóæäàåìîé òåìû îòðàæåíû â ìîíîãðàôèÿõ è
îáçîðàõ [7]�[16]. Â ñâîåé ðàáîòå ìû èñïîëüçîâàëè èíôîðìàöèþ èç ýòèõ
èñòî÷íèêîâ, à òàêæå èç íàøèõ ñòàòåé [17], [18], íî ïîñòàðàëèñü ïî âîç-
ìîæíîñòè ãëóáæå îñâåòèòü èñòîðèþ óïîìÿíóòûõ âîïðîñîâ.

Ìû ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíû Íèíå Íèêîëàåâíå Óðàëüöåâîé, íàøåìó
Ó÷èòåëþ, êîòîðàÿ ââåëà íàñ â ýòó òåìàòèêó. Ìû áëàãîäàðíû À.È. Èáðà-
ãèìîâó, Ì. Êâàøíèöêîìó, Â.Ã. Ìàçüÿ, Ð. Ìóñèíå, Ì.Â. Ñàôîíîâó, Á. Ñè-
ðàêîâó, Ì.Ä. Ñóðíà÷åâó, Í.Ä. Ôèëîíîâó, Ò.Í. Øèëêèíó çà êîíñóëüòàöèè
è îáñóæäåíèÿ. Îòäåëüíîå ñïàñèáî Ã.Â. Ðîçåíáëþìó è Í.Ñ. Óñòèíîâó çà
ïîìîùü â ïîäáîðå ìàòåðèàëà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �Ýêñïàíñèÿ� 20-11-50059.
The reported study was funded by RFBR, project number 20-11-50059.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

x = (x1, . . . , xn−1, xn) = (x′, xn) � òî÷êè â Rn, n ≥ 2.
|x|, |x′| � åâêëèäîâû íîðìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

R+ = [0,+∞) � çàìêíóòàÿ ïîëóîñü.

Ω � îáëàñòü (ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî) â Rn ñ ãðàíèöåé ∂Ω; åñëè
íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå (êàê â § 4.2), òî Ω ñ÷èòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé; Ω
îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå Ω, |Ω| � ëåáåãîâó ìåðó Ω, à diam(Ω) � äèàìåòð Ω.
d(x) = dist (x, ∂Ω) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ∂Ω.

4Êðîìå òîãî, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñêàëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè. Óêàæåì â ñâÿçè ñ
ýòèì íà íåäàâíèé îáçîð [6], ïîñâÿùåííûé ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì .
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Bn
r (x0) = {x ∈ Rn

∣∣ |x − x0| < r} � îòêðûòûé øàð â Rn ñ öåíòðîì x0

è ðàäèóñîì r; Bn
r = Bn

r (0); åñëè ðàçìåðíîñòü ÿñíà èç êîíòåêñòà, ïèøåì
ïðîñòî Br(x

0) è Br.
Qr,h = Bn−1

r × (0, h).

Èíäåêñû i è j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Di oáîçíà÷àåò îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé xi. Ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóììèðî-
âàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.

Äëÿ ôóíêöèè f ïîëîæèì f± = max{±f, 0} è

−
∫
Ω

f dx =
1

|Ω|

∫
Ω

f dx.

Ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè C è N
(ñ èíäåêñàìè èëè áåç). Çàïèñü C(. . . ) îçíà÷àåò, ÷òî C çàâèñèò òîëüêî îò
ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â ñêîáêàõ.

Êëàññû ôóíêöèé è îáëàñòåé

Ck(Ω) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Ω è èìåþùèõ íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k (k ≥ 0) âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ êðàòêîñòè
âìåñòî C0 ìû îáû÷íî ïèøåì C.

Lp(Ω),W k
p (Ω) è

◦
Wk

p(Ω) � ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà
(ñì., íàïðèìåð, [19, � 4.2.1]); ‖ · ‖p,Ω � íîðìà â Lp(Ω). Äàëåå, f ∈ Lp,loc(Ω),
åñëè f ∈ Lp(Ω′) äëÿ ëþáîé ïîäîáëàñòè Ω′ òàêîé, ÷òî Ω′ ⊂ Ω. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì f ∈ W k

p,loc(Ω).

Lp,q(Ω) � ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà (ñì., íàïðèìåð, [19, � 1.18.6]).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ : [0, 1]→ R+ � ôóíêöèÿ êëàññà D, åñëè

• σ íåïðåðûâíà, âîçðàñòàåò è σ(0) = 0;

• σ(τ)/τ óáûâàåò è ñóììèðóåìà.

Çàìå÷àíèå 1.2. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îá óáûâàíèè σ(τ)/τ íå
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèè σ : [0, 1] → R+, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ σ(0) = 0 è èìåþùåé
ñóììèðóåìóþ σ(τ)/τ , îïðåäåëèì

σ̃(t) = t sup
τ∈[t,1]

σ(τ)

τ
, t ∈ (0, 1).
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Î÷åâèäíî, ÷òî σ̃(t)/t óáûâàåò íà [0, 1] è σ(t) ≤ σ̃(t) íà (0, 1] (ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü âî âñåõ îöåíêàõ σ̃ âìåñòî σ). Äàëåå,
ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ σ(t) < σ̃(t), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ (t1j, t2j). Íà êàæäîì èç ýòèõ
èíòåðâàëîâ σ̃ âîçðàñòàåò è ïîòîìó âîçðàñòàåò íà [0, 1].

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë

1∫
0

σ̃(τ)

τ
dτ =

∫
{σ̃=σ}

σ(τ)

τ
dτ +

∑
j

t2j∫
t1j

σ̃(τ)

τ
dτ.

Íî íà èíòåðâàëå (t1j, t2j)

σ̃(t)

t
≡ σ(t1j)

t1j
=
σ(t2j)

t2j
,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü σ, ïîëó÷àåì

1∫
0

σ̃(τ)

τ
dτ =

∫
{σ̃=σ}

σ(τ)

τ
dτ +

∑
j

(
σ(t2j)− σ(t1j)

)
<∞,

è, òàêèì îáðàçîì, σ̃ ∈ D.

Çàìå÷àíèå 1.3. Òàêæå íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíê-
öèþ σ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà (0; 1]. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîé σ ∈ D îïðåäåëèì

σ̂(r) := 2

r∫
r/2

σ(τ)

τ
dτ = 2

1∫
1/2

σ(rτ)

τ
dτ, r ∈ (0; 1]. (1.3)

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (1.3) â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé σ è
σ(τ)

τ

çàêëþ÷àåì, ÷òî σ̂ òàêæå âîçðàñòàåò, à
σ̂(r)

r
óáûâàåò íà (0; 1]. Äàëåå,

èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (1.3) î÷åâèäíî, ÷òî σ̂ ∈ C1(0; 1], è âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

σ(r) ≤ σ̂(r) ≤ 2σ(r/2), r ∈ (0; 1]. (1.4)

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1.4) âëå÷åò σ̂ ∈ D. Íàêîíåö, ïåðâîå èç íåðà-
âåíñòâ â (1.4) ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü âî âñåõ îöåíêàõ σ̂ âìåñòî σ.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ζ : Ω→ R óäîâëåòâîðÿåò:

• óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1], åñëè

|ζ(x)− ζ(y)| ≤ C|x− y|α äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω;

• óñëîâèþ Äèíè, åñëè

|ζ(x)− ζ(y)| ≤ σ(|x− y|) äëÿ âñåõ x, y ∈ Ω,

è σ ∈ D.

Äàëåå, Ck,α(Ω) è Ck,D(Ω) ïðè k ≥ 0 � ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ó êîòîðûõ
ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì
α ∈ (0, 1] (ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèþ Äèíè). Ôóíêöèè èç C0,1(Ω) íàçûâà-
þòñÿ ëèïøèöåâûìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ Rn ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck, k ≥ 0, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò r > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ ∂Ω ìíîæåñòâî
Br(x

0) ∩ ∂Ω â ïîäõîäÿùåé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åñòü ãðàôèê
íåêîòîðîé ôóíêöèè xn = f(x′), ãäå f ∈ Ck(G) (çäåñü G � êàêàÿ-òî îá-
ëàñòü â Rn−1)5. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îáëàñòè êëàññîâ Ck,α è Ck,D.

Îáëàñòè êëàññà C0,1 íàçûâàþò ñòðîãî ëèïøèöåâûìè.

Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå âíóòðåííåãî øàðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæ-
äîé òî÷êè ãðàíèöû ∂Ω ìîæíî êîñíóòüñÿ øàðîì ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà,
ïîëíîñòüþ ëåæàùèì â Ω.

Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì T(φ, h) (çäåñü h > 0, φ : [0,+∞) 7→ [0,+∞) �
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, φ(0) = 0) îáëàñòü (òåëî)

T(φ, h) =
{
x ∈ Rn

∣∣φ(|x′|) < xn < h
}
.

Åñëè êàæäîé òî÷êè x0 ∈ ∂Ω ìîæíî êîñíóòüñÿ êîíãðóýíòíûì T(φ, h) òå-
ëîì ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0, ïîëíîñòüþ ëåæàùèì â Ω, ïðè÷åì φ, h íå
çàâèñÿò îò x0, òî ãîâîðÿò, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

• âíóòðåííåãî C1,α-ïàðàáîëîèäà, α ∈ (0, 1], åñëè φ(s) = Cs1+α (ïðè
α = 1 ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì âíóòðåííåãî øàðà);

• âíóòðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà, åñëè φ′(0+) = 0, è φ′ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Äèíè;

5 Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî U ∩ Ω ëåæèò ñ îäíîé ñòîðîíû îò ãðàôèêà.
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• âíóòðåííåãî êîíóñà, åñëè φ(s) = Cs.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ âíåøíåãî øàðà, âíåøíåãî ïàðà-
áîëîèäà è âíåøíåãî êîíóñà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáëàñòü êëàññà C1,1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì âíóò-
ðåííåãî è âíåøíåãî øàðà (áîëåå òîãî, ýòè óñëîâèÿ ñîâìåñòíî ðàâíîñèëü-
íû C1,1-ãëàäêîñòè îáëàñòè, ñì., íàïðèìåð, [20, Ëåììà 2]). Àíàëîãè÷íî,
îáëàñòè êëàññà C1,α � ýòî â òî÷íîñòè îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
âíóòðåííåãî è âíåøíåãî C1,α-ïàðàáîëîèäà; îáëàñòè êëàññà C1,D � îáëàñòè,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà6;
ñòðîãî ëèïøèöåâû îáëàñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì âíóòðåííåãî è âíåø-
íåãî êîíóñà7.

2 Îïåðàòîðû íåäèâåðãåíòíîãî âèäà

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:

L ≡ −aij(x)DiDj + bi(x)Di. (2.1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå A = (aij), b = (bi). Â ñëó÷àå b ≡ 0 âìåñòî L áóäåì
ïèñàòü L0.

Ìàòðèöà ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ A ñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè ñ âûðîæäåíèåì

aij(x)ξiξj ≥ 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn (2.2)

èëè óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè

ν|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ ν−1|ξ|2 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn (2.3)

(çäåñü ν ∈ (0, 1] � êîíñòàíòà, èìåíóåìàÿ êîíñòàíòîé ýëëèïòè÷íîñòè).
Â �� 2.1�2.2 ìû ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèå (2.2) èëè (2.3) âûïîëíåíî ïðè

âñåõ x ∈ Ω. Íà÷èíàÿ ñ � 2.3, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A �
èçìåðèìûå ôóíêöèè, è óñëîâèå (2.2) èëè (2.3) âûïîëíåíî ïðè ïî÷òè âñåõ
x ∈ Ω.

6Áåç íàëîæåíèÿ àïðèîðíîãî óñëîâèÿ �ãðàíèöà îáëàñòè ëîêàëüíî åñòü ãðàôèê ôóíê-
öèè� ýòè ðàâíîñèëüíîñòè áûëè äîêàçàíû â [16].

7Çäåñü, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ñäåëàííîìó â [16], ðàâíîñèëüíîñòè óæå íåò. Êîíòð-
ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ëèïøèöåâà, íî íå ñòðîãî ëèïøèöåâà îáëàñòü, ñîñòàâëåííàÿ
èç äâóõ �êèðïè÷åé� (ñì., íàïðèìåð, [21, ñ.39]).
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Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ îïåðàòîðîâ áîëåå îáùåãî âèäà L+ c(x) è ñèëüíûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà, è ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â ôîðìå, ïðè-
âåäåííîé âî ââåäåíèè, î÷åâèäíî íå âûïîëíÿþòñÿ (ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñëóæèò êîíòðïðèìå-
ðîì äàæå äëÿ ñëàáîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà). Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî íà-
êëàäûâàþò óñëîâèå íà çíàê êîýôôèöèåíòà c(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ìèíèìóìà. Ïðèâåäåì äâå ïàðû ïðîñòûõ óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L ñïðàâåäëèâ ñèëüíûé ïðèíöèï
ìàêñèìóìà.

(à) Ïóñòü c ≥ 0, c 6≡ 0. Åñëè Lu + cu ≥ 0 â Ω, òî u íå ìîæåò
äîñòèãàòü îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà â Ω.

(á) Ïóñòü c ≤ 0, c 6≡ 0. Åñëè Lu + cu ≥ 0 â Ω, òî u íå ìîæåò
äîñòèãàòü íåîòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà â Ω, çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ u ≡ 0.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L â îáëàñòè Ω ñïðàâåäëèâà ëåì-
ìà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.

(à) Ïóñòü Lu + cu ≥ 0 â Ω, c ≥ 0, c 6≡ 0. Åñëè u äîñòèãàåò
îòðèöàòåëüíîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå
x0 ∈ ∂Ω, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∂nu(x0) > 0.

(á) Ïóñòü Lu + cu ≥ 0 â Ω, c ≤ 0, c 6≡ 0. Åñëè u äîñòèãà-
åò íåîòðèöàòåëüíîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íîé
òî÷êå x0 ∈ ∂Ω, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∂nu(x0) > 0, çà
èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ 0.

Âñå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ìèíèìóìà íåðàâåíñòâî Lu+ cu ≥ 0 âëå÷åò Lu ≥ 0.

2.1 Êëàññè÷åñêèé ïåðèîä: îò Ãàóññà è Íåéìàíà

äî Õîïôà è Îëåéíèê

Íàïîìíèì, ÷òî ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé â òðåõìåðíîé îáëàñòè áûë ïîëó÷åí Ê.Ô. Ãàóññîì [1] íà îñíîâå ïîëó-
÷åííîé èì òåîðåìû î ñðåäíåì8. Ïîñêîëüêó ýòà òåîðåìà äëÿ ãàðìîíè÷å-

8Îáøèðíûé îáçîð òåîðåì î ñðåäíåì äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé ñîäåðæèòñÿ
â [22], ñì. òàêæå [23].
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ñêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà â ëþáîì Rn, äîêàçàòåëüñòâî Ãàóññà î÷åâèäíî
ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ðàçìåðíîñòè è, áîëåå òîãî, ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ðàâíîìåðíî ýë-
ëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áîëåå îáùåãî âèäà L + c(x) ñ C2-ãëàäêèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè (â ôîðìå, óêàçàííîé â ï. 1(à) Çàìå÷àíèÿ 2.1) áûëî äàíî:

• â 1892 ãîäó ïðè c(x) > 0 â äâóìåðíîì ñëó÷àå [24];

• â 1894 ãîäó ïðè c(x) > 0 â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå [25];

• â 1905 ãîäó ïðè c(x) ≥ 0 â äâóìåðíîì ñëó÷àå [26] (ñì. òàêæå [27]).

Âàæíåéøèé øàã áûë ñäåëàí â 1927 ãîäó Ý. Õîïôîì [28]9 (ñì. òàêæå
[30]). Õîòÿ â ýòîé ðàáîòå ñïðàâåäëèâîñòü ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà óñòàíîâëåíà äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âèäà (2.1) ñ
íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ôàêòè÷åñêè äîêàçàòåëüñòâî Õîïôà áåç
èçìåíåíèé ïðîõîäèò äëÿ îïåðàòîðîâ ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

Åùå îäíî ñóùåñòâåííîå íàáëþäåíèå ñäåëàíî â [28] äëÿ îïåðàòîðîâ
âèäà L + c(x). Êðîìå î÷åâèäíîãî óòâåðæäåíèÿ ï. 1(à) Çàìå÷àíèÿ 2.1,
Õîïô ïîêàçàë, ÷òî åñëè Lu + cu ≥ 0 â Ω, òî áåç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé
íà çíàê êîýôôèöèåíòà c(x) ôóíêöèÿ u íå ìîæåò äîñòèãàòü íóëåâîãî

ìèíèìóìà â Ω, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ 010.

Êàê óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé áû-
ëà âïåðâûå óñòàíîâëåíà Ñ. Çàðåìáîé [4] äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
ïðè óñëîâèè âíóòðåííåãî øàðà íà ãðàíèöó òðåõìåðíîé îáëàñòè. Äîêàçà-
òåëüñòâî Çàðåìáû, êðîìå ñëàáîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, èñïîëüçóåò ëèøü
ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå, ïîýòîìó
îíî ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå ïðîõîäèò äëÿ ñóïåðãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñóùåñòâóåò àëüòåðíà-
òèâíàÿ (ðàâíîñèëüíàÿ) ôîðìóëèðîâêà ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé:

9Àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ ñîäåðæèòñÿ â [29], íî ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà â ýòîé ðà-
áîòå íå óñòàíîâëåí.

10Â 1954 ãîäó À.Ä. Àëåêñàíäðîâ [31] äàë äðóãîå, ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ïóñòü G � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà â îáëàñòè Ω. Åñëè x ∈ Ω, x0 ∈ ∂Ω, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∂nG(x, x0 ) > 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî Ê. Íåéìàíîì [32] åùå â 1888 ãîäó â
äâóìåðíîé C2-ãëàäêîé âûïóêëîé îáëàñòè. Äàëåå îíî îáîáùàëîñü:

• â 1901 ãîäó äëÿ äâóìåðíîé îáëàñòè êëàññà C2, ñòðîãî çâåçäíîé îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè [33];

• â 1909 ãîäó äëÿ äâóìåðíîé îáëàñòè êëàññà C2 îáùåãî âèäà [34];

• â 1912 ãîäó äëÿ äâóìåðíîé îáëàñòè êëàññà C1,α, α ∈ (0, 1) [35];

• â 1918 ãîäó äëÿ òðåõìåðíîé îáëàñòè êëàññà C1,1 [36] (ñì. òàêæå
[37])11.

Äëÿ îïåðàòîðà −∆ + bi(x)Di + c(x) ïðè c(x) ≥ 0 â äâóìåðíîé îáëà-
ñòè êëàññà C2,α, α ∈ (0, 1), ýòî óòâåðæäåíèå áûëî óñòàíîâëåíî â 1924
ãîäó [38]. Â äàëüíåéøåì, îäíàêî, ïî÷òè âñå èçâåñòíûå íàì ðåçóëüòàòû
ôîðìóëèðîâàëèñü â âèäå îáû÷íîé ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé12.

Â 1931 ãîäó áûëî âïåðâûå îòìå÷åíî [39] (äëÿ îïåðàòîðà −∆ + c(x)
ïðè c(x) ≥ 0 â äâóìåðíîé îáëàñòè êëàññà C2), ÷òî ëåììà î íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé íà ñàìîì äåëå âåðíà äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ëþáîìó ñòðîãî
âíóòðåííåìó íàïðàâëåíèþ ` (òî åñòü ïî íàïðàâëåíèþ, îáðàçóþùåìó ñ
âíóòðåííåé íîðìàëüþ îñòðûé óãîë).

Â 1932 ãîäó Æ. Æèðî [40, Ch. V] äîêàçàë ëåììó î íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé13 äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ L+ c(x), c(x) ≥ 0, ñ
êîýôôèöèåíòàìè êëàññà C0,α, α ∈ (0, 1), â n-ìåðíîé îáëàñòè êëàññà C1,1. Â
ðàáîòå [41] ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé, êîãäà ìëàäøèå

11Â [36] è [37] àâòîð äåêëàðèðóåò óòâåðæäåíèå äëÿ îáëàñòè êëàññà C1,α, α ∈ (0, 1).
Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèé ôàêò: äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ ∂Ω
ìîæíî âûáðàòü òî÷êó x ∈ Ω òàê, ÷òî x0 áóäåò áëèæàéøåé ê x òî÷êîé ãðàíèöû. Ýòîò
ôàêò íåâåðåí äëÿ îáëàñòåé êëàññà C1,α ïðè α < 1.

12Âåðîÿòíî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïåðåìåííûìè ñòàðøèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè äîêàçàòåëüñòâî àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëèðîâêè çàìåòíî ñëîæíåå, à â
îáùåì ñëó÷àå èçìåðèìûõ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèÿ Ãðèíà íå îïðåäåëåíà.

13Âìåñòî íîðìàëè n Æèðî èñïîëüçóåò êîíîðìàëü nL ñ êîîðäèíàòàìè nLi = aijnj ,
÷òî äàåò ðàâíîñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâåííî, ÷òî îí ðàññìàòðèâàåò òàêæå ñëó-
÷àé u(x0) = 0 áåç óñëîâèÿ íà çíàê c(x); ñð. ï. 2(à) Çàìå÷àíèÿ 2.1.
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êîýôôèöèåíòû ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè íà ìíîæåñòâå M � îáúåäèíåíèè
êîíå÷íîãî ÷èñëà C1,α-ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè 1, ïðè÷åì

|bi(x)|, |c(x)| ≤ C · dist γ−1(x,M), γ ∈ (0, 1).

Â 1937 ãîäó âïåðâûå áûëî ñóùåñòâåííî îñëàáëåíî óñëîâèå íà ãðàíèöó
îáëàñòè: â ðàáîòå [42] áûëà äîêàçàíà ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â (òðåõìåðíîé) îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ âíóòðåííåãî C1,α-ïàðàáîëîèäà14.

Íàêîíåö, êëþ÷åâîé øàã áûë ñäåëàí Ý. Õîïôîì [44] è Î.À. Îëåéíèê
[45], êîòîðûå îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äîêàçàëè ëåììó î íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ íåïðåðûâíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè óñëîâèè âíóòðåííåãî øàðà íà ãðàíèöó îáëàñòè.
Äîêàçàòåëüñòâà â [45] è [44] îñíîâàíû íà îäíîé è òîé æå èäåå è, êàê è â
[28], áåç èçìåíåíèé ïðîõîäÿò äëÿ îïåðàòîðîâ ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè15.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
[28] è [44]�[45].

Òåîðåìà 2.1. A. Ïóñòü L � îïåðàòîð âèäà (2.1), ôóíêöèè aij, bi è c
îãðàíè÷åíû â Ω, âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3), u ∈ C2(Ω), è Lu + cu ≥ 0 â Ω.
Òîãäà

À1. ôóíêöèÿ u íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω íóëåâîãî ìèíèìóìà, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ 0.

À2. Åñëè c ≥ 0, òî u íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω îòðèöàòåëüíîãî
ìèíèìóìà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ const è c ≡ 0.

À3. Åñëè c ≤ 0, òî u íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω ïîëîæèòåëüíîãî
ìèíèìóìà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ const è c ≡ 0.

14Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ (íàïðèìåð, [43] è [16]) ìîæíî óâèäåòü óòâåðæäåíèå, ÷òî
ïîäîáíîå óñëîâèå íà îáëàñòü áûëî ðàññìîòðåíî åùå Æèðî. Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòü òåî-
ðåì â [40] è [41] äîêàçûâàþòñÿ äëÿ îáëàñòåé êëàññà C1,α, íî â ëåììå î íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé òðåáóåòñÿ α = 1.

15Õîïô ðàññìàòðèâàåò îïåðàòîðû âèäà (2.1), Îëåéíèê � îïåðàòîðû L + c(x) ïðè
óñëîâèè c(x) ≥ 0, u(x0) ≤ 0. Êðîìå òîãî, â [45] âìåñòî íîðìàëè áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
íàïðàâëåíèå, èìåþùåå ñ n îñòðûé óãîë.
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Á. Ïóñòü âäîáàâîê îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíóòðåííåãî
øàðà, ôóíêöèÿ u 6≡ const íåïðåðûâíà â Ω. Îáîçíà÷èì x0 òî÷êó ∂Ω, â
êîòîðîé u äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.1)
ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

Á1. Åñëè u(x0) = 0 16;

Á2. Åñëè u(x0) < 0 è c ≥ 0;

Á3. Åñëè u(x0) > 0 è c ≤ 0.

Ïðè ýòîì â (1.1) ìîæíî çàìåíèòü íîðìàëü n íà ëþáîå ñòðîãî âíóò-
ðåííåå íàïðàâëåíèå `.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé c ≡ 0. Ïðåæäå âñåãî,
óñòàíîâèì äëÿ îïåðàòîðà L ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà â îáëàñòè π äî-
ñòàòî÷íî ìàëîãî äèàìåòðà d.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî Lu ≥ 0 â π è u|∂π ≥ 0, íî u(x0) = −A < 0
äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ π. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

uε(x) = u(x)− ε|x− x0|2.

Î÷åâèäíî, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìååì

uε|∂π ≥ −εd2 > −A = uε(x0).

Ïîýòîìó uε äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x1 ∈ π.
Â òî÷êå ìèíèìóìà Duε(x1) = 0, è ìàòðèöà D2uε(x1) íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà, è ïîòîìó Luε(x1) ≤ 0.

Íî óñëîâèå Lu ≥ 0 âëå÷åò

Luε ≥ 2ε
(
aijδij − bi(xi − x0

i )
)
≥ 2ε(nν − d sup |b(x)|) > 0 â π,

åñëè d < d0 := nν
sup |b(x)| . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäå-

íèå.

2. Òåïåðü äîêàæåì äëÿ L ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ïðåäïîëî-
æèì, íàïðîòèâ, ÷òî Lu ≥ 0 â Ω è u 6≡ const, íî ìíîæåñòâî

M = {x ∈ Ω
∣∣u(x) = inf

Ω
u} (2.4)

16Ýòî óòâåðæäåíèå áåç óñëîâèÿ íà çíàê c(x), ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûëî âûäåëåíî
â [46], ñì. òàêæå [47].
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íå ïóñòî. Äîïîëíåíèå Ω \M îòêðûòî, è ïîòîìó íàéäåòñÿ ëåæàùèé â íåì
øàð, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò òî÷êó èç M . Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäè-
íàò â öåíòð ýòîãî øàðà è îáîçíà÷èì çà r ðàäèóñ øàðà, çà x0 òî÷êó èç
∂Br ∩M è çà π êîëüöî Br \ B r

2
. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî r < d0

2
.

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè π áàðüåðíóþ ôóíêöèþ17

vs(x) = |x|−s − r−s. (2.5)

Îöåíèì Lvs ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè (2.3):

Divs(x) = −sxi|x|−s−2; DiDjvs(x) = s(s+ 2)xixj|x|−s−4 − sδij|x|−s−2;

Lvs(x) = |x|−s−2 ·
(
− s(s+ 2)aij

xi
|x|

xj
|x|

+ saijδij − sbixi
)

≤ s|x|−s−2 ·
(
− (s+ 2)ν + nν−1 + r sup

Ω
|b(x)|

)
.

Âûáåðåì s íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûðàæåíèå â ïîñëåäíåé ñêîáêå
áûëî îòðèöàòåëüíûì. Òîãäà ïðè ëþáîì ε > 0 ôóíêöèÿ wε = u−inf

Ω
u−εvs

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Lwε ≥ 0 â π.
Äàëåå, ∂π = ∂Br ∪ ∂B r

2
. Î÷åâèäíî, wε|∂Br ≥ 0. Òàê êàê Br ⊂ Ω \M ïî

ïîñòðîåíèþ, íà ∂B r
2
ôóíêöèÿ u−inf

Ω
u îòäåëåíà îò íóëÿ, è äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ε > 0 èìååì wε|∂B r
2
≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ê wε â π ïðèìåíèì

ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà, è wε ≥ 0 â π.
Íî wε(x0) = 0, è ïîòîìó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà `, íàïðàâëåííîãî âíóòðü

π, èìååì ∂`w
ε(x0) ≥ 0, òî åñòü

∂`u(x0) ≥ ε∂`vs(x
0) > 0,

÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â òî÷êå ìèíèìóìà Du(x0) = 0. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

3. Äîêàæåì òåïåðü äëÿ L ëåììó î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ïî óñëî-
âèþ ìîæíî âûáðàòü øàð ðàäèóñîì r, êàñàþùèéñÿ ∂Ω â òî÷êå x0. Ïîìå-
ñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð ýòîãî øàðà. Ñîãëàñíî ñèëüíîìó ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà, u > u(x0) â Br. Äàëåå äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ÷àñòè 2 äîêàçà-
òåëüñòâà äàåò íåðàâåíñòâî (1.1), â êîòîðîì n ìîæíî çàìåíèòü íà `.

17Õîïô è Îëåéíèê èñïîëüçîâàëè äðóãèå áàðüåðíûå ôóíêöèè. Ïî-âèäèìîìó, ôóíê-
öèÿ (2.5) áûëà âïåðâûå ââåäåíà äëÿ ýòîé öåëè â [48], ñì. òàêæå [49] è [50, ãë. 1].
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4. Íàêîíåö, îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ c ≡ 0. Óòâåðæäåíèÿ À2, À3, Á2 è
Á3 íåìåäëåííî ñëåäóþò èç Çàìå÷àíèÿ 2.1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà À1 è Á1 ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ u â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ u = ψv, ãäå ψ > 0 è v ≥ 0 â Ω. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

0 ≤ Lu+ cu

ψ
= L̃v := −aijDiDjv + b̃iDiv + c̃v, (2.6)

ãäå

b̃i = bi − 2aijDjψ

ψ
, c̃ =

Lψ + cψ

ψ
.

Òåïåðü ïîëîæèì ψ(x) = exp(λx1). Òîãäà

Lψ + cψ = ψ(−a11λ2 + b1λ+ c) ≤ ψ(−νλ2 + sup
Ω
b1(x)λ+ sup

Ω
c(x)).

Âûáåðåì λ íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûðàæåíèå â ïîñëåäíåé ñêîáêå áû-
ëî îòðèöàòåëüíûì. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà L̃, îïðåäåëåííîãî â (2.6), ñïðà-
âåäëèâû ïï. 1(á) è 2(á) Çàìå÷àíèÿ 2.1. Â ÷àñòíîñòè, v íå ìîæåò îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü âíóòðè îáëàñòè, ÷òî äàåò À1. Ïîñêîëüêó u(x0) = 0 âëå÷åò
Du(x0) = ψ(x0)Dv(x0), èç ï. 2(á) äëÿ ôóíêöèè v ñëåäóåò Á1 äëÿ u.

2.2 Ðàñøèðåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Óòî÷íåíèå óñëîâèé íà ãðàíèöó îáëàñòè

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ áàçîâûõ ðåçóëüòàòîâ [44]�[45] óñèëèÿìè ìíîãèõ àâòîðîâ
òåìàòèêà ðàçâèâàëàñü ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì:

1. ðàñøèðåíèå êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òî åñòü îñëàá-
ëåíèå òðåáîâàíèé íà ñòàðøèå è ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû;

2. ðàñøèðåíèå êëàññà îáëàñòåé, òî åñòü ñíèæåíèå òðåáîâàíèé íà ãðà-
íèöó îáëàñòè (äëÿ ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé);

3. óòî÷íåíèå ïðåäåëîâ ïðèìåíèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé,
äîñòèãàåìîå ïîñòðîåíèåì ðàçëè÷íûõ êîíòðïðèìåðîâ.

Îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ íà÷íåì ñ ðàáîòû Ê. Ïó÷÷è [51]�[52], â êîòîðîé
ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé óñòàíîâëåíà â îáëàñòè Ω = Br äëÿ
áîëåå øèðîêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ, ÷åì â [44]�[45]. Èìåííî, äîïóñêàåòñÿ
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âûðîæäåíèå óñëîâèÿ ýëëèïòè÷íîñòè íà êàñàòåëüíûõ ê ∂Ω íàïðàâëåíèÿõ,
à ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

|bi(x)| ≤ σ(d(x))

d(x)
, 0 ≤ c(x) ≤ σ(d(x))

d2(x)
, σ ∈ D. (2.7)

Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà Ïó÷÷è ñëóæèò áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ

v(x) =

d(x)∫
0

τ∫
0

σ(t)

t
dtdτ + κd(x)

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíòû κ. Ýòà ôóíêöèÿ è ðàçëè÷íûå åå âà-
ðèàöèè èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.

Åñëè óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè âûðîæäàåòñÿ åùå áîëüøå, òî ñèëüíûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà â êëàññè÷åñêîì âèäå íå âûïîëíÿåòñÿ. À.Ä. Àëåêñàí-
äðîâ â ñåðèè ðàáîò [53]�[57] äàë äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ îïèñàíèå ñòðóê-
òóðû ìíîæåñòâà íóëåé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè u, óäîâëåòâîðÿþùåé
íåðàâåíñòâó Lu+ cu ≥ 0 â Ω18.

Â ðàáîòàõ Ð. Âûáîðíîãî [63]�[64] ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
áûëà äîêàçàíà äëÿ îïåðàòîðà L+ c(x) â îáëàñòè êëàññà19 C1,D. Ïðè ýòîì
íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà íàêëàäûâàëèñü òàêèå æå óñëîâèÿ, êàê â
[51]20.

Ê ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòàòû [63]�[64] íå ïîëó÷èëè äîëæíîé èçâåñòíîñòè.

Â ðàáîòå [66] äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè êëàññà C1,D áûëè ïî-
ëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå21.
Â ÷àñòíîñòè, áûëà äîêàçàíà ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â ôîðìå
Íåéìàíà (íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ãðèíà íà ∂Ω ïîëîæèòåëü-
íà), à òàêæå ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå C1,D íà
ãðàíèöó îáëàñòè íåëüçÿ îñëàáèòü äî C1. Èìåííî, åñëè φ′ íå óäîâëåòâîðÿåò

18Ýòà ïðîáëåìà îáñóæäàåòñÿ òàêæå â [58, ãë. III] è â [59]�[60]; â [61] ðàññìîòðåíû
íåêîòîðûå îïåðàòîðû ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè; ñì. òàêæå [62].

19Òî÷íåå, Âûáîðíû ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ρ ∈ C2(Ω)∩C1(Ω), òàêàÿ

÷òî ρ(x) = 0 è Dρ 6= 0 íà ∂Ω, ρ > 0 è |D2ρ(x)| ≤ σ(ρ(x))
ρ(x) â Ω, ãäå σ ∈ D. Ñóùåñòâîâàíèå

(ëîêàëüíîå) òàêîé ôóíêöèè äëÿ îáëàñòè êëàññà C1,D áûëî äîêàçàíî â [65].
20Âûáîðíû äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ï. 2(à) Çàìå÷àíèÿ 2.1, â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè-

÷åíèå íà êîýôôèöèåíò c(x) ñâåðõó â (2.7) èçëèøíå.
21Ïðè áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà îáëàñòü íåêîòîðûå èç ýòèõ îöåíîê áûëè

óñòàíîâëåíû ðàíåå â [67] è [68].
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óñëîâèþ Äèíè â íóëå, òî â ïàðàáîëîèäå T(φ, h) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
∂nG(x, 0) = 0.

Îäíîâðåìåííî ñ [66] áûëà îïóáëèêîâàíà çàìåòêà [69]. Â íåé áûëè
âûâåäåíû òîíêèå àñèìïòîòèêè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè
íåãëàäêèõ òî÷åê ãðàíèöû. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
ãàðìîíè÷åñêàÿ â ïàðàáîëîèäå T(φ, h) ôóíêöèÿ u äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ â åãî âåðøèíå x0 = 0, òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ïîëîæèòåëüíîñòè ∂`u(0) äëÿ ëþáîãî ñòðîãî âíóòðåííåãî íàïðàâëåíèÿ `
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Äèíè äëÿ ôóíêöèè φ′ â íóëå (ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíî-
ñèëüíî ïîëó÷åííîìó â [66]).

Ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Lu = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ ∂Ω â
ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå x0 ëèøü óñëîâèþ
âíóòðåííåãî/âíåøíåãî êîíóñà, ïðè óñëîâèè bi(x) = o(|x − x0|−1) èçó÷à-
ëîñü, ñîîòâåòñòâåííî, â [70]�[71] è â [72].

Áîëüøîé öèêë ðàáîò ïî îáîáùåíèþ ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ïðèíàäëåæèò Á.Í. Õèì÷åíêî è Ë.È. Êàìûíèíó.

Â ñòàòüå [73] (ñì. òàêæå [74]) ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà áûëà óñòàíîâëåíà äëÿ îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ âíóòðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà. Äàëåå, â ýòîé ðàáîòå (ñì. òàêæå
[75]) áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ∂Ω äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è

−∆u = f â Ω, u
∣∣
∂Ω

= 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíåøíåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà22,
à |f(x)| ≤ Cdγ−1(x), γ ∈ (0, 1). Íàêîíåö, â [73] äàíû ïðèìåðû, ïîêàçûâà-
þùèå, ÷òî óñëîâèÿ íà ãðàíèöó íåëüçÿ çàìåòíî óëó÷øèòü (è ïî ñóùåñòâó
ïîâòîðÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòðïðèìåðû èç [66] è [69]).

Â ðàáîòå [76] ðåçóëüòàòû [73] áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà ðàâíîìåðíî
ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû âèäà L+c(x) ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè bi(x). Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé çäåñü ñôîðìóëèðîâàíà (äëÿ
ëþáîãî ñòðîãî âíóòðåííåãî íàïðàâëåíèÿ) ïðè óñëîâèè, ÷òî �ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðèíöèï ìàêñèìóìà� (÷òî, ïî-âèäèìîìó, îçíà÷àëî
c(x) ≥ 0), à îöåíêà ãðàäèåíòà íà ∂Ω äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Lu+ cu = f â Ω, u
∣∣
∂Ω

= g,

22Çäåñü (âîçìîæíî, âïåðâûå â ëèòåðàòóðå) ìîæíî óñìîòðåòü ïðîÿâëåíèå äâîéñòâåí-
íîñòè îöåíêè ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ íà ∂Ω è ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.
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� ïðè óñëîâèÿõ

|c(x)|, |f(x)| ≤ Cdγ−1(x), γ ∈ (0, 1); g ∈ C1,D(∂Ω).

Â ñòàòüå [43] (ñì. òàêæå [77]) ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïåðåíå-
ñåíà íà ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèå îïåðàòîðû

−aij(x, y)DxiDxj − ãkl(x, y)DykDyl + bi(x, y)Dxi + b̃k(x, y)Dyk + c(x, y),

ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: ìàòðèöà A
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè, ìàòðèöà Ã íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåíà, c(x) ≥ 0, îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíóò-
ðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà, îñü êîòîðîãî íå ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè
y = 0.

Â ðàáîòàõ [78] è [79] (ñì. òàêæå [80]) ðåçóëüòàòû [76] îáîáùàþòñÿ íà
êëàññ ñëàáî âûðîæäàþùèõñÿ îïåðàòîðîâ, ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, áëèçêèì ê [51], [63] (ìëàäøèå êîýôôèöè-
åíòû îãðàíè÷åíû)23.

Íàêîíåö, â ñåðèè ñòàòåé [82]�[88] äàíû òîíêèå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
[53]�[57].

Âåñüìà èíòåðåñíàÿ �îñëàáëåííàÿ� ôîðìà ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé áûëà óñòàíîâëåíà Í.Ñ. Íàäèðàøâèëè [89] (ñì. òàêæå [90]) â îáëà-
ñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ âíóòðåííåãî êîíóñà. Èìåííî, ïóñòü L
� ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà (2.1), è c(x) ≥ 0. Åñëè íåïî-
ñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ u, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Lu + cu ≥ 0, äîñòèãàåò
íàèìåíüøåãî íåïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0 ∈ ∂Ω, òî â ëþáîé

îêðåñòíîñòè x0 íàéäåòñÿ òî÷êà x∗ ∈ ∂Ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ñòðîãî âíóòðåííåãî íàïðàâëåíèÿ ` ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim inf
ε→+0

u(x∗ + ε`)− u(x∗)

ε
> 0.

Â ðàáîòå [91] ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà íåêîòîðûé êëàññ îáëàñòåé
ñ âíåøíèìè �ïèêàìè� è íà ñëàáî âûðîæäàþùèåñÿ (â äóõå [78]) íåäèâåð-
ãåíòíûå îïåðàòîðû.

Â ñòàòüå Ã. Ëèáåðìàíà [65] áûëî ââåäåíî âàæíîå ïîíÿòèå ðåãóëÿ-
ðèçîâàííîãî ðàññòîÿíèÿ24. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ëþáîé

23Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîé òåìàòèêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [81].
24Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòà êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçîâàëàñü è ðàíüøå, ñì., íàïðèìåð,

[92], [63], [64].
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îáëàñòè Ω êëàññà C1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ρ ∈ C2(Rn \ ∂Ω) ∩ C1(Rn), äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíû îöåíêè (çíàêè + è − îòíîñÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê
òî÷êàì x ∈ Ω è x ∈ Rn \ Ω)

C−1d(x) ≤ ±ρ(x) ≤ C d(x);

|Dρ(x)−Dρ(y)| ≤ Cσ(|x− y|);

|D2ρ(x)| ≤ C
σ(|ρ(x)|)
|ρ(x)|

.

Çäåñü σ � îáùèé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé, çàäàþùèõ
∂Ω â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ â [65] ïîëó÷åíà ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé â îáëàñòè êëàññà C1,D ïðè óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû (êàê ñòàðøèå,
òàê è ìëàäøèå), áëèçêèõ ê [51], [63]. Âñëåä çà ýòèì â ðàáîòå [93] áûëè
óñòàíîâëåíû îöåíêè ãðàäèåíòà íà ∂Ω äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â
îáëàñòè êëàññà C1,D ñ ãðàíè÷íûìè äàííûìè g ∈ C1,D(∂Ω), à òàêæå ïðî-
àíàëèçèðîâàíà ãðàíè÷íàÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäàDg ∈ C(∂Ω)
íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ìîíóìåíòàëüíóþ ðàáîòó [16]. Óñëîâèÿ íà êîýôôè-
öèåíòû, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è
ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà, â íåé íåñêîëüêî îñëàáëåíû ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàáîòàìè, ïåðå÷èñëåííûìè ðàíåå, õîòÿ ïðîâåðÿòü ýòè óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâåííî òðóäíåå. Òàêæå â [16] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íîâûå êîíòðïðèìå-
ðû, ïîêàçûâàþùèå òî÷íîñòü ââåäåííûõ óñëîâèé.

2.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îäíîé èç ñàìûõ êðàñèâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ èäåé
â òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ � ïðèíöèïó ìàêñèìóìà À.Ä.
Àëåêñàíäðîâà�È.ß. Áàêåëüìàíà. Òàêîå íàçâàíèå ïîëó÷èëè àïðèîðíûå
îöåíêè ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèé íåäèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèå
îãðîìíîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé è, â ÷àñòíîñòè, èãðàþùèå êëþ÷åâóþ ðîëü
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ëåììû î íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé äëÿ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè ìëàäøèìè êîýôôè-
öèåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà.
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Ïåðâûå îöåíêè ýòîãî òèïà áûëè îïóáëèêîâàíû â [94] è [95]25. Îöåíêà
ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îáùåì ñëó÷àå áûëà ïîëó÷åíà â [101]. Â ýòîé
ðàáîòå, êðîìå òîãî, áûëà äîêàçàíà òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê26. Â 1963
ãîäó Àëåêñàíäðîâ ïðî÷åë â Èòàëèè öèêë ëåêöèé î ñâîåì ìåòîäå, êîòîðûå
áûëè èçäàíû â Ðèìå [104].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà ââåäåì íåêî-
òîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u, ïðè÷åì u
∣∣
∂Ω
< 0.

Îáîçíà÷èì Ω̃ = conv(Ω) âûïóêëóþ îáîëî÷êó Ω è áóäåì â äàëüíåéøåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u+ ïðîäîëæåíà íóëåì íà Ω̃ \ Ω.

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ôóíêöèè u+ íàçîâåì íàèìåíüøóþ ôóíê-
öèþ, âûïóêëóþ ââåðõ è ìàæîðèðóþùóþ u+ â Ω̃. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó
ôóíêöèþ z. Î÷åâèäíî, ÷òî z

∣∣
∂Ω̃

= 0, è ïîäãðàôèê ôóíêöèè z � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî (âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîäãðàôèêà u+). Ìîæíî ïîêàçàòü òàêæå

(ñì. [20]), ÷òî åñëè Ω � îáëàñòü êëàññà C1,1 è u ∈ C1,1(Ω), òî z ∈ C1,1(Ω̃)27.
Ââåäåì åùå òàê íàçûâàåìîå êîíòàêòíîå ìíîæåñòâî

Z = {x ∈ Ω
∣∣ z(x) = u(x)}.

Îïðåäåëèì òåïåðü (âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íîå) íîðìàëüíîå îòîá-

ðàæåíèå (îòîáðàæåíèå ãîäîãðàôà) Φ : Ω̃→ Rn, ïîðîæäàåìîå ôóíê-

öèåé z. Êàæäîé òî÷êå x0 ∈ Ω̃ ýòî îòîáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò âñåâîçìîæ-
íûå âåêòîðû p ∈ Rn, òàêèå, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè π(x) = p ·(x−x0)+z(x0)
ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîäãðàôèêó ôóíêöèè z â òî÷êå x0. Î÷å-
âèäíî, ÷òî åñëè z ∈ C1(Ω̃), òî îòîáðàæåíèå Φ îäíîçíà÷íî â Ω̃ (íî íå â åå
çàìûêàíèè!) è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Φ(x) = Dz(x).

25Èñòîðèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà íåïðîñòà. Ñòàòüÿ [95] îïóáëèêîâàíà ïîçæå, ÷åì êðàò-
êàÿ çàìåòêà [94], íî áûëà ïîäàíà â ïå÷àòü íåñêîëüêî ðàíüøå. Â [96, � 28.1] ñêàçàíî:
�The �rst version of these maximum principles was obtained by Bakelman [97], [98] in
1959�. Íà ñàìîì äåëå ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê ýòè ðàáîòû åùå íå ñîäåðæàò, õîòÿ
èäåÿ èññëåäîâàíèÿ íîðìàëüíûõ èçîáðàæåíèé äëÿ îöåíêè ðåøåíèé ðàçâèâàëàñü ðàíåå
è Àëåêñàíäðîâûì â [99], è Áàêåëüìàíîì â [100], [97], [98]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îáçîðå
[13] çíà÷åíèå ðàáîòû [95] îòðàæåíî íåêîððåêòíî.

26Ðåçóëüòàòû [101] áûëè ïîçæå ïåðåîòêðûòû â [102]�[103]. Â ñâÿçè ñ ýòèì â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íàçâàíèå �Aleksandrov�Bakelman�Pucci (ABP)
maximum principle�.

27Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò íåâåðíûì, åñëè óñëîâèå u
∣∣
∂Ω

< 0 îñëàáèòü

äî u
∣∣
∂Ω
≤ 0.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îïåðàòîð L0 ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü êëàññà C1,1, u ∈ C1,1(Ω) è u
∣∣
∂Ω

< 0.
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2.3). Òîãäà äëÿ
ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè g ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫

Φ(Ω̃)

g(p) dp ≤ 1

nn

∫
Z

g(Du) · (L0u)n

det(A)
dx. (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû îòîáðàæåíèå Φ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ïî ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòå-
ãðàëå∫

Φ(Ω̃)

g(p) dp =

∫
Ω̃

g(Dz)| det(D2z)| dx =

∫
Ω̃

g(Dz) det(−D2z) dx (2.9)

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî (−D2z) � íåîòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ ìàòðèöà).

Åñëè x /∈ Z, òî ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè (ñì., íàïðèìåð, [105, � 17])
òî÷êà (x, z(x)) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ñèìïëåêñà28, ïîëíîñòüþ ëå-
æàùåãî íà ãðàôèêå ôóíêöèè z. Ïîýòîìó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ z â íåêîòî-
ðîì íàïðàâëåíèè ðàâíà íóëþ. Íî â ñèëó çíàêîîïðåäåëåííîñòè D2z(x) ýòî
íàïðàâëåíèå äîëæíî áûòü ãëàâíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, det(−D2z(x)) = 0.

Åñëè æå x ∈ Z, òî óñëîâèå êàñàíèÿ â òî÷êå x äàåò

Dz(x) = Du(x); −D2z(x) ≤ −D2u(x)

(âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì è ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ïî÷òè âñåõ x). Ïîýòîìó èç (2.9) ñëåäóåò∫

Φ(Ω̃)

g(p) dp ≤
∫
Z

g(Du) det(−D2u) dx.

Äàëåå, ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå Z ìàòðèöû A è −D2u íåîòðèöàòåëü-
íî îïðåäåëåíû, ìàòðèöà −A ·D2u èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå

28Â äàííîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì îò 1 äî n.
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÷èñëà. Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì èìååì (çäåñü è äàëåå Tr � ñëåä ìàòðèöû)

det(−D2u) =
det(−A ·D2u)

det(A)
≤ 1

nn
· (Tr(−A ·D2u))n

det(A)
=

1

nn
· (L0u)n

det(A)
,

îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (2.8).

Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå Z âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
u > 0 è L0u ≥ 0, âìåñòî (2.8) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ áîëåå óäîáíàÿ îöåíêà∫

Φ(Ω̃)

g(p) dp ≤ 1

nn

∫
{u>0}

g(Du) ·
(L0u)n+
det(A)

dx. (2.10)

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2), è Tr(A) > 0 ïî÷òè âñþäó
â Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2

n,loc(Ω), òàêîé, ÷òî u
∣∣
∂Ω
≤ 029,

âûïîëíåíà îöåíêà

(max
Ω

u+)n ≤ diamn(Ω)

nn|B1|

∫
Z

(L0u)n

det(A)
dx (2.11)

(çäåñü è äàëåå ñëåäóåò ïîëîæèòü 0/0 = 0, åñëè òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
âîçíèêàåò).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñíà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A, ôóíêöèÿ u è
îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2.1. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé M = max

Ω
u = max

Ω̃
z > 0.

Ïîëîæèì d = diam(Ω) = diam(Ω̃) è ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Φ(Ω̃)
ñîäåðæèò øàð BM/d. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p ∈ BM/d. Ðàññìîòðèì ïëîñ-
êîñòü � ãðàôèê ôóíêöèè π(x) = p · x + h. Âûáðàâ ïîäõîäÿùåå h, ìîæíî
äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòà ïëîñêîñòü áûëà îïîðíîé ê ïîäãðàôèêó ôóíêöèè z â
íåêîòîðîé òî÷êå x0, è çàïèñàòü π(x) = p · (x− x0) + z(x0).

Åñëè x0 ∈ ∂Ω̃, òî z(x0) = 0, è â òî÷êå ìàêñèìóìà ôóíêöèè z èìååì

M = z(x) ≤ p · (x− x0) ≤ |p| · d < M,

29Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî u−ε < 0 âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ∂Ω.
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÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó x0 ∈ Ω̃, îòêóäà

p = Dz(x0) = Φ(x0) ∈ Φ(Ω̃),

è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (2.8) ñ g ≡ 1, ïîëó÷èì

|B1| ·
(
M

d

)n
= |BM/d| ≤ |Φ(Ω̃)| ≤ 1

nn

∫
Z

(L0u)n

det(A)
dx,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò (2.11).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â
(2.11) íå ìåíÿåòñÿ îò äîìíîæåíèÿ ìàòðèöû A íà ïîëîæèòåëüíóþ ôóíê-
öèþ. Ïîýòîìó, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Tr(A) ≡ 1.
Âîçüìåì ôóíêöèþ uε = u − ε è àïïðîêñèìèðóåì Ω èçíóòðè îáëàñòÿ-
ìè ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè. Äàëåå, ïîñêîëüêó îöåíêà (2.11) âûäåðæèâàåò
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â W 2

n , ìîæíî ñ÷èòàòü u
ε ãëàäêîé ôóíêöèåé. Ïðèìå-

íèì îöåíêó (2.11) ê ôóíêöèè uε è ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîìó îïåðàòîðó
L0 − ν∆. Çàòåì ìîæíî ïîëîæèòü ν → 0, à ïîòîì ε→ 0.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü L � îïåðàòîð îáùåãî âèäà (2.1), âûïîëíåíî óñëîâèå
(2.2), è Tr(A) > 0 ïî÷òè âñþäó â Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

h ≡ |b|
det

1
n (A)

∈ Ln(Ω). (2.12)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 2.2,
âûïîëíåíà îöåíêà

max
Ω

u+ ≤ N
(
n, ‖h‖n,{u>0}

)
· diam(Ω)

∥∥∥∥∥ (Lu)+

det
1
n (A)

∥∥∥∥∥
n,{u>0}

. (2.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöàA, ôóíêöèÿ u è îáëàñòü Ω
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2.1. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî
àíàëîãè÷íî âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.

Ïóñòü g = g(|p|). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî BM/d ⊂ Φ(Ω̃), èç (2.10) ïîëó÷àåì

n|B1| ·
M/d∫
0

g(ρ)ρn−1 dρ ≤ 1

nn

∫
{u>0}

g(|Du|) ·
(Lu− biDiu)n+

det(A)
dx. (2.14)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

F =

∥∥∥∥∥ (Lu)+

det
1
n (A)

∥∥∥∥∥
n,{u>0}

+ ε, ε > 0.

Òîãäà äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè (2.14) ìîæíî îöåíèòü ïî íåðàâåíñòâó Ãåëü-
äåðà:

(Lu− biDiu)n+
det(A)

≤ (F
n
n−1 + |Du|

n
n−1 )n−1 ·

(
(Lu)n+

det(A)F n
+ hn

)
.

Ïîëîæèì g(ρ) = (F n + ρn)−1. Òîãäà èç (2.14) ïîëó÷èì

n|B1|
M/d∫
0

ρn−1

F n + ρn
dρ ≤ 1

nn

∫
{u>0}

(F
n
n−1 + |Du|

n
n−1 )n−1

F n + |Du|n
·
(

(Lu)n+
det(A)F n

+ hn
)
dx.

Ó÷èòûâàÿ ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî (x + y)n−1 ≤ 2n−2(xn−1 + yn−1), îò-
ñþäà âûâîäèì

ln
(
1 + Mn

dnFn

)
≤ 2n−2

nn|B1|

(
1 + ‖h‖nn,{u>0}

)
,

èëè

M ≤ d · F
(

exp
(

2n−2

nn|B1|

(
1 + ‖h‖nn,{u>0}

))
− 1
) 1
n
.

Ïîëàãàÿ ε→ 0 â âûðàæåíèè äëÿ F , ïðèõîäèì ê (2.13).

Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íî-
ñòè (2.3), òî èç (2.13) ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2.2 ñëåäóåò áîëåå ïðîñòàÿ
îöåíêà:

max
Ω

u+ ≤ N
(
n,
‖b‖n,{u>0}

ν

)
· diam(Ω)

ν
· ‖(Lu)+‖n,{u>0}. (2.15)

Ïîÿñíèì îòëè÷èå òåîðåìû 2.3 îò íåêîòîðûõ äðóãèõ îöåíîê ìàêñèìó-
ìà.

Äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âèäà (2.1) õîðîøî èçâåñò-
íà îöåíêà ìàêñèìóìà Õîïôà (ñì., íàïðèìåð, [106, Òåîðåìà 3.7]):

max
Ω

u+ ≤ C
(
diam(Ω),

‖b‖∞,{u>0}
ν

)
·
‖(Lu)+‖∞,{u>0}

ν
.
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Çäåñü ìàêñèìóì ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç L∞-íîðìó ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî
îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì â ïðèëîæåíèÿõ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç êîýðöèòèâíûõ îöåíîê â Lr ([106, Òåîðåìà 9.13])
è òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ñëåäóåò, ÷òî

max
Ω

u+ ≤ C · ‖(L0u)+‖r,Ω, r > n/2. (2.16)

Îäíàêî â ýòîé îöåíêå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò ìîäóëåé íåïðåðûâ-

íîñòè êîýôôèöèåíòîâ aij. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äëÿ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, êîãäà êîýôôèöèåíòû aij çàâèñÿò îò ñàìîãî ðåøåíèÿ u è îò
åãî ïðîèçâîäíûõ, îöåíêà (2.16) ìàëî ïîëåçíà.

Îöåíêà Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî íå òðåáóåò íè
íåïðåðûâíîñòè ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, íè îãðàíè÷åííîñòè ìëàäøèõ
êîýôôèöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 2.3 óïîìÿíåì òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà â ôîðìå Áîíè.

Ïóñòü L � îïåðàòîð âèäà (2.1), è âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2). Åñëè ôóíêöèÿ
u äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0 ∈ Ω, òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ess lim inf

x→x0
Lu ≤ 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ ñ îãðàíè÷åííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè â [107] ïðè u ∈ W 2

q (Ω) äëÿ ëþáîãî q > n è â [108] � ïðè
u ∈ W 2

n(Ω)30. Ìû äîêàæåì åãî âàðèàíò äëÿ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åí-
íûìè ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.3. Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ W 2

n,loc(Ω) äîñòè-
ãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0 ∈ Ω, òî

ess lim inf
x→x0

Lu
Tr(A)

≤ 0. (2.17)

30Â [108] áûëî äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî (âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì):

ess lim inf
x→x0

|Du| = 0; ess lim inf
x→x0

D2u ≥ 0.

Îäíàêî äëÿ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîîòíîøåíèå (2.17) îò-
ñþäà íåïîñðåäñòâåííî íå ñëåäóåò.

26



Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå 2.2, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî Tr(A) ≡ 1. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó x0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ïî÷òè âñþäó âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî Lu ≥ δ > 0. Ðàññìîòðèì â øàðå Br ôóíêöèþ

wε(x) = ε
(

1− |x|
2

r2

)
− u(x) + u(0).

Òîãäà wε(0) = ε, è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r èìååì wε|∂Br ≤ 0. Ïðèìåíÿÿ
ê wε â Br îöåíêó (2.15), ïîëó÷àåì

ε ≤ N (n, ‖h‖n,Br) · 2r ·

∥∥∥∥∥ (Lwε)+

det
1
n (A)

∥∥∥∥∥
n,Br

.

Ïîñêîëüêó Lwε = 2ε
r2

(
Tr(A) + bixi

)
− Lu ≤ 2ε

r2

(
1 + r|b|

)
− δ, ýòî äàåò ïðè

ε < δr2

4

ε ≤ N

∥∥∥∥∥(4ε|b| − rδ)+

det
1
n (A)

∥∥∥∥∥
n,Br

(∗)
≤ 4εN

∥∥∥∥(h− rδ

4ε

)
+

∥∥∥∥
n,Br

= o(ε) ïðè ε→ 0

(íåðàâåíñòâî (∗) ñëåäóåò èç det
1
n (A) ≤ Tr(A) = 1). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-

ðå÷èå äîêàçûâàåò (2.17).

À.Ä. Àëåêñàíäðîâ íåîäíîêðàòíî ðàçâèâàë è óñèëèâàë ðåçóëüòàòû [101].
Â ñòàòüå [109] ïîëó÷åíû ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõ-
ëå ÷åðåç ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû îáëàñòè, â [110] îíè ðàñïðîñòðàíåíû íà
áîëåå øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé. Ðàáîòà [111] ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó
äîñòèæèìîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê, â íåáîëüøîé çàìåòêå [112] äîêàçàíà
íåâîçìîæíîñòü â îáùåì ñëó÷àå îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ. Íàêîíåö, â ñòàòüå [113] ïîëó÷åíû ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ðåøåíèÿ
÷åðåç òîíêèå õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòè Ω è íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòà-
òà ïîëó÷åíà îöåíêà ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ íà ∂Ω äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ (êðàòêîå èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äàíî â [114]�[115]).

Â ñåðåäèíå 1970-õ ãîäîâ Í.Â. Êðûëîâ ([116]�[117], ñì. òàêæå [118])
âïåðâûå ïîëó÷èë îöåíêè àëåêñàíäðîâñêîãî òèïà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ. Ïîñëå ýòîãî èññëåäîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ çà-
äà÷ øëî ïî÷òè ïàðàëëåëüíî, íî îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåñòàöèî-
íàðíûõ óðàâíåíèé âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî îáçîðà.
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Â äàëüíåéøåì òåõíèêà ðàáîòû ñ íîðìàëüíûì èçîáðàæåíèåì ñòàëà
ïðèìåíÿòüñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì, îòëè÷íûì îò çàäà÷è Äèðèõëå. Ëîêàëü-
íàÿ îöåíêà ìàêñèìóìà àëåêñàíäðîâñêîãî òèïà äëÿ çàäà÷è ñ íàêëîí-
íîé ïðîèçâîäíîé (íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè çàäàíà ïðîèçâîäíàÿ ïî
íàïðàâëåíèþ íåêàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ) áûëà óñòàíîâëåíà â [119]
äëÿ îãðàíè÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ bi è â [120] â îáùåì ñëó÷àå (ñì. òàêæå
[121] è [122]).

Äëÿ çàäà÷è Âåíòöåëÿ, â êîòîðîé íà ãðàíèöå çàäàåòñÿ îïåðàòîð

L′ ≡ −αij(x)didj + βi(x)Di, di ≡ Di − ninkDk, βi(x)ni ≤ 0,

èìåþùèé âòîðîé ïîðÿäîê ïî êàñàòåëüíûì ïåðåìåííûì, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû â [123], [124] â äâóõ ñëó÷àÿõ: íåâûðîæäåííîì,
êîãäà îïåðàòîð L′ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åí îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ, è âûðîæäåííîì, êîãäà ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà â ãðàíè÷íîì
îïåðàòîðå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû,
íî âåêòîðíîå ïîëå (βi) íåêàñàòåëüíî ê ∂Ω. Âïîñëåäñòâèè ýòè îöåíêè áû-
ëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé îïåðàòîðîâ L è L′ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ìëàäøèìè
êîýôôèöèåíòàìè [125], [126]. Â ñòàòüå [127] áûëè óñòàíîâëåíû ëîêàëüíûå
îöåíêè àëåêñàíäðîâñêîãî òèïà äëÿ ðåøåíèé òàê íàçûâàåìîé äâóõôàç-
íîé çàäà÷è Âåíòöåëÿ. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ óêàçàííûå îöåíêè
ñëóæèëè �ñòàðòîâîé ïëîùàäêîé� äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåðèè àïðèîðíûõ îöå-
íîê, òðåáóåìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êâà-
çèëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ èäåé Àëåêñàíäðîâà � ïåðåíåñåíèå îöå-
íîê ìàêñèìóìà íà óðàâíåíèÿ ñ ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâûìè
÷àñòÿìè èç äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ. Â ðàáîòàõ [128], [122] è
[129] áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êëàññû îïåðàòîðîâ ñ �ñîñòàâíûìè�
êîýôôèöèåíòàìè. Ñòàòüÿ [130] ïîñâÿùåíà îöåíêå àëåêñàíäðîâñêîãî òè-
ïà ÷åðåç íîðìû ïðàâîé ÷àñòè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà. Êàæäûé
èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäèë ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàñøèðåíèþ êëàñ-
ñà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü
îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

Ë. Êàôôàðåëëè [131] óñòàíîâèë îöåíêó Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà
äëÿ òàê íàçûâàåìûõ âÿçêîñòíûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Äàëåå ýòà èäåÿ àêòèâíî ïðèìåíÿëàñü ê ðàçëè÷íûì êëàññàì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [132], [133, Ch.3], [134]� [137]).
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Åùå îäíà ãðóïïà ðàáîò ïîñâÿùåíà îñëàáëåíèþ óñëîâèé íà ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ L. Â 1984 ãî-
äó Å. Ôýéáñ è Ä. Ñòðóê [138] ïîëó÷èëè îöåíêó (2.16) äëÿ îïåðàòîðîâ ñ
èçìåðèìûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè r > r0, ãäå r0 < n � ïî-
êàçàòåëü, çàâèñÿùèé îò êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà (ñì. òàêæå
[139]). Â [140] è [141] ýòà îöåíêà áûëà óñòàíîâëåíà äëÿ çàäà÷è ñ íàêëîííîé
ïðîèçâîäíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ê. Ïó÷÷è [142] ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî
èì ïîíÿòèÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðîâ óñòàíîâèë
íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ çíà÷åíèé r0, ïðè êîòîðûõ òàêàÿ îöåíêà âîçìîæíà
(â ñâÿçè ñ ýòèì ñì. [143] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ îöåíêè (2.16) ïîëó÷åíû ëèøü â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå [144]. Â ðÿäå ðàáîò (ñì. [145] è ïðèâåäåííóþ òàì ëèòå-
ðàòóðó) ðåçóëüòàòû [138] áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà âÿçêîñòíûå ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â ðàáîòå [146] óñòàíîâëåíà ñåðèÿ îöåíîê ìàêñèìóìà ðåøåíèÿ ÷åðåç
Lm-íîðìû ïðàâîé ÷àñòè (çäåñü m ∈ (n/2, n] � öåëîå ÷èñëî) ïðè óñëîâèè,
÷òî ìàòðèöà ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω
ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ñïåöèàëüíîìó âûïóêëîìó êîíóñó â ïðîñòðàí-
ñòâå ìàòðèö. Ñðåäè íåäàâíèõ ïðîäâèæåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè íàçîâåì
ñòàòüþ Í.Ñ. Òðóäèíãåðà [147]. Íåñîìíåííî, ýòè èññëåäîâàíèÿ åùå äàëåêè
îò çàâåðøåíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòó [148], â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ çàâèñè-
ìîñòü îöåíêè ìàêñèìóìà îò õàðàêòåðèñòèê îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü îöåíêó ÷åðåç |Ω| 1n âìåñòî äèàìåòðà îáëàñòè (çàìåòèì, ÷òî
äëÿ âûïóêëûõ îáëàñòåé ýòî áûëî ñäåëàíî åùå â [101]).

Óïîìÿíåì åùå ðàáîòó [149], â êîòîðîé áûë ïîëó÷åí äèñêðåòíûé àíà-
ëîã îöåíêè Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà äëÿ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ.

2.4 Ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè

bi(x) èç ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà

Ïðîñòåéøåå ñëåäñòâèå îöåíêè Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà � ñëàáûé ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (2.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè bi ∈ Ln(Ω)
è ôóíêöèé u ∈ W 2

n(Ω). Áîëåå òîãî, êàê óêàçàíî óæå â [101], ýòà îöåíêà
ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü îïåðàòîð L+ c(x) ñ êîýôôèöèåíòîì c(x) �íåïðà-
âèëüíîãî çíàêà�.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L óäî-
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âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.3. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0, çàâèñÿ-
ùàÿ òîëüêî îò n, diam(Ω) è ‖h‖n,Ω (ôóíêöèÿ h ââåäåíà â (2.12)), òàêàÿ,
÷òî åñëè

h ≡ c−

det
1
n (A)

∈ Ln(Ω), ‖h‖n,Ω < δ

(íàïîìíèì, ÷òî ìû ïîëàãàåì 0/0 = 0, åñëè òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
âîçíèêàåò), òî äëÿ îïåðàòîðà L+ c(x) è ôóíêöèé u ∈ W 2

n,loc(Ω) ñïðàâåä-
ëèâ ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî Lu+ cu ≥ 0 â Ω è u ≥ 0
íà ∂Ω, íî min

Ω
u = −A < 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ uε = −u − ε è ïðèìå-

íèì ê íåé îöåíêó (2.13). Ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå {uε > 0} ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Luε = −Lu ≤ cu ≤ Ac−, ìû ïîëó÷àåì

(A− ε)+ ≤ N (n, ‖h‖n,Ω) · diam(Ω) · ‖h‖n,ΩA,

÷òî íåâîçìîæíî, åñëèN(n, ‖h‖n,Ω)·diam(Ω)·‖h‖n,Ω < 1 è ε > 0 äîñòàòî÷íî
ìàëî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 òåïåðü ïðîõîäèò áåç
èçìåíåíèé äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ñèëüíûõ ñóïåððåøåíèé: u ∈ W 2

n(Ω),
è Lu+ cu ≥ 0 ïî÷òè âñþäó â Ω (êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L èçìåðèìû è
îãðàíè÷åíû). Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ìëàäøèå
êîýôôèöèåíòû èç ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà, áûëè íåîáõîäèìû íîâûå èäåè.

Çàìåòèì, ÷òî ñíèçèòü òðåáîâàíèå bi ∈ Ln(Ω) äî bi ∈ Lp(Ω) ïðè p < n
íåâîçìîæíî: ôóíêöèÿ u(x) = |x|2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−∆u+
nxi
|x|2

Diu = 0 â B1,

íî íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà; êîýôôèöèåíòû bi(x) = nxi
|x|2

ïðè ýòîì ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå Lp(B1) ñ ëþáûì p < n è äàæå â ñëàáîì
ïðîñòðàíñòâå Ln � ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà Ln,∞(B1), íî íå â Ln(B1).

Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ îïåðàòîðîâ ñ bi ∈ Ln(Ω) áûë óñòà-
íîâëåí â [150]. Ìû äîêàæåì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ýòîãî ðåçóëüòàòà31.

31Â [150] ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû âèäà L+ c(x) ïðè óñëîâèè c(x) ≤ h(x)
|x−x0| , ãäå

x0 � òî÷êà (íóëåâîãî) ìèíèìóìà ôóíêöèè u, è h ∈ Ln(Ω). Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèÿ
íà êîýôôèöèåíòû â ýòîé ðàáîòå ìîãóò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ.
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Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü L � îïåðàòîð âèäà (2.1), âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3),
è bi ∈ Ln,loc(Ω). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ W 2

n,loc(Ω), è Lu ≥ 0 ïî÷òè âñþäó
â Ω. Åñëè u äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå
îáëàñòè, òî u ≡ const è Lu ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u 6≡ const, íî ìíîæåñòâî (2.4) íå
ïóñòî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, â Ω\M íàéäåòñÿ øàð, ãðàíèöà
êîòîðîãî ñîäåðæèò òî÷êó x0 ∈ M . Îáîçíà÷èì ðàäèóñ øàðà r

2
è áóäåì

ñ÷èòàòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî Br ⊂ Ω. Îáîçíà÷èì π = Br \ B r
4
è

ðàññìîòðèì â π áàðüåðíóþ ôóíêöèþ (2.5).
Èìååì

Lvs(x) ≤ s|x|−s−2 ·
(
− (s+ 2)ν + nν−1 + r|b(x)|

)
.

Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 2.1, çäåñü ìû íå ìîæåì äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðà-
âåíñòâà Lvs ≤ 0. Îäíàêî âûáðàâ s = nν−2, ìû ïîëó÷èì

Lvs(x) ≤ sr|x|−s−2|b(x)| ≤ 4s+2sr−s−1|b(x)| â π.

Ïî ïîñòðîåíèþ íà ∂B r
4
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî u(x)−u(x0) > 0. Ïîýòîìó

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ôóíêöèÿ wε(x) = εvs(x) − u(x) + u(x0)
íåïîëîæèòåëüíà íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè π.

Ïðèìåíÿÿ ê wε â π îöåíêó (2.15), ïîëó÷àåì

wε(x) ≤ C (n, ν, ‖b‖n,π) ·r ·ε‖(Lvs(x))+‖n,π ≤ C (n, ν, s, ‖b‖n,π) ·εr−s ‖b‖n,π,

è ïîòîìó

u(x)− u(x0) ≥ ε
(
|x|−s − r−s − C (n, ν, s, ‖b‖n,π) ‖b‖n,πr−s

)
. (2.18)

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìîæíî âûáðàòü r ñòîëü ìàëûì, ÷òî
‖b‖n,π ≤ δ. Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.18) â òî÷êå x0 äàåò

0 ≥ εr−s
(

2s − 1− C (n, ν, s, δ) δ
)
,

÷òî íåâîçìîæíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ â [150] áûëî äîêàçàíî òàêîå óòâåðæäåíèå32.

32Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå ïðèâîäèòñÿ â óïðîùåííîì âàðèàíòå.
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Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü îïåðàòîð L è ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ òåîðåìû 2.4. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè U òî÷êè x0 ∈ ∂Ω îáëàñòü óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíóòðåííåãî øàðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

u
∣∣
∂Ω∩U ≡ inf

Ω
u; Du

∣∣
∂Ω∩U ≡ 0. (2.19)

Òîãäà u ≡ const â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæàÿ ôóíêöèþ u êîíñòàíòîé çà ïðåäåëû Ω â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäñòâèå 2.3 ñóùåñòâåííî ñëàáåå ëåììû î íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, ïîñêîëüêó óñëîâèå (2.19) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà
öåëîì êóñêå ãðàíèöû. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííûõ ìëàä-
øèõ êîýôôèöèåíòîâ (êîãäà ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ëåììà î íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äîêàçûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâî), â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 2.4 ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íåâåðíà! Ïðèâåäåì ñîîò-
âåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð (ñì. [151]�[153]).

Ïóñòü u(x) = xn · lnα(|x|−1) â ïîëóøàðå B+
r = Br ∩ {xn > 0}. Òîãäà

ëåãêî âèäåòü, ÷òî u ∈ W 2
n(B+

r ) ïðè r ≤ 1
2
è α < n−1

n
. Äàëåå, ïðÿìîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−∆u+ bn(x)Dnu = 0 ñ |bn| ≤ C(α)

|x| ln(|x|−1)
∈ Ln(B+

r ).

Íàêîíåö, u > 0 â B+
r , è u äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íîé

òî÷êå 0. Îäíàêî ïðè α < 0 î÷åâèäíî èìååì Dnu(0) = 0.

Çàìå÷àíèå 2.4. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî îñëàáëåííàÿ ôîðìà ëåììû
î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (ñì. [89]) â ýòîì ïðèìåðå âåðíà. Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî òàêîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ îáùåãî ðàâíîìåðíî ýëëèï-
òè÷åñêîãî îïåðàòîðà L ñ bi ∈ Ln(Ω), íî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòîò
âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Çàìå÷àíèå 2.5. Ïðèâåäåííûé êîíòðïðèìåð òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî
óñëîâèÿ bi ∈ Ln(Ω) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îöåíêè ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå íà ∂Ω, ïîñêîëüêó ïðè α > 0 èìååì Dnu(0) = +∞.

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñòàòüÿ Î.À. Ëàäûæåíñêîé è Í.Í. Óðàëüöåâîé
[154] (êðàòêîå ñîîáùåíèå áûëî îïóáëèêîâàíî òðåìÿ ãîäàìè ðàíüøå â

32



[155]). Çäåñü âïåðâûå áûë ïðèìåíåí èòåðàöèîííûé ìåòîä îöåíêè ðåøå-
íèÿ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îí âûãëÿäèò òàê.

Ïóñòü â öèëèíäðå Q1,1 çàäàíà ôóíêöèÿ u, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-
íåíèþ Lu = f è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u|xn=0 = 0. Ââåäåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öèëèíäðîâ Qrk,hk , ãäå rk = 2−k, à hk � ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
âûáðàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ, ÷òî hk = o(rk) ïðè k → ∞. Îáî-
çíà÷èì

Mk = sup
Qrk,hk

u(x)

hk

è ïðèìåíèì îöåíêó Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà ê ðàçíîñòè

u(x)−Mkhk · v
(
x′

rk
, xn
hk

)
,

ãäå v � ñïåöèàëüíàÿ áàðüåðíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà, âçÿòàÿ â òî÷êàõ x ∈ Qrk+1,hk+1

, äàåò ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó Mk+1 è Mk. Èòåðèðîâàíèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
ïîëó÷àåì lim sup

k
Mk <∞, ÷òî äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ Dnu(0) ÷åðåç sup

Q1,1

u

è íåêîòîðóþ èíòåãðàëüíóþ íîðìó ïðàâîé ÷àñòè.
Â [154] ýòà ñõåìà áûëà ïðèìåíåíà ê óðàâíåíèþ Lu = f ñ ðàâíîìåðíî

ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì L ïðè óñëîâèÿõ

u ∈ W 2
n(Ω), bi ∈ Lq(Ω), f+ ∈ Lq(Ω), q > n, (2.20)

â îáëàñòè îäíîãî èç äâóõ êëàññîâ:
1) âûïóêëûå îáëàñòè;
2) îáëàñòè êëàññà33 W 2

q .

Â ðàáîòå [128], êàê óæå óïîìèíàëîñü â � 2.3, áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà
àëåêñàíäðîâñêîãî òèïà â Ω ⊂ QR,R äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (2.1) ñ �ñîñòàâ-
íûìè� ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè bi = bi(1) + bi(2) ïðè óñëîâèè

bi(1) ∈ Ln(Ω),
∣∣bi(2)(x)

∣∣ ≤ Cxγ−1
n , γ ∈ (0, 1). (2.21)

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà â [128] áûëà óñòàíîâëåíà îöåíêà ess sup ∂nu
íà ∂Ω â îáëàñòè êëàññà W 2

q , q > n, ïðè óñëîâèÿõ

bi = bi(1) + bi(2); bi(1) ∈ Lq(Ω),
∣∣bi(2)(x)

∣∣ ≤ Cxγ−1
n ,

Lu = f (1) + f (2); f
(1)
+ ∈ Lq(Ω), f

(2)
+ (x) ≤ Cxγ−1

n ,
γ ∈ (0, 1).

33Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè x0 ∈ ∂Ω åñòü îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
U ∩Ω îòîáðàæàåòñÿ íà Q1,1 äèôôåîìîðôèçìîì êëàññà W 2

q , ïðè÷åì íîðìû ïðÿìîãî è
îáðàòíîãî äèôôåîìîðôèçìîâ îöåíèâàþòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x0. Ýòî óñëîâèå
îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü óñëîâèé (2.20) ïðè ëîêàëüíîì ðàñïðÿìëåíèè ãðàíèöû.

33



Â ðàáîòå Ì.Â. Ñàôîíîâà [156] (ñì. òàêæå [157]) áûë ðàçâèò íîâûé
ïîäõîä ê ïðîáëåìå, îñíîâàííûé íà ãðàíè÷íîì íåðàâåíñòâå Ãàðíàêà (ñì.
� 4.3). Ïðè ýòîì åäèíûì ñïîñîáîì óñòàíîâëåíû:

1. ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðè óñëîâèè L0u ≥ 0 â îáëàñòè,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ âíóòðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà34;

2. îöåíêà ñâåðõó äëÿ ∂nu(0) ïðè óñëîâèÿõ L0u ≤ 0, u|∂Ω∩Br = 0, â
îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ âíåøíåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà34.

Â ñòàòüå [152] èòåðàöèîííûé ìåòîä Ëàäûæåíñêîé�Óðàëüöåâîé (íå-
ñêîëüêî óñîâåðøåíñòâîâàííûé) áûë ïðèìåíåí35 äëÿ âûâîäà ëåììû î íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â îáëàñòè Ω = QR,R ïðè óñëîâèÿõ

u ∈ W 2
n,loc(Ω)∩C(Ω), min

Ω
u = u(0); bi ∈ Ln(Ω), bn ∈ Lq(Ω), q > n.

Òàêèì îáðàçîì, îêàçàëîñü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ bi ∈ Ln(Ω) äîñòàòî÷íî
óñèëèòü óñëîâèå òîëüêî íà íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà b.

Â ðàáîòå [153] ïîëó÷åíû íàèáîëåå òî÷íûå íà äàííûé ìîìåíò óñëîâèÿ
ñïðàâåäëèâîñòè êàê ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, òàê è îöåíêè ãðà-
äèåíòà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ÿâíûì îá-
ðàçîì ïðîäåìîíñòðèðîâàíà äâîéñòâåííîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé. Ðåçóëüòàò
äîñòèãàåòñÿ êîìáèíàöèåé òåõíèêè Ëàäûæåíñêîé�Óðàëüöåâîé�Ñàôîíîâà
è îöåíêè àëåêñàíäðîâñêîãî òèïà [122], â êîòîðîé óñëîâèå íà bi(2) èç (2.21)

óòî÷íåíî äî
∣∣bi(2)(x)

∣∣ ≤ σ(xn)
xn

, σ ∈ D.
Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü L � ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà
(2.1) â îáëàñòè Ω = QR,R. Ïóñòü bi = bi(1) + bi(2), è âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

bi(1) ∈ Ln(Ω), ‖bn(1)‖n,Qr,r ≤ σ(r) ïðè r ≤ R;
∣∣bi(2)(x)

∣∣ ≤ σ(xn)

xn
; σ ∈ D.

Ïóñòü òàêæå u ∈ W 2
n,loc(Ω) ∩ C(Ω). Òîãäà

34Â [156] óñëîâèå
∫ ε

0
τ−2φ(τ) dτ < ∞ íà ôóíêöèþ φ, çàäàþùóþ âíóòðåííèé èëè

âíåøíèé ïàðàáîëîèä, ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, íî â [153, Lemma 2.4] ïîêà-
çàíî, ÷òî ïî ñóùåñòâó ïîëó÷åííîå óñëîâèå íà îáëàñòü ýêâèâàëåíòíî îáû÷íîìó.

35Â [152] îòìå÷åíî, ÷òî ïðè bi ∈ Lq(Ω), q > n, ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé áû-
ëà ïî ñóùåñòâó ïîëó÷åíà åùå â [154, Ëåììà 4.4]. Ýòîò ôàêò îñòàâàëñÿ íåçàìå÷åííûì
áîëåå 20 ëåò!
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1. Åñëè u > 0 â QR,R, u(0) = 0, è Lu ≥ 0, òî

inf
0<xn<R

u(0, xn)

xn
> 0.

2. Åñëè u|xn=0 ≤ 0, u(0) = 0, è Lu = f (1) + f (2), ãäå

‖f (1)
+ ‖n,Qr,r ≤ σ(r) ïðè r ≤ R; f

(2)
+ (x) ≤ σ(xn)

xn
,

òî

sup
0<xn<R

u(0, xn)

xn
≤ C,

ãäå C <∞ îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âêëþ÷åíèå ñëàãàåìîãî bi(2) ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, èñïîëüçóþùåå ðåãóëÿðèçîâàííîå ðàññòîÿíèå,
â îêðåñòíîñòè íåäîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû. Òàêèì îáðàçîì ê òåîðåìå
2.5 ñâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ â îáëàñòÿõ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ âíóòðåííåãî/âíåøíåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà36.

Â ðàáîòå [17] áûë ïîñòðîåí íîâûé êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé òî÷-
íîñòü óñëîâèÿ âíóòðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà äëÿ ëåììû î íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé. Ïðèâåäåì åãî ôîðìóëèðîâêó â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü Ω � îáëàñòü, ëîêàëüíî âûïóêëàÿ â îêðåñòíîñòè
íà÷àëà êîîðäèíàò, òî åñòü ïðè íåêîòîðîì R > 0

Ω ∩BR =
{
x ∈ Rn

∣∣F (x′) < xn <
√
R2 − |x′|2

}
,

ãäå F � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, F ≥ 0 è F (0) = 0.
Ïóñòü, äàëåå, u ∈ W 2

n,loc(Ω) ∩ C(Ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L0u = 0 ñ
ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì L0, è u|∂Ω∩BR = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ

δ(r) = sup
|x′|≤r

F (x′)

|x′|

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè â íóëå, òî lim
ε→+0

u(εxn)
ε

= 0.

36Ñð. [158], ãäå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå Dnu(0) äëÿ âÿçêîñòíûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ L0u = f .
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè δ(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè â íóëå, òî Ω óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíóòðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëûõ îáëàñòåé óñëîâèå Äèíè â íóëå
äëÿ ôóíêöèè δ(r) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ëåììû
î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå ïðåäûäóùèå êîíòðïðèìåðû ýòîãî òèïà ([66], [69],

[76] è [156]) òðåáóþò îòñóòñòâèÿ óñëîâèÿ Äèíè äëÿ ôóíêöèè inf
|x′|≤r

F (x′)
|x′| .

Ãðóáî ãîâîðÿ, â íèõ óñëîâèå Äèíè äîëæíî íàðóøàòüñÿ âî âñåõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ, â òî âðåìÿ êàê â òåîðåìå 2.6 äîñòàòî÷íî åãî íàðóøåíèÿ â îäíîì
íàïðàâëåíèè.

Äëÿ îáëàñòåé îáùåãî âèäà â ðàáîòå [157] áûë ïîñòðîåí áîëåå òîíêèé
êîíòðïðèìåð, êîòîðûé, îäíàêî, ñëèøêîì ñëîæåí äëÿ îïèñàíèÿ.

2.5 Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà, êîòîðîå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êîëè÷åñòâåííóþ âåðñèþ ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà, âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ê.Ã.À. Ãàðíàêîì [5] äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé íà ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî Ãàðíàêà îñíîâàíî íà ôîð-
ìóëå Ïóàññîíà, îíî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ôîðìó-
ëèðîâêà Ãàðíàêà âîøëà â áîëüøèíñòâî ó÷åáíèêîâ:

Åñëè u ≥ 0 � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â BR ⊂ Rn, òî

u(0)
(R− |x|)Rn−2

(R + |x|)n−1
≤ u(x) ≤ u(0)

(R + |x|)Rn−2

(R− |x|)n−1
, (2.22)

îòêóäà äëÿ Ω = BR è Ω′ = BθR, θ < 1, íåìåäëåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
(1.2) ñ C =

(
1+θ
1−θ

)n
.

Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëî-
âèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2.3).

Ë. Ëèõòåíøòåéí â ðàáîòå [27] äîêàçàë íåðàâåíñòâî (1.2) äëÿ îïåðàòî-
ðîâ îáùåãî âèäà L+ c(x), c ≥ 0, ñ C2-ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè (òàêæå
â äâóìåðíîì ñëó÷àå).

Â ðàáîòå Äæ. Ñåððèíà [159] íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà ïðè n = 2 áûëî
óñòàíîâëåíî äëÿ îïåðàòîðîâ L + c(x), c ≥ 0, ñ îãðàíè÷åííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí
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â [160]. Äëÿ ñëó÷àÿ n ≥ 3 Ñåððèí òàêæå äîêàçàë (1.2) ïðè óñëîâèè37

aij ∈ C0,D(Ω).

Âàæíîå óëó÷øåíèå áûëî ñäåëàíî Å.Ì. Ëàíäèñîì [161] (ñì. òàêæå [50,
ãë. 1]). Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé èì ëåììû î âîçðàñòàíèè îí äî-
êàçàë íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè äëÿ îïåðàòîðà
L0 ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè �
ðàçáðîñ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A äîñòàòî÷íî ìàë38. Èìåííî, ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ïîñëå äîìíîæåíèÿ
ìàòðèöû A íà ïîäõîäÿùóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ)

Tr(A) ≡ 1, ν >
1

n+ 2
(2.23)

(î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ν ≤ 1
n
, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

âîçìîæíî òîëüêî äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà).
Îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ êëàñ-

ñè÷åñêèõ ðåøåíèé u ∈ C2(Ω).

Íàêîíåö, ðåøàþùèé øàã ïðèíàäëåæèò Í.Â. Êðûëîâó è Ì.Â. Ñàôî-
íîâó [163], [164] (ñì. òàêæå [165]). Ñî÷åòàÿ ìåòîä Ëàíäèñà ñ îöåíêàìè
Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà (â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå) è Êðûëîâà [116]�
[117] (â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå), èì óäàëîñü ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (1.2)
äëÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ [164] è ïàðàáîëè÷åñêèõ [163] óðàâ-
íåíèé ñ îïåðàòîðàìè îáùåãî âèäà L + c(x), c ≥ 0 (ñ îãðàíè÷åííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè), áåç ïðåäïîëîæåíèé î íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû A èëè î
ìàëîñòè ðàçáðîñà åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé39.

Äëÿ îïåðàòîðîâ L ñ óñëîâèåì bi ∈ Ln(Ω) íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà áûëî
äîêàçàíî â [152] (ñì. òàêæå [120]). Â ñòàòüÿõ [167] è [168] ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàí åäèíûé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà äëÿ äèâåð-

37Òî÷íåå, ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Äèíè
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ∂Ω.

38Ïîäîáíûå óñëîâèÿ áûëè âïåðâûå ââåäåíû â [162], ïîýòîìó Ëàíäèñ íàçûâàåò (2.23)
óñëîâèåì êîðäåñîâñêîãî òèïà.

39Çàìåòèì, ÷òî åñëè c ≡ 0, òî èç íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà ëåãêî âûòåêàåò àïðèîðíàÿ
îöåíêà ãåëüäåðîâñêîé íîðìû ðåøåíèÿ. Ðàñïðîñòðàíèâ ýòó îöåíêó, òàêæå ïîëó÷åííóþ
â [163]�[164], íà êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ è Í.Í. Óðàëüöåâà â
äàëüíåéøåì óñòàíîâèëè ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ íåäèâåðãåíòíûõ êâàçèëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé òîëüêî ïðè åñòåñòâåííûõ ñòðóêòóðíûõ óñëîâèÿõ (ñì. îáçîð [166]).
Âïîñëåäñòâèè ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí è íà äðóãèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
êâàçèëèíåéíûõ è ïîëíîñòüþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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ãåíòíûõ è íåäèâåðãåíòíûõ îïåðàòîðîâ. Â òî æå âðåìÿ â [167] áûëî ïîêà-
çàíî40, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ ñìåøàííîãî (äèâåðãåíòíî-íåäèâåðãåíòíîãî)
âèäà

−Di(a
ij(x)Dj)− ãij(x)DiDj

(ìàòðèöû ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ A è Ã óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðàâ-
íîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè) íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ
äàæå ïðè n = 1.

Óïîìÿíåì åùå ðàáîòû [170] è [171], â êîòîðîé íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà è
ãåëüäåðîâñêàÿ íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèé áûëè ðàññìîòðåíû â �àáñòðàêò-
íîì� êîíòåêñòå ìåòðè÷åñêèõ è êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

3 Îïåðàòîðû äèâåðãåíòíîãî âèäà

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:

L ≡ −Di(a
ij(x)Dj) + bi(x)Di (3.1)

(â ñëó÷àå b ≡ 0 âìåñòî L áóäåì ïèñàòü L0), à òàêæå îïåðàòîðû áîëåå
îáùåãî âèäà

L̂ ≡ −Di(a
ij(x)Dj + di) + bi(x)Di + c(x). (3.2)

Ìàòðèöà ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ A ñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè

ν(x)|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ V(x)|ξ|2 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn (3.3)

èëè óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè (2.3) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω. Â
(3.3) ôóíêöèè ν(x) è V(x) ïîëîæèòåëüíû è êîíå÷íû41 ïî÷òè âñþäó â Ω.

Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L̂u = 0 çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñëàáîå ðåøåíèå,
òî åñòü ôóíêöèÿ u ∈ W 1

2,loc(Ω) òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

〈L̂u, η〉 :=

∫
Ω

(aijDjuDiη + biDiu η + diuDiη + cuη) dx = 0

40Â ñâÿçè ñ ýòèì ñì. òàêæå [169].
41Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, â îòëè÷èå îò îïåðàòîðîâ íåäèâåðãåíòíîãî âèäà, ñâîéñòâà îïåðà-

òîðà L íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ.
Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ôóíêöèé ν(x) è V(x) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ðàçäåëüíî.
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âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè η ∈ C∞0 (Ω). Ñîîòâåòñòâåííî,

ñëàáîå ñóïåððåøåíèå (L̂u ≥ 0) � ýòî ôóíêöèÿ u ∈ W 1
2,loc(Ω) òàêàÿ, ÷òî∫

Ω

(aijDjuDiη + biDiu η + diuDiη + cuη) dx ≥ 0 (3.4)

äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ïðîáíîé ôóíêöèè η ∈ C∞0 (Ω). Àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëàáîå ñóáðåøåíèå (L̂u ≤ 0).

Äîêàæåì äëÿ îïåðàòîðà L̂ ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðè ïðîñòåé-
øèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýôôèöèåíòû.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü n ≥ 3, L̂ � îïåðàòîð âèäà (3.2) â îáëàñòè Ω ⊂ Rn,
âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3),

bi, di ∈ Ln(Ω), c ∈ Ln
2
(Ω),

è ôóíêöèÿ u ≡ 1 � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ L̂u = 0 â Ω.
Ïóñòü u ∈ W 1

2,loc(Ω), u ≥ 0 íà ∂Ω42, è L̂u ≥ 0 â Ω. Òîãäà u ≥ 0 â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà 〈L̂u, η〉
íåïðåðûâíà íàW 1

2,loc(Ω)×
◦
W1

2(Ω′), åñëè Ω′ ⊂ Ω. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ñîáîëåâà, ïîëó÷àåì

|〈L̂u, η〉| ≤ ν−1‖Du‖2,Ω′‖Dη‖2,Ω′ + ‖b‖n,Ω‖Du‖2,Ω′‖η‖2∗,Ω′

+ ‖d‖n,Ω‖Dη‖2,Ω′‖u‖2∗,Ω′ + ‖c‖n
2
,Ω‖u‖2∗,Ω′‖η‖2∗,Ω′

≤ C
(
‖Du‖2,Ω′ + ‖u‖2,Ω′

)
· ‖Dη‖2,Ω′

(çäåñü è äàëåå 2∗ = 2n
n−2

� ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü Ñîáîëåâà). Ïîýòîìó â
îïðåäåëåíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ (ñóá/ñóïåððåøåíèÿ) ìîæíî áðàòü ëþáûå

ïðîáíûå ôóíêöèè η ∈
◦
W1

2(Ω) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

2. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî ess inf
Ω
u = −A < 0 (ñëó÷àé A = ∞

íå èñêëþ÷àåòñÿ). Òîãäà ïðè 0 < k < A ôóíêöèÿ η = (u + k)− ∈
◦
W1

2(Ω)

42Àíàëîãè÷íî ïðèìå÷àíèþ 29, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî
u+ ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ∂Ω.
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íåîòðèöàòåëüíà è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü â Ω, è ïîòîìó ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (3.4). Ïîñêîëüêó D(u+ k)− = −Du · χ{u<−k}, ýòî äàåò∫
{u<−k}

aijDjuDiu dx ≤
∫

{u<−k}

(biDiu η + diuDiη + cuη) dx

=

∫
{u<−k}

(bi − di)Diu η dx+

∫
{u<−k}

(diDi(uη) + c(uη)) dx.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå çäåñü íåïîëîæèòåëüíî, ïîñêîëüêó u ≡ 1 � ñëàáîå
ñóïåððåøåíèå. Èñïîëüçóÿ â ëåâîé ÷àñòè (2.3), à â ïðàâîé � íåðàâåíñòâà
Ãåëüäåðà è Ñîáîëåâà, ìû ïîëó÷àåì

ν‖Du‖2
2,{u<−k} ≤ (‖b‖n,{u<−k} + ‖d‖n,{u<−k})‖Du‖2

2,{u<−k}. (3.5)

Åñëè A = ∞, òî ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè k →∞, ÷òî äàåò ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè æå A < ∞, òî Du = 0 ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå {u = −A}, è
(3.5) ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê: ν ≤ ‖b‖n,Ak + ‖d‖n,Ak , ãäå

Ak = {x ∈ Ω
∣∣ − A < u(x) < −k, Du(x) 6= 0}.

Î÷åâèäíî, |Ak| → 0 ïðè k → A. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖b‖n,Ak+‖d‖n,Ak → 0,
è ìû âíîâü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â íåäàâíåé ðàáîòå [172] äîêàçàí ñëàáûé ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà â îáëàñòè êëàññà Äæîíà äëÿ ôóíêöèé u ∈ W 1
2 (Ω), åñëè L̂u ≥ 0 â

Ω, à âìåñòî óñëîâèÿ u ≥ 0 íà ∂Ω âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñ êîíîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé (aijDju+ diu)ni ≥ 0, òî åñòü íåðàâåíñòâî (3.4) âûïîëíåíî
äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé η ∈ W 1

2 (Ω).

3.1 Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà è ñèëüíûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà

Â îòëè÷èå îò íåäèâåðãåíòíûõ îïåðàòîðîâ43, â äèâåðãåíòíîì ñëó÷àå ïî-
÷òè âñå ðåçóëüòàòû î ñèëüíîì ïðèíöèïå ìàêñèìóìà áûëè ïîëó÷åíû êàê

43Ñðàâíèòå ãîäû ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå:

Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñ. Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà
Îïåðàòîð Ëàïëàñà 1839 [2], [3] 1887 [5]
Îïåð-ðû ñ ãëàäêèìè êîýôô. 1892 [24] 1912 [27]
Îïåð-ðû ñ ðàçðûâ. êîýôô. 1927 [28] 1955 [159], [160]
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ñëåäñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ Ãàðíàêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïðè-
âîäèì èñòîðèþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàëëåëüíî.

Íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîÿò ðàáîòû Ó. Ëèòòìàíà [173], [174], â êîòî-
ðûõ èçó÷àëèñü îïåðàòîðû

L∗ ≡ −DiDja
ij(x)−Dib

i(x), (3.6)

ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûå ê îïåðàòîðàì âèäà (2.1). Ñëàáûì ñóïåððåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ L∗u + cu = 0 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ L1,loc(Ω) òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ïðîáíîé ôóíêöèè η ∈ C∞0 (Ω) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

〈L∗u+ cu, η〉 :=

∫
Ω

u(Lη + cη) dx ≥ 0.

Â [173] êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ïðåäïîëàãàëèñü ãëàäêèìè, â [174] óñëî-
âèÿ áûëè ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò.

Ïóñòü L � îïåðàòîð âèäà (2.1), ôóíêöèè aij, bi è c ïðèíàäëåæàò C0,α(Ω),
α ∈ (0, 1), âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3), è ïóñòü u � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå
óðàâíåíèÿ L∗u+ cu = 0 â Ω. Òîãäà

1. u íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω íóëåâîãî ìèíèìóìà, çà èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àÿ u ≡ 0.

2. Åñëè u ≡ 1 � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ L∗u + cu = 0 â Ω44,
òî u íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà, çà
èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ const (â ýòîì ñëó÷àå u � ñëàáîå ðåøåíèå).

3. Åñëè −u � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ L∗u + cu = 0 â Ω, òî u
íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω ïîëîæèòåëüíîãî ìèíèìóìà, çà èñêëþ-
÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ const (â ýòîì ñëó÷àå u � ñëàáîå ðåøåíèå).

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îïåðàòîðà âèäà (3.6) ìîæíî
íàéòè â ðàáîòàõ [175]�[178] (ñì. òàêæå öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Âåðíåìñÿ ê äèâåðãåíòíûì óðàâíåíèÿì. Âïåðâûå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà
äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L0 ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöè-

44Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî −DiDj(a
ij)−Di(b

i) + c ≥ 0 â ñìûñëå îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé.
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åíòàìè áûëî äîêàçàíî Þ. Ìîçåðîì [179]45. Â ðàáîòå Ã. Ñòàìïàêêüÿ [184]
ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà îïåðàòîðû âèäà (3.2) ïðè óñëîâèè

bi ∈ Ln(Ω), di ∈ Lq(Ω), c ∈ L q
2
(Ω), q > n. (3.7)

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî èçâëå÷ü èç ñòàòüè [185], ïîñâÿùåííîé êâà-
çèëèíåéíûì óðàâíåíèÿì.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ â [184] äîêàçàí ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà46

â äâóõ âàðèàíòàõ:

1. äëÿ îïåðàòîðà L̂ ïðè ess inf
Ω
u = 0;

2. äëÿ îïåðàòîðà L.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óïðîùåííîå äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ,
îñíîâàííîå íà èäåå Ìîçåðà [188], íî íå îïèðàþùååñÿ íà íåðàâåíñòâî Ãàð-
íàêà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü L � ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà
(3.1) â îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, è bi ∈ Ln(Ω). Ïóñòü u ∈ W 1

2,loc(Ω), è
Lu ≥ 0 â Ω. Åñëè u äîñòèãàåò â òî÷êå x0 ∈ Ω íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ47,
òî u ≡ const.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Àíàëîãè÷íî ï. 1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 ïîëó-
÷àåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ (ñóá/ñóïåððåøåíèÿ) ìîæíî

áðàòü ëþáûå ïðîáíûå ôóíêöèè η ∈
◦
W1

2(Ω) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

2. Ïóñòü òåïåðü v � ñëàáîå ñóáðåøåíèå, ò.å. Lv ≤ 0 â Ω. Ïîäñòàâèì â
íåðàâåíñòâî 〈Lv, η〉 ≤ 0 ïðîáíóþ ôóíêöèþ η = ϕ′(v) · ς, ãäå ς � íåîòðè-
öàòåëüíàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì â B2R ⊂ Ω, à ϕ � âûïóêëàÿ
ëèïøèöåâà íà R ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Ýòî
äàåò ∫

B2R∩{u>0}

(
aijDjV Diς +

ϕ′′(v)

ϕ′2(v)
aijDjV DiV ς + biDiV ς

)
dx ≤ 0, (3.8)

45Êàê ïîêàçàíî â [180] (ñì. òàêæå [181] è [182]), íåðàâåíñòâî (1.2) ìîæíî ïîëó÷èòü
è èç äîêàçàòåëüñòâà Ý. Äå Äæîðäæè [183] ãåëüäåðîâñêîé íåïðåðûâíîñòè ñëàáûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ L0u = 0.

46Ñì. òàêæå [186] è [187].
47Ýòî óòâåðæäåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ess lim inf

x→x0
u = ess inf

Ω
u.
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ãäå V = ϕ(v) ∈ W 1
2,loc(Ω). Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå â

(3.8) íåîòðèöàòåëüíî, V � òàêæå ñëàáîå ñóáðåøåíèå.
Ïîëîæèì48 â (3.8) ϕ(τ) = τ p+, p > 1, è ς = V ζ2, ãäå ζ � ãëàäêàÿ ñðåçêà

â B2R. Ïîëó÷èì∫
B2R

2p−1
p
aijDjV DiV ζ

2 dx ≤ −
∫
B2R

(
2aijDjV V Diζ ζ + biDiV V ζ

2
)
dx. (3.9)

Ëåâóþ ÷àñòü (3.9) îöåíèì ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó (2.3), à ïðàâóþ � ñâåðõó
ïî íåðàâåíñòâàì Ãåëüäåðà è Ñîáîëåâà:

ν‖DV ζ‖2
2,B2R

≤ 2ν−1‖DV ζ‖2,B2R
‖V Dζ‖2,B2R

+ ‖b‖n,B2R
‖DV ζ‖2,B2R

‖V ζ‖2∗,B2R

≤ N(n)‖b‖n,B2R
‖DV ζ‖2

2,B2R
+ C‖DV ζ‖2

2,B2R
‖V Dζ‖2

2,B2R
.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì R∗ èìååì N(n)‖b‖n,B2R∗
≤ ν

2
.

Ýòî äàåò ïðè R ≤ R∗

‖DV ζ‖2,B2R
≤ C(n, ν, ‖b‖n,Ω) · ‖V Dζ‖2,B2R

. (3.10)

Ïîëîæèì â (3.10) Rk = R(1+2−k), k ∈ N∪{0}, è âîçüìåì òàêèå ζ = ζk,
÷òî

ζk ≡ 1 â BRk+1
, ζk ≡ 0 âíå BRk , |Dζk| ≤

2k+2

R
.

Òîãäà ïîëó÷èì

‖DV ζk‖2,BRk
≤ C(n, ν, ‖b‖n,Ω)

R
· 2k‖V ‖2,BRk

. (3.11)

Òåïåðü äëÿ p = pk ≡ (2∗/2)k ìû âûâîäèì èç íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà è
(3.11)(

−
∫

BRk+1

v
2pk+1

+ dx

) 1
2pk+1

≤
(
N(n) −

∫
BRk

(V ζk)
2∗dx

) 1
2∗pk

≤
(

4kC −
∫
BRk

V 2 dx

) 1
2pk

=

(
4kC −

∫
BRk

v2pk
+ dx

) 1
2pk

, (3.12)

48Áîëåå ôîðìàëüíî, íàäî âçÿòü ϕ′(v) = p min{v+, N}p−1 ïðè N > 0, è ς = ϕ(v)ζ2, à
çàòåì ïåðåéòè â (3.10) ê ïðåäåëó ïðè N →∞.
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ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò n, ν è ‖b‖n,Ω.
Èòåðèðóÿ (3.12), ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå (ñëàáîå) ñóáðåøåíèå v äîïóñ-

êàåò îöåíêó

ess sup
BR

v+ ≤ C(n, ν, ‖b‖n,Ω) ·
(
−
∫
B2R

v2
+dx

) 1
2

, R ≤ R∗. (3.13)

3. Ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü ess inf

Ω
u = 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî
ess lim inf

x→x0
u = 0, íî äëÿ êàêèõ-òî k > 0, δ > 0 è R ≤ R∗ èìååì∣∣{u ≥ k} ∩BR(x0)

∣∣ ≥ δ · |BR|. (3.14)

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, B2R(x0) ⊂ Ω. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷-
êó x0 è ââåäåì ôóíêöèþ vε(x) = 1 − u

k
− ε, ε > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî vε �

ñóáðåøåíèå.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (3.8) ñ V = ϕ(vε) ≡
(

ln 1
1−vε

)
+
(ýòî âîçìîæíî,

ïîñêîëüêó vε < 1) è ς = ζ2, ãäå ζ � ãëàäêàÿ ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ
1 â BR. Ïîñêîëüêó

ϕ′′

ϕ′2
≡ 1, ñ ïîìîùüþ (2.3) è íåðàâåíñòâ Ãåëüäåðà è

Ñîáîëåâà ïîëó÷èì

ν‖DV ζ‖2
2,B2R

≤
∫
B2R

aijDjV DiV ζ
2 dx ≤ −

∫
B2R

(
2aijDjV ζDiζ + biDiV ζ

2
)
dx

≤ C(n, ν, ‖b‖n,Ω) · ‖DV ζ‖2,B2R
‖Dζ‖2,B2R

,

èëè
‖DV ζ‖2,B2R

≤ C(n, ν, ‖b‖n,Ω)R
n
2
−1. (3.15)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî V îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâå {u ≥ k}∩BR,
è ζ ≡ 1 íà ýòîì ìíîæåñòâå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.1 ãëàâû II [189]
ñëåäóåò, ÷òî ýòî âëå÷åò∣∣{u ≥ k} ∩BR

∣∣ · V (x) ζ(x) ≤ (4R)n

n

∫
B2R

|DV (y)| ζ(y)

|y − x|n−1
dy.

Âîçüìåì îò îáåèõ ÷àñòåé íîðìó â L2∗ , îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïî íåðàâåí-
ñòâó Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ñîáîëåâà (ñì., íàïðèìåð, [19, Òåîðåìà 1.18.9/3])
è ó÷òåì (3.14) è (3.15):
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‖V ζ‖2∗,B2R
≤ C(n)

δ
‖DV ζ‖2,B2R

≤ C(n, ν, δ, ‖b‖n,Ω)R
n
2
−1,

è ïîòîìó(
−
∫
BR

V 2dx

) 1
2

≤ C(n)R1−n
2 ‖V ζ‖2∗,B2R

≤ C(n, ν, δ, ‖b‖n,Ω).

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó V � ñóáðåøåíèå, ìîæíî ïðèìåíèòü îöåíêó (3.13).
Ýòî äàåò ess sup

BR/2

V+ ≤ C, ÷òî ðàâíîñèëüíî

ess inf
BR/2

u ≥ k(exp(−C)− ε).

Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåä-
ïîëîæåíèåì ess lim inf

x→0
u = 0.

Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè îöåíèòü ïîñëåäíèé ÷ëåí â (3.9) òàê:∫
B2R

|biDiV V ζ
2| dx ≤ ‖b‖Ln,∞(B2R)‖DV ζ‖2,B2R

‖V ζ‖L2∗,2(B2R)

(íàïîìíèì, ÷òî Lp,q � ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà) è âîñïîëüçîâàòüñÿ óñè-

ëåííîé òåîðåìîé âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà
◦
W1

2(Ω) ↪→ L2∗,2(Ω) ([190]), òî óñëî-
âèå bi ∈ Ln(Ω) ìîæíî îñëàáèòü äî bi ∈ Ln,q(B2R) ñ ëþáûì q < ∞.
Êîíòðïðèìåð â íà÷àëå � 2.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëîæèòü q = ∞ íåëü-
çÿ. Îäíàêî åñëè íîðìà ‖b‖Ln,∞(Ω) äîñòàòî÷íî ìàëà, òî äîêàçàòåëüñòâî
ïðîõîäèò áåç èçìåíåíèé.

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà (äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 2.5 ′ [191] ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé).

Çàìå÷àíèå 3.3. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2 (è äà-
æå òåîðåìû 3.1) íåâåðíî49; ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòðïðèìåð
èç ðàáîòû [192].

Ïðè n = 2 ïîëîæèì u(x) = ln−1(|x|−1). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè r ≤ 1
2

ôóíêöèÿ u ∈ W 1
2 (Br) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

−∆u+ bi(x)Diu = 0 ñ bi(x) =
2xi

|x|2 ln(|x|−1)
∈ L2(Br).

49Ýòîò ôàêò â [184] è [186] íå îòìå÷åí.
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Îäíàêî u äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 2 óñëîâèå íà bi íàäî óñèëèòü. Íàïðèìåð,
ìîæíî îöåíèòü ïîñëåäíèé ÷ëåí â (3.9) òàê (ñð. [193, Theorem 3.1]):∫

B2R

|biDiV V ζ
2| dx ≤ ‖b‖LΦ1

(B2R)‖DV ζ‖2,B2R
‖V ζ‖LΦ2

(B2R),

ãäå LΦ � ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à ñ N-ôóíêöèåé Φ (ñì., íàïðèìåð, [194,
� 10]),

Φ1(t) = t2 ln(1 + t), Φ2(t) = exp(t2)− 1,

è ïðèìåíèòü òåîðåìó âëîæåíèÿ Þäîâè÷à�Ïîõîæàåâà
◦
W1

2(Ω) ↪→ LΦ2(Ω)
(ñì., íàïðèìåð, [194, 10.6]). Ýòî äàåò ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðè

óñëîâèè b ln
1
2

(
1 + |b|

)
∈ L2(Ω), ââåäåííîì â [191]. Ïðè òîì æå óñëîâèè

âåðíî è íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà (ñì. òåîðåìó 2.5 ′ [191]). Ïðèâåäåííûé âû-
øå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåïåíü 1

2
ó ëîãàðèôìà óìåíüøèòü íåëüçÿ.

Ñî âòîðîé ïîëîâèíû 1960-õ ãîäîâ êîëè÷åñòâî ðàáîò î íåðàâåíñòâå Ãàð-
íàêà äëÿ äèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé (äàæå ëèíåéíûõ) áûñòðî ðàñòåò. Ìû
îñòàíîâèìñÿ íà òðåõ âàæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ðàçâèòèÿ ýòîé òåìû.

1. Íåðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû. Â ðÿäå ðàáîò èçó÷à-
ëèñü îïåðàòîðû ñ óñëîâèåì ýëëèïòè÷íîñòè (3.3) ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ î ôóíêöèÿõ ν(x) è V(x).

Í.Ñ. Òðóäèíãåð [195] äîêàçàë íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ îïåðàòîðîâ L0

ïðè óñëîâèè

ν−1 ∈ Lq(Ω), ν−1V2 ∈ Lr(Ω),
1

q
+

1

r
<

2

n
.

Â ðàáîòå [196] áûëè ðàññìîòðåíû îïåðàòîðû îáùåãî âèäà (3.2) ïðè áîëåå
ñëàáîì óñëîâèè

ν−1 ∈ Lq(Ω), V ∈ Lr(Ω),
1

q
+

1

r
<

2

n
; (3.16)

íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïðè ýòîì íàêëàäûâàëèñü íåêîòîðûå óñëîâèÿ
ñóììèðóåìîñòè ñ âåñîì, îïðåäåëÿåìûì ìàòðèöåé A50.

50Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ýòè óñëîâèÿ áëèçêè ê óñëîâèÿì
Ñòàìïàêêüÿ (3.7).
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Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â [196] óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà, à òàêæå
ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà â òàêîé ôîðìå:

Ïóñòü u � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ L̂u = 0 â Ω. Åñëè u ≡ 1 �
òàêæå ñóïåððåøåíèå, òî u íå ìîæåò äîñòèãàòü â Ω îòðèöàòåëüíîãî
ìèíèìóìà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ u ≡ const (â ýòîì ñëó÷àå u � ñëàáîå
ðåøåíèå).

Äëÿ îïåðàòîðîâ ïðîñòåéøåãî âèäà L0 â íåäàâíåé ñòàòüå [197] óñëîâèå
íà ïîêàçàòåëè â (3.16) áûëî îñëàáëåíî äî 1

q
+ 1

r
< 2

n−1
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

â [198] ïîñòðîåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 ïðè
1
q

+ 1
r
> 2

n−1
óðàâíåíèå L0u = 0 â BR ìîæåò èìåòü ñëàáîå ðåøåíèå,

íåîãðàíè÷åííîå â BR
2
. Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà â

ïîãðàíè÷íîì ñëó÷àå 1
q

+ 1
r

= 2
n−1

ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â ðàáîòå [199] ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàòîðû L0 ïðè óñëîâèÿõ51

1. ñóùåñòâóåò N ≥ 1 òàêîå, ÷òî V(x) ≤ N · ν(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω;

2. ν ïðèíàäëåæèò êëàññó Ìàêåíõàóïòà A2, òî åñòü

sup
x∈Rn, r>0

(
−
∫

Br(x)

ν(y) dy · −
∫

Br(x)

ν−1(y) dy
)
<∞. (3.17)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â [199] äîêàçàíû íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà è ñèëüíûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåí êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþ-
ùèé, ÷òî îñëàáëåíèå óñëîâèÿ ν ∈ A2 äî ν ∈

⋃
p>2Ap íå îáåñïå÷èâàåò

âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà52.
Â ñòàòüå [201] ðåçóëüòàòû [199] áûëè îáîáùåíû íà îïåðàòîðû îáùåãî

âèäà (3.2). Íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïðè ýòîì íàêëàäûâàëèñü óñëîâèÿ

bi

ν
∈ Lm(Ω),

di

ν
∈ Lq,

c

ν
∈ L q

2
, q > m, (3.18)

(çäåñü m � ïîêàçàòåëü, íàçâàííûé â [201] �âíóòðåííåé ðàçìåðíîñòüþ�,
ïîðîæäàåìîé ïîâåäåíèåì âåñà ν; äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðà-
òîðîâ m = n, è ýòè óñëîâèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â (3.7)).

51Ýòè óñëîâèÿ ïîÿâèëèñü åùå â ðàáîòå [200], ïîñâÿùåííîé êâàçèëèíåéíûì óðàâíå-
íèÿì, íî â íåé íà ôóíêöèè ν(x) è V(x) äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàëèñü îãðàíè÷åíèÿ
(3.16).

52Ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ýòîò êîíòðïðèìåð íå íàðóøàåò.
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Îòìåòèì åùå ðàáîòû [202] è [203], â êîòîðûõ íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà áû-
ëî óñòàíîâëåíî äëÿ îïåðàòîðà L0 ïðè �àáñòðàêòíûõ� óñëîâèÿõ íà ôóíê-
öèè ν(x) è V(x), à èìåííî, ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ âåñîâûõ íåðà-
âåíñòâ Ñîáîëåâà è Ïóàíêàðå.

2. Ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû èç êëàññîâ Êàòî. Ïðîñòðàíñòâà Ëå-
áåãà (à òàêæå Ëîðåíöà è Îðëè÷à) îòíîñÿòñÿ ê ïåðåñòàíîâî÷íî èíâàðè-
àíòíûì ïðîñòðàíñòâàì � íîðìà ôóíêöèè f â íèõ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
ïîâåäåíèåì ìåðû ìíîæåñòâà {x ∈ Ω

∣∣ |f(x)| > N} ïðè N →∞. Áîëåå òîí-
êîå îïèñàíèå îñîáåííîñòåé êîýôôèöèåíòîâ ìîæåò áûòü äàíî â òåðìèíàõ
êëàññîâ Êàòî.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ Kn,β, β ∈ (0, n), ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ L1(Ω),
äëÿ êîòîðûõ

ωβ(r) := sup
x∈Ω

∫
Ω∩Br(x)

|f(y)|
|x− y|n−β

dy → 0 ïðè r → 0. (3.19)

Ñîîòâåòñòâåííî, f ∈ Kn,β,loc îçíà÷àåò, ÷òî fχΩ′ ∈ Kn,β äëÿ ëþáîé ïîäîá-
ëàñòè Ω′ òàêîé, ÷òî Ω′ ⊂ Ω.

Ôóíêöèîíàëû ωβ(r) è ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå èìè, áûëè ââåäå-
íû Ì. Øåõòåðîì â [204], [205, Ch. 5, � 1; Ch. 7, � 7] è ïîäðîáíî èññëå-
äîâàíû â [206]53. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè è ññûëêè ìîæíî íàéòè â
[211].

Âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïóíêòà îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ n ≥ 3.

Â ñòàòüå [212] áûëî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ îïåðàòîðà
−∆ + c(x) ïðè óñëîâèè c ∈ Kn,2. Â ðàáîòå [213] ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñ-
ïðîñòðàíåí íà ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû âèäà L0 + c(x) ïðè
òîì æå óñëîâèè54.

Â ñòàòüå [216] íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà áûëî äîêàçàíî äëÿ ðàâíîìåðíî
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áîëåå îáùåãî âèäà L + c(x) ïðè óñëîâèè55

(bi)2, c ∈ Kn,2,loc. (3.20)

53Äëÿ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé β óñëîâèå (3.19) áûëî èñïîëüçîâàíî â [207] è [208]. Â ñâÿçè
ñ ýòèì Kn,β îáû÷íî íàçûâàþò êëàññàìè Êàòî èëè Êàòî�Øòóììåëÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ î÷å-
ðåäíûì ïðîÿâëåíèåì ïðèíöèïà Àðíîëüäà [209]. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ êëàññîâ Kn,β
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [210].

54Â ñâÿçè ñ ýòèì ñì. òàêæå [214] è [215].
55Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [217] ðàññìàòðèâàëñÿ îïåðàòîð −∆ + bi(x)Di ïðè áîëåå

æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ (bi)2 ∈ Kn,2,loc è b
i ∈ Kn,1,loc.
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Íàêîíåö, â ðàáîòå [218] äâà îïèñàííûõ âûøå íàïðàâëåíèÿ îáúåäèíåíû.
Èìåííî, íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äîêàçàíî äëÿ îïåðàòîðîâ (3.2), ïðè÷åì
ôóíêöèè ν(x) è V(x) èç (3.3) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì V(x) ≤ N · ν(x) è
(3.17), à ôóíêöèè (bi)2, (di)2 è c ïðèíàäëåæàò âåñîâîìó àíàëîãó êëàññà
Êàòî Kn,2 ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì56: ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã
ôóíêöèè ω2 èç (3.19) äîïóñêàåò ïðè r → 0 îöåíêó O(rγ) ïðè íåêîòîðîì
γ > 0.

Óñëîâèå (3.20) â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó. Åãî
âàðèàöèè âîçìîæíû, åñëè íàëîæèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
íà ìàòðèöó A.

Â ñòàòüå [219] ðàññìîòðåí ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà
(3.1) ñ aij ∈ C0,α(Ω), α ∈ (0, 1). Ýòî îãðàíè÷åíèå ïîçâîëèëî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà ïðè óñëîâèè bi ∈ Kn,1.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå Ãåëüäåðà íà ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû â [219] èç-
ëèøíå: èñïîëüçóÿ îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà è åå ïðîèçâîäíûõ èç [220], òîò
æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè aij ∈ C0,D(Ω).

Â íåäàâíåé ðàáîòå [221] ðàçîáðàí â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîìåæóòî÷-
íûé ñëó÷àé. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïå-
ðàòîðà L â ýòîé ðàáîòå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñàðàñîíà VMO(Ω).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ωij(ρ)→ 0 ïðè ρ→ 0, ãäå

ωij(ρ) := sup
x∈Ω

sup
r≤ρ

−
∫

Ω∩Br(x)

∣∣∣aij(y)− −
∫

Ω∩Br(x)

aij(z) dz
∣∣∣ dy. (3.21)

Íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû ïðè ýòîì íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå |bi|β ∈ Kn,β,
β > 1, ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì

sup
x∈Ω

∫
Ω∩Br(x)\B r

2
(x)

|bi(y)|β

|x− y|n−β
dy ≤ σβ(r), σ ∈ D. (3.22)

Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ â [221] äîêàçàí ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà57.
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà òàêæå ìîæåò áûòü äîêàçàíî ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ. Âîçìîæíî ëè ñíÿòü èëè õîòÿ áû îñëàáèòü îãðàíè÷åíèå (3.22),
ïîêà íåÿñíî.

56Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, íî, íàñêîëü-
êî íàì èçâåñòíî, ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

57Â ñëó÷àå n = 2, òàêæå ðàññìîòðåííîì â [221], óñëîâèå (3.22) íåñêîëüêî âèäîèçìå-
íÿåòñÿ.
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3. Îïåðàòîðû ñ div(b) ≤ 0. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè
íåðåäêî âîçíèêàþò (ñì., íàïðèìåð, [222]�[225]) îïåðàòîðû −∆ + bi(x)Di

(èëè, áîëåå îáùî, îïåðàòîðû âèäà (3.1)) ñ äîïîëíèòåëüíûì ñòðóêòóð-
íûì óñëîâèåì Di(b

i) = 0 èëè Di(b
i) ≤ 0 â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ñîîòâåòñòâåííî,∫
Ω

biDiη dx = 0 äëÿ âñåõ η ∈ C∞0 (Ω)

èëè ∫
Ω

biDiη dx ≥ 0 äëÿ âñåõ η ∈ C∞0 (Ω), η ≥ 0.

Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îñëàáèòü ïðåäïîëîæåíèÿ î ðåãó-
ëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ bi.

Â ñòàòüå [226] áûëî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ îïåðàòîðà
−∆ + bi(x)Di ñ Di(b

i) = 0 ïðè óñëîâèè bi ∈ BMO−1(Ω). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî bi = Dj(B

ij) â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ãäå Bij ∈ BMO(Ω), ò.å.
ôóíêöèè ωij(ρ), îïðåäåëåííûå â (3.21) (ñ Bij âìåñòî aij), îãðàíè÷åí58.
Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå Di(b

i) = 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëî-
âèåì Bij(x) = −Bji(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω.

Â ðàáîòå [191] èçó÷àëèñü ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû âè-
äà (3.1) ñ Di(b

i) ≤ 0. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèÿ íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû
îïèñûâàëèñü â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Mα
p (Ω), 1 ≤ p < ∞, α ∈ (0, n), ñîñòîèò

èç ôóíêöèé f ∈ Lp(Ω), äëÿ êîòîðûõ

‖f‖Mα
p (Ω) := sup

Br(x)⊂Ω

r−α‖f‖p,Br(x) <∞.

Â ÷àñòíîñòè, â [191] áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà ïðè óñëîâèè59

bi ∈ M
n
q
−1

q (Ω), n
2
< q < n. Í.Ä. Ôèëîíîâ ïîñòðîèë ÷ðåçâû÷àéíî òîíêèé

êîíòðïðèìåð (òåîðåìà 1.6 â [192]), ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äàæå ïðè óñëîâèè
Di(b

i) = 0 ïîêàçàòåëü α = n
q
− 1 íå ìîæåò áûòü óìåíüøåí.

58Î÷åâèäíî, Ln(Ω) ⊂ BMO−1(Ω) ââèäó âëîæåíèÿ W 1
n(Ω) ↪→ BMO(Ω).

59Î÷åâèäíî, Ln(Ω) ⊂M
n
q−1
q (Ω) ââèäó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà.
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Ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà áûë óñòàíîâëåí â [191] äëÿ ëèïøèöåâûõ
ñóïåððåøåíèé60 ïðè bi ∈ Lq(Ω), q > n

2
. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè

([227, Theorem 3.1] ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå ÷àñòè÷íîå îáîáùåíèå ýòîãî
ðåçóëüòàòà:

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ W 1
2,loc(Ω) ÿâëÿ-

åòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ −∆u+ bi(x)Diu = 0 â Ω, ïðè÷åì

Di(b
i) = 0; bi ∈ Lq(Ω); q >

n

2
ïðè n ≥ 4; q = 2 ïðè n = 3.

Åñëè u äîñòèãàåò â òî÷êå x0 ∈ Ω íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, òî u ≡ const.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [227] áûë ïîñòðîåí ñëåäóþùèé êîíòðïðèìåð.

Ïóñòü n ≥ 4, è u(x) = ln−1(|x′|−1). Òîãäà u ∈ W 1
2 (Br) ïðè r ≤ 1

2
.

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
−∆u+ bi(x)Diu = 0 ïðè61

bi(x) =



(
n− 3

|x′|
+

2

|x′| ln(|x′|−1)

)
xi
|x′|

, i < n;

−
(

(n− 3)2

|x′|
+

2(n− 3)

|x′| ln(|x′|−1)
+

2

|x′| ln2(|x′|−1)

)
xn
|x′|

, i = n.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî Di(b
i) = 0, è bi ∈ Lq(Br) ïðè âñåõ q <

n−1
2
. Îäíàêî

ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ. Â íåäàâíåé ðàáîòå [228]
(ñì. òàêæå [229]) áûë ïîñòðîåí ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ b ∈ Ln−1

2
(Br),

Di(b
i) = 0, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå −∆u + bi(x)Diu = 0 èìååò ñëàáîå

ðåøåíèå, íåîãðàíè÷åííîå â B r
2
, ÷òî òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü íàðóøåíèåì

ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ñèëüíîãî ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà äëÿ n−1

2
< q ≤ n

2
ïðè óñëîâèè Di(b

i) = 0 îòêðûò.

3.2 Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

Èñòîðèÿ ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ñëàáûõ (ñóïåð)ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Lu = 0 äîâîëüíî êîðîòêà. Ïåðâûé ðåçóëüòàò çäåñü áûë ïîëó-
÷åí Ð. Ôèííîì è Ä. Ãèëáàðãîì â 1957 ãîäó â ðàáîòå [230]. Â íåé ðàññìàò-
ðèâàëèñü ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû âèäà (3.1) ñ aij ∈ C0,α(Ω)
è bi ∈ C(Ω) â äâóìåðíîé îáëàñòè êëàññà C1,α, α ∈ (0, 1).

60Äëÿ ñëàáûõ ñóïåððåøåíèé òðåáîâàíèÿ íà bi â [191] íåñêîëüêî ñèëüíåå.
61Â [227] â ôîðìóëå äëÿ bn èìååòñÿ îïå÷àòêà.
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Òîëüêî â 2015 ãîäó ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà n-ìåðíûé ñëó÷àé
[231], ïðè÷åì ãðàíèöà îáëàñòè â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàëàñü ãëàäêîé62.
Â ñòàòüå [232] ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé áûëà äîêàçàíà äëÿ âñåõ
n ≥ 3 ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà aij è ∂Ω, ÷òî è â [230], è ïðè bi ∈ Lq(Ω),
q > n.

Åùå â 1959 ãîäó áûë ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð [233]63, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî òðåáîâàíèå íà ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû íåëüçÿ îñëàáèòü äî aij ∈ C(Ω).
Ïðèâåäåì çäåñü ïðèìåð áîëåå îáùåãî âèäà (ñì. [153]).

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn òàêàÿ, ÷òî Ω ∩ {xn < h} = T(φ, h), ïðè÷åì
φ ∈ C1, íî φ′ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè â íóëå. Êàê óïîìèíàëîñü â
�2.2, â [69] ïîêàçàíî, ÷òî ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â òàêîé îáëàñòè íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü ðàñïðÿìèì ãðàíèöó â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòî äàñò
íàì îïåðàòîð L0 ñ íåïðåðûâíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êî-
òîðîãî ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íå âûïîëíÿåòñÿ â ãëàäêîé îá-
ëàñòè.

Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî åñòåñòâåííûì óñëîâèåì íà ñòàðøèå êî-
ýôôèöèåíòû îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Äèíè. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì
ðàáîòó Â.À. Êîçëîâà è Â.Ã. Ìàçüÿ [234], â êîòîðîé äëÿ îïåðàòîðà L0 ïîëó-
÷åíî áîëåå òîíêîå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû aij, îáåñïå÷èâàþùåå îöåíêó
ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ â òî÷êàõ (ãëàäêîé) ãðàíèöû ∂Ω. Ïî-âèäèìîìó, èç ïî-
ëó÷åííîé â [234] àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ìîæíî âûâåñòè òàêæå óñëîâèå
âûïîëíåíèÿ ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, áîëåå òî÷íîå, ÷åì óñëî-
âèå Äèíè.64

Äëÿ äåìîíñòðàöèè îñíîâíîé èäåè ìû äîêàæåì ëåììó î íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé äëÿ ïðîñòåéøåãî îïåðàòîðà L0 ñ aij ∈ C0,D(Ω)65 ïðè ìèíè-
ìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöó îáëàñòè.

62Òàêæå â [231] ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòàòåé ñ íåêîððåêòíûì èñïîëüçîâàíèåì ëåììû
î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé.

63Â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ îí ïðèâåäåí â [106, ãë. 3], [15, Ch.2].
64Êàê ñîîáùèë íàì Á. Ñèðàêîâ, îí äîêàçàë ëåììó î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðè

óñëîâèè, ÷òî aij óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Äèíè â ñðåäíåì, ò.å. â ôîðìóëå (3.21)
âûïîëíåíî ωij ∈ D. Ýòî óñëîâèå ñèëüíåå, ÷åì aij ∈ C(Ω), íî ñëàáåå, ÷åì aij ∈ C0,D(Ω).
Â ñâÿçè ñ ýòèì ñì. [178], ãäå áûëà äîêàçàíà C1-îöåíêà âïëîòü äî ãðàíèöû äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì óñëîâèè.

65Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
∂Ω. Ïî-âèäèìîìó, ìîæíî îáîéòèñü ýòèì óñëîâèåì òîëüêî íà ∂Ω, ñì. [234].
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âíóò-
ðåííåãî C1,D-ïàðàáîëîèäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà
L0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.3), è aij ∈ C0,D(Ω). Ïóñòü u 6≡ const �
ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ L0u = 0 â Ω.

Åñëè u íåïðåðûâíà â Ω è äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå x0 ∈ ∂Ω, òî
äëÿ ëþáîãî ñòðîãî âíóòðåííåãî íàïðàâëåíèÿ ` ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim inf
ε→+0

u(x0 + ε`)− u(x0)

ε
> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0 è
Ω = T(φ, h), ïðè÷åì φ ∈ C1,D. Äàëåå, îãðàíè÷åíèÿ íà aij ñîõðàíÿþòñÿ
ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò êëàññà C1,D. Ïîýòîìó ìîæíî ðàñïðÿìèòü
∂Ω â îêðåñòíîñòè x0 è ñ÷èòàòü, ÷òî BR ∩ {xn > 0} ⊂ Ω äëÿ íåêîòîðîãî
R > 0.

Ïðè 0 < r < R/2 ðàññìîòðèì òî÷êó xr = (0, . . . , 0, r) è ðàññìîòðèì
êîëüöî π = Br(x

r) \B r
2
(xr) ⊂ Ω.

Óñëîâèå aij ∈ C0,D(Ω) äàåò

|aij(x)− aij(y)| ≤ σ(|x− y|), x, y ∈ π, σ ∈ D. (3.23)

Ïóñòü x∗ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â π. Ñëåäóÿ [230], îïðåäåëèì áàðüåð-
íóþ ôóíêöèþ V è âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ Ψx∗ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþ-
ùèõ êðàåâûõ çàäà÷:

L0V = 0 â π,

V = 1 íà ∂B r
2
(xr),

V = 0 íà ∂Br(x
r),


Lx
∗

0 Ψx∗ = 0 â π,

Ψx∗ = 1 íà ∂B r
2
(xr),

Ψx∗ = 0 íà ∂Br(x
r),

ãäå Lx
∗

0 � îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Lx
∗

0 Ψx∗ := −Di(a
ij(x∗)DjΨx∗).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Ψx∗ ∈ C∞(π). Äàëåå, ñóùåñòâîâàíèå (åäèíñòâåí-
íîãî) ñëàáîãî ðåøåíèÿ V ñëåäóåò èç îáùåé ëèíåéíîé òåîðèè. Áîëåå òîãî,
ëåììà 3.2 [220] ïîêàçûâàåò, ÷òî V ∈ C1(π), è ïðè y ∈ π ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|DV(y)| ≤ N1(n, ν, σ)

r
. (3.24)
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Ïîëîæèì w = V − Ψx∗ è çàìåòèì, ÷òî w = 0 íà ∂π. Ïîýòîìó äëÿ w
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà Gx∗ îïåðàòîðà Lx

∗
0 â π:

w(x) =

∫
π

Gx∗(x, y)Lx
∗

0 w(y) dy
(?)
=

∫
π

Gx∗(x, y)
(
Lx
∗

0 V(y)− L0V(y)
)
dy,

(ðàâåíñòâî (?) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ Lx
∗

0 Ψx∗ = L0V = 0).
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

w(x) =

∫
π

DyiGx∗(x, y)
(
aij(x∗)− aij(y)

)
DjV(y) dy. (3.25)

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.25) ïî xk, ïîëó÷àåì

Dkw(x∗) =

∫
π

DxkDyiGx∗(x∗, y)
(
aij(x∗)− aij(y)

)
DjV(y) dy,

k = 1, . . . , n.

(3.26)

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ãðèíà Gx∗(x, y) äîïóñêàþò îöåíêó (ñì., íàïðè-
ìåð, òåîðåìó 3.3 [220])

|DxDyGx∗(x, y)| ≤ N2(n, ν)

|x− y|n
, x, y ∈ π. (3.27)

Ïîäñòàíîâêà (3.24), (3.27) è (3.23) â (3.26) äàåò

|Dw(x∗)| ≤ N1N2

r

∫
B2r(x∗)

σ(|x∗ − y|)
|x∗ − y|n

dy,

è ìû ïîëó÷àåì

|DV(x∗)−DΨx∗(x
∗)| ≤ N3(n, ν, σ)

r

2r∫
0

σ(τ)

τ
dτ, x∗ ∈ π. (3.28)

Ïîñêîëüêó ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé âåðíà äëÿ îïåðàòîðîâ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ ëþáîãî ñòðîãî âíóòðåííåãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ` èìååì

∂`Ψ0(0) ≥ N4(n, ν, `)

r
> 0.
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Ââèäó (3.28) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0 èìååì

∂`V(0) ≥ ∂`Ψ0(0)− |DV(0)−DΨ0(0)| ≥ N4

r
− N3

r

2r∫
0

σ(τ)

τ
dτ ≥ N4

2r
.

Çàôèêñèðóåì òàêîå r. Ïîñêîëüêó u 6≡ const, ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà
äàåò u− u(0) > 0 íà ∂B r

2
(xr). Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ κ > 0

L0(u− u(0)− κV) ≥ 0 â π; u− u(0)− κV ≥ 0 íà ∂π.

Òåïåðü ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äàåò u − u(0) ≥ κV â π. Ââèäó ðà-
âåíñòâà â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååì

lim inf
ε→+0

u(ε`)− u(0)

ε
≥ κ∂`V(0),

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà, óñòàíîâëåííîãî â
[18]. Â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíû íàèáîëåå òî÷íûå íà äàííûé ìîìåíò óñëîâèÿ
íà ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû, ãàðàíòèðóþùèå ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû î
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ Rn è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû îïåðà-
òîðà L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.3. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî

sup
x∈Ω

∫
Ω∩Br(x)

|b(y)|
|x− y|n−1

· d(y)

d(y) + |x− y|
dy → 0 ïðè r → 0. (3.29)

Ïóñòü u ∈ W 1
2 (Ω) � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ Lu = 0, íåïîñòîÿí-

íîå â Ω, è biDiu ∈ L1(Ω). Òîãäà ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 3.3.

Çàìå÷àíèå 3.4. Â ëþáîé ïîäîáëàñòè Ω′ òàêîé, ÷òî Ω′ ⊂ Ω, óñëîâèå
(3.29) ñîâïàäàåò ñ bi ∈ Kn,1, ñð. (3.22). Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, èç (3.29)
âûòåêàåò bi ∈ Kn,1,loc. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [18] ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ
íà bi, íàëîæåííûå â òåîðåìå 2.5, âëåêóò (3.29).
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Çàìå÷àíèå 3.5. Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ îïåðàòîðîâ äè-
âåðãåíòíîãî âèäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ
ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Âïåðâûå ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà
L0 ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè áûëà ïîñòðîåíà â ýïîõàëüíîé ñòà-
òüå [235]. Ñðåäè äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû îòìåòèì îöåíêó66

C−1

|x− y|n−2
≤ G(x, y) ≤ C

|x− y|n−2

(çäåñü C çàâèñèò òîëüêî îò n è ν), ñïðàâåäëèâóþ â Rn, n ≥ 3.
Íå ìåíåå âàæíóþ ðîëü ñûãðàëà ñòàòüÿ [220], â êîòîðîé ñðåäè äðóãèõ

ðåçóëüòàòîâ áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå îöåíêè ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ðàâ-
íîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L0 ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè óñëîâèþ Äèíè, â îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ âíåøíåãî øàðà:

G(x, y) ≤ C

|x− y|n−2
· d(x)

d(x) + |x− y|
· d(y)

d(y) + |x− y|
;

|DxG(x, y)| ≤ C

|x− y|n−1
· d(y)

d(y) + |x− y|
;

|DxDyG(x, y)| ≤ C

|x− y|n

(êîíñòàíòà C çàâèñèò îò n, ν, ôóíêöèè σ â óñëîâèè Äèíè äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ è îáëàñòè Ω).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.29), ãðóáî ãîâîðÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
|b(y)| · |DxG(x, y)| èíòåãðèðóåìà ðàâíîìåðíî ïî x.

4 Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà êðàòêîìó îïèñà-
íèþ íåêîòîðûõ ñþæåòîâ, ëèáî îáîáùàþùèõ îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ íà-
øåãî îáçîðà, ëèáî íåïîñðåäñòâåííî îïèðàþùèõñÿ íà íèõ.

66Â äàëüíåéøåì ýòà îöåíêà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà áîëåå îáùèå îïåðàòîðû âèäà
(3.1). Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè, à òàêæå îáçîð ïî èñòîðèè âîïðîñà ìîæíî
íàéòè â [236].
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4.1 Ñèììåòðèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷

Ìû íà÷íåì ñî çíàìåíèòîãîìåòîäà äâèæóùèõñÿ ïëîñêîñòåé (moving
plain method). Âïåðâûå îí áûë ïðèìåíåí À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì [237] â
çàäà÷å î õàðàêòåðèçàöèè ñôåðû ñâîéñòâîì ïîñòîÿíñòâà åå ñðåäíåé êðè-
âèçíû (èëè íåêîòîðûõ äðóãèõ ôóíêöèé ãëàâíûõ êðèâèçí)67. Ïîçäíåå ìå-
òîä áûë ïåðåîòêðûò Äæ. Ñåððèíîì [47] ïðè ðåøåíèè ïåðåîïðåäåëåííîé
çàäà÷è

−∆u = 1 â Ω, u
∣∣
∂Ω

= 0, ∂nu
∣∣
∂Ω

= const

â íåèçâåñòíîé îáëàñòè Ω êëàññà C2. Â [47] ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à
ðàçðåøèìà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Ω � øàð.

Ñâîåé ïîïóëÿðíîñòüþ ìåòîä îáÿçàí còàòüå [46], â êîòîðîé ðàññìàòðè-
âàëàñü çàäà÷à

−∆u = f(u) â BR, u
∣∣
∂BR

= 0 (4.1)

è åå îáîáùåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì áàçîâûé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f ∈ C1
loc(R+), è ïóñòü u ∈ C2(BR) � ïîëîæèòåëü-

íîå â BR ðåøåíèå çàäà÷è (4.1). Òîãäà u = u(r) (ôóíêöèÿ u ðàäèàëüíî
ñèììåòðè÷íà), ïðè÷åì u′(r) < 0 ïðè 0 < r < R.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî u � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé xn è Dnu(x) < 0 ïðè
xn > 0.

Ïðè 0 < λ < R ïëîñêîñòü Πλ = {x
∣∣xn = λ} îòñåêàåò îò øàðà ñåãìåíò

Σλ. Ïðè x ∈ Σλ îáîçíà÷èì x̂λ = (x′, 2λ − xn) òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ x
îòíîñèòåëüíî Πλ.

Ðàññìîòðèì â Σλ ôóíêöèþ vλ(x) = u(x̂λ) − u(x). Îíà óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

−∆vλ + c(x)vλ = 0; c(x) =
f(u(x̂λ))− f(u(x))

u(x)− u(x̂λ)
∈ L∞(Σλ).

Ïðè λ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1, ôóíêöèÿ vλ ïîëîæèòåëüíà â Σλ (ãðàôèê
�îòðàæåííîé� ôóíêöèè ëåæèò âûøå èñõîäíîãî) è äîñòèãàåò íóëåâîãî

67Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èñòîðèÿ âîïðîñà ïðèâåäåíû â [238]; ñì. òàêæå [239]; îáîáùå-
íèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ñì., íàïðèìåð, â [240]�[242].
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ìèíèìóìà íà Πλ. Ïî ëåììå î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (ï. Á1 òåîðå-
ìû 2.1) ∂nvλ(x) = 2Dnu(x) < 0 íà Πλ

68. Ïîýòîìó ìîæíî íåìíîãî óìåíü-
øèòü λ (ñäâèíóòü ïëîñêîñòü Πλ ê öåíòðó øàðà), è íåðàâåíñòâî vλ > 0 â
Σλ áóäåò ïî-ïðåæíåìó âûïîëíåíî.

Îáîçíà÷èì λ0 òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü òåõ λ, äëÿ êîòîðûõ vλ > 0 â
Σλ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî λ0 > 0, òî vλ0 > 0 íà �êðóãëîé� ÷àñòè ∂Σλ0 .
Ñîãëàñíî ñèëüíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà (ï. À1 òåîðåìû 2.1) vλ0 > 0 â
Σλ0 . Íî òîãäà ìîæíî ïîâòîðèòü ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå è ïîëó÷èòü,
÷òî ïëîñêîñòü Πλ0 ìîæíî åùå íåìíîãî ñäâèíóòü ê öåíòðó, ÷òî íåâîçìîæ-
íî. Òàêèì îáðàçîì, λ0 = 0, è v0 ≡ 0, òî åñòü u(x′,−xn) ≡ u(x). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Êàê óêàçàíî â [46], ïðè f(0) ≥ 0 àïðèîðíóþ ïîëîæèòåëüíîñòü u ìîæ-
íî çàìåíèòü íà óñëîâèå u ≥ 0, u 6≡ 0. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî óñëîâèå
f ∈ C1

loc(R+) ìîæíî çàìåíèòü íà ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà. Ñëåäóþ-
ùèé ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â [46], ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ Ãåëüäåðà íà
f , âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî.

Ïóñòü p > 2, u(x) = (1− |x− x0|2)p+. Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî
u åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) ïðè R > |x0|+ 1, åñëè ïîëîæèòü69

f(u) = 2p(n− 2 + 2p)u1− 1
p − 4p(p− 1)u1− 2

p ∈ C
0,1− 2

p

loc (R+).

Ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê åäèíèöå çà
ñ÷åò âûáîðà p, íî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ70.

Ñòàòüÿ [46] (à òàêæå [245], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü óðàâíåíèÿ âèäà (4.1)
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå) ïîðîäèëà îãðîìíîå êîëè÷åñòâî óñèëåíèé è îáîá-
ùåíèé, ñðåäè êîòîðûõ ñëåäóåò âûäåëèòü ðàáîòó À. Áåðåñòèêè è Ë. Íè-
ðåíáåðãà [246]. Â íåé ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Àëåêñàíäðîâà�
Áàêåëüìàíà ðåçóëüòàòû [46] ðàñïðîñòðàíåíû íà ñèëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ
âåñüìà øèðîêîãî êëàññà ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äâèæóùèõñÿ ïëîñêîñòåé ê âûðîæäàþùèìñÿ
îïåðàòîðàì òèïà p-ëàïëàñèàíà ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [247]�[250] è öè-
òèðóåìûõ òàì ðàáîòàõ.

68Íàïîìíèì, ÷òî çíàê êîýôôèöèåíòà c(x) çäåñü íåâàæåí. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè
f(0) < 0, òî Dnu ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü â òî÷êàõ x ∈ Πλ ∩∂BR, íî â [46] ïîêàçàíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå DnDnu(x) > 0; ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññóæäåíèÿ.

69Â [46] â ýòîé ôîðìóëå èìååòñÿ îïå÷àòêà.
70Òåì íå ìåíåå, åñëè f > 0, òî óñëîâèå Ëèïøèöà íà f ìîæíî îñëàáèòü, ñì., íàïðè-

ìåð, [243] è [244].
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Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò èñïîëüçóþò ìåòîä äâèæóùèõñÿ ñôåð
� ñî÷åòàíèå ìåòîäà äâèæóùèõñÿ ïëîñêîñòåé ñ êîíôîðìíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [251] è [252]). Óïîìÿíåì åùå ñòàòüþ [253], â
êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû äèñêðåòíûå àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ [46].

Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ëåììû î íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ ñèììåòðèè â ãåîìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [254]�[259] (ñì. òàêæå [8]). Ïðè-
ëîæåíèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà è åãî âàðè-
àíòîâ ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ñèììåòðèè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ è äîêàçàòåëüñòâó èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ïîñâÿùåíû ðà-
áîòû [260]�[262] (ñì. òàêæå îáçîð [263]).

4.2 Òåîðåìû òèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà

Ïðèíöèï Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà â ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêå [264]
îïèñûâàåò ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè.

Äëÿ ðåøåíèé ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ (íåäèâåðãåíòíûõ) óðàâíå-
íèé îáùåãî âèäà òåîðåìû òàêîãî òèïà âïåðâûå áûëè äîêàçàíû Å.Ì. Ëàí-
äèñîì [265]�[266] (êðàòêèå ñîîáùåíèÿ áûëè îïóáëèêîâàíû ðàíåå â [267]�
[269]). Ïðè ýòîì ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà â [266] óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ Äèíè, à ïîâåäåíèå îáëàñòè íà áåñêîíå÷íîñòè îïèñûâàåòñÿ â
òåðìèíàõ ìåðû.

Áîëåå òî÷íûå òåîðåìû òèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà ïîëó÷àþòñÿ, åñëè
îáëàñòè îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ åìêîñòè. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû çäåñü áû-
ëè ïîëó÷åíû â [270], [271] äëÿ äèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé ñ èçìåðèìûìè
ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè è â [272], [271] äëÿ íåäèâåðãåíòíûõ óðàâíå-
íèé ñ óñëîâèåì Ãåëüäåðà íà ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû.

Íàêîíåö, ðåøàþùèé øàã áûë ñäåëàí Å.Ì. Ëàíäèñîì [48] (ñì. òàêæå
[50, ãë. 1]), êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî èì ïîíÿòèÿ s-åìêîñòè äîêàçàë
òåîðåìû òèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà äëÿ íåäèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé ñ
èçìåðèìûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðèâåäåì, íàïðèìåð, îäèí èç ðåçóëüòàòîâ [50, ãë. 1, � 6].

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ âíóòðè
áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ

Ω ⊂ {x ∈ Rn
∣∣ |xn| < h}.
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Ïóñòü îïåðàòîð L0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.3), è ïóñòü u ∈ C2(Ω) �
êëàññè÷åñêîå ñóáðåøåíèå71 óðàâíåíèÿ L0u = 0, ïðè÷åì u|∂Ω ≤ 0.

Åñëè u(x) > 0 â êàêîé-íèáóäü òî÷êå x ∈ Ω, òî

lim inf
R→∞

max
|x|=R

u(x)

exp
(
C
h
R
) > 0,

ãäå êîíñòàíòà C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò n è ν.

Îòìåòèì åùå ðàáîòó Â.Ã. Ìàçüÿ [273], â êîòîðîé èññëåäîâàëèñü áëèç-
êèå âîïðîñû äëÿ êâàçèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ òèïà p-ëàïëàñèàíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà íà ÷àñòè ∂Ω çàäàíà ïðîèçâîäíàÿ ïî íåêàñàòåëüíî-
ìó íàïðàâëåíèþ, òåîðåìû òèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåë¼ôà áûëè äîêàçàíû â
[274]�[276] äëÿ äèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé è â [277] (ñì. òàêæå [278]) äëÿ
íåäèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ èñ-
ïîëüçîâàëàñü îñëàáëåííàÿ ôîðìà ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé [89].

Ê óïîìÿíóòûì ðåçóëüòàòàì ïðèìûêàåò ãèïîòåçà Ëàíäèñà � çàäà÷à
î ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñêîðîñòè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ íåòðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè Ω = Rn \ BR.
Âïåðâûå îíà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â îáçîðå [9] äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆u+ c(x)u = 0 (4.2)

ïðè c ∈ L∞(Ω) (â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåìûé îòâåò � ýêñïîíåíöèàëü-
íîå óáûâàíèå: åñëè |u(x)| = O(exp(−N |x|)) ïðè |x| → ∞ äëÿ ëþáîãî
N > 0, òî u ≡ 0). Ïîëíîñòüþ ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà äàæå äëÿ ïðîñòåéøå-
ãî óðàâíåíèÿ (4.2). Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè, à òàêæå îáçîð
ïî èñòîðèè âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [279] (ñì. òàêæå [280]).

4.3 Ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà

Åñëè ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íå âûïîëíÿåòñÿ, åå îñëàáëåííîé
âåðñèåé ìîæåò âûñòóïàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà. Ïóñòü 0 ∈ Ω, è L � ýëëèïòè÷åñêèé
îïåðàòîð â îáëàñòè Ω. Åñëè u1 è u2 � ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Lu = 0 â Ω, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ u1|∂Ω∩BR = u2|∂Ω∩BR = 0, òî

71Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà ýòîò ðåçóëüòàò ïå-
ðåíîñèòñÿ íà ñèëüíûå ñóáðåøåíèÿ u ∈W 2

n,loc(Ω).
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â ïîäîáëàñòè Ω ∩BR/2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

C−1 u1(0)

u2(0)
≤ u1(x)

u2(x)
≤ C

u1(0)

u2(0)
, (4.3)

ãäå C � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò u1 è u2.

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè, íàïðèìåð, Ω � îáëàñòü êëàññà C1,D, à L � ðàâíî-
ìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà (2.1) ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, òî (4.3) ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé,
îöåíêè ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ íà ∂Ω è îáû÷íîãî íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà.

Çàìå÷àíèå 4.2. Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïëîñêîé ãðàíèöû xn = 0 è
îïåðàòîðà L0, êîãäà ìîæíî âçÿòü u2(x) = xn, ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî
Ãàðíàêà áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Í.Â. Êðûëîâûì [281] ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ
ãðàíè÷íûõ îöåíîê â C2,α äëÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà íàì ïîòðåáóþòñÿ íîâûå
êëàññû îáëàñòåé:

• Nontangentially accessible domains (NTA domains);

• Uniform domains;

• Îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå λ-óñëîâèþ Äæîíà, λ ≥ 1; ïðè λ = 1
ãîâîðÿò ïðîñòî �óñëîâèå Äæîíà� (John domains);

• Twisted H�older domains (THD domains); ïðè íåîáõîäèìîñòè óòî÷íÿ-
þò �ïîðÿäêà α ∈ (0, 1]� (THD-α).

Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êëàññîâ ìîæíî íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðà-
áîòàõ, ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöå 1. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâåäåì
ëèøü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè (ñì., íàïðèìåð, [282]72):

C0,1 ⊂ NTA ⊂ Uniform ⊂ John = THD-1;

C0,α ⊂ 1
α
-John

(4)
= THD-α.

Â òàáëèöå 1 ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöè-
åíòû îïåðàòîðîâ èçìåðèìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.3).

72Ñîîòíîøåíèå (4) íå ñôîðìóëèðîâàíî ÿâíî â [282], íî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 2.5 â
ýòîé ðàáîòå.
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Operator C0,1 NTA Unif. John C0,α THD73

−∆ [283]74 [284] [285]

L+ c(x) 75 [286]

L0 [287] [288]76 [289]

−∆ + bi(x)Di
77 [217]

L0 [290]78

L0 + c(x), c ∈ Kn,2 [214]79

L̂ [201]80

L, bi ∈ L∞(Ω) [291]81

L, bi ∈ Ln(Ω) [152] [292] [282]

Òàáëèöà 1: Ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ îáëàñòåé

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [298], [299] ïðîäåìîíñòðèðîâàí åäèíûé ïîäõîä
ê äîêàçàòåëüñòâó ãðàíè÷íîãî íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà äëÿ äèâåðãåíòíûõ è
íåäèâåðãåíòíûõ îïåðàòîðîâ82.

Âàðèàöèÿ ãðàíè÷íîãî íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà äëÿ ñóïåððåøåíèé è �ïî-
÷òè ñóïåððåøåíèé� óðàâíåíèÿ Lu+ cu = 0 ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ïîëó÷åíà â [300]83.

Ê ãðàíè÷íîìó íåðàâåíñòâó Ãàðíàêà ïðèìûêàþò ðåçóëüòàòû (ñì. [302]
è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó) òèïà ñëàáîãî íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà äëÿ

73Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ α > 1
2 ; êîíòðïðèìåðû ïîñòðîåíû â [289] äëÿ α < 1

2 è â
[293] äëÿ α = 1

2 .
74Ñì. òàêæå [294].
75Êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà.
76Ñì. òàêæå [295].
77Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû bi ñì. ïðèìå÷àíèå 55.
78Ñì. òàêæå [296]; íåñêîëüêî áîëåå îáùåå óñëîâèå íà îáëàñòü ðàññìîòðåíî â [297].
79Ñì. ïðèìå÷àíèå 54.
80Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.3), V(x) ≤ N · ν(x) è (3.17),

à ìëàäøèå � óñëîâèþ (3.18).
81Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ α > 1

2 ; äëÿ α <
1
2 ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð. Åñëè ∂Ω äîïîë-

íèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (A), ââåäåííîìó Î.À. Ëàäûæåíñêîé è Í.Í. Óðàëü-
öåâîé (ñì., íàïðèìåð, [166]), òî ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ âñåõ α > 0.

82Ðàíåå ïîäîáíûå èäåè ïîÿâëÿëèñü â ðàáîòàõ Ì.Â. Ñàôîíîâà, ñì. [167], [152], [282].
83Ñì. â ñâÿçè ñ ýòèì ðàáîòó [301], â êîòîðîé óñòàíîâëåíà îöåíêà ñóïåðãàðìîíè÷å-

ñêîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íóëåâîìó óñëîâèþ Äèðèõëå â äâóìåðíîé îáëàñòè ñ
óãëàìè, ÷åðåç ïåðâóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ëàïëàñèàíà Äèðèõëå.
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îòíîøåíèÿ
u(x)

d(x)
. Ïðèâåäåì, íàïðèìåð, îäèí èç ðåçóëüòàòîâ [302].

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü u � íåîòðèöàòåëüíîå ñëàáîå ñóïåððåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ84 Lu = f â îáëàñòè êëàññà C1,1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî
óñëîâèå (2.3), à òàêæå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

aij ∈ W 1
q (Ω), bi ∈ Lq(Ω), f− ∈ Lq(Ω); q > n.

Òîãäà (∫
Ω

(u(x)

d(x)

)s
dx

) 1
s

≤ C

(
inf
x∈Ω

u(x)

d(x)
+ ‖f−‖q,Ω

)
äëÿ ëþáîãî s < 1. Êîíñòàíòà C çàâèñèò îò n, ν, s, q, îò íîðì êîýô-
ôèöèåíòîâ aij è bi â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, îò diam(Ω) è
îò ñâîéñòâ ∂Ω.

Ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè xn ·|x|−n â ïîëóøàðå B+
r = Br∩{xn > 0}

ïîêàçûâàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå s < 1 òî÷íî.

Óïîìÿíåì åùå ðàáîòû (ñì., íàïðèìåð, [303]�[305]), â êîòîðûõ ãðà-
íè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà áûëî ïîëó÷åíî â �àáñòðàêòíîì� êîíòåêñòå
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

4.4 Äðóãèå ðåçóëüòàòû äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Â ðàáîòàõ [306], [307] óñòàíîâëåí îáîáùåííûé ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà −∆ + c(x) ñ c ∈ L1(Ω); ðåøåíèÿ ïðè ýòîì
ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ìåð. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè
ìîæíî íàéòè â [308]�[310].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ñëàáîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíîñèëüíà ïîëîæè-
òåëüíîñòè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðè-
õëå. Â ðàáîòå [311] äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ L+ c(x) ñ
îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
îïðåäåëåíî îáîáùåííîå ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî85

84Âàæíî, ÷òî íèêàêîãî óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå u íà ∂Ω íå íàêëàäûâàåòñÿ.
85Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ ýòà ôîðìóëà

äåéñòâèòåëüíî äàåò ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî; ñóïðåìóì ïðè ýòîì ìîæíî áðàòü ïî
ãëàäêèì ôóíêöèÿì φ, ïîëîæèòåëüíûì â Ω. Äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ôîðìóëà (4.4)
áûëà, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå âûäåëåíà â [312]. Â äàëüíåéøåì îíà îáîáùàëàñü íà ðàç-
ëè÷íûå êëàññû îïåðàòîðîâ (ñì. [311] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).

63



λ1 = sup
φ

inf
x∈Ω

Lφ(x) + c(x)φ(x)

φ(x)
(4.4)

(ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî φ ∈ W 2
n,loc(Ω), φ > 0 â Ω) è ïîêàçàíî, ÷òî ñëàáûé

ïðèíöèï ìàêñèìóìà (à òàêæå ââåäåííûé â ýòîé ñòàòüå �óëó÷øåííûé� ñëà-
áûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà) äëÿ îïåðàòîðà L+c(x) ðàâíîñèëåí íåðàâåíñòâó
λ1 > 0.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåíèÿ âåñüìà ïîïóëÿðíûìè ñòàëè èññëåäîâàíèÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ñëîæíûõ ñòðóêòóðàõ. Â ðÿäå ðà-
áîò (ñì., íàïðèìåð, [313]�[316] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó) èçó÷à-
ëèñü óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, íåðàâåí-
ñòâà Ãàðíàêà, ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé è ãðàíè÷íîãî íåðàâåí-
ñòâà Ãàðíàêà äëÿ ñóáýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, âêëþ÷àÿ ñóáëàïëàñè-
àíû íà îäíîðîäíûõ ãðóïïàõ Êàðíî.

Â ðàáîòàõ [317]�[319] ðàññìàòðèâàëèñü ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è
ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ïðîñòåéøèõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðà-
òîðîâ íà ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ � êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ
ñ íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè86.

4.5 Íåëèíåéíûå îïåðàòîðû

Äàæå ïðîñòåéøèé ïîèñê ïî êëþ÷åâûì ñëîâàì ïîêàçûâàåò, ÷òî çà ïîñëåä-
íèå ãîäû êîëè÷åñòâî ñòàòåé ïî òåìå îáçîðà, êàñàþùèõñÿ íåëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ, èñ÷èñëÿåòñÿ äåñÿòêàìè â ãîä. Ïîýòîìó äàííûé ïàðàãðàô èìååò
î÷åâèäíî ïóíêòèðíûé õàðàêòåð áåç äàæå ìèíèìàëüíîé ïîëíîòû îõâàòà
òåìû.

Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ êâàçèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ äèâåðãåíòíîãî
âèäà áûëî âïåðâûå äîêàçàíî â [185] è çàòåì äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ
îïåðàòîðîâ � â [320] è [321]. Ýòè ðàáîòû íûíå ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè.
Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [180], â êîòîðîé áûëî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî
Ãàðíàêà äëÿ êâàçèìèíèìàéçåðîâ âàðèàöèîííûõ çàäà÷.

Â ðàáîòå [322] áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé èç [63], [64] íà êâàçèëèíåéíûé ñëó÷àé.

86Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ � îïåðàòîðû çàäà÷è Âåíòöåëÿ è äâóõôàç-
íîé çàäà÷è Âåíòöåëÿ.
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Äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà p-ëàïëàñèàíà

∆pu ≡ Di(|Du|p−2Diu), p > 1 (4.5)

ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé áûëà âïåðâûå äîêàçàíà â [323]. Èç
íåäàâíèõ îáîáùåíèé ýòîãî ðåçóëüòàòà óïîìÿíåì ñòàòüè [324] è [325].

Â ðàáîòàõ [326] è [327] áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà è ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ìèíèìàéçåðîâ
ôóíêöèîíàëà

J [u] =

∫
Ω

f(Du) dx.

Õ.Ë. Âàñêåñ [328] èññëåäîâàë óðàâíåíèå

−∆pu+ f(u) = 0 â Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, (4.6)

è äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü f ∈ C(R+) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, f(0) = 0. Òî-
ãäà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ëþáîå (íåíó-
ëåâîå) íåîòðèöàòåëüíîå ñóïåððåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.6) íå îáðàùàëîñü â
íóëü â Ω, ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

δ∫
0

dt(
F (t)

) 1
p

=∞, ãäå F (t) =

t∫
0

f(s) ds. (4.7)

Îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà áîëåå øèðîêèå êëàññû êâàçèëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ ñì. [329], [330], [279]. Â ñòàòüå [331] óñòàíîâëåíî (ïðè p = 2)
ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà:

Òåîðåìà 4.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : R+ → R+ � íåóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïóñòü u ∈ W 1

2 (B2R) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L0u + f(u) = 0, ãäå L0

� (äèâåðãåíòíûé) ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ èçìåðèìûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Îáîçíà÷èì M = sup

BR

u è m = inf
BR

u. Òîãäà87

M∫
m

dt(
F (t)

) 1
2 + t

≤ C,

ãäå F îïðåäåëåíà â (4.7), à êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò n è ν (â
÷àñòíîñòè, îíà íå çàâèñèò îò f !).

87Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè f ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà.
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Ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà p-ëàïëàñèàíà
â îáëàñòè êëàññà C2 áûëî óñòàíîâëåíî â [332]. Âïîñëåäñòâèè îíî áûëî
äîêàçàíî äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ îáëàñòåé, îáñóæäàåìûõ â � 4.3 (ñì.
[333] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà
äëÿ ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ïó÷÷è áûëî äîêàçàíî â
ðàáîòå [334] (ñì. òàêæå [335]).

Ïîïóëÿðíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ
òàêæå p(x)-ëàïëàñèàíû � îïåðàòîðû âèäà (4.5), â êîòîðûõ ïîêàçàòåëü p
åñòü ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x. Íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ
áûëî âïåðâûå äîêàçàíî â [336] (èç íåäàâíèõ îáîáùåíèé ñì., íàïðèìåð,
[337] è [338]). Â ðàáîòå [339] áûëî óñòàíîâëåíî ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî
Ãàðíàêà â îáëàñòè êëàññà C1,1.

4.6 Íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ñóùåñòâåííî âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ íåëî-
êàëüíûõ (èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ) îïåðàòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ âû-
äåëÿþòñÿ äðîáíûå ëàïëàñèàíû. Ïðîñòåéøèé (è èñòîðè÷åñêè ïåðâûé)
èç íèõ � äðîáíûé ëàïëàñèàí â Rn ïîðÿäêà s � îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå88:

(−∆)su = F−1
(
|ξ|2s(Fu)(ξ)

)
, s > 0;

ïðè s ∈ (0, 1) ýòîò îïåðàòîð ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ãèïåðñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëà(

(−∆)su
)
(x) = Cn,s · P.V.

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy, Cn,s =

s22sΓ(n
2

+ s)

π
n
2 Γ(1− s)

.

Åùå Ì. Ðèññ [341] (ñì. òàêæå [342, ãë. IV, � 5]) äîêàçàë ïðÿìîé àíàëîã
íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà (2.22) äëÿ (−∆)s ïðè s ∈ (0, 1):

Ïóñòü u ≥ 0 â Rn, è (−∆)su = 0 â BR. Òîãäà ïðè x ∈ BR èìååì

u(0)
(R− |x|)sRn−2s

(R + |x|)n−s
≤ u(x) ≤ u(0)

(R + |x|)sRn−2s

(R− |x|)n−s
.

88Äëÿ àêêóðàòíîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî è àíàëîãè÷íûõ îïåðàòîðîâ, à òàêæå ïîíÿòèÿ
ñëàáîãî (ñóá/ñóïåð)ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, ïîòðåáîâàëîñü áû ââåñòè
ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî ([19, ãë. 2�4]; ñì. òàêæå [340]). Ìû íå áóäåì
ýòîãî äåëàòü, æàëåÿ ÷èòàòåëÿ.
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Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà, äðîáíûå ëàïëàñèàíû â îá-
ëàñòè Ω ⊂ Rn, åñòåñòâåííî, çàâèñÿò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ðàçëè÷à-
þò äðîáíûå ëàïëàñèàíû Äèðèõëå, Íåéìàíà, è ò.ä.). Áîëåå òîãî, äàæå
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ñó-
ùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé äðîáíûõ ëàïëàñèàíîâ: ñóæåííûå
(restricted), ñïåêòðàëüíûå è äð. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñðàâíåíèÿ ñóæåí-
íîãî è ñïåêòðàëüíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå â ðàáîòàõ [343], [344] èñïîëü-
çîâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ñëàáî âû-
ðîæäàþùèõñÿ îïåðàòîðîâ (ñì. [78], [16]).

Äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ðàçëè÷íûõ äðîá-
íûõ ëàïëàñèàíîâ ïîðÿäêà s ∈ (0, 1) â Ω ìîæíî íàéòè â [345]�[347]; â ðàáî-
òå [348] áûë ïðåäëîæåí åäèíûé ïîäõîä äëÿ áîëüøîãî ñåìåéñòâà äðîáíûõ
ëàïëàñèàíîâ è áîëåå îáùèõ íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â òî æå âðåìÿ â
ðàáîòàõ [349], [350] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè s > 1 äëÿ ñóæåííîãî äðîáíîãî
ëàïëàñèàíà Äèðèõëå â îáëàñòè îáùåãî âèäà íå âûïîëíåí äàæå ñëàáûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà89.

Ãðàíè÷íîå íåðàâåíñòâî Ãàðíàêà äëÿ îïåðàòîðà (−∆)s, s ∈ (0, 1), â
ëèïøèöåâîé îáëàñòè áûëî äîêàçàíî â [351]. Â ñâÿçè ñ íåëîêàëüíîñòüþ
îïåðàòîðà åãî ôîðìóëèðîâêà îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé (ñì. � 4.3):

Ïóñòü 0 ∈ Ω. Åñëè u1 è u2 � íåîòðèöàòåëüíûå â Rn ôóíêöèè, íåïðå-
ðûâíûå â øàðå BR, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (−∆)su = 0 â Ω ∩ BR

è óñëîâèþ u1|BR\Ω = u2|BR\Ω = 0, òî â ïîäîáëàñòè Ω ∩BR/2 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (4.3)90 ñ êîíñòàíòîé C, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n, s, Ω è R.

Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ïðîèçâîëüíûå îá-
ëàñòè Ω è íà øèðîêèé êëàññ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì.
[352] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Â ðàáîòå [353] áûë ïîñòðîåí áàðüåð, äîñòàòî÷íûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
àíàëîãà ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Ïóñòü Ω � îáëàñòü êëàññà C1,1, s ∈ (0, 1). Ïóñòü u � ñëàáîå ñóïåððåøåíèå
óðàâíåíèÿ (−∆)su = 0 â Ω, ðàâíîå íóëþ â Rn \ Ω. Åñëè u 6≡ 0, òî

inf
x∈Ω

u(x)

ds(x)
> 0. (4.8)

89Çàìåòèì, ÷òî êàê â Rn, òàê è â øàðå Ω = BR ñèëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà âû-
ïîëíåí äëÿ ëþáîãî s > 0, ÷òî òàêæå ïîêàçàíî â [349].

90Åñëè u2(0) = 0, òî u2 ≡ 0. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u2(0) > 0.
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Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòà-
òüÿõ [354], [355]. Äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà äðîáíûõ p-ëàïëàñèàíîâ àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â [356].

Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå âìåñòî (4.8) ïðè

òåõ æå óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî inf
x∈Ω

u(x)

d(x)
> 0 (ñì. òåîðåìó 1.2

[357], ãäå ðàññìîòðåíû òàêæå áîëåå îáùèå ôóíêöèè îò îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå). Àíàëîã ëåììû î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ðåãèîíàëüíîãî (regional) äðîáíîãî ëàïëàñèàíà ïðè s ∈ (1

2
, 1) ïîëó÷åí

â íåäàâíåì ïðåïðèíòå [358].

Â ñòàòüå [359] ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Àëåêñàíäðî-
âà�Áàêåëüìàíà äëÿ íåëîêàëüíûõ àíàëîãîâ ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ Ïó÷÷è.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äâèæóùèõñÿ ïëîñêîñòåé ê çàäà÷àì ñ äðîáíûìè
ëàïëàñèàíàìè ìîæíî íàéòè â [360] è öèòèðóåìûõ òàì ðàáîòàõ.
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