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Аннотация

Рассматривается действующий в 𝐿2(R) эллиптический дифференциальный опера-
тор 𝐴𝜀 = − 𝑑

𝑑𝑥𝑔(𝑥/𝜀)
𝑑
𝑑𝑥 + 𝜀−2𝑉 (𝑥/𝜀), 𝜀 > 0, с периодическими коэффициентами. Для

нестационарного уравнения Шрёдингера с гамильтонианом 𝐴𝜀 и гиперболического
уравнения c участием 𝐴𝜀 изучаются аналоги задач усреднения, связанные с краями
спектральных зон оператора 𝐴𝜀 (т. н. высокочастотное усреднение). Получены аппрок-
симации при малых 𝜀 по 𝐿2(R)-норме решений задач Коши для этих уравнений со
специальными начальными данными.
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1. Введение

1.1. Усреднение. Изучение распространения волн в периодических структурах представ-
ляет значительный интерес как для приложений, так и в теоретическом плане. Численное
моделирование таких процессов зачастую является трудоёмким, поэтому один из подходов
к этим задачам — применение теории усреднения. Цель усреднения — свести изучение
сильно неоднородной среды с быстро осциллирующими характеристиками к изучению
некоторой эквивалентной однородной среды с эффективными параметрами, которая явля-
ется хорошим приближением. Теории усреднения посвящена обширная литература; укажем
в первую очередь книги [1–3].

Обсудим типичную задачу теории усреднения. Пусть Γ — решётка в R𝑑, Ω — ячейка ре-
шётки Γ. Для любой Γ-периодической функции 𝐹 (x) введём обозначение 𝐹 𝜀(x) := 𝐹 (𝜀−1x),
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𝜀 > 0 — (малый) параметр. В 𝐿2(R𝑑) рассмотрим дифференциальный оператор (ДО),
формально заданный выражением

̂︀𝒜𝜀 = − div 𝑔𝜀(x)∇, (1.1)

где 𝑔(x) — эрмитова (𝑑 × 𝑑)-матрица-функция периодическая относительно решётки Γ,
ограниченная и положительно определённая. Оператор (1.1) моделирует простейшие случаи
микронеоднородных сред с 𝜀Γ-периодической структурой. Пусть 𝑢𝜀(x) — (слабое) решение
эллиптического уравнения

− div 𝑔𝜀(x)∇𝑢𝜀(x) + 𝑢𝜀(x) = 𝑓(x), (1.2)

где 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑑). При 𝜀 → 0 решение 𝑢𝜀 сходится к решению 𝑢0 "усреднённого" уравнения:

− div 𝑔0∇𝑢0(x) + 𝑢0(x) = 𝑓(x). (1.3)

Оператор ̂︀𝒜hom = − div 𝑔0∇ называется эффективным оператором для ̂︀𝒜𝜀. Матрица 𝑔0

определяется по хорошо известной процедуре (см., например, [1, глава 2, § 3], [4, глава 3,
§ 1]), согласно которой требуется решить вспомогательную краевую задачу на ячейке Ω.
Помимо определения эффективных коэффициентов интерес представляют следующие
вопросы. Каков характер сходимости 𝑢𝜀 → 𝑢0? Какова оценка погрешности 𝑢𝜀 − 𝑢0?

1.2. Операторные оценки погрешности при усреднении. М. Ш. Бирманом и Т. А. Сус-
линой (см. [4]) был предложен и развит теоретико-операторный подход к задачам усред-
нения в R𝑑 (вариант спектрального метода), основанный на масштабном преобразовании,
теории Флоке–Блоха и аналитической теории возмущений.

Пусть 𝑢𝜀 — решение уравнения (1.2), 𝑢0 — решение уравнения (1.3). В [4] было доказано,
что

‖𝑢𝜀 − 𝑢0‖𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀‖𝑓‖𝐿2(R𝑑). (1.4)

Поскольку 𝑢𝜀 = ( ̂︀𝒜𝜀 + 𝐼)−1𝑓 , 𝑢0 = ( ̂︀𝒜hom + 𝐼)−1𝑓 , оценку (1.4) можно переписать в опера-
торных терминах:

‖( ̂︀𝒜𝜀 + 𝐼)−1 − ( ̂︀𝒜hom + 𝐼)−1‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀. (1.5)

Для параболических уравнений имеет место аналогичный результат (см. [5, 6]). В опера-
торных терминах речь идёт об аппроксимации полугруппы 𝑒−𝑡 ̂︀𝒜𝜀 , 𝑡 > 0:

‖𝑒−𝑡 ̂︀𝒜𝜀 − 𝑒−𝑡 ̂︀𝒜hom‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀(𝑡 + 𝜀2)−1/2, 𝑡 > 0. (1.6)

Оценки (1.5), (1.6) точны по порядку; константы 𝐶 контролируются явно в терминах
данных задачи. Такие оценки называются операторными оценками погрешности в задачах
усреднения. Более точные аппроксимации резольвенты и экспоненты при учёте следующих
членов асимптотики (т. н. корректоров) были найдены в работах [7, 8].

Другой подход к получению операторных оценок погрешности ("метод сдвига") для
эллиптических и параболических задач был предложен В. В. Жиковым и С. Е. Пастуховой
в работах [9–11]. См. также обзор [12].

C усреднением нестационарных уравнений типа Шрёдингера и гиперболического типа
дело обстоит несколько иначе. Им были посвящены статьи [13–18]. В операторных терминах
речь идёт о поведении при малом 𝜀 оператор-функций 𝑒−𝑖𝑡 ̂︀𝒜𝜀 и cos(𝑡 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ), ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑡 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ),
где 𝑡 ∈ R. Для этих оператор-функций уже не удаётся получить аппроксимации по
операторной норме в 𝐿2(R𝑑), а приходится рассматривать норму операторов, действующих
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из пространства Соболева 𝐻𝑞(R𝑑) (с подходящим 𝑞) в 𝐿2(R𝑑). В [13] были получены точные
по порядку оценки

‖𝑒−𝑖𝑡 ̂︀𝒜𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡 ̂︀𝒜hom‖𝐻3(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑡|)𝜀, (1.7)

‖ cos(𝑡 ̂︀𝒜1/2
𝜀 ) − cos(𝑡( ̂︀𝒜hom)1/2)‖𝐻2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑡|)𝜀. (1.8)

В работе [14] был получен результат для оператора ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑡 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ):

‖ ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑡 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ) − ( ̂︀𝒜hom)−1/2 sin(𝑡( ̂︀𝒜hom)1/2)‖𝐻1(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑡|)𝜀. (1.9)

Кроме того, в [14] получена аппроксимация оператора ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑡 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ) при учёте корректора
по (𝐻2 → 𝐻1)-норме с погрешностью 𝑂(𝜀) при фиксированном 𝑡. Далее, в [15–18] была
доказана точность этих результатов как по типу операторной нормы, так и относительно
зависимости от 𝑡 (при больших 𝑡). С другой стороны, было установлено, что при некоторых
дополнительных предположениях (например, если матрица 𝑔(x) имеет вещественные
элементы) оценки (1.7)–(1.9) допускают улучшения:

‖𝑒−𝑖𝑡 ̂︀𝒜𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡 ̂︀𝒜hom‖𝐻2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑡|1/2)𝜀, (1.10)

‖ cos(𝑡 ̂︀𝒜1/2
𝜀 ) − cos(𝑡( ̂︀𝒜hom)1/2)‖𝐻3/2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑡|1/2)𝜀, (1.11)

‖ ̂︀𝒜−1/2
𝜀 sin(𝑡 ̂︀𝒜1/2

𝜀 ) − ( ̂︀𝒜hom)−1/2 sin(𝑡( ̂︀𝒜hom)1/2)‖𝐻1/2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶(1 + |𝑡|1/2)𝜀. (1.12)

Отметим, что в работах [4–8, 13–18] изучался гораздо более общий, чем (1.1), класс
операторов (включающий в себя матричные ДО). В частности, рассматривались операторы
вида

𝒜𝜀 = − div 𝑔𝜀(x)∇ + 𝜀−2𝑉 𝜀(x). (1.13)
Здесь 𝑔(x) — Γ-периодическая положительно определённая и ограниченная (𝑑×𝑑)-матрица-
функция с вещественными элементами, потенциал 𝑉 (x) — Γ-периодическая веществен-
нозначная функция, 𝑉 ∈ 𝐿𝑝(Ω) с подходящим 𝑝 (и предполагается, что inf spec𝒜1 = 0).
Для оператора (1.13) невозможно найти оператор с постоянными коэффициентами 𝒜hom

такой, чтобы соответствующие оператор-функции сходились к оператор-функциям от 𝒜hom.
Однако, можно найти приближения, если "окаймить" оператор-функции от ̂︀𝒜hom подхо-
дящими быстро осциллирующими множителями. Так, например, аналог (1.5) выглядит
следующим образом:

‖(𝒜𝜀 + 𝐼)−1 − [𝜔𝜀]( ̂︀𝒜hom + 𝐼)−1[𝜔𝜀]‖𝐿2(R𝑑)→𝐿2(R𝑑) 6 𝐶𝜀,

где 𝜔(x) — положительное Γ-периодическое решение уравнения

− div 𝑔(x)∇𝜔(x) + 𝑉 (x)𝜔(x) = 0

с нормировкой ‖𝜔‖2𝐿2(Ω) = |Ω|, а ̂︀𝒜hom — эффективный оператор для оператора (1.1) с
матрицей 𝑔(x) = 𝑔(x)𝜔2(x).

Объясним метод на примере аппроксимации резольвенты оператора (1.1). Применение
масштабного преобразования сводит вопрос об изучении поведения оператора ( ̂︀𝒜𝜀 + 𝐼)−1,
𝜀 → 0, к изучению оператора ( ̂︀𝒜 + 𝜀2𝐼)−1, где ̂︀𝒜 = ̂︀𝒜1 = − div 𝑔(x)∇. Далее, с помо-
щью теории Флоке–Блоха оператор ̂︀𝒜 раскладывается в прямой интеграл по операторам̂︀𝒜(k), действующим в пространстве 𝐿2(Ω). Оператор ̂︀𝒜(k) задаётся дифференциальным
выражением − divk 𝑔(x)∇k, где ∇k = ∇+ 𝑖k, divk = div +𝑖⟨k, ·⟩, при периодических гранич-
ных условиях. Спектр оператора ̂︀𝒜(k) дискретен. Оказывается, что поведение оператора
( ̂︀𝒜 + 𝜀2𝐼)−1 описывается в терминах пороговых характеристик на краю спектра оператора̂︀𝒜, т. е. достаточно знать спектральное разложение ̂︀𝒜 лишь вблизи нижнего края спектра.
В частности, эффективная матрица 𝑔0 — это гессиан первой зонной функции 𝐸1(k) в точке
k = 0.
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1.3. Высокочастотное усреднение. Как было сказано выше, вклад в усреднение вносит
только небольшая окрестность начала спектра (т. е. волны с низкой частотой). Можно,
однако, рассматривать задачи о распространении волн в периодических структурах, частота
которых пропорциональна 𝜀−1 или 𝜀−2 (высокочастотный режим). В таком случае даже
старший порядок асимптотики решений быстро осциллирует. Эти задачи рассматривались
в [2, глава 4] с использованием ВКБ-асимптотик.

Традиционные для теории усреднения методы, связанные с двухмасштабными асимпто-
тическими разложениями, применялись к таким задачам в работах [19,20]. Отметим также
статью [21], где рассматривается применение результатов [19] к фотонным кристаллам.
В [19] была получена асимптотика для решений уравнения

div 𝑔𝜀(x)∇𝑢𝜀(x) + 𝜈2𝜌𝜀(x)𝑢𝜀(x) = 0,

являющихся возмущениями стоячих волн (функции 𝑔(x), 𝜌(x) предполагаются достаточно
гладкими и Γ-периодическими). В работе [20] рассматривается аналогичная задача для
случая бегущих волн.

Обсудим теперь более подробно оценки погрешности при высокочастотном усреднении.
Им были посвящены работы [22–24], где рассматривался одномерный случай 𝑑 = 1, и [25,26],
где рассматривался случай произвольной размерности. Хорошо известно, что спектр
оператора 𝒜 имеет зонную структуру и может иметь лакуны. Рассмотрим для простоты
случай, когда 𝑑 = 1 и Γ = Z; при этом для оператора (1.13) будем использовать обозначение
𝐴𝜀. Пусть 𝜎 > 0 — (невырожденный) левый край зоны c нечётным номером (> 3) в спектре
оператора 𝐴 = 𝐴1. Тогда для оператора 𝐴𝜀 этот край "уезжает" в точку 𝜀−2𝜎 (в область
высоких частот (энергий)). Рассмотрим вместо (1.2) уравнение

− 𝑑

𝑑𝑥
𝑔𝜀(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢𝜀(𝑥) − (𝜀−2𝜎 − κ2)𝑢𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥), (1.14)

где 𝑓 ∈ 𝐿2(R). Предполагается, что κ > 0 таково, что точка 𝜀−2𝜎 − κ2 принадлежит
лакуне спектра оператора 𝐴𝜀. Аналогично (1.5), дело сводится к изучению оператора
(𝐴𝜀 − (𝜀−2𝜎 − κ2)𝐼)−1. В [22] был доказан следующий результат:

‖(𝐴𝜀 − (𝜀−2𝜎 − κ2)𝐼)−1 − [𝜙𝜀
𝜎](𝐴hom

𝜎 + κ2𝐼)−1[𝜙𝜀
𝜎]‖𝐿2(R)→𝐿2(R) 6 𝐶𝜀. (1.15)

Здесь 𝐴hom
𝜎 = −𝑏𝜎

𝑑2

𝑑𝑥2 — соответствующий эффективный оператор, 𝑏𝜎 > 0 — коэффициент в
асимптотике зонной функции 𝐸(𝑘), отвечающей зоне, для которой 𝜎 — левый край: 𝐸(𝑘) ∼
𝜎 + 𝑏𝜎𝑘

2, 𝑘 ∼ 0; а 𝜙𝜎 — периодическое решение уравнения 𝐴𝜙𝜎 = 𝜎𝜙𝜎, нормированное в
𝐿2(0, 1). Таким образом, возможность усреднения для уравнения (1.14) является пороговым
эффектом вблизи края внутренней лакуны.

Оценка (1.15) была получена в [22] в случае, когда 𝑉 (𝑥) = 0. В работе [25] был
доказан аналог оценки (1.15) для операторов (1.13) при произвольном 𝑑 > 1. Более точные
аппроксимации с корректорами были найдены в [23,26].

В статье [24] изучались параболические уравнения в одномерном случае, была доказана
оценка

‖𝑒−𝑡𝐴𝜀ℰ𝐴𝜀 [𝜀
−2𝜎,∞) − 𝑒−𝑡𝜎/𝜀2 [𝜙𝜀

𝜎]𝑒−𝑡𝐴hom
𝜎 [𝜙𝜀

𝜎]‖𝐿2(R)→𝐿2(R) 6 𝐶𝑒−𝑡𝜎/𝜀2𝜀(𝑡 + 𝜀2)−1/2, 𝑡 > 0,

а также найдено более точное приближение с корректором. Здесь ℰ𝐴𝜀 [𝜀
−2𝜎,∞) — спек-

тральный проектор оператора 𝐴𝜀, отвечающий интервалу [𝜀−2𝜎,∞).

1.4. Результаты работы. В настоящей работе мы изучаем операторные оценки погреш-
ности при высокочастотном усреднении нестационарного уравнения типа Шрёдингера и
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гиперболического уравнения в одномерном случае (𝑑 = 1). Основные результаты работы
приведены в п. 6. (Отметим, что в п. 6 нам удобно использовать несколько другие обозна-
чения.) Во введении рассмотрим опять лишь случай, когда 𝜎 — (невырожденный) левый
край зоны с нечётным номером 𝑠 в спектре оператора 𝐴.

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Рассматриваются задачи Коши⎧⎨⎩𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑢𝜀)(𝑥, 𝑡),

𝑢𝜀(𝑥, 0) = (Υ𝜀𝑓)(𝑥),

⎧⎨⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣𝜀(𝑥, 𝑡) = −(𝐴𝜀𝑣𝜀)(𝑥, 𝑡) + 𝜀−2𝜎𝑣𝜀(𝑥, 𝑡),

𝑣𝜀(𝑥, 0) = (Υ𝜀𝑓)(𝑥), (𝜕𝑡𝑣𝜀)(𝑥, 0) = (Υ𝜀𝑔)(𝑥),
(1.16)

где

(Υ𝜀𝑓)(𝑥) := (2𝜋)−1/2

∫︁
R
(Φ𝑓)(𝑘)

∞∑︁
𝑗=𝑠

𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑗(𝑥/𝜀, 𝜀𝑘)𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1
(𝜀𝑘) 𝑑𝑘.

Здесь {𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑗(𝑥, 𝑘)}∞𝑗=𝑠 — блоховские волны, отвечающие зонам с номерами 𝑗 > 𝑠;

̃︀Ω𝑗 = (−𝑗𝜋,−(𝑗 − 1)𝜋] ∪ ((𝑗 − 1)𝜋, 𝑗𝜋], 𝑗 ∈ N, (1.17)

— зоны Бриллюена. Начальные данные задач (1.16) представляют собой суперпозицию
блоховских волн с амплитудой, равной Фурье-образу (Φ𝑓)(𝑘) функции 𝑓(𝑥), и принадлежат
подпространству ℰ𝐴𝜀 [𝜀

−2𝜎,∞)𝐿2(R). Основные результаты работы — оценки вида

‖𝑢𝜀(·, 𝑡) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜙𝜀
𝜎𝑢0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝐶(1 + |𝑡|1/2)𝜀‖𝑓‖𝐻2(R), 𝑓 ∈ 𝐻2(R), (1.18)

‖𝑣𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
𝜎𝑣0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝐶(1 + |𝑡|1/2)𝜀(‖𝑓‖𝐻3/2(R) + ‖𝑔‖𝐻1/2(R)),

𝑓 ∈ 𝐻3/2(R), 𝑔 ∈ 𝐻1/2(R).
(1.19)

Здесь 𝑢0 и 𝑣0 — решения эффективных задач⎧⎨⎩𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑢0(𝑥, 𝑡) = (𝐴hom

𝜎 𝑢0)(𝑥, 𝑡),

𝑢0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),

⎧⎨⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

𝜎 𝑣0)(𝑥, 𝑡),

𝑣0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), (𝜕𝑡𝑣0)(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥),

а 𝐴hom
𝜎 и 𝜙𝜎 — те же, что в (1.15).
Отметим, что оценки (1.18), (1.19) допускают формулировку в операторных терминах,

но нам удобно отложить это до п. 6.

1.5. Обозначения. Пусть H1 и H2 — комплексные сепарабельные гильбертовы простран-
ства. Если 𝐴 : H1 → H2 — замкнутый линейный оператор, то через Dom𝐴 обозначается
область определения оператора 𝐴, сопряжённый оператор обозначается через 𝐴* . Символ
‖ · ‖H1→H2 означает норму ограниченного оператора из H1 в H2. Далее, если 𝐴 — самосо-
пряжённый оператор в некотором гильбертовом пространстве, то для спектра оператора
𝐴 мы используем обозначение spec𝐴, а ℰ𝐴(𝛿) — спектральный проектор оператора 𝐴 для
борелевского множества 𝛿 ⊂ R.

Стандартные классы 𝐿𝑝 функций, заданных на интервале (𝑎, 𝑏) ⊂ R, обозначаются
через 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 1 6 𝑝 6 ∞. Если 𝑓 — измеримая функция, то [𝑓 ] или [𝑓(𝑥)] — оператор
умножения на функцию 𝑓 в пространстве 𝐿2. Далее, 𝐻𝑠(R) — класс Соболева порядка
𝑠 ∈ R с индексом суммирования 2; а ̃︀𝐻1(0, 1) — подпространство функций из 𝐻1(0, 1),
1-периодическое продолжение которых принадлежит 𝐻1

loc(R).
Если 𝐹 (𝑥) — 1-периодическая функция, то 𝐹 𝜀(𝑥) := 𝐹 (𝜀−1𝑥). Через Φ := Φ𝑥→𝑘 обознача-

ется преобразование Фурье в R, определённое на классе Шварца формулой

(Φ𝑣)(𝑘) = (2𝜋)−1/2

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑣(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝒮(R),
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и по непрерывности распространённое до унитарного оператора Φ: 𝐿2(R) → 𝐿2(R). Ха-
рактеристическая функция множества 𝛿 ⊂ R обозначается 𝜒𝛿. Для множества значений
произвольной функции 𝑓 будем использовать обозначение 𝑅(𝑓).

1.6. Благодарности. Автор выражает благодарность Т. А. Суслиной за полезные обсуж-
дения и внимание к работе.

2. Оператор 𝐴

В 𝐿2(R) рассматривается самосопряжённый оператор 𝐴, порождённый дифференци-
альным выражением

𝐴 = − 𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑉 (𝑥), (2.1)

где
𝑔 — измеримая вещественнозначная функция,

0 < 𝛼0 6 𝑔(𝑥) 6 𝛼1 < ∞, 𝑔(𝑥 + 1) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R,

}︃
(2.2)

а потенциал 𝑉 ∈ 𝐿1(0, 1), 𝑉 (𝑥 + 1) = 𝑉 (𝑥), 𝑥 ∈ R. Точное определение оператора 𝐴 даётся
через полуограниченную замкнутую квадратичную форму

a[𝑢, 𝑢] =

∫︁
R
(𝑔(𝑥)|𝑢′(𝑥)|2 + 𝑉 (𝑥)|𝑢(𝑥)|2) 𝑑𝑥, 𝑢 ∈ 𝐻1(R). (2.3)

За счёт добавления к 𝑉 постоянной будем считать, что inf spec𝐴 = 0. При этом условии
оператор 𝐴 допускает удобную факторизацию (см., например, [27], [4, гл. 6, п. 1.1]). Для
описания этой факторизации рассмотрим уравнение

−(𝑔(𝑥)𝜔′(𝑥))′ + 𝑉 (𝑥)𝜔(𝑥) = 0

(уравнение понимается в слабом смысле). Существует 1-периодическое решение 𝜔 ∈ ̃︀𝐻1(0, 1)
этого уравнения, определённое с точностью до постоянного множителя. Этот множитель
можно фиксировать так, чтобы 𝜔(𝑥) > 0 и

‖𝜔‖𝐿2(0,1) = 1. (2.4)

Оказывается, что решение 𝜔(𝑥) положительно определено и ограничено:

0 < 𝛽0 6 𝜔(𝑥) 6 𝛽1 < ∞. (2.5)

Функция 𝜔 — липшицева и является мультипликатором как в 𝐻1(R), так и в ̃︀𝐻1(0, 1).
Подстановка 𝑢 = 𝜔𝜑 преобразует форму (2.3) к виду

a[𝑢, 𝑢] =

∫︁
R𝑑

𝜔2(𝑥)𝑔(𝑥)|𝜑′(𝑥)|2 𝑑𝑥, 𝑢 = 𝜔𝜑, 𝜑 ∈ 𝐻1(R). (2.6)

Это означает, что справедлива факторизация

𝐴 = −𝜔(𝑥)−1 𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝜔(𝑥)−1, 𝑔 = 𝜔2𝑔. (2.7)

Примем представление (2.7) оператора 𝐴 за исходное определение, т. е. будем считать,
что 𝐴 — оператор, порождённый формой (2.6), a 1-периодические функции 𝑔 и 𝜔 удовле-
творяют (2.2), (2.4), (2.5). Мы можем вернуться к представлению (2.1), полагая 𝑉 (𝑥) =
(𝑔(𝑥)𝜔′(𝑥))′/𝜔(𝑥). Однако, при этом потенциал 𝑉 (𝑥) может оказаться сильно сингулярным.
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3. Спектр оператора (2.7)

Нам понадобится описание спектра оператора (2.7). Для этого введём объекты, свя-
занные со спектральным разложением оператора (2.7) (разложением Флоке–Блоха). Мы
следуем работам [22–24], см. также [4, глава 2, §§ 1,2]. Рассмотрим в 𝐿2(0, 1) семейство
форм

a(𝑘)[𝑢, 𝑢] =

∫︁ 1

0

𝑔(𝑥)|𝜑′ + 𝑖𝑘𝜑|2 𝑑𝑥, 𝜑 = 𝜔−1𝑢 ∈ ̃︀𝐻1(0, 1), 𝑘 ∈ R. (3.1)

Порождённый формой (3.1) оператор обозначим через 𝐴(𝑘). Параметр 𝑘 ∈ R называют ква-
зиимпульсом. Пусть 𝐸𝑙(𝑘), 𝑙 ∈ N, — последовательные (с учётом кратностей) собственные
значения оператора 𝐴(𝑘) и 𝜙𝑙(·, 𝑘), 𝑙 ∈ N, — соответствующие ортонормированные соб-
ственные функции. Функции 𝐸𝑙(𝑘) называются зонными функциями; они (2𝜋)-периодичны.
Далее, 𝜙𝑙(𝑥 + 1, 𝑘) = 𝜙𝑙(𝑥, 𝑘), а функции 𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑙(𝑥, 𝑘) можно выбрать (2𝜋)-периодическими
по 𝑘.

Обозначим через ̃︀Ω = ̃︀Ω1 = (−𝜋, 𝜋] центральную (первую) зону Бриллюена. В силу
периодичности функций 𝐸𝑙(𝑘) и 𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑙(𝑥, 𝑘) достаточно рассматривать только 𝑘 ∈ ̃︀Ω.
Однако, иногда нам будет удобно считать, что 𝑘 ∈ R.

Рассмотрим функцию 𝐸𝑠(𝑘) для некоторого 𝑠 ∈ N. Справедливы следующие утвержде-
ния:

1∘. Функция 𝐸𝑠 непрерывна (и даже липшицева) и чётна.
2∘. Функция 𝐸𝑠 — кусочно вещественно аналитическая, гладкость которой может

нарушаться только в точках перемены кратности.
3∘. Отображение 𝑘 ↦→ 𝐸𝑠(𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀Ω, дважды покрывает зону 𝑅(𝐸𝑠).

4∘. Равенство 𝐸𝑠+1(𝑘) = 𝐸𝑠(𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀Ω, возможно только если 𝑘 = 𝜋 (𝑠 — нечётное
число).

5∘. Равенство 𝐸𝑠−1(𝑘) = 𝐸𝑠(𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀Ω, возможно только если 𝑘 = 0 (𝑠 — нечётное
число).

6∘. При 0 6 𝑘 6 𝜋 функция 𝐸𝑠(𝑘) строго монотонна.

7∘. Если номер 𝑠 — нечётный, то при 𝑘 = 0 функция 𝐸𝑠(𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀Ω, имеет минимум, а
при 𝑘 = 𝜋 — максимум.

8∘. Если номер 𝑠 — чётный, то при 𝑘 = 0 функция 𝐸𝑠(𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀Ω, имеет максимум, а
при 𝑘 = 𝜋 — минимум.

Нам будут нужны оценки для зонных функций 𝐸𝑙(𝑘), 𝑙 ∈ N. Рассмотрим форму

a∘(𝑘)[𝜑, 𝜑] =

∫︁ 1

0

|𝜑′ + 𝑖𝑘𝜑|2 𝑑𝑥, 𝜑 ∈ ̃︀𝐻1(0, 1), 𝑘 ∈ R.

Пусть 𝐸∘
𝑙 (𝑘), 𝑙 ∈ N, — последовательные (с учётом кратностей) собственные значения

соответствующего оператора. Они (2𝜋)-периодичны и на ̃︀Ω равны

𝐸∘
1(𝑘) = 𝑘2, 𝑘 ∈ ̃︀Ω,

𝐸∘
2𝑗(𝑘) = (2𝜋𝑗 − |𝑘|)2, 𝐸∘

2𝑗+1(𝑘) = (2𝜋𝑗 + |𝑘|)2, 𝑘 ∈ ̃︀Ω, 𝑗 ∈ N.

В силу периодичности функций {𝐸∘
𝑙 (𝑘)}𝑙∈N имеем

𝐸∘
𝑙 (𝑘)𝜒̃︀Ω𝑙

(𝑘) = 𝑘2𝜒̃︀Ω𝑙
(𝑘), 𝑘 ∈ R, 𝑙 ∈ N. (3.2)
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Здесь ̃︀Ω𝑙 — зоны Бриллюена (1.17). Далее, используя ряд Фурье, можно показать, что

𝛼0𝛽
2
0a

∘(𝑘)[𝜑, 𝜑] 6 a(𝑘)[𝑢, 𝑢] 6 𝛼1𝛽
2
1a

∘(𝑘)[𝜑, 𝜑], 𝜑 = 𝜔−1𝑢 ∈ ̃︀𝐻1(0, 1), 𝑘 ∈ R,

откуда следует

𝛼0𝛽
2
0𝛽

−2
1

a∘(𝑘)[𝜑, 𝜑]

‖𝜑‖2𝐿2(0,1)

6
a(𝑘)[𝑢, 𝑢]

‖𝑢‖2𝐿2(0,1)

6 𝛼1𝛽
−2
0 𝛽2

1

a∘(𝑘)[𝜑, 𝜑]

‖𝜑‖2𝐿2(0,1)

, 𝜑 = 𝜔−1𝑢 ∈ ̃︀𝐻1(0, 1), 𝑘 ∈ R.

Используя вариационный принцип, периодичность функций {𝐸𝑙(𝑘)}𝑙∈N и (3.2), отсюда
получаем, что

𝛼0𝛽
2
0𝛽

−2
1 𝑘2𝜒̃︀Ω𝑙

(𝑘) 6 𝐸𝑙(𝑘)𝜒̃︀Ω𝑙
(𝑘) 6 𝛼1𝛽

−2
0 𝛽2

1𝑘
2𝜒̃︀Ω𝑙

(𝑘), 𝑘 ∈ R, 𝑙 ∈ N. (3.3)

Рассмотрим теперь интегральные операторы

Ψ𝑙 : 𝐿2(R) → 𝐿2(S1), 𝑙 ∈ N, (3.4)

которые на классе Шварца определены следующим образом:

(Ψ𝑙𝑣)(𝑘) = (2𝜋)−1/2

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜙𝑙(𝑥, 𝑘)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝒮(R), 𝑙 ∈ N. (3.5)

Точки окружности 𝑘 ∈ S1 можно реализовать, например, точками из ̃︀Ω. Однако, нам
будет удобно использовать и другие реализации. Операторы (3.5) по непрерывности рас-
пространяются до частично изометрических отображений "на". Операторы Ψ*

𝑙 Ψ𝑙 суть
ортогональные проекторы на подпространства ℰ𝐴(𝑅(𝐸𝑙))𝐿2(R) в 𝐿2(R) и

∑︀
𝑙∈N Ψ*

𝑙 Ψ𝑙 = 𝐼.
Справедливо представление (разложение Флоке–Блоха)

𝐴 =
∞∑︁
𝑙=1

Ψ*
𝑙 [𝐸𝑙]Ψ𝑙. (3.6)

В силу (3.6) спектр оператора 𝐴 представляет собой объединение отрезков (зон), которые
являются образами функций 𝐸𝑙(𝑘):

𝜎(𝐴) =
∞⋃︁
𝑙=1

𝑅(𝐸𝑙) = [𝐸1(0), 𝐸1(𝜋)] ∪ [𝐸2(𝜋), 𝐸2(0)] ∪ [𝐸3(0), 𝐸3(𝜋)] ∪ . . . .

В одномерном случае спектральные зоны не перекрываются. Интервалы

(−∞, 𝐸1(0)), (𝐸1(𝜋), 𝐸2(𝜋)), (𝐸2(0), 𝐸3(0)), . . .

называются лакунами в спектре. Отметим, что зоны могут касаться друг друга, т. е.
возможно их пересечение по граничной точке. Это означает, что некоторые лакуны могут
быть пустыми.

4. Лакуна

Фиксируем некоторое 𝑠 ∈ N. Договоримся здесь и далее использовать обозначения
𝐸(𝑘) := 𝐸𝑠(𝑘), 𝜙(𝑥, 𝑘) := 𝜙𝑠(𝑥, 𝑘), Ψ := Ψ𝑠. Положим

̃︀ℋ1(0, 1) := {𝑓 : 𝜔−1𝑓 ∈ ̃︀𝐻1(0, 1)}, ‖𝑓‖ ̃︀ℋ1(0,1)
:= ‖𝜔−1𝑓‖𝐻1(0,1).

Мы предполагаем, что выполнено одно из следующих четырёх условий.
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Условие 1. Пусть 𝑠 нечётно. В спектре оператора 𝐴 есть лакуна (𝐸𝑠−1(0), 𝐸(0)) ̸= ∅.

Условие 2. Пусть 𝑠 чётно. В спектре оператора 𝐴 есть лакуна (𝐸(0), 𝐸𝑠+1(0)) ̸= ∅.

Предполагая, что выполнено условие 1 или условие 2, имеем

𝐸(𝑘) = 𝜎0 ± 𝑏0𝑘
2 + 𝑘4𝛾0(𝑘), |𝑘| 6 𝜋, 𝑏0 > 0, (4.1)

𝜙(𝑥, 𝑘) = 𝜙0(𝑥) + 𝑘𝜃0(𝑥, 𝑘), |𝑘| < 𝜋. (4.2)

В равенстве (4.1) знак "+" отвечает случаю, когда выполнено условие 1, "−" — когда
выполнено условие 2. Функция 𝛾0(𝑘) непрерывна, а при |𝑘| < 𝜋 вещественно аналитична;
𝜎0 := 𝐸(0), 𝜙0(𝑥) := 𝜙(𝑥, 0); 𝜙(·, 𝑘) и 𝜃0(·, 𝑘) — вещественно аналитические по 𝑘 функции со
значениями в ̃︀ℋ1(0, 1).

Условие 3. Пусть 𝑠 нечётно. В спектре оператора 𝐴 есть лакуна (𝐸(𝜋), 𝐸𝑠+1(𝜋)) ̸= ∅.

Условие 4. Пусть 𝑠 чётно. В спектре оператора 𝐴 есть лакуна (𝐸𝑠−1(𝜋), 𝐸(𝜋)) ̸= ∅.

В предположении выполнения условия 3 или условия 4

𝐸(𝑘) = 𝜎𝜋 ± 𝑏𝜋(𝑘 − 𝜋)2 + (𝑘 − 𝜋)4𝛾𝜋(𝑘), 0 6 𝑘 6 2𝜋, 𝑏𝜋 > 0, (4.3)
𝜙(𝑥, 𝑘) = 𝜙𝜋(𝑥) + (𝑘 − 𝜋)𝜃𝜋(𝑥, 𝑘), 0 < 𝑘 < 2𝜋. (4.4)

В равенстве (4.3) знак "+" отвечает случаю, когда выполнено условие 4, "−" — когда
выполнено условие 3. Функция 𝛾𝜋(𝑘) непрерывна, а при 0 < 𝑘 < 2𝜋 вещественно аналитична;
𝜎𝜋 := 𝐸(𝜋), 𝜙𝜋(𝑥) := 𝜙(𝑥, 𝜋); 𝜙(·, 𝑘) и 𝜃𝜋(·, 𝑘) — вещественно аналитические по 𝑘 функции
со значениями в ̃︀ℋ1(0, 1).

Замечание 5. Чтобы в случае условия 1 не исключать полубесконечную лакуну (−∞, 0),
формально положим 𝐸0(0) = −∞.

Замечание 6. Функции 𝜙0 и 𝜙𝜋 в (4.2), (4.4) принадлежат ̃︀ℋ1(0, 1) и поэтому ограни-
чены. Будем считать их продолженными 1-периодическим образом на R.

Замечание 7. Коэффициенты 𝑏0, 𝑏𝜋 в (4.1) и (4.3) могут быть выражены в терминах
решений некоторых задач на интервале периодичности (0, 1). См., например, [24, замеча-
ния 2.2, 2.4].

5. Вспомогательные утверждения

Положим 𝑘0 := 0 в случае выполнения условий 1 или 2 и 𝑘0 := 𝜋, если выполнены
условия 3 или 4. Здесь и далее будем предполагать, что

𝛾𝑘0(𝑘0) ̸= 0. (5.1)

Пусть выполнено одно из условий 1, 4. Рассмотрим выражение (𝐸(𝑘)−𝜎𝑘0)
1/2. Используя

формулу Тейлора для функции
√

1 + 𝑥, имеем

(𝐸(𝑘) − 𝜎𝑘0)
1/2 = 𝑏

1/2
𝑘0

|𝑘 − 𝑘0| + |𝑘 − 𝑘0|3𝛾𝑘0(𝑘), (5.2)

где 𝛾𝑘0(𝑘) = 1
2
𝑏
−1/2
𝑘0

𝛾𝑘0(𝑘)(1 + 𝑂((𝑘 − 𝑘0)
2)), 𝑘 ∼ 𝑘0. Аналогично, если выполнено одно из

условий 2, 3, имеем

(𝜎𝑘0 − 𝐸(𝑘))1/2 = 𝑏
1/2
𝑘0

|𝑘 − 𝑘0| − |𝑘 − 𝑘0|3𝛾𝑘0(𝑘).
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Фиксируем 0 < 𝜅 < 𝜋 так, чтобы
1

2
|𝛾𝑘0(𝑘0)| 6 |𝛾𝑘0(𝑘)| 6 3

2
|𝛾𝑘0(𝑘0)|, (5.3)

1

2
|𝛾𝑘0(𝑘0)| 6 |𝛾𝑘0(𝑘)| 6 3

2
|𝛾𝑘0(𝑘0)|, (5.4)

(𝑘 − 𝑘0)
2|𝛾𝑘0(𝑘)| 6 1

2
𝑏
1/2
𝑘0

, (5.5)

при |𝑘 − 𝑘0| 6 𝜅 и введём обозначение K := {𝑘 : |𝑘| 6 𝜅}.

Лемма 8. Пусть выполнено одно из условий 1 – 4. Пусть 𝑞 > 0, 𝑟 > −1. При 0 < 𝜀 6 1
справедливы оценки⃦⃦

(Ψ* − [𝜙𝑘0 ]Φ
*)[𝜀𝑞(|𝑘 − 𝑘0|2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘 − 𝑘0)]

⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6 𝐶𝜀min(1,𝑞), (5.6)⃦⃦
(Ψ* − [𝜙𝑘0 ]Φ

*)[𝜀𝑟(|𝑘 − 𝑘0|2 + 𝜀2)−𝑟/2|𝑘 − 𝑘0|−1𝜒K(𝑘 − 𝑘0)]
⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6 𝐶𝜀min(0,𝑟). (5.7)

В (5.6) константа 𝐶 зависит от 𝑞, 𝜅, ‖𝜃𝑘0‖𝑀𝜅(𝑘0), в (5.7) — от 𝑟, 𝜅, ‖𝜃𝑘0‖𝑀𝜅(𝑘0); величина
‖𝜃𝑘0‖𝑀𝜅(𝑘0) определена ниже в (5.9).

Доказательство. Докажем (5.6). Рассмотрим сопряжённый оператор

[𝜀𝑞(|𝑘 − 𝑘0|2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘 − 𝑘0)](Ψ − Φ[𝜙𝑘0 ]).

В силу (4.2), (4.4) заключаем, что оператор [𝜒K(𝑘−𝑘0)](Ψ−Φ[𝜙𝑘0 ]) является интегральным
оператором с ядром

(2𝜋)−1/2𝜒K(𝑘 − 𝑘0)𝑒
−𝑖𝑥𝑘(𝜙(𝑥, 𝑘) − 𝜙𝑘0(𝑥)) = (2𝜋)−1/2𝜒K(𝑘 − 𝑘0)𝑒

−𝑖𝑥𝑘(𝑘 − 𝑘0)𝜃𝑘0(𝑥, 𝑘). (5.8)

Ядро (5.8) отличается от ядра оператора Фурье множителем (𝑘 − 𝑘0)𝜒K(𝑘 − 𝑘0)𝜃𝑘0(𝑥, 𝑘).
Функция 𝜃𝑘0(𝑥, 𝑘) является мультипликатором на множестве ядер ограниченных интеграль-
ных операторов, переводящих 𝐿2(R) в 𝐿2(𝑘0 − 𝜅, 𝑘0 + 𝜅) (см. [22, § 2, п. 2]), и её норма в
классе мультипликаторов равна

‖𝜃𝑘0‖𝑀𝜅(𝑘0) := ess-sup
𝑥∈R

‖𝜃𝑘0(𝑥, ·)‖𝐶1[𝑘0−𝜅,𝑘0+𝜅] < ∞. (5.9)

Отсюда и из неравенств

𝜀𝑞|𝑘 − 𝑘0|
(︀
(𝑘 − 𝑘0)

2 + 𝜀2
)︀−𝑞/2

𝜒K(𝑘 − 𝑘0) 6 𝜅1−𝑞𝜀𝑞, если 0 6 𝑞 6 1,

𝜀𝑞|𝑘 − 𝑘0|
(︀
(𝑘 − 𝑘0)

2 + 𝜀2
)︀−𝑞/2

𝜒K(𝑘 − 𝑘0) 6 𝜀, если 𝑞 > 1,

следует (5.6).
Оценка (5.7) доказывается аналогичным образом с учётом неравенств

|𝑘 − 𝑘0| · |𝑘 − 𝑘0|−1𝜀𝑟((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒K(𝑘 − 𝑘0) 6 (𝜅2 + 1)−𝑟/2𝜀𝑟, если − 1 6 𝑟 < 0,

|𝑘 − 𝑘0| · |𝑘 − 𝑘0|−1𝜀𝑟((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒K(𝑘 − 𝑘0) 6 1, если 𝑟 > 0.

Лемма 9. Пусть выполнено одно из условий 1 – 4, а также условие (5.1). При 𝑡 ̸= 0
справедливы двусторонние оценки⃦⃦⃦⃦[︂

𝜀𝑞

((𝑘 − 𝑘0)2 + 𝜀2)𝑞/2
sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

]︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

≍

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀𝑞/2|𝑡|𝑞/4

(|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2)𝑞/2
, если 0 6 𝑞 6 4 (и 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e),

|𝛾𝑘0(𝑘0)| 𝜀2|𝑡|, если 𝑞 > 4,

(5.10)
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⃦⃦⃦⃦[︂
𝜀𝑞

((𝑘 − 𝑘0)2 + 𝜀2)𝑞/2
sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−1|𝑘 − 𝑘0|3𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

]︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

≍

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀2𝑞/3|𝑡|𝑞/3

(|𝛾𝑘0(𝑘0)|−2/3 + 𝜀4/3|𝑡|2/3)𝑞/2
, если 0 6 𝑞 6 3 (и 0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ),

|𝛾𝑘0(𝑘0)| 𝜀2|𝑡|, если 𝑞 > 3,

(5.11)

⃦⃦⃦⃦[︂
𝜀𝑟

((𝑘 − 𝑘0)2 + 𝜀2)𝑟/2
|𝑘 − 𝑘0|−1 sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−1|𝑘 − 𝑘0|3𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

]︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

≍

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀(2𝑟−1)/3|𝑡|(𝑟+1)/3

|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/3(|𝛾𝑘0(𝑘0)|−2/3 + 𝜀4/3|𝑡|2/3)𝑟/2
, если − 1 6 𝑟 6 2 (и 0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ),

|𝛾𝑘0(𝑘0)| 𝜀|𝑡|, если 𝑟 > 2.

(5.12)

Здесь обозначение 𝑋 ≍ 𝑌 означает 𝑐1𝑌 6 𝑋 6 𝑐2𝑌 с некоторыми константами 𝑐1 и 𝑐2,
зависящими разве лишь от 𝑞 и 𝑟; e := (2𝜋)−1/2|𝛾𝑘0(𝑘0)|1/2𝜅2, ẽ := (2𝜋)−1|𝛾𝑘0(𝑘0)|𝜅3.

Доказательство. Докажем оценку (5.10). Оценки (5.11), (5.12) доказываются вполне ана-
логично. Справедливо равенство⃦⃦⃦⃦[︂

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

]︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

=

⃦⃦⃦⃦
𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)

2 + 𝜀2)−𝑞/2 sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞

.

(5.13)

Оценим норму в правой части (5.13). Для этого введём функции

ℎ1(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2

𝜋
𝑦, при 𝑦 ∈ [0, 𝜋/2],

2

𝜋
(𝜋 − 𝑦), при 𝑦 ∈ (𝜋/2, 𝜋],

ℎ2(𝑦) =

{︃
𝑦, при 𝑦 ∈ [0, 𝜋/2],

𝜋 − 𝑦, при 𝑦 ∈ (𝜋/2, 𝜋],

и продолжим их 𝜋-периодическим образом. Имеем

ℎ1(𝑦) 6 | sin 𝑦| 6 ℎ2(𝑦). (5.14)

Будем оценивать максимумы функций

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2ℎ𝑗

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0), 𝑗 = 1, 2, (5.15)

снизу (для 𝑗 = 1) и сверху (для 𝑗 = 2). Поскольку функция 𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2 монотонно
убывает по 𝑘 > 0, а ℎ1, ℎ2 — периодические, то максимумы функций (5.15) достигаются на
множестве

𝐾 =

{︂
𝑘 :

1

2
|𝑡|𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4|𝛾𝑘0(𝑘)| 6 𝜋

2

}︂
.

Рассмотрим множества

𝐾 ′
1 =

{︂
𝑘 :

3

4
|𝑡|𝜀−2 · |𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4 6
𝜋

2

}︂
, (5.16)

𝐾 ′
2 =

{︂
𝑘 :

1

4
|𝑡|𝜀−2 · |𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4 6
𝜋

2

}︂
. (5.17)
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Из (5.3) следуют включения 𝐾 ′
1 ⊂ 𝐾 ⊂ 𝐾 ′

2. Пусть 𝑘 = max𝐾 и 𝑘′
1,2 = max𝐾 ′

1,2. Имеем

𝑘′
1 = 𝑘0 + (2𝜋/3)1/4|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/4𝜀1/2|𝑡|−1/4, 𝑘′

2 = 𝑘0 + (2𝜋)1/4|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/4𝜀1/2|𝑡|−1/4

(максимумы достигаются, когда в (5.16), (5.17) реализуются равенства) и

|𝑘′
1 − 𝑘0| 6 |𝑘 − 𝑘0| 6 |𝑘′

2 − 𝑘0|. (5.18)

Рассмотрим функцию (5.15) c 𝑗 = 2. В силу верхнего неравенства (5.3)

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2ℎ2

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

= 𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 · 1

2
|𝑡|𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4|𝛾𝑘0(𝑘)|𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

6 𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 · 3

4
|𝑡|𝜀−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4𝜒K(𝑘 − 𝑘0).

Функция 𝑘4(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2 чётна и при 0 6 𝑞 6 4 монотонно растёт по 𝑘 > 0. В правую
часть полученного выше неравенства подставим 𝑘 = 𝑘 и оценим, используя верхнее
неравенство (5.18):

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 · 3

4
|𝑡|𝜀−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4

6 𝜀𝑞
(︀
(2𝜋)1/2|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/2𝜀|𝑡|−1/2 + 𝜀2

)︀−𝑞/2 · 3

4
|𝑡|𝜀−2|𝛾𝑘0(𝑘0)| · (2𝜋)|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1𝜀2|𝑡|−1

=
3𝜋

2
· 𝜀𝑞

(︀
(2𝜋)1/2|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/2𝜀|𝑡|−1/2 + 𝜀2

)︀−𝑞/2
=

3𝜋

2
· 𝜀𝑞/2|𝑡|𝑞/4(︀

(2𝜋)1/2|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2
)︀𝑞/2 ,

0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e, 0 6 𝑞 6 4.

Здесь учитывается включение 𝐾 ′
2 ⊂ (𝑘0 − 𝜅, 𝑘0 + 𝜅), следующее из 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e. При

𝑞 > 4 функция 𝑘4(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2, 𝑘 > 0, имеет максимум 16𝑞−𝑞/2(𝑞 − 4)𝑞/2−2𝜀4−𝑞. Тогда

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 · 3

4
|𝑡|𝜀−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4

6 12𝑞−𝑞/2(𝑞 − 4)𝑞/2−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|𝜀2|𝑡|, 𝑞 > 4.

В итоге мы получили верхнюю оценку (5.10).
Теперь рассмотрим функцию (5.15) c 𝑗 = 1. В силу нижнего неравенства (5.3)

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2ℎ1

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

> 𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 · 1

2𝜋
|𝑡|𝜀−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4𝜒K(𝑘 − 𝑘0).

При 0 6 𝑞 6 4 в правую часть этого неравенства подставим 𝑘 = 𝑘 и оценим, используя
нижнее неравенство (5.18):

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2 · 1

2𝜋
|𝑡|𝜀−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|(𝑘 − 𝑘0)

4

>
1

3
· 𝜀𝑞/2|𝑡|𝑞/4(︀

(2𝜋/3)1/2|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2
)︀𝑞/2 , 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e, 0 6 𝑞 6 4,
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а при 𝑞 > 4 получаем

max
𝑘

𝜀𝑞((𝑘 − 𝑘0)
2 + 𝜀2)−𝑞/2ℎ1

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝑘0)

4𝛾𝑘0(𝑘)

)︂
𝜒K(𝑘 − 𝑘0)

>
8

𝜋
𝑞−𝑞/2(𝑞 − 4)𝑞/2−2|𝛾𝑘0(𝑘0)|𝜀2|𝑡|, 𝑞 > 4.

Тем самым доказана нижняя оценка (5.10).

6. Основные результаты работы

В этом пункте приводятся основные результаты работы. Мы подробно рассматриваем
случаи, когда выполнены условия 1, 3; а для случаев, когда выполнены условия 2, 4, мы
приводим лишь формулировки.

6.1. Случай, когда выполнено условие 1. Пусть 𝜀 > 0 — малый параметр. Рассмотрим
в 𝐿2(R) оператор, формально заданный дифференциальным выражением

𝐴𝜀 = −(𝜔𝜀)−1 𝑑

𝑑𝑥
𝑔𝜀

𝑑

𝑑𝑥
(𝜔𝜀)−1, 𝑔 = 𝑔𝜔2. (6.1)

Здесь 1-периодические функции 𝑔 и 𝜔 удовлетворяют условиям (2.2), (2.4), (2.5). Точное
определение оператора 𝐴𝜀 даётся в терминах соответствующей квадратичной формы
(ср. (2.6)). Операторы (2.7) и (6.1) связаны между собой соотношением

𝐴𝜀 = 𝜀−2𝑇 *
𝜀𝐴𝑇𝜀, (6.2)

где 𝑇𝜀 — оператор масштабного преобразования: (𝑇𝜀𝑢)(𝑥) = 𝜀1/2𝑢(𝜀𝑥).
Сейчас нам удобно реализовать точки окружности в (3.4) так, что

Ψ𝑙 : 𝐿2(R) → 𝐿2(̃︀Ω𝑙−𝑠+1), 𝑙 > 𝑠.

Напомним, что ̃︀Ω𝑗 , 𝑗 ∈ N, были определены в (1.17). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(R). Изучается поведение
решения 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) при 𝜀 → 0 следующей задачи Коши для уравнения типа Шрёдингера⎧⎨⎩𝑖

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑢𝜀)(𝑥, 𝑡),

𝑢𝜀(𝑥, 0) = (Υ(+)
𝜀 𝑓)(𝑥),

(6.3)

где

(Υ(+)
𝜀 𝑓)(𝑥) := (2𝜋)−1/2

∫︁
R
(Φ𝑓)(𝑘)

∞∑︁
𝑗=𝑠

𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑗(𝑥/𝜀, 𝜀𝑘)𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1
(𝜀𝑘) 𝑑𝑘,

Υ(+)
𝜀 𝑓 ∈ ℰ𝐴𝜀 [𝜀

−2𝜎0,∞)𝐿2(R).

В 𝐿2(R) рассмотрим оператор 𝐴hom
0 = −𝑏0

𝑑2

𝑑𝑥2 , Dom𝐴hom
0 = 𝐻2(R), который назовём

эффективным оператором на левом краю 𝜎0 = 𝐸(0) зоны 𝑅(𝐸). Пусть 𝑢0(𝑥, 𝑡) — решение
соответствующей "усреднённой" задачи⎧⎨⎩𝑖

𝜕

𝜕𝑡
𝑢0(𝑥, 𝑡) = (𝐴hom

0 𝑢0)(𝑥, 𝑡),

𝑢0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥).
(6.4)

Решения задач (6.3) и (6.4) можно записать следующим образом:

𝑢𝜀 = 𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀Υ(+)
𝜀 𝑓, 𝑢0 = 𝑒−𝑖𝑡𝐴hom

0 𝑓, (6.5)

где Υ
(+)
𝜀 :=

∑︀∞
𝑗=𝑠 𝑇

*
𝜀 Ψ*

𝑗𝑅𝑗−𝑠+1Φ𝑇𝜀, а 𝑅𝑙 — оператор сужения на ̃︀Ω𝑙.
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Теорема 10. Предположим, что выполнены условие 1 и (5.1). Пусть 𝑢𝜀 — решение
задачи (6.3), 𝑢0 — решение задачи (6.4) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 0 6 𝑞 6 2. Справедлива
оценка

‖𝑢𝜀(·, 𝑡) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0𝜙𝜀
0𝑢0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/4)𝜀𝑞/2‖𝑓‖𝐻𝑞(R), 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e, (6.6)

с константой 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝜅, ‖𝜙0‖𝐿∞ , |𝛾0(0)|, ‖𝜃0‖𝑀𝜅(0)).

Доказательство. В силу (6.5) оценка (6.6) допускает переформулировку в операторных
терминах ⃦⃦⃦

𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀Υ(+)
𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙𝜀

0]𝑒
−𝑖𝑡𝐴hom

0

⃦⃦⃦
𝐻𝑞(R)→𝐿2(R)

6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/4)𝜀𝑞/2, (6.7)

где 𝑡 ̸= 0, 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e, 0 6 𝑞 6 2. Таким образом, наша цель — доказать (6.7). Поскольку

оператор (−𝑑2𝑥 + 𝐼)𝑞/2 осуществляет изометрический
изоморфизм пространства Соболева 𝐻𝑞(R) на 𝐿2(R),

}︃
(6.8)

справедливо равенство⃦⃦⃦
𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀Υ(+)

𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙𝜀
0]𝑒

−𝑖𝑡𝐴hom
0

⃦⃦⃦
𝐻𝑞(R)→𝐿2(R)

=
⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀Υ(+)
𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙𝜀

0]𝑒
−𝑖𝑡𝐴hom

0

)︁
(−𝑑2𝑥 + 𝐼)−𝑞/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

.

В силу унитарности оператора масштабного преобразования имеем⃦⃦⃦(︁
𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀Υ(+)

𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙𝜀
0]𝑒

−𝑖𝑡𝐴hom
0

)︁
(−𝑑2𝑥 + 𝐼)−𝑞/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

=
⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴Υ(+) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙0]𝑒
−𝑖𝑡𝜀−2𝐴hom

0

)︁
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

,
(6.9)

где Υ(+) :=
∑︀∞

𝑗=𝑠 Ψ*
𝑗𝑅𝑗−𝑠+1Φ. Введём проектор 𝐹K = Φ*[𝜒K]Φ. Очевидно,

‖𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2(𝐼 − 𝐹K)‖𝐿2(R)→𝐿2(R) 6 𝜅−𝑞𝜀𝑞. (6.10)

а потому⃦⃦⃦(︁
𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴Υ(+) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙0]𝑒

−𝑖𝑡𝜀−2𝐴hom
0

)︁
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2(𝐼 − 𝐹K)

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6 (1 + ‖𝜙0‖𝐿∞)𝜅−𝑞𝜀𝑞.
(6.11)

Рассмотрим оператор
(︀
𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴Υ(+) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙0]𝑒

−𝑖𝑡𝜀−2𝐴hom
0

)︀
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2𝐹K. Справед-

ливы равенства

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴Υ(+) 𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2𝐹K = Ψ*[𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘)𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ, (6.12)

[𝜙0]𝑒
−𝑖𝑡𝜀−2𝐴hom

0 𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2𝐹K = [𝜙0]Φ
*[𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝑏0𝑘2𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ. (6.13)

Из (5.6) следует оценка

‖(Ψ* − [𝜙0]Φ
*)[𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝑏0𝑘2𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ‖ 6 𝐶𝜀min(1,𝑞). (6.14)

Остаётся оценить ‖Ψ*[(𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝑏0𝑘2)𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ‖𝐿2(R)→𝐿2(R). В
силу (4.1) имеем

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝑏0𝑘2 = 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎0+𝑏0𝑘2)(𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝑘4𝛾0(𝑘) − 1)

= −𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎0+𝑏0𝑘2)𝑒−
1
2
𝑖𝑡𝜀−2𝑘4𝛾0(𝑘) · 2𝑖 sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−2𝑘4𝛾0(𝑘)

)︂
.

(6.15)
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Применяя верхнюю оценку (5.10), с учётом |𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎0+𝑏0𝑘2)| = 1,
⃒⃒
𝑒−

1
2
𝑖𝑡𝜀−2𝑘4𝛾0(𝑘)

⃒⃒
= 1 получаем⃦⃦⃦

Ψ*[(𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝑏0𝑘2)𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ
⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6
𝐶𝜀𝑞/2|𝑡|𝑞/4

(|𝛾𝑘0(𝑘0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2)𝑞/2
, 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e.

(6.16)

Из (6.9), (6.11)–(6.14), (6.16) следует (6.7). Теорема доказана.

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Рассмотрим теперь поведение решения 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡) при 𝜀 → 0 задачи
Коши для гиперболического уравнения⎧⎨⎩

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣𝜀(𝑥, 𝑡) = −(𝐴𝜀𝑣𝜀)(𝑥, 𝑡) + 𝜀−2𝜎0𝑣𝜀(𝑥, 𝑡),

𝑣𝜀(𝑥, 0) = (Υ(+)
𝜀 𝑓)(𝑥), (𝜕𝑡𝑣𝜀)(𝑥, 0) = (Υ(+)

𝜀 𝑔)(𝑥).

(6.17)

Пусть 𝑣0(𝑥, 𝑡) — решение соответствующей "усреднённой" задачи⎧⎨⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

0 𝑣0)(𝑥, 𝑡),

𝑣0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), (𝜕𝑡𝑣0)(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).
(6.18)

Для решений задач (6.17) и (6.18) справедливы представления

𝑣𝜀 = cos
(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 𝑓 + 𝐴−1/2
𝜎0,𝜀

sin
(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 𝑔,

𝑣0 = cos(𝑡(𝐴hom
0 )1/2)𝑓 + (𝐴hom

0 )−1/2 sin(𝑡(𝐴hom
0 )1/2)𝑔,

}︃
(6.19)

где 𝐴𝜎0,𝜀 := (𝐴𝜀 − 𝜀−2𝜎0)ℰ𝐴𝜀 [𝜀
−2𝜎0,∞).

Теорема 11. Предположим, что выполнены условие 1 и (5.1). Пусть 𝑣𝜀 — решение за-
дачи (6.17), 𝑣0 — решение задачи (6.18) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 𝑔 ∈ 𝐻𝑟(R). Справедливы
оценки

‖𝑣𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
0𝑣0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + (1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, 0 6 𝑟 6 1/2,

(6.20)

‖𝑣𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
0𝑣0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + ((1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3 + |𝑡|1/3𝜀2/3)‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, −1 6 𝑟 < 0,

(6.21)

с константами 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝑟, 𝜅, 𝛼0, 𝛽0, 𝛽1, 𝜎0, 𝑏0, ‖𝜙0‖𝐿∞ , |𝛾0(0)|, ‖𝜃0‖𝑀𝜅(0)).

Доказательство. В силу (6.19) мы должны доказать оценки⃦⃦⃦
cos

(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 − [𝜙𝜀
0] cos(𝑡(𝐴hom

0 )1/2)
⃦⃦⃦
𝐻𝑞(R)→𝐿2(R)

6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3,

0 6 𝑞 6 3/2,
(6.22)⃦⃦⃦

𝐴−1/2
𝜎0,𝜀

sin
(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 − [𝜙𝜀
0](𝐴

hom
0 )−1/2 sin(𝑡(𝐴hom

0 )1/2)
⃦⃦⃦
𝐻𝑟(R)→𝐿2(R)

6 𝐶(1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3, 0 6 𝑟 6 1/2,
(6.23)

⃦⃦⃦
𝐴−1/2

𝜎0,𝜀
sin

(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 − [𝜙𝜀
0](𝐴

hom
0 )−1/2 sin(𝑡(𝐴hom

0 )1/2)
⃦⃦⃦
𝐻𝑟(R)→𝐿2(R)

6 𝐶((1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3 + |𝑡|1/3𝜀2/3), −1 6 𝑟 < 0,
(6.24)
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где 𝑡 ̸= 0, 0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ. Используя (6.8) и унитарность масштабного преобразования,
имеем равенства⃦⃦⃦

cos
(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 − [𝜙𝜀
0] cos(𝑡(𝐴hom

0 )1/2)
⃦⃦⃦
𝐻𝑞(R)→𝐿2(R)

=
⃦⃦⃦(︁

cos
(︀
𝑡𝜀−1𝐴1/2

𝜎0

)︀
Υ(+) − [𝜙0] cos(𝑡𝜀−1(𝐴hom

0 )1/2)
)︁
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

(6.25)

и ⃦⃦⃦
𝐴−1/2

𝜎0,𝜀
sin

(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎0,𝜀

)︀
Υ(+)

𝜀 − [𝜙𝜀
0](𝐴

hom
0 )−1/2 sin(𝑡(𝐴hom

0 )1/2)
⃦⃦⃦
𝐻𝑟(R)→𝐿2(R)

=
⃦⃦⃦
𝜀
(︁
𝐴−1/2

𝜎0
sin

(︀
𝑡𝜀−1𝐴1/2

𝜎0

)︀
Υ(+)

− [𝜙0](𝐴
hom
0 )−1/2 sin(𝑡𝜀−1(𝐴hom

0 )1/2)
)︁
𝜀𝑟(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑟/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

,

(6.26)

где 𝐴𝜎0
:= (𝐴− 𝜎0)ℰ𝐴[𝜎0,∞).

Оценим (6.25). Аналогично доказательству теоремы 10 имеем⃦⃦⃦(︁
cos

(︀
𝑡𝜀−1𝐴1/2

𝜎0

)︀
Υ(+) − [𝜙0] cos(𝑡𝜀−1(𝐴hom

0 )1/2)
)︁
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2(𝐼 − 𝐹K)

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6 (1 + ‖𝜙0‖𝐿∞)𝜅−𝑞𝜀𝑞,

cos
(︀
𝑡𝜀−1𝐴1/2

𝜎0

)︀
Υ(+) 𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2𝐹K = Ψ*[cos

(︀
𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2
)︀
𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ,

[𝜙0] cos
(︀
𝑡𝜀−1(𝐴hom

0 )1/2
)︀
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2𝐹K = [𝜙0]Φ

*[cos
(︀
𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘

2)1/2
)︀
𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ,

‖(Ψ* − [𝜙0]Φ
*)[cos

(︀
𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘

2)1/2
)︀
𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ‖ 6 𝐶𝜀min(1,𝑞).

Остаётся оценить⃦⃦⃦
Ψ*[(cos(𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2) − cos(𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘
2)1/2))𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

.

Преобразуем разность косинусов под знаком нормы с помощью тождества

cos
(︀
𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2
)︀
− cos

(︀
𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘

2)1/2)
)︀

= −2 sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−1

(︀
(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2 + (𝑏0𝑘
2)1/2

)︀)︂
sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−1

(︀
(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2 − (𝑏0𝑘
2)1/2

)︀)︂
.

Очевидно,
⃒⃒
sin

(︀
1
2
𝑡𝜀−1((𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2 + (𝑏0𝑘
2)1/2)

)︀⃒⃒
6 1. Применяя верхнюю оценку (5.11), с

учётом (5.2) получаем⃦⃦⃦
Ψ*[(cos(𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2) − cos(𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘
2)1/2))𝜀𝑞(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘)]Φ

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6
𝐶𝜀2𝑞/3|𝑡|𝑞/3

(|𝛾𝑘0(𝑘0)|−2/3 + 𝜀4/3|𝑡|2/3)𝑞/2
, 0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ,

что завершает доказательство (6.22).
Перейдём к доказательству оценок (6.23), (6.24). Сперва оценим оператор под знаком

нормы в правой части (6.26), домноженный справа на проектор (𝐼 − 𝐹K):

𝜀
(︁
𝐴−1/2

𝜎0
sin

(︀
𝑡𝜀−1𝐴1/2

𝜎0

)︀
Υ(+)

− [𝜙0](𝐴
hom
0 )−1/2 sin(𝑡𝜀−1(𝐴hom

0 )1/2)
)︁
𝜀𝑟(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑟/2(𝐼 − 𝐹K)

= 𝜀
(︁ ∞∑︁

𝑗=𝑠

Ψ*
𝑗𝑅𝑗−𝑠+1

[︀(︀
𝐸𝑗(𝑘) − 𝜎0

)︀−1/2
sin

(︀
𝑡𝜀−1(𝐸𝑗(𝑘) − 𝜎0)

1/2
)︀
𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1

(𝑘)
]︀

− [𝜙0]Φ
*[︀(𝑏0𝑘2)−1/2 sin(𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘

2)1/2)
]︀)︁[︀

𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2(1 − 𝜒K(𝑘))
]︀
Φ.

(6.27)
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Для этого воспользуемся элементарным неравенством | sin𝑥| 6 1, 𝑥 ∈ R; а также оценками(︀
𝐸𝑗(𝑘) − 𝜎0

)︀−1/2
𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1

(𝑘)(1 − 𝜒K(𝑘)) 6
(︀
𝐸(𝜅) − 𝜎0

)︀−1/2
, 𝑗 > 𝑠,

(𝑏0𝑘
2)−1/2(1 − 𝜒K(𝑘)) 6 𝑏

−1/2
0 𝜅−1.

Далее, если 𝑟 > 0, то 𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 1 и (𝐿2(R) → 𝐿2(R))-норма оператора (6.27)
оценивается через 𝐶𝜀. Рассмотрим теперь случай, когда −1 6 𝑟 < 0. Пусть 𝑁 > 1. Тогда

𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒[−𝑁,𝑁 ](𝑘) 6 𝜀𝑟(𝑁2 + 1)−𝑟/2, −1 6 𝑟 < 0,

(𝑏0𝑘
2)−1/2𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2(1 − 𝜒[−𝑁,𝑁 ](𝑘)) 6 𝑏

−1/2
0 𝑁−1(𝑁2 + 1)−𝑟/2𝜀𝑟, −1 6 𝑟 < 0.

Здесь мы учли, что функция (𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2 чётна и монотонно растёт по 𝑘 > 0, а функция
|𝑘|−1(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2 чётна и монотонно убывает по 𝑘 > 1. Затем, из нижней оценки (3.3) и
периодичности функций 𝐸𝑗(𝑘) следует, что

𝐸𝑗(𝑘)𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1
(𝑘) > 𝛼0𝛽

2
0𝛽

−2
1 (|𝑘| + 𝜋(𝑠− 1))2𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1

(𝑘) > 𝛼0𝛽
2
0𝛽

−2
1 𝑘2𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1

(𝑘), 𝑗 > 𝑠,

и поэтому(︀
𝐸𝑗(𝑘) − 𝜎0

)︀−1/2
(1 − 𝜒[−𝑁,𝑁 ](𝑘))𝜒̃︀Ω𝑗−𝑠+1

(𝑘)𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2

6 (𝛼0𝛽
2
0𝛽

−2
1 𝑘2 − 𝜎0)

−1/2(1 − 𝜒[−𝑁,𝑁 ](𝑘))𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2 6 𝐶𝜀𝑟,

𝐶 = (𝛼0𝛽
2
0𝛽

−2
1 𝑁2 − 𝜎0)

−1/2(𝑁2 + 1)−𝑟/2, 𝑗 > 𝑠, −1 6 𝑟 < 0.

(6.28)

Тут учтено, что функция в средней части (6.28) монотонно убывает по 𝑘 > 𝑁 . Число 𝑁
выбирается так, чтобы 𝛼0𝛽

2
0𝛽

−2
1 𝑁2−𝜎0 > 0. Таким образом, при −1 6 𝑟 < 0 оператор (6.27)

оценивается по (𝐿2(R) → 𝐿2(R))-норме через 𝐶𝜀𝑟+1.
Рассмотрим теперь

𝜀
(︁
𝐴−1/2

𝜎0
sin

(︀
𝑡𝜀−1𝐴1/2

𝜎0

)︀
Υ(+) − [𝜙0](𝐴

hom
0 )−1/2 sin(𝑡𝜀−1(𝐴hom

0 )1/2)
)︁
𝜀𝑟(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑟/2𝐹K. (6.29)

Аналогично (6.12), (6.13), получаем, что оператор (6.29) равен

𝜀
(︁

Ψ*[︀(︀𝐸(𝑘) − 𝜎0

)︀−1/2
sin

(︀
𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0

)︀1/2)︀]︀− [𝜙0]Φ
*[︀(𝑏0𝑘2)−1/2 sin(𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘

2)1/2)
]︀)︁

×
[︀
𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒K(𝑘)

]︀
Φ.

В силу (5.2), (5.4) и (5.5) справедлива оценка

⃒⃒(︀
𝐸(𝑘) − 𝜎0

)︀−1/2 − (𝑏0𝑘
2)−1/2

⃒⃒
𝜒K(𝑘) =

|𝑘|3|𝛾0(𝑘)|
𝑏
1/2
0 |𝑘|

⃒⃒
𝑏
1/2
0 |𝑘| + |𝑘|3𝛾0(𝑘)

⃒⃒𝜒K(𝑘)

6
3|𝑘||𝛾0(0)|

2𝑏
1/2
0

⃒⃒
𝑏
1/2
0 + 𝑘2𝛾0(𝑘)

⃒⃒𝜒K(𝑘) 6 3𝑏−1
0 |𝑘||𝛾0(0)|𝜒K(𝑘)

и, следовательно,⃒⃒(︀
𝐸(𝑘) − 𝜎0

)︀−1/2 − (𝑏0𝑘
2)−1/2

⃒⃒
𝜀𝑟+1(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒K(𝑘) 6 3𝑏−1

0 |𝛾0(0)|𝜀𝑟+1𝜅(𝜅2 + 𝜀2)−𝑟/2.

Здесь мы учли, что функция 𝑘(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2 монотонно растёт при 𝑘 > 0. Далее, приме-
няя (5.7), получаем

𝜀‖(Ψ* − [𝜙0]Φ
*)[(𝑏0𝑘

2)−1/2 sin(𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘
2)1/2)𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒K(𝑘)]Φ‖ 6 𝐶𝜀min(1,𝑟+1).
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Остаётся оценить норму

𝜀
⃦⃦⃦

Ψ*
[︁
(𝑏0𝑘

2)−1/2
(︁

sin
(︀
𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2
)︀

− sin
(︀
𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘

2)1/2
)︀)︁

𝜀𝑟(𝑘2 + 𝜀2)−𝑟/2𝜒K(𝑘)
]︁
Φ
⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

.

Справедливо тождество

(𝑏0𝑘
2)−1/2

(︀
sin(𝑡𝜀−1(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2) − sin(𝑡𝜀−1(𝑏0𝑘
2)1/2)

)︀
= 2(𝑏0𝑘

2)−1/2 cos

(︂
1

2
𝑡𝜀−1((𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2 + (𝑏0𝑘
2)1/2)

)︂
× sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−1((𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2 − (𝑏0𝑘
2)1/2)

)︂
.

Очевидно,
⃒⃒
cos

(︀
1
2
𝑡𝜀−1

(︀
(𝐸(𝑘) − 𝜎0)

1/2 + (𝑏0𝑘
2)1/2

)︀)︀⃒⃒
6 1. Применение верхней оценки (5.12)

c учётом (5.2) завершает доказательство неравенств (6.23), (6.24).

6.2. Случай, когда выполнено условие 3. Сейчас нам удобно реализовать точки
окружности в (3.4) так, что

Ψ𝑙 : 𝐿2(R) → 𝐿2(̃︀Ω′
𝑠−𝑙+1), 𝑙 = 1, . . . , 𝑠,

где ̃︀Ω′
𝑗 = ̃︀Ω𝑗 + 𝜋.

Рассмотрим задачу Коши для уравнения типа Шрёдингера⎧⎨⎩𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑤𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑤𝜀)(𝑥, 𝑡),

𝑤𝜀(𝑥, 0) = (̃︀Υ(−)
𝜀 𝑓)(𝑥),

(6.30)

где

(̃︀Υ(−)
𝜀 𝑓)(𝑥) := (2𝜋)−1/2

∫︁
R
(Φ𝑓)(𝑘 − 𝜀−1𝜋)

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑗(𝑥/𝜀, 𝜀𝑘)𝜒̃︀Ω′
𝑠−𝑗+1

(𝜀𝑘) 𝑑𝑘,

̃︀Υ(−)
𝜀 𝑓 ∈ ℰ𝐴𝜀 [0, 𝜀

−2𝜎𝜋]𝐿2(R),

и соответствующую "усреднённую" задачу⎧⎨⎩𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑤0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

𝜋 𝑤0)(𝑥, 𝑡),

𝑤0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥).
(6.31)

Здесь 𝐴hom
𝜋 = −𝑏𝜋

𝑑2

𝑑𝑥2 , Dom𝐴hom
𝜋 = 𝐻2(R), — действующий в 𝐿2(R) оператор, который мы

назовём эффективным оператором на правом краю 𝜎𝜋 = 𝐸(𝜋) зоны 𝑅(𝐸).
Решения задач (6.30) и (6.31) можно записать следующим образом:

𝑤𝜀 = 𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀 ̃︀Υ(−)
𝜀 𝑓, 𝑤0 = 𝑒−𝑖𝑡(−𝐴hom

𝜋 )𝑓, (6.32)

где ̃︀Υ(−)
𝜀 :=

∑︀𝑠
𝑗=1 𝑇

*
𝜀 Ψ*

𝑗𝑅
′
𝑠−𝑗+1Φ𝑇𝜀[𝑒

𝑖𝜋𝑥/𝜀], а 𝑅′
𝑙 — оператор сужения на ̃︀Ω′

𝑙.
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Теорема 12. Предположим, что выполнены условие 3 и (5.1). Пусть 𝑤𝜀 — решение
задачи (6.30), 𝑤0 — решение задачи (6.31) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 0 6 𝑞 6 2. Справедлива
оценка

‖𝑤𝜀(·, 𝑡) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝜙𝜀
𝜋𝑒

𝑖𝜋(·/𝜀)𝑤0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/4)𝜀𝑞/2‖𝑓‖𝐻𝑞(R),

0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e,
(6.33)

с константой 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝜅, ‖𝜙𝜋‖𝐿∞ , |𝛾𝜋(𝜋)|, ‖𝜃𝜋‖𝑀𝜅(𝜋)).

Доказательство. В силу (6.32) нужно доказать оценку⃦⃦⃦
𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀 ̃︀Υ(−)

𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝜙𝜀
𝜋[𝑒𝑖𝜋𝜀

−1𝑥]𝑒−𝑖𝑡(−𝐴hom
𝜋 )

⃦⃦⃦
𝐻𝑞(R)→𝐿2(R)

6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/4)𝜀𝑞/2,

где 𝑡 ≠ 0, 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e, 0 6 𝑞 6 2. Из (6.8) и унитарности масштабного преобразования
следует равенство⃦⃦⃦

𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀 ̃︀Υ(−)
𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝜙𝜀

𝜋[𝑒𝑖𝜋𝜀
−1𝑥]𝑒−𝑖𝑡(−𝐴hom

𝜋 )
⃦⃦⃦
𝐻𝑞(R)→𝐿2(R)

=
⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴̃︀Υ(−) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋 [𝜙𝜋][𝑒𝑖𝜋𝑥]𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(−𝐴hom
𝜋 )

)︁
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

.

Здесь ̃︀Υ(−) =
∑︀𝑠

𝑗=1 Ψ*
𝑗𝑅

′
𝑠−𝑗+1Φ[𝑒𝑖𝜋𝑥]. Далее, справедливы тождества

Φ*[𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2]Φ[𝑒𝑖𝜋𝑥] = [𝑒𝑖𝜋𝑥]𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2,

Φ*[𝑒𝑖𝑡𝜀
−2𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2]Φ[𝑒𝑖𝜋𝑥] = [𝑒𝑖𝜋𝑥]𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(−𝐴hom

𝜋 )𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2,

поэтому⃦⃦⃦(︁
𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴̃︀Υ(−) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋 [𝜙𝜋][𝑒𝑖𝜋𝑥]𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(−𝐴hom

𝜋 )
)︁
𝜀𝑞(−𝑑2𝑥 + 𝜀2𝐼)−𝑞/2

⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

=
⃦⃦⃦(︁

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴

𝑠∑︁
𝑗=1

Ψ*
𝑗𝑅

′
𝑠−𝑗+1−𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋 [𝜙𝜋]Φ*[𝑒𝑖𝑡𝜀

−2𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2 ]
)︁

[𝜀𝑞((𝑘−𝜋)2+𝜀2)−𝑞/2]Φ
⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

.

Очевидно, 𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2(1 − 𝜒K(𝑘 − 𝜋)) 6 𝜅−𝑞𝜀𝑞, а потому

⃦⃦⃦(︁
𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴

𝑠∑︁
𝑗=1

Ψ*
𝑗𝑅

′
𝑠−𝑗+1 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋 [𝜙𝜋]Φ*[𝑒𝑖𝑡𝜀

−2𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2 ]
)︁

× [𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2(1 − 𝜒K(𝑘 − 𝜋))]Φ
⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6 (1 + ‖𝜙𝜋‖𝐿∞)𝜅−𝑞𝜀𝑞. (6.34)

Таким образом, принимая во внимание равенство

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐴

𝑠∑︁
𝑗=1

Ψ*
𝑗𝑅

′
𝑠−𝑗+1[𝜀

𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘 − 𝜋)]Φ

= Ψ*[𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘)𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘 − 𝜋)]Φ,

а также следующую из (5.6) оценку

‖(Ψ* − [𝜙𝜋]Φ*)[𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝑒𝑖𝑡𝜀
−2𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘 − 𝜋)]Φ‖ 6 𝐶𝜀min(1,𝑞),
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заключаем, что для доказательства теоремы нам остаётся только оценить норму⃦⃦⃦
Ψ*[(𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝑒𝑖𝑡𝜀

−2𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2)𝜀𝑞((𝑘 − 𝜋)2 + 𝜀2)−𝑞/2𝜒K(𝑘 − 𝜋)]Φ
⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

.

В силу (4.3) справедливо равенство

𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝐸(𝑘) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝑒𝑖𝑡𝜀
−2𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2 = 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎𝜋−𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2)(𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝑘−𝜋)4𝛾𝜋(𝑘) − 1)

= −𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎𝜋−𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2)𝑒−
1
2
𝑖𝑡𝜀−2(𝑘−𝜋)4𝛾𝜋(𝑘) · 2𝑖 sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−2(𝑘 − 𝜋)4𝛾𝜋(𝑘)

)︂
.

Применение оценки (5.10) с учётом
⃒⃒
𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎𝜋−𝑏𝜋(𝑘−𝜋)2)

⃒⃒
= 1,

⃒⃒
𝑒−

1
2
𝑖𝑡𝜀−2𝑘4𝛾𝜋(𝑘)

⃒⃒
= 1 завершает

доказательство.

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Рассмотрим задачу Коши для гиперболического уравнения⎧⎨⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑧𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑧𝜀)(𝑥, 𝑡) − 𝜀−2𝜎𝜋𝑧𝜀(𝑥, 𝑡),

𝑧𝜀(𝑥, 0) = (̃︀Υ(−)
𝜀 𝑓)(𝑥), (𝜕𝑡𝑧𝜀)(𝑥, 0) = (̃︀Υ(−)

𝜀 𝑔)(𝑥),

(6.35)

и соответствующую усреднённую задачу⎧⎨⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑧0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

𝜋 𝑧0)(𝑥, 𝑡),

𝑧0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), (𝜕𝑡𝑧0)(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).
(6.36)

Для решений задач (6.35) и (6.36) справедливы представления

𝑧𝜀 = cos
(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎𝜋 ,𝜀

)︀̃︀Υ(−)
𝜀 𝑓 + 𝐴−1/2

𝜎𝜋 ,𝜀 sin
(︀
𝑡𝐴1/2

𝜎𝜋 ,𝜀

)︀̃︀Υ(−)
𝜀 𝑔,

𝑧0 = cos(𝑡(𝐴hom
𝜋 )1/2)𝑓 + (𝐴hom

𝜋 )−1/2 sin(𝑡(𝐴hom
𝜋 )1/2)𝑔,

где 𝐴𝜎𝜋 ,𝜀 := (𝜀−2𝜎𝜋 − 𝐴𝜀)ℰ𝐴𝜀 [0, 𝜀
−2𝜎𝜋]. Аналогично доказательству теорем 11 и 12 можно

доказать следующее утверждение.

Теорема 13. Предположим, что выполнены условие 3 и (5.1). Пусть 𝑧𝜀 — решение за-
дачи (6.35), 𝑧0 — решение задачи (6.36) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 𝑔 ∈ 𝐻𝑟(R). Справедливы
оценки

‖𝑧𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
𝜋𝑒

𝑖𝜋(·/𝜀)𝑧0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + (1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, 0 6 𝑟 6 1/2,

(6.37)

‖𝑧𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
𝜋𝑒

𝑖𝜋(·/𝜀)𝑧0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + ((1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3 + |𝑡|1/3𝜀2/3)‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, −1 6 𝑟 < 0,

(6.38)

с константами 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝑟, 𝜅, 𝛼0, 𝛽0, 𝛽1, 𝜎𝜋, 𝑏𝜋, ‖𝜙𝜋‖𝐿∞ , |𝛾𝜋(𝜋)|, ‖𝜃𝜋‖𝑀𝜅(𝜋)).

6.3. Случай, когда выполнено условие 2. В 𝐿2(R) рассмотрим оператор 𝐴hom
0 = −𝑏0

𝑑2

𝑑𝑥2 ,
Dom𝐴hom

0 = 𝐻2(R), который назовём эффективным оператором на правом краю 𝜎0 = 𝐸(0)
зоны 𝑅(𝐸). Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Рассмотрим следующую задачу Коши для нестационарного
уравнения типа Шрёдингера и отвечающую ей усреднённую задачу:⎧⎨⎩𝑖

𝜕

𝜕𝑡
𝑢̃𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑢̃𝜀)(𝑥, 𝑡),

𝑢̃𝜀(𝑥, 0) = (Υ(−)
𝜀 𝑓)(𝑥),

⎧⎨⎩𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑢̃0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

0 𝑢̃0)(𝑥, 𝑡),

𝑢̃0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),
(6.39)
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где

(Υ(−)
𝜀 𝑓)(𝑥) := (2𝜋)−1/2

∫︁
R
(Φ𝑓)(𝑘)

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑗(𝑥/𝜀, 𝜀𝑘)𝜒̃︀Ω𝑠−𝑗+1
(𝜀𝑘) 𝑑𝑘,

Υ(−)
𝜀 𝑓 ∈ ℰ𝐴𝜀 [0, 𝜀

−2𝜎0]𝐿2(R),

а также аналогичные задачи Коши для гиперболического уравнения:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑣𝜀)(𝑥, 𝑡) − 𝜀−2𝜎0𝑣𝜀(𝑥, 𝑡),

𝑣𝜀(𝑥, 0) = (Υ(−)
𝜀 𝑓)(𝑥),

(𝜕𝑡𝑣𝜀)(𝑥, 0) = (Υ(−)
𝜀 𝑔)(𝑥),

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑣0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

0 𝑣0)(𝑥, 𝑡),

𝑣0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),

(𝜕𝑡𝑣0)(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

(6.40)

Теорема 14. Предположим, что выполнены условие 2 и (5.1). Пусть 𝑢̃𝜀, 𝑢̃0 — решения
задач (6.39) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 0 6 𝑞 6 2. Справедлива оценка

‖𝑢̃𝜀(·, 𝑡) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0𝜙𝜀
0𝑢̃0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/4)𝜀𝑞/2‖𝑓‖𝐻𝑞(R), 0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e, (6.41)

с константой 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝜅, ‖𝜙0‖𝐿∞ , |𝛾0(0)|, ‖𝜃0‖𝑀𝜅(0)).

Теорема 15. Предположим, что выполнены условие 2 и (5.1). Пусть 𝑣𝜀, 𝑣0 — решения
задач (6.40) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 𝑔 ∈ 𝐻𝑟(R). Справедливы оценки

‖𝑣𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
0𝑣0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + (1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, 0 6 𝑟 6 1/2,

(6.42)

‖𝑣𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
0𝑣0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + ((1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3 + |𝑡|1/3𝜀2/3)‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, −1 6 𝑟 < 0,

(6.43)

с константами 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝑟, 𝜅, 𝛼0, 𝛽0, 𝛽1, 𝜎0, 𝑏0, ‖𝜙0‖𝐿∞ , |𝛾0(0)|, ‖𝜃0‖𝑀𝜅(0)).

6.4. Случай, когда выполнено условие 4. В 𝐿2(R) рассмотрим оператор 𝐴hom
𝜋 = −𝑏𝜋

𝑑2

𝑑𝑥2 ,
Dom𝐴hom

𝜋 = 𝐻2(R), который назовём эффективным оператором на левом краю 𝜎𝜋 = 𝐸(𝜋)
зоны 𝑅(𝐸). Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R). Рассмотрим следующую задачу Коши для нестационарного
уравнения типа Шрёдингера и отвечающую ей усреднённую задачу:⎧⎨⎩𝑖

𝜕

𝜕𝑡
𝑤̃𝜀(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝜀𝑤̃𝜀)(𝑥, 𝑡),

𝑤̃𝜀(𝑥, 0) = (̃︀Υ(+)
𝜀 𝑓)(𝑥),

⎧⎨⎩𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑤̃0(𝑥, 𝑡) = (𝐴hom

𝜋 𝑤̃0)(𝑥, 𝑡),

𝑤̃0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),
(6.44)

где

(̃︀Υ(+)
𝜀 𝑓)(𝑥) := (2𝜋)−1/2

∫︁
R
(Φ𝑓)(𝑘 − 𝜀−1𝜋)

∞∑︁
𝑗=𝑠

𝑒𝑖𝑘𝑥𝜙𝑗(𝑥/𝜀, 𝜀𝑘)𝜒̃︀Ω′
𝑗−𝑠+1

(𝜀𝑘) 𝑑𝑘,

̃︀Υ(+)
𝜀 𝑓 ∈ ℰ𝐴𝜀 [𝜀

−2𝜎𝜋,∞)𝐿2(R),

а также аналогичные задачи Коши для гиперболического уравнения:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑧𝜀(𝑥, 𝑡) = −(𝐴𝜀𝑧𝜀)(𝑥, 𝑡) + 𝜀−2𝜎𝜋𝑧𝜀(𝑥, 𝑡),

𝑧𝜀(𝑥, 0) = (̃︀Υ(+)
𝜀 𝑓)(𝑥),

(𝜕𝑡𝑧𝜀)(𝑥, 0) = (̃︀Υ(+)
𝜀 𝑔)(𝑥),

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑧0(𝑥, 𝑡) = −(𝐴hom

𝜋 𝑧0)(𝑥, 𝑡),

𝑧0(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),

(𝜕𝑡𝑧0)(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

(6.45)
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Теорема 16. Предположим, что выполнены условие 4 и (5.1). Пусть 𝑤̃𝜀, 𝑤̃0 — решения
задач (6.44) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 0 6 𝑞 6 2. Справедлива оценка

‖𝑤̃𝜀(·, 𝑡) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎𝜋𝜙𝜀
𝜋𝑒

𝑖𝜋(·/𝜀)𝑤̃0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝐶(1 + |𝑡|𝑞/4)𝜀𝑞/2‖𝑓‖𝐻𝑞(R),

0 < 𝜀|𝑡|−1/2 6 e,
(6.46)

с константой 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝜅, ‖𝜙𝜋‖𝐿∞ , |𝛾𝜋(𝜋)|, ‖𝜃𝜋‖𝑀𝜅(𝜋)).

Теорема 17. Предположим, что выполнены условие 4 и (5.1). Пусть 𝑧𝜀, 𝑧0 — решения
задач (6.45) и пусть 𝑡 ̸= 0, 𝑓 ∈ 𝐻𝑞(R), 𝑔 ∈ 𝐻𝑟(R). Справедливы оценки

‖𝑧𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
𝜋𝑒

𝑖𝜋(·/𝜀)𝑧0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + (1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, 0 6 𝑟 6 1/2,

(6.47)

‖𝑧𝜀(·, 𝑡) − 𝜙𝜀
𝜋𝑒

𝑖𝜋(·/𝜀)𝑧0(·, 𝑡)‖𝐿2(R)

6 𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + ((1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3 + |𝑡|1/3𝜀2/3)‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
,

0 < 𝜀|𝑡|−1 6 ẽ, 0 < 𝜀 6 1, 0 6 𝑞 6 3/2, −1 6 𝑟 < 0,

(6.48)

с константами 𝐶 = 𝐶(𝑞, 𝑟, 𝜅, 𝛼0, 𝛽0, 𝛽1, 𝜎𝜋, 𝑏𝜋, ‖𝜙𝜋‖𝐿∞ , |𝛾𝜋(𝜋)|, ‖𝜃𝜋‖𝑀𝜅(𝜋)).

7. Заключительные замечания

7.1. В условиях теорем 10, 12, 14, 16 при 𝑞 = 2 и в условиях теорем 11, 13, 15, 17 при
𝑞 = 3/2, 𝑟 = 1/2 имеем оценки погрешности порядка 𝑂((1 + |𝑡|1/2)𝜀). Первая степень 𝜀 —
точный порядок.

7.2. Оценки (6.21), (6.38), (6.43), (6.48) представляют интерес, когда правая часть мала
(т. е. когда 𝜀|𝑡|1/2 мало). Если 𝜀|𝑡|1/2 6 1, то нормы в левых частях (6.21), (6.38), (6.43),
(6.48) при тех же предположениях можно оценить через

𝐶
(︀
(1 + |𝑡|𝑞/3)𝜀2𝑞/3‖𝑓‖𝐻𝑞(R) + ((1 + |𝑡|(𝑟+1)/3)𝜀(2𝑟+2)/3)‖𝑔‖𝐻𝑟(R)

)︀
.

7.3. С помощью сформулированных в лемме 9 оценок снизу можно доказать, что резуль-
таты теорем 10–17 являются точными как относительно типа нормы, так и относительно
зависимости от 𝑡 (при больших 𝑡). Покажем это на примере результата теоремы 10 (при
𝑞 = 2).

Теорема 18. Предположим, что выполнены условие 1 и (5.1). Пусть 𝑢𝜀 — решение
задачи (6.3), 𝑢0 — решение задачи (6.4). Пусть 𝑡 ̸= 0 и 0 6 𝑞′ < 2. Тогда не существует
такой константы 𝒞(𝑡) > 0, чтобы оценка

‖𝑢𝜀(·, 𝑡) − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0𝜙𝜀
0𝑢0(·, 𝑡)‖𝐿2(R) 6 𝒞(𝑡)𝜀‖𝑓‖𝐻𝑞′ (R) (7.1)

выполнялась при всех достаточно малых 𝜀 > 0.

Доказательство проведём от противного. Без ограничения общности можно считать, что
1 6 𝑞′ < 2. Предположим, что (7.1) выполнено. В силу (6.5) это означает, что справедлива
оценка ⃦⃦⃦

𝑒−𝑖𝑡𝐴𝜀Υ(+)
𝜀 − 𝑒−𝑖𝑡𝜀−2𝜎0 [𝜙𝜀

0]𝑒
−𝑖𝑡𝐴hom

0

⃦⃦⃦
𝐻𝑞′ (R)→𝐿2(R)

6 𝒞(𝑡)𝜀
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при всех достаточно малых 𝜀 > 0. В силу (6.8)–(6.15) (с заменой 𝑞 на 𝑞′) заключаем, что⃦⃦⃦⃦
Ψ*

[︂
2𝑖𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎0+𝑏0𝑘2+(1/2)𝑘4𝛾0(𝑘)) sin

(︂
1

2
𝑡𝜀−2𝑘4𝛾0(𝑘)

)︂
𝜀𝑞

′
(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞′/2𝜒K(𝑘)

]︂
Φ

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R)→𝐿2(R)

6 𝒞(𝑡)𝜀

c константой 𝒞(𝑡) > 0 при всех достаточно малых 𝜀 > 0. Заметим, что область изомет-
ричности оператора Ψ* совпадает с Ran Ψ = 𝐿2(̃︀Ω). Очевидно, что область значений
оператора

[︁
2𝑖𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎0+𝑏0𝑘2+(1/2)𝑘4𝛾0(𝑘)) sin

(︀
1
2
𝑡𝜀−2𝑘4𝛾0(𝑘)

)︀
𝜀𝑞

′
(𝑘2 + 𝜀2)−𝑞′/2𝜒K(𝑘)

]︁
Φ содержит-

ся в области изометричности Ψ*. Поэтому отсюда и из нижней оценки (5.10) с учётом
|𝑒−𝑖𝑡𝜀−2(𝜎0+𝑏0𝑘2+(1/2)𝑘4𝛾0(𝑘))| = 1 следует, что

𝜀𝑞
′/2|𝑡|𝑞′/4

(|𝛾0(0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2)𝑞′/2
6 𝒞(𝑡)𝜀

при всех достаточно малых 𝜀, что, очевидно, невозможно, если 𝑞′ < 2. Полученное проти-
воречие завершает доказательство.

Теорема 19. Предположим, что выполнены условие 1 и (5.1). Пусть 𝑢𝜀 — решение зада-
чи (6.3), 𝑢0 — решение задачи (6.4). Пусть 𝑞′ > 2. Тогда не существует положительной
функции 𝒞(𝑡) такой, что lim𝑡→∞ 𝒞(𝑡)/|𝑡|1/2 = 0 и выполнена оценка (7.1).

Доказательство также проведём от противного. Используя те же рассуждения, что и при
доказательстве теоремы 18, получаем, что выполнены неравенства

𝜀𝑞
′/2|𝑡|𝑞′/4

(|𝛾0(0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2)𝑞′/2
6 𝒞(𝑡)𝜀, если 2 6 𝑞′ 6 4,

|𝛾0(0)|𝜀2|𝑡| 6 𝒞(𝑡)𝜀, если 𝑞′ > 4,

при 𝑡 ̸= 0 и всех достаточно малых 𝜀, которые можно записать как

𝜀𝑞
′/2−1|𝑡|𝑞′/4−1/2

(|𝛾0(0)|−1/2 + 𝜀|𝑡|1/2)𝑞′/2
6

𝒞(𝑡)

|𝑡|1/2
, если 2 6 𝑞′ 6 4,

|𝛾0(0)|𝜀|𝑡|1/2 6 𝒞(𝑡)

|𝑡|1/2
, если 𝑞′ > 4,

где 𝒞(𝑡) — положительная функция такая, что lim𝑡→∞ 𝒞(𝑡)/|𝑡|1/2 = 0. Но эта оценка не
может выполняться при больших |𝑡| и достаточно малых 𝜀 = 𝑂(|𝑡|−1/2).

7.4. Наконец, мы предполагали выполненным условие (5.1). Это случай общего положения.
Предположим теперь, что

𝛾𝑘0(𝑘) = (𝑘 − 𝑘0)
2𝑚𝛾𝑘0(𝑘), 𝛾𝑘0(𝑘0) ̸= 0, 𝑚 > 1.

Тогда утверждения теорем 10–17 допускают улучшения. В частности, при 𝑓 ∈ 𝐻𝑞1(R),
𝑞1 = (𝑚+ 2)/(𝑚+ 1), можно оценить нормы в левых частях (6.6), (6.33), (6.41), (6.46) через

𝐶(1 + |𝑡|1/(2𝑚+2))𝜀‖𝑓‖𝐻𝑞1 (R);

а при 𝑓 ∈ 𝐻𝑞2(R), 𝑔 ∈ 𝐻𝑞3(R), 𝑞2 = (2𝑚 + 3)/(2𝑚 + 2), 𝑞3 = 1/(2𝑚 + 2), оценить нормы в
левых частях (6.20), (6.37), (6.42), (6.47) через

𝐶(1 + |𝑡|1/(2𝑚+2))𝜀(‖𝑓‖𝐻𝑞2 (R) + ‖𝑔‖𝐻𝑞3 (R)).
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