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1 Ââåäåíèå

Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à àïðèîðíîé îöåíêè ðåøåíèé. Ôóíäàìåíòàëü-
íûì ðåçóëüòàòîì â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ãåëüäåðîâà íåïðåðûâíîñòü,
äîêàçàííàÿ Ý. Äå Äæîðäæè [3] äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ðàâíîìåðíî ýë-
ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äèâåðãåíòíîãî òèïà ñ èçìåðè-
ìûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí Î.À. Ëàäûæåíñêîé
è Í.Í. Óðàëüöåâîé (ñì. [8, ãë. III, �13�14]) äëÿ óðàâíåíèé ñ ìëàäøèìè
÷ëåíàìè è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äèâåðãåíòíîãî òèïà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíî-
æåñòâå1. Çàäà÷è òàêîãî âèäà â ëèòåðàòóðå òàêæå èìåíóþòñÿ �ñèñòåìàìè,
ñâÿçàííûìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé� [4]. Ïî-âèäèìî-
ìó, âïåðâûå òàêàÿ çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà Ð. Êóðàíòîì â 1926 ãîäó [2,

*Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ãðàíò �22-21-00027).

1Â îáùåì ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî � ýòî êëåòî÷íûé êîìïëåêñ ñ
íåêîòîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïð., [11]).
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p. 60�61] êàê ìîäåëü ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìåìáðàíû, çàæàòîé â ñå-
òè ýëàñòè÷íûõ íèòåé. Äëÿ íåäèâåðãåíòíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çàäà÷à áûëà âïåðâûå èññëåäîâàíà À.Ä. Âåíòöåëåì [6].

Â íàèáîëåå îáùåì âèäå çàäà÷à Âåíòöåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðà-
åâóþ çàäà÷ó äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòî-
ðîé ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòî-
ðîì (òàêæå âòîðîãî ïîðÿäêà)2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó Âåíòöåëÿ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà �äâóõýòàæíîì� ñòðàòè-
ôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå (ñî ñòðàòàìè äâóõ ðàçìåðíîñòåé � n (îáëàñòü)
è n − 1 (ãðàíèöà)). Â ðàáîòå [9] áûëà ïîëó÷åíà ëîêàëüíàÿ ïðèãðàíè÷-
íàÿ îöåíêà Ãåëüäåðà äëÿ ðåøåíèé äèâåðãåíòíîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è
Âåíòöåëÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ äëÿ äèâåð-
ãåíòíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïðîèçâîëüíîì
�äâóõýòàæíîì� ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå. Ìû æå ðàññìàòðèâàåì
ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íà �òðåõýòàæíîì� ìíîæåñòâå (ñî ñòðàòàìè
òðåõ ðàçìåðíîñòåé: n, n−1 è n−2) ñ óñëîâèåì 2-ñâÿçíîñòè: êàæäàÿ ïàðà
ñòðàòîâ ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñâÿçíîé öåïî÷êîé ñòðàòîâ, â êîòîðîé ðàç-
ìåðíîñòè ñîñåäíèõ ñòðàòîâ îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó (ñð. [7]).

Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðîñòåé-
øåãî âèäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð íà ñòðàòå ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè íå ñîäåðæèò ìëàäøèõ ÷ëåíîâ, à îïåðàòîðû íà îñòàëüíûõ ñòðàòàõ
âêëþ÷àþò êîíîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå ñ ïðèìûêàþùèõ �âåðõíèõ ýòà-
æåé�3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà óðàâíåíèÿ
áîëåå îáùåãî âèäà. Òàêæå íåñëîæíî îáîáùèòü èõ äëÿ óðàâíåíèé íà 2-
ñâÿçíîì ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ñ á�îëüøèì ÷èñëîì �ýòàæåé�.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â �2 äàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòà-
íîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â îñíîâíîì ìîäåëüíîì ñëó÷àå, ââîäÿòñÿ
ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è îáîáùåííîãî ñóáðåøåíèÿ, à òàêæå ôîð-
ìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 1). �3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó
îöåíêè òèïà Êà÷÷îïïîëè è îöåíêè ìàêñèìóìà äëÿ ñóáðåøåíèÿ. Â �4 ñî-
áðàíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 1 ñîäåðæèòñÿ â �5. Â �6 êðàòêî îïèñàíû íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ â
äîêàçàòåëüñòâå äëÿ âòîðîãî ìîäåëüíîãî ñëó÷àÿ, à â �7 � îáùèé ñëó÷àé.

Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

2Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ÷ëåíîâ â ãðàíè÷-
íîì óñëîâèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1].

3Â òåðìèíàõ çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â íåîäíîðîäíîé
ñòðóêòóðå òåïëîâîé áàëàíñ íà ñòðàòå îïðåäåëÿåòñÿ òåïëîïåðåäà÷åé âäîëü ñòðàòà è
ïîòîêîì òåïëà ñ ïðèìûêàþùèõ ñòðàòîâ ñëåäóþùåé ðàçìåðíîñòè.
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x = (x1, . . . , xn−1, xn) = (x′, xn) = (x′′, xn−1, xn) � òî÷êè â Rn; |x| � åâêëè-
äîâà íîðìà x.

Äëÿ (èçìåðèìîãî) ìíîæåñòâà A ⊂ Rk îáîçíà÷èì ÷åðåç A åãî çàìû-
êàíèå, ÷åðåç λk(A) ìåðó Ëåáåãà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, à ÷åðåç
χ

A
� õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A:

χ
A

(x) = 1, x ∈ A; χ
A

(x) = 0, x /∈ A.

Äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f îáîçíà÷èì sup
A
f è inf

A
f , ñîîòâåòñòâåííî,

òî÷íûå ñóùåñòâåííûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíü f íà ìíîæåñòâå A è
ïîëîæèì

osc
A
f = sup

A
f − inf

A
f.

Äàëåå, f± = max{±f ; 0}, à ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà A çàïèñûâà-
åòñÿ êàê

−
∫
A

f =
1

λk(A)

∫
A

f.

Âñþäó â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþ-
ùèìñÿ èíäåêñàì. Ïðè ýòîì èíäåêñû i è j ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n,
èíäåêñû µ è τ � îò 1 äî n− 1, à èíäåêñû l è m � îò 1 äî n− 2.
Di � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé xi;

Du = (D1u, . . . , Dn−1u,Dnu) = (D′u,Dnu) = (D′′u,Dn−1u,Dnu)

� ãðàäèåíò ôóíêöèè u.
Ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç C ñ èí-

äåêñàìè èëè áåç íèõ. Ïàðàìåòðû, îò êîòîðûé çàâèñèò êîíñòàíòà, óêàçû-
âàþòñÿ â ñêîáêàõ, ïðè ýòîì ìû íå îòìå÷àåì çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðíîñòè
n è îò êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè ν.

2 Ïîñòàíîâêà ìîäåëüíîé çàäà÷è

Ïîñêîëüêó ãåëüäåðîâîñòü ðåøåíèÿ � ëîêàëüíîå ñâîéñòâî, åãî äî-
êàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ëîêàëüíûì îöåíêàì â îêðåñòíîñòè âíóòðåííèõ
òî÷åê ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Îöåíêà â îêðåñòíîñòè âíóòðåí-
íåé òî÷êè ñòðàòîâ ðàçìåðíîñòè n è n−1 � ýòî â òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû [3]
è [9] ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ìû óñòàíîâèì ëîêàëüíóþ îöåíêó â îêðåñò-
íîñòè âíóòðåííåé òî÷êè ñòðàòà ðàçìåðíîñòè n − 2 (îáîçíà÷èì åãî Λ), ê
êîòîðîìó ïðèìûêàþò ñòðàòû á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Îñíîâíîé ìîäåëü-
íûé ñëó÷àé çäåñü � îäèí n-ìåðíûé ñòðàò (Ω) è äâà (n−1)-ìåðíûõ ñòðàòà
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Ðèñ. 1: Ëîêàëüíîå ðàñïðÿìëåíèå â ìîäåëüíîì ñëó÷àå

(Γ+ è Γ−), óãîë ìåæäó êîòîðûìè âî âñåõ òî÷êàõ ñòðàòà Λ îòäåëåí îò íóëÿ
(ðèñ. 1). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü âñå ñòðàòû C1-ãëàäêèìè.

Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàëüíî çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−Di(aijDju) = 0 â Ω,

− d+
i (a+

ijd
+
j u) + aijDjun

+
i = 0 íà Γ+,

− d−i (a−ijd
−
j u) + aijDjun

−
i = 0 íà Γ−,

− δi(αijδju) + a+
ijd

+
j un

+
i + a−ijd

−
j un

−
i = 0 íà Λ.

(1)

Çäåñü (aij) = (aji), (a±ij) = (a±ji), (αij) = (αji) � çàäàííûå ìàòðèöû-
ôóíêöèè;
n± = (n±i ) � åäèíè÷íûå âåêòîðû íîðìàëåé ê Γ±, âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ
ê Ω;
n+ = (n+

i ) è n− = (n−i ) � åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ê Λ íà
Γ+ è Γ− ñîîòâåòñòâåííî;
d±i = Di − n±i n

±
j Dj � êàñàòåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà Γ±;

δi = d+
i − n+

i n
+
j d

+
j = d−i − n−i n

−
j d
−
j � êàñàòåëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð íà Λ.
Êîýôôèöèåíòû aij èçìåðèìû è óäîâëåòâîðÿþ óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé

ýëëèïòè÷íîñòè (ν = const > 0):

ν|ζ|2 ≤ aijζiζj ≤ ν−1|ζ|2, ζ ∈ Rn. (2)

Äàëåå, ìàòðèöû (a±ij) è (αij) ïîðîæäàþò îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ê Γ± è Λ ñîîòâåòñòâåííî:

a±ijζjn
±
i = 0, αijζjn

+
i = αijζjn

−
i = 0, ζ ∈ Rn;
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ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ ìåð è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè:

ν|ζ|2 ≤ a+
ijζiζj ≤ ν−1|ζ|2, ζ ∈ Rn, ζ ⊥ n+;

ν|ζ|2 ≤ a−ijζiζj ≤ ν−1|ζ|2, ζ ∈ Rn, ζ ⊥ n−;

ν|ζ|2 ≤ αijζiζj ≤ ν−1|ζ|2, ζ ∈ Rn, ζ ⊥ n±.

(3)

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèÿ

Γ = Γ− ∪ Γ+, aij =

{
a+
ij, x ∈ Γ+,

a−ij, x ∈ Γ−,
di =

{
d+
i , x ∈ Γ+,

d−i , x ∈ Γ−.

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì ôîðìàëüíîé çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ u èç êîìïîçèòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

W = W 1
2 (Ω) ∩W 1

2 (Γ) ∩W 1
2 (Λ),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Ω

aijDjuDiξ +

∫
Γ

aijdjudiξ +

∫
Λ

αijδjuδiξ = 0 (4)

(âñå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî åñòåñòâåííûì ìåðàì íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðà-
òàõ) äëÿ âñåõ ïðîáíûõ ôóíêöèé ξ ∈ W òàêèõ, ÷òî ξ = 0 íà ∂Ω\Γ, íà ∂Γ\Λ
è íà ∂Λ ïî÷òè âñþäó ïî åñòåñòâåííûì ìåðàì. Àíàëîãè÷íî, îáîáùåííûì
ñóáðåøåíèåì íàçîâåì ôóíêöèþ u ∈ W , óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíî-
ìó íåðàâåíñòâó∫

Ω

aijDjuDiξ +

∫
Γ

aijdjudiξ +

∫
Λ

αijδjuδiξ ≤ 0 (5)

äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèé ξ ∈ W òàêèõ, ÷òî ξ = 0
íà ∂Ω \ Γ, íà ∂Γ \ Λ è íà ∂Λ ïî÷òè âñþäó.

Çàìå÷àíèå 1. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
ôîðìàëüíîé çàäà÷è (1) ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì.

Çàìå÷àíèå 2. Êîìïîçèòíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíêöèÿ u ∈ W 1

2 (Ω) èìååò ñëåäû íà Γ±, íà êîòî-
ðûå íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå u|Γ± ∈ W 1

2 (Γ±). Ïîñëå ýòîãî êîððåêòíî
îïðåäåëåíû ñëåäû ôóíêöèé u|Γ+ è u|Γ− íà Λ. Ýòè ñëåäû äîëæíû ñîâïà-
äàòü è ëåæàòü â W 1

2 (Λ).
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Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî ðàñïðÿìëåíèÿ ñòðàòîâ ìû ìîæåì ñâåñòè íà-
øó ìîäåëüíóþ çàäà÷ó ê ñëó÷àþ (ðèñ. 1)

Λ = Λ1 := {x
∣∣ |x′′| < 1, xn−1 = xn = 0};

Γ± = Γ±1 := {x
∣∣ |x′′| < 1, 0 < ±xn−1 < 1, xn = 0};

Ω = Ω1 := {x
∣∣ |x′′| < 1, −1 < xn−1 < 1, 0 < xn < 1}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, îñóùåñòâëÿþùåå ðàñïðÿìëå-
íèå, ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì. Çàäà÷à (1) ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðå-
ïèøåòñÿ òàê:

−Di(aijDju) = 0 â Ω,

−Dµ(a±µτDτu)− anjDju = 0 íà Γ±,

−Dl(αlmDmu)− a+
n−1,τD

+
τ u+ a−n−1,τD

−
τ u = 0 íà Λ,

(6)

ãäå D±τ u � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Λ ïðîèçâîäíûõ Dτu ñî ñòîðîíû Γ±.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè τ = 1, . . . , n − 2 ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, íî D+

n−1u è
D−n−1u ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

Çà êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìû ñîõðàíèì
ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ. Îòìåòèì åùå, ÷òî çíàêè ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
â (6) îïðåäåëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëåé â íîâûõ
êîîðäèíàòàõ.

Óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè â íîâûõ êîîðäèíàòàõ âûïîë-
íÿþòñÿ ñ íîâîé êîíñòàíòîé ýëëèïòè÷íîñòè, çàâèñÿùåé îò �ñòàðîé� êîí-
ñòàíòû è îò ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Çà íîâîé
êîíñòàíòîé ìû ñîõðàíèì ñòàðîå îáîçíà÷åíèå ν. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ
(2)�(3) ïðèíèìàþò âèä

ν|ζ|2 ≤ aijζiζj ≤ ν−1|ζ|2, ζ ∈ Rn;

ν|ζ ′|2 ≤ aµτζµζτ ≤ ν−1|ζ ′|2, ζ ′ ∈ Rn−1;

ν|ζ ′′|2 ≤αlmζlζm ≤ ν−1|ζ ′′|2, ζ ′′ ∈ Rn−2.

(7)

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (4) â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïåðåïèøåòñÿ òàê:∫
Ω

aijDjuDiξ dx+

∫
Γ

aµτDτuDµξ dx
′ +

∫
Λ

αlmDmuDlξ dx
′′ = 0, (8)

à èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî (5) � êàê∫
Ω

aijDjuDiξ dx+

∫
Γ

aµτDτuDµξ dx
′ +

∫
Λ

αlmDmuDlξ dx
′′ ≤ 0. (9)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.
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Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ W ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (6), òî îíà (èìååò íåïðåðûâíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, êîòîðûé) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå Ω, îòäåëåííîì
îò ∂Ω \ Γ. Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà çàâèñèò òîëüêî îò ν è n.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè n = 3 ìíîæåñòâî Λ åñòü èíòåðâàë, ïîýòîìó èç
òåîðåìû âëîæåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî u|Λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëü-
äåðà ñ ïîêàçàòåëåì 1

2
, ÷òî óïðîùàåò ðàññóæäåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äà-

ëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî n ≥ 4.

Çàìå÷àíèå 4. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (8)�(9) íå èíâà-
ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé, ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòè ïðè-
ìåíÿòü òåõíèêó Äå Äæîðäæè íàïðÿìóþ. Ìû îáîáùàåì ñõåìó äîêàçà-
òåëüñòâà èç [9], êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé èäåè
èç ðàáîòû [5]. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, ýòà ñõåìà äîïóñêàåò
äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî �ýòàæåé�.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (çäåñü è äàëåå R ≤ 1)

ΛR := {x
∣∣ |x′′| < R, xn−1 = xn = 0};

ΓR := {x
∣∣ |x′′| < R, 0 < |xn−1| < R, xn = 0};

ΩR := {x
∣∣ |x′′| < R, −R < xn−1 < R, 0 < xn < R}.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè:

u1(x) = u1(x′, xn) := u(x′, 0); u2(x) = u2(x′′, xn−1, xn) := u(x′′, 0, 0);

v(x) := max{u(x), u1(x), u2(x)}; v1(x) := max{u1(x), u2(x)}.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè u1, u2, v è v1 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó W .

3 Îöåíêà ìàêñèìóìà äëÿ ñóáðåøåíèé ìîäåëü-

íîé çàäà÷è

Ëåììà 1 (Íåðàâåíñòâî òèïà Êà÷÷îïïîëè). Ïóñòü u � îáîáùåííîå ñóá-
ðåøåíèå çàäà÷è (6). Åñëè ε ≤ R è R + ε ≤ 1, òî äëÿ âñåõ h ≥ 0 âåðíî
íåðàâåíñòâî∫
Ω

|D(v − h)+|2η2 dx+R

∫
Γ

|D′(v − h)+|2η2 dx′ +R2

∫
Λ

|D′′(v − h)+|2η2 dx′′

≤ C

ε2

( ∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx+R

∫
ΓR+ε

(v − h)2
+ dx

′ +R2

∫
ΛR+ε

(v − h)2
+ dx

′′
)
,

(10)
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ãäå ñðåçêà η èìååò âèä η(x) = η̃(|x′′|)η̃(|xn−1|)η̃(xn), ïðè÷åì 0 ≤ η̃ ≤ 1,
η̃ ≡ 1 íà [0, R], η̃ ≡ 0 íà [R + ε; 1], è |Dη| ≤ 3

ε
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà: êàæäûé èíòå-
ãðàë â ëåâîé ÷àñòè (10), êðîìå ïîñëåäíåãî, îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû
ïî ñòðàòàì ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé è ïðàâóþ ÷àñòü (10). Ïîñëåäíèé æå
èíòåãðàë ïðÿìî îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü (10). Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà òðè øàãà.

Øàã 1. Ðàññìîòðèì ïðîáíóþ ôóíêöèþ

ξ = (u− h)+η
2,

ãäå η óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû, è ïîäñòàâèì åå â èíòåãðàëüíîå
íåðàâåíñòâî (9), ñãðóïïèðîâàâ ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ:∫

Ω

aijDjuDi(u− h)+η
2 dx+

∫
Γ

aµτDτuDµ(u− h)+η
2 dx′

+

∫
Λ

αlmDmuDl(u− h)+η
2 dx′′ ≤

∫
Ω

aij(−2ηDju)((u− h)+Diη) dx

+

∫
Γ

aµτ (−2ηDτu)((u− h)+Dµη) dx′

+

∫
Λ

αlm(−2ηDmu)((u− h)+Dlη) dx′′. (11)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè u < h, òî ξ = 0, à åñëè u ≥ h, òî Du = D(u − h)+.
Ïîýòîìó ëåâóþ ÷àñòü (11) ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó ýëëèï-
òè÷íîñòè (7) ÷åðåç

ν
(∫

Ω

|D(u− h)+|2η2 dx+

∫
Γ

|D′(u− h)+|2η2 dx′ +

∫
Λ

|D′′(u− h)+|2η2 dx′′
)
.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó Êîøè:∫
Ω

aij(−2ηDju)((u− h)+Diη) dx

≤ ν

2

∫
Ω

|D(u− h)+|2η2 dx+ C

∫
Ω

(u− h)2
+|Dη|2 dx.
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Àíàëîãè÷íî îöåíèì îñòàëüíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (11). Ïåðåíîñÿ ãðà-
äèåíòíûå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü è ñîêðàùàÿ, ïðèõîäèì ê îöåíêå∫

Ω

|D(u− h)+|2η2 dx+

∫
Γ

|D′(u− h)+|2η2 dx′ +

∫
Λ

|D′′(u− h)+|2η2 dx′′

≤ C
(∫

Ω

(u− h)2
+|Dη|2 dx+

∫
Γ

(u− h)2
+|D′η|2 dx′ +

∫
Λ

(u− h)2
+|D′′η|2 dx′′

)
.

Îòáðîñèì â ëåâîé ÷àñòè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ è äîìíîæèì îñòàâ-
øååñÿ íåðàâåíñòâî íà R2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî R ≤ 1, |Dη| ≤ 3

ε
, è η = 0 âíå

ΩR+ε, ïîëó÷èì

R2

∫
Λ

|D′′(u− h)+|2η2 dx′′

≤ C

ε2

( ∫
ΩR+ε

(u− h)2
+ dx+R

∫
ΓR+ε

(u− h)2
+ dx

′ +R2

∫
ΛR+ε

(u− h)2
+ dx

′′
)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî u ≤ v, è u = v íà Λ. Ýòî äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó
ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (10).

Øàã 2. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà ïî ñòðàòó ðàçìåðíîñòè n−1 âîçüìåì
ïðîáíóþ ôóíêöèþ

ξ = ((u− h)+ − (u2 − h)+)+η
2 = ((u− h)+ − (u2 − h)+)χ{u>u2}

η2,

ãäå η óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Ïîäñòàâèì ξ â èíòåãðàëüíîå íåðà-
âåíñòâî (9) è çàìåòèì, ÷òî ξ = 0 íà Λ. Ýòî äàåò∫

Ω∩{u>u2}

aijDjuDi(u− h)+η
2 dx+

∫
Γ∩{u>u2}

aµτDτuDµ(u− h)+η
2 dx′

≤
∫

Ω∩{u>u2}

aijDjuDi(u2 − h)+η
2 dx+

∫
Γ∩{u>u2}

aµτDτuDµ(u2 − h)+η
2 dx′

+

∫
Ω∩{u>u2}

aijDju[−((u− h)+ − (u2 − h)+)]2ηDiη dx

+

∫
Γ∩{u>u2}

aµτDτu[−((u− h)+ − (u2 − h)+)]2ηDµη dx
′. (12)
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Àíàëîãè÷íî øàãó 1, îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü (12) ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó (7)
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Du = D(u − h)+, âûïîëíåííîãî íà ìíîæåñòâå
èíòåãðèðîâàíèÿ, à ïðàâóþ ÷àñòü ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó Êîøè. Ñîêðàùàÿ
ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû, ïðèõîäèì ê îöåíêå∫

Ω∩{u>u2}

|D(u− h)+|2η2 dx+

∫
Γ∩{u>u2}

|D′(u− h)+|2η2 dx′

≤ C
( ∫

Ω∩{u>u2}

|D(u2 − h)+|2η2 dx+

∫
Γ∩{u>u2}

|D′(u2 − h)+|2η2 dx′

+

∫
Ω∩{u>u2}

(u− h)2
+|Dη|2 dx+

∫
Γ∩{u>u2}

(u− h)2
+|D′η|2 dx′

)
. (13)

Îòáðîñèì â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå è ó÷òåì, ÷òî u ≤ v, |Dη| ≤ 3
ε
,

è η = 0 âíå ΩR+ε. Ïîëó÷èì∫
Γ∩{u>u2}

|D′(u− h)+|2η2 dx′

≤ C
( ∫
Ω∩{u>u2}

|D(u2 − h)+|2η2 dx+

∫
Γ∩{u>u2}

|D′(u2 − h)+|2η2 dx′
)

+
C

ε2

( ∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx+

∫
ΓR+ε

(v − h)2
+ dx

′
)
.

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà èíòåãðàë∫
Γ∩{u≤u2}

|D′(u2 − h)+|2η2 dx′.

Ïîñêîëüêó u = u1 íà Γ, â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè èíòåãðàë∫
Γ

|D′(v − h)+|2η2 dx′. Â ïðàâîé æå ÷àñòè âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåâðàòèòñÿ

â èíòåãðàë ïî Γ. Óâåëè÷èâàÿ åùå ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì
ñëàãàåìîì, èìååì∫

Γ

|D′(v−h)+|2η2 dx′ ≤ C
(∫

Ω

|D(u2−h)+|2η2 dx+

∫
Γ

|D′(u2−h)+|2η2 dx′
)

+
C

ε2

( ∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx+

∫
ΓR+ε

(v − h)2
+ dx

′
)
.
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Ïðèìåì òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ u2 íå çàâèñèò îò xn−1 è
xn. Ïîýòîìó ïåðâûå äâà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó
ïî Λ. Äîìíîæàÿ íåðàâåíñòâî íà R è ó÷èòûâàÿ, ÷òî R ≤ 1, ïîëó÷èì

R

∫
Γ±

|D′(v − h)+|2η2 dx′ ≤ CR2

∫
Λ

|D′′(u2 − h)+|2η2 dx′′

+
C

ε2

( ∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx+R

∫
ΓR+ε

(v − h)2
+ dx

′
)
.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî u2 = v íà Λ, è èñïîëüçóÿ îöåíêó, ïîëó÷åííóþ íà ïåðâîì
øàãå, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (10).

Øàã 3. Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (10) ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ ïðîáíóþ ôóíêöèþ:

ξ = ((u− h)+ − (v1 − h)+))+η
2 = ((u− h)+ − (v1 − h)+)χ{u>v1}

η2,

Ïîäñòàâèì ξ â èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî (9) è çàìåòèì, ÷òî ξ = 0 íà Γ
è íà Λ. Ýòî äàåò∫

Ω∩{u>v1}

aijDjuDi(u− h)+η
2 dx ≤

∫
Ω∩{u>v1}

aijDjuDi(v1 − h)+η
2 dx

+

∫
Ω∩{u>v1}

aijDju[−((u− h)+ − (v1 − h)+)]2ηDiη dx.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì øàãàì, îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó ïî íåðà-
âåíñòâó (7) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Du = D(u − h)+, âûïîëíåííîãî íà
ìíîæåñòâå èíòåãðèðîâàíèÿ, à ïðàâóþ ÷àñòü ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó Êî-
øè. Ñîêðàùàÿ ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî u ≤ v, |Dη| ≤ 3

ε
, è

η = 0 âíå ΩR+ε, ïðèõîäèì ê îöåíêå∫
Ω∩{u>v1}

|D(u− h)+|2η2 dx

≤ C

∫
Ω∩{u>v1}

|D(v1 − h)+|2η2 dx+
C

ε2

∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx.

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà èíòåãðàë∫
Ω∩{u≤v1}

|D(v1 − h)+|2η2 dx.
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Â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èì
∫
Ω

|D(v − h)+|2η2 dx. Â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå ïðåâðàòèòñÿ â èíòåãðàë ïî Ω, è ìû ïîëó÷èì∫
Ω

|D(v − h)+|2η2 ≤ C

∫
Ω

|D(v1 − h)+|2η2 dx+
C

ε2

∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ v1 íå çàâèñèò îò xn. Ïîýòîìó ïåðâûé
èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó ïî Γ:∫

Ω

|D(v − h)+|2η2 ≤ CR

∫
Γ

|D′(v1 − h)+|2η2 dx′ +
C

ε2

∫
ΩR+ε

(v − h)2
+ dx.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî v1 = v íà Γ, è èñïîëüçóÿ îöåíêó, ïîëó÷åííóþ íà âòîðîì
øàãå, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (10), ÷òî
çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ëåììà 2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1 äëÿ ëþáîãî R ≤ 1
2
èìååì

sup
ΩR

v2
+ ≤ C

(
−
∫

Ω2R

v2
+dx+ −

∫
Γ2R

v2
+dx

′ + −
∫

Λ2R

v2
+dx

′′
)
. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (14) ïîëó÷àåòñÿ èç (10) ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ
ðàññóæäåíèé (ñì. [8, Ãë. II, �5]; äëÿ �äâóõýòàæíîé� çàäà÷è ýòà îöåíêà
áûëà ïîëó÷åíà â Ëåììå 2 [9]). Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

rk := R +
R

2k
, rk ↘ R ïðè k →∞,

hk := H − H

2k
, hk ↗ H ïðè k →∞,

Ak := {x| v(x) > hk}, Ak+1 ⊂ Ak ⊂ . . . ⊂ A0

(çäåñü H > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, êîòîðîå ìû îïðåäåëèì ïîçæå).
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

IΩ
k =

∫
Ωrk

(v − hk)2
+ dx =

∫
Ak∩Ωrk

(v − hk)2 dx;

IΓ
k =

∫
Γrk

(v − hk)2
+ dx

′ =

∫
Ak∩Γrk

(v − hk)2 dx′;
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IΛ
k =

∫
Λrk

(v − hk)2
+ dx

′′ =

∫
Ak∩Λrk

(v − hk)2 dx′′;

Ik = IΩ
k +RIΓ

k +R2IΛ
k .

Îïðåäåëèì ñðåçêó ηk(x) = η̃k(|x′′|)η̃k(|xn−1|)η̃k(xn), ãäå 0 ≤ η̃k ≤ 1, η̃k ≡ 1
íà [0, rk], η̃k ≡ 0 íà [rk−1; 1], è |Dηk| ≤ 3

εk
, εk = rk−1 − rk = R

2k
.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ Ñîáîëåâà è Ãåëüäåðà ïîëó÷àåì

IΩ
k+1 ≤

∫
Ak+1∩Ωrk

(v − hk+1)2η2
k+1 dx

≤ C0(n)λ
2
n
n (Ak+1 ∩ Ωrk)

∫
Ωrk

|D[(v − hk+1)+ηk+1]|2 dx

≤ C0(n)λ
2
n
n (Ak+1 ∩ Ωrk)

( ∫
Ωrk

2|D(v − hk+1)+|2η2
k+1 dx

+
18

ε2
k+1

∫
Ωrk

(v − hk+1)2
+ dx

)
.

Èíòåãðàëû IΓ
k è IΛ

k îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà
(10) äàåò

Ik+1 ≤ C
Mk

ε2
k+1

( ∫
Ωrk

(v − hk+1)2
+ dx

+R

∫
Γrk

(v − hk+1)2
+ dx

′ +R2

∫
Λrk

(v − hk+1)2
+ dx

′′
)
,

ãäå Mk = max
{
λ

2
n
n (Ak+1 ∩ Ωrk), λ

2
n−1

n−1(Ak+1 ∩ Γrk), λ
2

n−2

n−2(Ak+1 ∩ Λrk)
}
. Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì

Ik+1 ≤ C
Mk4

k+1

R2

( ∫
Ak+1∩Ωrk

+R

∫
Ak+1∩Γrk

+R2

∫
Ak+1∩Λrk

)
(v − hk+1)2

≤ C
Mk4

k+1

R2

( ∫
Ak∩Ωrk

+R

∫
Ak∩Γrk

+R2

∫
Ak∩Λrk

)
(v − hk)2 = C

Mk4
k+1

R2
Ik. (15)
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Òåïåðü îöåíèì ìåðû â Mk, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî (hk+1 − hk)2 = H2

4k+1 :

λn(Ak+1 ∩ Ωrk)
H2

4k+1
≤

∫
Ak+1∩Ωrk

(v − hk)2 dx ≤
∫

Ak∩Ωrk

(v − hk)2 dx = IΩ
k ;

λn−1(Ak+1 ∩ Γrk)
H2

4k+1
≤

∫
Ak+1∩Γrk

(v − hk)2 dx′ ≤
∫

Ak∩Γrk

(v − hk)2 dx′ =
1

R
IΓ
k ;

λn−2(Ak+1 ∩ Λrk)
H2

4k+1
≤

∫
Ak+1∩Λrk

(v − hk)2 dx′′ ≤
∫

Ak∩Λrk

(v − hk)2 dx′′ =
1

R2
IΛ
k ,

è ïîòîìó

Mk ≤ max

{(
4k+1Ik
H2

) 2
n

,

(
4k+1Ik
RH2

) 2
n−1

,

(
4k+1Ik
R2H2

) 2
n−2
}
. (16)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ik
RnH2 ≤ 1, òî(

Ik
RH2

) 2
n−1

=

(
Ik
H2

) 2
n
(

Ik
RnH2

) 2
n(n−1)

≤
(
Ik
H2

) 2
n

,

è àíàëîãè÷íî
(

Ik
R2H2

) 2
n−2 ≤

(
Ik
H2

) 2
n . Ïîýòîìó èç (15) è (16) èìååì

Ik+1

RnH2
≤ C

4k+1

R2
4

2(k+1)
n−2

(
Ik
H2

) 2
n Ik
RnH2

= C 4(1+ 2
n−2

)k

(
Ik

RnH2

)1+ 2
n

.

Ñîãëàñíî Ëåììå 4.7 èç [8, Ãë. II], èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò,
÷òî Ik → 0 ïðè k →∞, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

I0

RnH2
≤ c0(n, ν) := C−

n
2 4−(1+ 2

n−2
)n2

4 (17)

(íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü c0 ≤ 1).
Òåïåðü ïîëîæèì H2 = I0

c0Rn (÷òî â òî÷íîñòè ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè

(14)). Ýòî äàåò (17), à ïîòîìó è Ik
RnH2 ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, lim

k
Ik = 0, ò.å.∫

ΩR
2

(v −H)2
+ dx =

∫
ΓR

2

(v −H)2
+ dx

′ =

∫
ΛR

2

(v −H)2
+ dx

′′ = 0,

÷òî äàåò sup
ΩR

v ≤ H è äîêàçûâàåò ëåììó.
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4 Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.

Ëåììà 3. Ïóñòü 1 ≤ p <∞.
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ W 1

p (BnR), ãäå BnR � øàð â Rn ðàäèóñà R.
Ïóñòü u(x) = 0 íà E0 ⊂ BnR, è λn(E0) > 0. Òîãäà∫

BnR

|u(x)|p dx ≤ C
( pRn+1

λn(E0)

)p ∫
BnR

|Du(x)|p dx. (18)

2. Ïóñòü u ∈ W 1
p (CnR) ∩W 1

p (Bn−1
R ), ãäå CnR = Bn−1

R × (−R;R). Ïóñòü

u(x′, 0) = 0 íà E0 ⊂ Bn−1
R , è λn−1(E0) > 0. Òîãäà∫

CnR

|u(x)|p dx

≤ C(p)

(( Rn

λn−1(E0)

)p
R

∫
Bn−1
R

|D′u(x′, 0)|p dx′ +Rp

∫
CnR

|Du(x)|p dx
)

(19)

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ W 1
p (DnR)∩W 1

p (Cn−1
R )∩W 1

p (Bn−2
R ), ãäå DnR =

Cn−1
R × [0, R). Ïóñòü u(x′′, 0, 0) = 0 íà E0 ⊂ Bn−2

R , è λn−2(E0) > 0. Òîãäà∫
Dn

R

|u(x)|p dx ≤ C(p)

(( Rn−1

λn−2E0

)p
R2

∫
Bn−2
R

|D′′u(x′′, 0, 0)|p dx′′

+Rp+1

∫
Cn−1
R

|D′u(x′, 0)|p dx′ +Rp

∫
Dn

R

|Du(x)|p dx
)
. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ýòî óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî. Ïðè p = 1 ýòî â
òî÷íîñòè ëåììà 3.8 èç [8, Ãë. II]:∫

BnR

|u(x)| dx ≤ C
Rn

λn(E0)
λ

1
n
n (BnR)

∫
BnR

|Du(x)| dx. (21)

Ïðè p > 1 íàäî ïðèìåíèòü îöåíêó (21) ê |u|p è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåí-
ñòâîì Ãåëüäåðà.

2. Íàïèøåì î÷åâèäíóþ îöåíêó

|u(x)|p ≤ 2p−1(|u(x′, 0)|p + |u(x)− u(x′, 0)|p). (22)
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Îöåíêà (18) ñ çàìåíîé n íà n− 1 äàåò∫
CnR

|u(x′, 0)|p dx = 2R

∫
Bn−1
R

|u(x′, 0)|p dx′ ≤

≤ C

(
pRn

λn−1(E0)

)p
R

∫
Bn−1
R

|D′u(x′, 0)|p dx′.

Ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (22) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
xn = 0, èíòåãðàë îò íåå îöåíèâàåòñÿ ïî íåðàâåíñòâó Ôðèäðèõñà:∫

CnR

|u(x′, xn)− u(x′, 0)|p dx ≤ (2R)p
∫
CnR

|Du(x)|p dx,

÷òî äàåò (19).

3. Ýòà îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èòåðàöèåé ðàññóæäåíèÿ ÷àñòè 2. Ïðèìå-
íÿÿ íåðàâåíñòâî (19) ñ çàìåíîé n íà n− 1 ê èíòåãðàëó îò ïåðâîãî ñëàãà-
åìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (22), ïîëó÷èì∫
Dn

R

|u(x′, 0)|p dx ≤ C(p)R

×
(( Rn−1

λn−2(E0)

)p
R

∫
Bn−2
R

|D′′u(x′′, 0, 0)|p dx′′ +Rp

∫
Cn−1
R

|D′u(x′, 0)|p dx′
)
.

Èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (22) îöåíèâàåòñÿ ïî íåðàâåíñòâó Ôðè-
äðèõñà, ÷òî äàåò (20).

Çàìå÷àíèå 5. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà ôóíêöèè èç êîìïîçèòíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà
ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì �ýòàæåé� ïðè
óñëîâèè 2-ñâÿçíîñòè.

Ëåììà 4. Ïóñòü u � îãðàíè÷åííîå îáîáùåííîå ñóáðåøåíèå çàäà÷è (6) â
ΩR. Ïóñòü φ � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ, âûïóêëàÿ è âîçðàñòàþùàÿ
íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè u. Òîãäà φ(u) � òàêæå îáîáùåííîå
ñóáðåøåíèå çàäà÷è (6) â ΩR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îáû÷íîãî äèâåðãåíòíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ â îáëàñòè ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí (ñì., íàïð., [10, �2]). Äîêàçà-
òåëüñòâî äëÿ óðàâíåíèÿ íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå âåäåòñÿ ïî
òîé æå ñõåìå. Ìû ïðèâîäèì åãî äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ.
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Ïóñòü ñíà÷àëà ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ
íóëþ íà ∂ΩR \ ΓR. Òîãäà íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â (9) ìîæíî âçÿòü â êà-
÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè φ′(u)ξ:∫

ΩR

aijDjuDi(φ
′(u)ξ) dx+

∫
ΓR

aµτDτuDµ(φ′(u)ξ) dx′

+

∫
ΛR

αlmDmuDl(φ
′(u)ξ) dx′′ ≤ 0. (23)

Ïåðâûé èíòåãðàë â (23) ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:∫
ΩR

aijDjuDi(φ
′(u)ξ) dx =

∫
ΩR

aijDj(φ(u))Diξ dx+

∫
ΩR

φ′′(u)aijDjuDiu ξ dx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë çäåñü î÷åâèäíî íåîòðèöàòåëåí, ïîýòîìó, îòáðîñèâ
åãî, ìû ñîõðàíèì íåðàâåíñòâî â (23). Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ ñ äðóãèìè
èíòåãðàëàìè â (23), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (9) äëÿ ôóíêöèè φ(u).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ξ ∈ W , ôèãóðèðóþùåé â îïðåäåëåíèè
ñóáðåøåíèÿ, ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñãëàæèâàíèåì è ïðåäåëüíûì ïåðåõî-
äîì.

5 Ãåëüäåðîâñêàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëü-

íîé çàäà÷è

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (6). Òîãäà äëÿ ëþáîé
òî÷êè x0 ∈ Λ è äëÿ ëþáîãî R > 0, òàêîãî, ÷òî x0+Ω2R ⊂ Ω, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

osc
x0+ΩR

2

u ≤ c(n, ν) osc
x0+ΩR

u, (24)

ãäå c(n, ν) < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü x0 = 0. Ëåììà
2, ïðèìåíåííàÿ ê ±u, îáåñïå÷èâàåò íàì îãðàíè÷åííîñòü u â ΩR. Ïîýòî-
ìó ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèé

sup
ΩR

u = 1, inf
ΩR

u = −1, λn−2({u ≤ 0} ∩ ΛR) ≥ 1

2
λn−2(ΛR). (25)
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Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè (çäåñü 0 < δ < 1)

U = 1− (1− δ)u; U1 = 1− (1− δ)u1; U2 = 1− (1− δ)u2;

V = 1− (1− δ)v; V1 = 1− (1− δ)v1.

Ñîãëàñíî Ëåììå 4 ôóíêöèÿ − ln(U) = − ln(1 − (1 − δ)u) ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåííûì ñóáðåøåíèåì çàäà÷è (6) â ΩR. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ
− ln(V ) = max{− ln(U),− ln(U1),− ln(U2)} ìû ìîæåì íàïèñàòü íåðàâåí-
ñòâî (14):

sup
ΩR

2

(− ln(V ))2
+ ≤ C

(
−
∫

ΩR

(− ln(V ))2
+ dx

+ −
∫
ΓR

(− ln(V ))2
+ dx

′ + −
∫

ΛR

(− ln(V ))2
+ dx

′′
)
. (26)

Çàìåòèì, ÷òî

{u ≤ 0} ∩ ΛR = {(− ln(V ))+ = 0} ∩ ΛR.

Èç (25) ñëåäóåò, ÷òî ê ôóíêöèè−(ln(V ))+ ïðèìåíèìû îöåíêè èç ëåììû 3.
Òåì ñàìûì ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (26) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷åðåç

CR2−n
( ∫

ΩR

∣∣∣DV
V

∣∣∣2 dx+R

∫
ΓR

∣∣∣D′V
V

∣∣∣2 dx′ +R2

∫
ΛR

∣∣∣D′′V
V

∣∣∣2 dx′′). (27)

Äëÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ â (27) âíîâü ïðèìåíèì ñõåìó èç ëåììû 1.

Øàã 1. Çàìåòèì, ÷òî U � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (6), è ðàñ-

ñìîòðèì ïðîáíóþ ôóíêöèþ ξ = η2

U
, ãäå η � ñðåçêà èç ëåììû 1 ñ ε = R.

Òîãäà òîæäåñòâî (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:∫
Ω2R

aij
DjUDiU

U2
η2 dx+

∫
Γ2R

aµτ
DτUDµU

U2
η2 dx′ +

∫
Λ2R

αlm
DmUDlU

U2
η2 dx′′

=

∫
Ω2R

aij
DjU

U
2ηDiη dx+

∫
Γ2R

aµτ
DτU

U
2ηDµη dx

′ +

∫
Λ2R

αlm
DmU

U
2ηDlη dx

′′.

Èíòåãðàëû â ëåâîé ÷àñòè îöåíèì ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó (7), à èí-
òåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè � ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó Êîøè. Ïåðåíîñÿ ñëà-

ãàåìûå âèäà
∫ |DU |2

U2 η2 ñ ìàëûì ìíîæèòåëåì â ëåâóþ ÷àñòü è ñîêðàùàÿ,
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ïîëó÷èì ∫
Ω2R

|DU |2

U2
η2 dx+

∫
Γ2R

|D′U |2

U2
η2 dx′ +

∫
Λ2R

|D′′U |2

U2
η2 dx′′

≤C
(∫
Ω2R

|Dη|2 dx+

∫
Γ2R

|D′η|2 dx′ +
∫

Λ2R

|D′′η|2 dx′′
)
.

Îòáðîñèì â ëåâîé ÷àñòè ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ è äîìíîæèì îñòàâ-
øååñÿ íåðàâåíñòâî íà R2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U = V íà Λ, R ≤ 1 è |Dη| ≤ 3

R
,

ïîëó÷àåì

R2

∫
Λ2R

|D′′V |2

V 2
η2 dx′′ ≤ C(Rn +Rn−1 +Rn−2) ≤ CRn−2. (28)

Øàã 2. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà ïî ñòðàòó ðàçìåðíîñòè n−1 âîçüìåì
ïðîáíóþ ôóíêöèþ

ξ =
( 1

U
− 1

U2

)
+
η2 =

( 1

U
− 1

U2

)
χ{U<U2}

η2.

Ïîñêîëüêó ξ = 0 íà Λ, òîæäåñòâî (8) ïåðåïèøåòñÿ òàê:∫
Ω2R∩{U<U2}

aij
DjUDiU

U2
η2 dx+

∫
Γ2R∩{U<U2}

aµτ
DτUDµU

U2
η2 dx′

=

∫
Ω2R∩{U<U2}

aij
DjUDiU2

U2
2

η2 dx+

∫
Ω2R∩{U<U2}

aijDjU

(
1

U
− 1

U2

)
2ηDiη dx

+

∫
Γ2R∩{U<U2}

aµτ
DτUDµU2

U2
2

η2 dx′ +

∫
Γ2R∩{U<U2}

aµτDτ

(
1

U
− 1

U2

)
2ηDµη dx

′.

Àíàëîãè÷íî øàãó 1, îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó (7). Äâà
ïåðâûõ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè îöåíÿòñÿ ïî íåðàâåíñòâó Êîøè ÷åðåç

ν

4

∫
Ω2R∩{U<U2}

( |DU |2
U2

2

+
|DU |2

U2

)
η2 dx+ C

∫
Ω2R∩{U<U2}

( |DU2|2

U2
2

η2 + |Dη|2
)
dx.

Èíòåãðàëû ïî Γ2R∩{U < U2} îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Çàìåòèâ åùå, ÷òî
íà ìíîæåñòâå èíòåãðèðîâàíèÿ 1

U2
2
< 1

U2 , è ñîêðàùàÿ ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû,
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ïðèõîäèì ê îöåíêå∫
Ω2R∩{U<U2}

|DU |2

U2
η2 dx+

∫
Γ2R∩{U<U2}

|D′U |2

U2
η2 dx′

≤C
( ∫

Ω2R∩{U<U2}

|DU2|2

U2
2

η2 dx+

∫
Γ2R∩{U<U2}

|D′U2|2

U2
2

η2 dx′

+

∫
Ω2R∩{U<U2}

|Dη|2 dx+

∫
Γ2R∩{U<U2}

|D′η|2 dx′
)
.

Îòáðîñèì â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå è ïðèáàâèì ê îáåèì ÷à-
ñòÿì íåðàâåíñòâà èíòåãðàë ∫

Γ2R∩{U≥U2}

|D′U2|2

U2
2

η2 dx′.

Ïîñêîëüêó íà Γ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå min{U,U2} = V , â ëåâîé ÷àñòè

ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè èíòåãðàë
∫

Γ2R

|D′V |2
V 2 η2 dx′. Â ïðàâîé æå ÷àñòè âòîðîå

ñëàãàåìîå ïðåâðàòèòñÿ â èíòåãðàë ïî Γ2R. Óâåëè÷èâàÿ åùå ìíîæåñòâî
èíòåãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì ñëàãàåìîì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |Dη| ≤ 3

R
, èìååì∫

Γ2R

|DV |2

V 2
η2 dx′ ≤ C

(∫
Ω2R

|DU2|2

U2
2

η2 dx+

∫
Γ2R

|D′U2|2

U2
2

η2 dx′ +Rn−2 +Rn−3
)
.

Ïîñêîëüêó U2 íå çàâèñèò îò xn−1 è xn, èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ñâîäÿòñÿ
ê èíòåãðàëó ïî Λ2R. Äîìíîæàÿ íåðàâåíñòâî íà R è ó÷èòûâàÿ, ÷òî R ≤ 1,
ïîëó÷èì

R

∫
Γ2R

|DV |2

V 2
η2 dx′ ≤ C

(
R2

∫
Λ2R

|D′′U2|2

U2
2

η2 dx′′ +Rn−2
)
.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî U2 = V íà Λ2R, è èñïîëüçóÿ (28), â èòîãå èìååì:

R

∫
Γ2R

|DV |2

V 2
η2 dx′ ≤ CRn−2. (29)

Øàã 3. Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (27) ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ ïðîáíóþ ôóíêöèþ (íàïîìíèì, ÷òî V1 = min{U1, U2}):

ξ =
( 1

U
− 1

V1

)
+
η2 =

( 1

U
− 1

V1

)
χ{U<V1}

η2.
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Ñíîâà íàïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (8), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ = 0 íà Γ è
íà Λ: ∫

Ω2R∩{U<V1}

aij
DjUDiU

U2
η2 dx

=

∫
Ω2R∩{U<V1}

aij
DjUDiV1

V 2
1

η2 dx+

∫
Ω2R∩{U<V1}

aij DjU

(
1

U
− 1

V1

)
2ηDiη dx.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì øàãàì, îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó ïî íåðàâåí-
ñòâó (7), à ïðàâóþ ÷àñòü ñâåðõó ïî íåðàâåíñòâó Êîøè. Çàìåòèâ, ÷òî íà
ìíîæåñòâå èíòåãðèðîâàíèÿ 1

V 2
1
< 1

U2 , è ñîêðàùàÿ ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû,
ïðèõîäèì ê îöåíêå∫
Ω2R∩{U<V1}

|DU |2

U2
η2 dx ≤ C

( ∫
Ω2R∩{U<V1}

|DV1|2

V 2
1

η2 dx+

∫
Ω2R∩{U<V1}

|Dη|2 dx
)
.

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà èíòåãðàë∫
Ω2R∩{U≥V1}

|DV1|2

V 2
1

η2 dx.

Ñ ó÷åòîì |Dη| ≤ 3
R
ýòî äàñò∫

Ω2R

|DV |2

V 2
η2 dx ≤ C

( ∫
Ω2R

|DV1|2

V 2
1

η2 dx+Rn−2
)
.

Ïîñêîëüêó V1 íå çàâèñèò îò xn, èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñâîäÿòñÿ ê èíòå-
ãðàëó ïî Γ2R. Âñïîìèíàÿ, ÷òî V1 = V íà Γ2R, è èñïîëüçóÿ (29), ïîëó÷èì∫

Ω2R

|DV |2

V 2
η2 dx ≤ CRn−2. (30)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè (28)�(30) â (27), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

sup
ΩR

2

(− ln(V )) ≤ C =⇒ sup
ΩR

2

(1− δ)v ≤ 1− exp(−C) =: 1− κ(n, ν).

Òåïåðü óñòðåìèì δ ê íóëþ è çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè íå
çàâèñèò îò δ. Â èòîãå èìååì

sup
ΩR

2

u ≤ sup
ΩR

2

v ≤ 1− κ =⇒ osc
ΩR

2

u ≤ 2− κ.

Ïîñêîëüêó (25) âëå÷åò osc
ΩR

u = 2, ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç Òåîðåìû 2 è Ëåììû 4.8 â [8, Ãë. II] ñëå-
äóåò ãåëüäåðîâñêàÿ îöåíêà êîëåáàíèÿ ôóíêöèè u â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè x0 ∈ Λ, îòäåëåííîé îò ∂Λ. Ïðè ýòîì ïîêàçà-
òåëü Ãåëüäåðà çàâèñèò òîëüêî îò n è ν.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ òî÷åê x0 ∈ Γ, îòäåëåííûõ îò ∂Γ, áûëè
ïîëó÷åíû â [9], à äëÿ òî÷åê x0 ∈ Ω, îòäåëåííûõ îò ∂Ω, � â [3]. Â ñîâî-
êóïíîñòè ýòè îöåíêè äàþò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

6 Îöåíêè ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è â ñëó-

÷àå Γ+ = Γ−

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà ñòðàòû Λ è Ω ñâÿçàíû ëèøü
÷åðåç îäèí (n−1)-ìåðíûé ñòðàò Γ. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòðàò
Ω äîëæåí ïðèìûêàòü ê Γ ñ äâóõ ñòîðîí (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Γ = Γ+ =
Γ−), è ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî ðàñïðÿìëåíèÿ ñòðàòîâ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ

Λ = Λ̂1; Γ = Γ̂1; Ω = Ω̂1,

ãäå (ðèñ. 2)

Λ̂R := {x
∣∣ |x′′| < R, xn−1 = xn = 0};

Γ̂R := {x
∣∣ |x′′| < R, 0 < xn−1 < R, xn = 0};

Ω̂R := {x
∣∣ |x′′| < R, |xn−1| < R, (xn−1)+ −R < xn < R− (xn−1)+}

∖
Γ̂R.

Ðèñ. 2: Âòîðîé ìîäåëüíûé ñëó÷àé

22



Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàëüíî çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

−Di(aijDju) = 0 â Ω,

−Dµ(aµτDτu)− a+
njD

+
j u+ a−njD

−
j u = 0 íà Γ,

−Dl(αlmDmu)− an−1,τDτu = 0 íà Λ.

(31)

Çäåñü D±j u � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ íà Γ ïðîèçâîäíûõ Dju ïðè xn → ±0
(ïðè j = 1, . . . , n − 1 ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, íî D+

n u è D−n u ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ). Êîýôôèöèåíòû a±nj îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îáîáùåííîå ðåøåíèå ôîðìàëüíîé çàäà÷è (31) ïî-ïðåæíåìó îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (8), à îáîáùåííîå ñóáðå-
øåíèå � ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà (9). Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî åñëè u � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ôîðìàëüíîé çàäà÷è (31) ñ ãëàäêèìè
êîýôôèöèåíòàìè, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì.

Îñíîâíîå îòëè÷èå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè u1. Èìåííî, ïîëîæèì

u1(x′′, xn−1, xn) := u(x′′, |xn|+ (xn−1)+, 0); u2(x′′, xn−1, xn) := u(x′′, 0, 0);

v(x) := max{u(x), u1(x), u2(x)}; v1(x) := max{u1(x), u2(x)}.

Ïîñëå ýòîãî ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1, ëåììû 2 è òåîðå-
ìû 2 ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíîñòüþ.

7 Îáùèé ñëó÷àé

Â îáùåì ñëó÷àå ê (n − 2)-ìåðíîìó ñòðàòó Λ ïðèìûêàþò n-ìåðíûå
ñòðàòû Ωk, k = 1, 2, . . . ,N, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåòñÿ ñ Λ îäíèì èëè
äâóìÿ (n− 1)-ìåðíûìè ñòðàòàìè Λk, k = 1, 2, . . . , N . Îòìåòèì, ÷òî òàêîå
ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî âêëàäûâàåòñÿ â Rn+1, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå â Rn. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ïðèìåð ëîêàëüíîãî ñå÷åíèÿ òàêîãî ñòðà-
òèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà. Ýòî ñå÷åíèå ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííþþ
òî÷êó (n−2)-ìåðíîãî ñòðàòà, ê êîòîðîìó ïðèìûêàþò òðè (n−1)-ìåðíûõ
è òðè n-ìåðíûõ ñòðàòà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñòðàòû Ω1 è Ω2 ñâÿçàíû
ñ Λ ÷åðåç äâà (n− 1)-ìåðíûõ ñòðàòà, à Ω3 � ÷åðåç îäèí.

Êîìïîçèòíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà äëÿ òàêîãî ìíîæåñòâà âûãëÿ-
äèò òàê:

W =
N⋂
k=1

W 1
2 (Ωk) ∩

N⋂
k=1

W 1
2 (Γk) ∩W 1

2 (Λ),

à èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (íåðàâåíñòâî), îïðåäåëÿþùåå îáîáùåííîå ðå-
øåíèå (ñóáðåøåíèå) çàäà÷è, îòëè÷àåòñÿ îò (4) (ñîîòâåòñòâåííî, îò (5))
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Ðèñ. 3: Ñå÷åíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà

ëèøü òåì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîÿò ñóììû èíòåãðàëîâ ïî âñåì Ωk, èíòå-
ãðàëîâ ïî âñåì Γk è èíòåãðàëà ïî Λ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 è âñåõ
ïðîìåæóòî÷íûõ óòâåðæäåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé ñ î÷å-
âèäíûìè èçìåíåíèÿìè.
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