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1 Ââåäåíèå

Èäåÿ îöåíêè ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ àíàëèçà íîðìàëüíîãî èçîá-
ðàæåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè áåðåò íà÷àëî â ðàáîòàõ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà
[4] è È.ß. Áàêåëüìàíà [9]. Àíàëîãè÷íîé òåõíèêå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ íà÷àëî ïîëîæèë Í.Â. Êðûëîâ [10], [11]. Â äàëüíåéøåì äàííûé
ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ è èñïîëüçîâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè. Îáçîð ëèòåðàòó-
ðû ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè â [7] è â [5, �2.3].

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ëîêàëüíûõ îöåíîê òèïà Àëåê-
ñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà�Êðûëîâà íà ïðîñòåéøåì ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíî-

*Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð. 28,

198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ; Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî

èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ôîíòàíêà 27, 191023, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà N22-21-00027.
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æåñòâå. Ñ îáùèì ïîíÿòèåì ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ â ðàáîòå [13]. Ìûæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòðàòèôèöèðîâàííîå
ìíîæåñòâî âèäà �êíèæêà�, ñîñòîÿùåå èç íåñêîëüêèõ n-ìåðíûõ �ëèñòîâ�,
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî (n−1)-ìåðíîìó �ïåðåïë¼òó� (ñì. Pèñ. 1). Òî÷íîå îïðå-
äåëåíèå ìîæíî íàéòè â �3.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî �ëèñòîâ� ðàâíî 1 èëè 2, òî óðàâíå-
íèÿ íà òàêîì ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ïðåâðàùàþòñÿ â çàäà-
÷ó Âåíòöåëÿ èëè äâóõôàçíóþ çàäà÷ó Âåíòöåëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Îöåíêè
Àëåêñàíäðîâà�Áàêåëüìàíà�Êðûëîâà äëÿ çàäà÷è Âåíòöåëÿ áûëè ïîëó÷å-
íû â ðàáîòàõ [3], [1] (ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé) è [8] (ïàðàáîëè÷åñêèé ñëó-
÷àé), à äëÿ äâóõôàçíîé çàäà÷è Âåíòöåëÿ � â ðàáîòå [2]. Îäíàêî â ñëó÷àå
êîãäà �ëèñòîâ� áîëüøå äâóõ, òàêàÿ �êíèæêà� óæå íå âêëàäûâàåòñÿ â Rn,
÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò àíàëèç íîðìàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ.

Ðèñ. 1: Ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî âèäà �êíèæêà� ñ òðåìÿ
�ëèñòàìè� ðàçìåðíîñòè n = 2, âëîæåííîå â R3

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â �2 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ è ëåììû, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèÿìè âûïóêëîé îáîëî÷êè ôóíêöèè,
íîðìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ Ëåæàíäðà. Â �3 äà¼òñÿ ôîð-
ìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî øàðà. Â �4 ââîäèòñÿ ïîíÿ-
òèå íîðìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ Ëåæàíäðà äëÿ ñòðàòèôè-
öèðîâàííîãî ñëó÷àÿ è äîêàçûâàþòñÿ êëþ÷åâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ëåììû.
Íàêîíåö, �5 è �6 ïîñâÿùåíû îöåíêå ìàêñèìóìà äëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïàðà-
áîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèé íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì øàðå.

Çàìå÷àíèå. Îöåíêà ìàêñèìóìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Òåîðå-
ìà 6.1) áûëà àíîíñèðîâàíà â êðàòêîì ñîîáùåíèè [6].
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1.1 Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

(x′, xn) = x ∈ Rn, ãäå x′ ∈ Rn−1

Bn(R) � øàð ðàäèóñà R â Rn ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Sn−1(R) � ãðàíèöà Bn(R).

Qn(T,R) := (0, T )×Bn(R) � öèëèíäð íàä øàðîì Bn(R).

V0 := V ∩ {xn = 0} � ñå÷åíèå ìíîæåñòâà V ⊂ Rn ãèïåðïëîñêîñòüþ
xn = 0. Â äàëüíåéøåì îñîáóþ ðîëü áóäóò èãðàòü ìíîæåñòâà B0(R) =
Bn−1(R)× {0} è Q0(T,R) = (0, T )×B0(R).

V± :=
{
x ∈ V

∣∣ xn ≷ 0
}
, V0,± := V0 ∪ V±.

u+ := max{0, u} � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè u.

Ωu := {x ∈ Ω | u(x) > 0}

U(u) :=
{

(x, h) ∈ Rn+1
∣∣∣ x ∈ dom(u), h 6 u(x)

}
� ïîäãðàôèê ôóíêöèè u.

conv(E) ⊂ Rm � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà E ⊂ Rm.

1 : K := {1, 2, . . . , K} � íà÷àëüíûé îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà äëÿ ÷èñëà
K ∈ N.

Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áó-
äåì íóìåðîâàòü âåðõíèìè èíäåêñàìè: xk, à êîìïîíåíòû âåêòîðà x ∈ Rn

� íèæíèìè: xi. Âåçäå äàëåå ìû áîëüøå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì
ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Èíäåêñû i è j ïðîáåãàþò
çíà÷åíèÿ îò 1 äî n, à l è m � îò 1 äî n− 1. Ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû áóäóò
îáîçíà÷àòüñÿ áóêâîé N ñ èíäåêñîì èëè áåç. Çàïèñü N(...) îçíà÷àåò, ÷òî
N çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â ñêîáêàõ.
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2 Âûïóêëûå è âûïóêëî-ìîíîòîííûå îáîëî÷-

êè ôóíêöèé

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì âûïóêëîé îáîëî÷êè ôóíê-
öèè. Ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîæåñòâî Ω ⊂ Rn. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé
ôóíêöèè u : Ω → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ z := conv[u], ïîòî÷å÷íî íàè-
ìåíüøàÿ èç âñåõ ôóíêöèé, âûïóêëûõ ââåðõ íà Ω è ìàæîðèðóþùèõ u.
Èíûìè ñëîâàìè, ãðàôèê z ÿâëÿåòñÿ �âåðõíåé ãðàíèöåé� conv(U(u)). Çà-
ìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå: U

(
conv[u]

)
= conv

(
U(u)

)
, òî åñòü

ïîäãðàôèê âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàâåí âûïóêëîé îáîëî÷êå ïîäãðàôèêà.

Ëåììà 2.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè u1, u2 ∈ C
(
B0,+(R)

)
. Òîãäà:

u1|B0(R) ≡ u2|B0(R) =⇒ conv[u1]|B0(R) ≡ conv[u2]|B0(R).

Èíûìè ñëîâàìè, ñóæåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà
B0(R) çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè íà B0(R).

Äîêàçàòåëüñòâî

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê conv[ui]|B0(R) ýòî òî æå ñàìîå ÷òî �âåðõíÿÿ ãðàíèöà�
ìíîæåñòâà conv

(
U(ui)

)
∩{xn = 0}. Òîãäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

conv
(
U(u1)

)
∩ {xn = 0} = conv

(
U(u2)

)
∩ {xn = 0}.

Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè (ñì. [14, �17]) êàæäóþ òî÷êó èç conv
(
U(ui)

)
⊂

Rn+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè m 6 n+2 ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê (ys, hs) èç U(ui). Ðàññìîòðèì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òî÷êè
(x, h) ∈ conv

(
U(u1)

)
∩ {xn = 0}, ãäå x ∈ Rn, h ∈ R:

(x, h) = as(y
s, hs).

Ïîñêîëüêó as > 0, ysn > 0, xn = 0, òî äëÿ ëþáîãî s : ysn = 0. Òàêèì îáðà-
çîì, (ys, hs) ∈ U(u1)∩{xn = 0}. Ó÷èòûâàÿ ÷òî u1|B0(R) ≡ u2|B0(R), ïîëó÷à-
åì (ys, hs) ∈ U(u2)∩{xn = 0} è ñëåäîâàòåëüíî, (x, h) ∈ conv

(
U(u2)

)
∩{xn =

0}. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Àíàëîãîì âûïóêëîé îáîëî÷êè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëî-ìîíîòîííàÿ îáîëî÷êà. Äëÿ ôóíêöèè u(t, x) : [0, T ] × Ω → R
âûïóêëî-ìîíîòîííàÿ îáîëî÷êà z(t, x) : [0, T ] × Ω → R îïðåäåëÿåòñÿ
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êàê ôóíêöèÿ, ïîòî÷å÷íî íàèìåíüøàÿ èç âñåõ ôóíêöèé, âûïóêëûõ ââåðõ
ïî x, íåóáûâàþùèõ ïî t è ìàæîðèðóþùèõ u. Â [12] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0, T ] âûïóêëî-ìîíîòîííàÿ îáîëî÷-
êà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì îò
maxτ∈[0,t] u(τ, x):

z(t, ·) = conv
x

[
max
τ∈[0,t]

u(τ, ·)
]
.

Èç äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñëåäóåò àíàëîã Ëåììû
2.1 äëÿ âûïóêëî-ìîíîòîííûõ îáîëî÷åê:

Ëåììà 2.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè u1, u2 ∈ C
(
Q0,+(T,R)

)
. Òîãäà:

u1|Q0(T,R) ≡ u2|Q0(T,R) =⇒ conv[u1]|Q0(T,R) ≡ conv[u2]|Q0(T,R).

Èíûìè ñëîâàìè, ñóæåíèå âûïóêëî-ìîíîòîííîé îáîëî÷êè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè íà Q0(T,R) çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ôóíêöèè íà Q0(T,R).

Ñ ïîíÿòèÿìè âûïóêëîé è âûïóêëî-ìîíîòîííîé îáîëî÷åê òåñíî ñâÿ-
çàíî ïîíÿòèå ìíîæåñòâà êîíòàêòà. Äëÿ ôóíêöèè u : Ω → R, ìíîæåñòâî
êîíòàêòà Zu îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ u êàñàåòñÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êè z = conv[u+]:

Zu =
{
x ∈ Ω

∣∣ u(x) = z(x)
}
.

Äëÿ ôóíêöèè u : [0, T ] × Ω → R è âûïóêëî-ìîíîòîííîé îáîëî÷êè z îò
ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè u+, ìíîæåñòâî êîíòàêòà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî:

Zu =
{

(t, x) ∈ [0, T ]× Ω
∣∣ u+(t, x) = z(t, x)

}
.

Âûÿñíèì òåïåðü åù¼ äâà âàæíûõ ñâîéñòâà, êàñàþùèõñÿ âûïóêëîé
îáîëî÷êè è å¼ ìíîæåñòâà êàñàíèÿ.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü u ∈ C
(
B0,+(R)

)
, òàêàÿ ÷òî u|∂B+(R)\B0(R) < 0 è M =

maxu(x) > 0. Îáîçíà÷èì z := conv[u+]. Ðàññìîòðèì âåêòîð p ∈ Rn
0,−.

Òîãäà åñëè ïëîñêîñòü π ñ ãðàäèåíòîì p ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ïîäãðàôè-
êó z ñ òî÷êîé êàñàíèÿ x0 ∈ B0,+(R), òî ó ýòîé æå îïîðíîé ïëîñêîñòè
ìîæíî âûáðàòü äðóãóþ òî÷êó êàñàíèÿ x1, ëåæàùóþ â ìíîæåñòâå êîí-
òàêòà Zu. Ïðè ýòîì, åñëè x0 ∈ B0(R), òî è x1 ìîæåò áûòü âûáðàíà
èç B0(R).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü x0 ∈ B0,+(R), x0 /∈ Zu. Îïîðíàÿ ïëîñêîñòü èìååò âèä π(x) =
〈p, x − x0〉 + z(x0). Çàìåòèì âî-ïåðâûõ, ÷òî z(x0) > 0, ïîñêîëüêó x0 íå
ëåæèò íà ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöå. Äàëåå, ïëîñêîñòü π êàñàåòñÿ ïîäãðàôèêà
U(z) ôóíêöèè z, è äëÿ ïîäãðàôèêà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

U(z) = U
(
conv[u+]

)
= conv

(
U(u+)

)
.

Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè òî÷êà
(
x0, z(x0)

)
∈ U(z) = conv

(
U(u+)

)
ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé m 6 n + 2 òî÷åê (ys, hs) ∈ U(u+). Ïîäãðà-
ôèê u+ ëåæèò íèæå îïîðíîé ïëîñêîñòè π, ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî π(x0) =
z(x0) = αsh

s, ñëåäóåò hs = π(ys) äëÿ ëþáîãî s. Òîãäà π(ys) = u+(ys), è õî-
òÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé hs = u+(ys) ïîëîæèòåëüíî, ïîñêîëüêó z(x0) > 0.
Ñîîòâåñòâóþùèé ys ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé òî÷êîé êàñàíèÿ. Ïðè ýòîì, åñëè
x0 ∈ B0(R), òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ysn = 0.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå Φz : Rn →
Rn, îïðåäåëÿåìîå äëÿ âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè z : Rn → R êàê ìíîãî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé

Φz(x0) =
{
p ∈ Rn

∣∣∣ 〈p, x−x0〉+z(x0)−îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ê U(z) â òî÷êå x0

}
.

Â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè z çíà÷åíèå Φz îïðåäåëåíî îäíî-
çíà÷íî è ðàâíÿåòñÿ Dz. Îäíàêî âîîáùå ãîâîðÿ, îáðàçîì òî÷êè ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî.

Àíàëîãîì íîðìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà
öèëèíäðå, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Ëåæàíäðà Ψz. Äëÿ âûïóêëî-ìîíîòîííîé
ôóíêöèè z(t, x) â òî÷êå (t0, x0) îòîáðàæåíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð (q, p) ∈ R×Rn, òàêèõ ÷òî ïëîñêîñòü πq,p(x) =
q+ 〈p, x− x̌〉 ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ïîäãðàôèêó z(t0, ·) â òî÷êå x0. Çäåñü x̌ �
ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, íàçûâàþùàÿñÿ öåíòðîì îòîáðàæå-
íèÿ Ëåæàíäðà.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü u ∈ C
(
B0,+(R)

)
, òàêàÿ ÷òî u|∂B+(R)\B0(R) < 0 è

M = maxu(x) > 0. Îáîçíà÷èì z := conv[u+]. Òîãäà B0,−(M/2R) ⊆
Φz(B0,+(R)).

Äàííàÿ Ëåììà õîðîøî èçâåñòíà äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà â êà÷åñòâå îáëàñòè
âûñòóïàåò øàð Bn. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî íèæå äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì p ∈ B0,−
(
M/2R

)
è ïëîñêîñòü πh(x) = 〈p, x〉 + h. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî h0, ïðè êîòîðîì ïëîñêîñòü πh0 ÿâëÿåòñÿ
îïîðíîé ê ïîäãðàôèêó z â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ B0,+(R). Òîãäà åñëè
x0 /∈ B0,+(R), òî åñòü x0 ∈ ∂B+(R) \ B0(R), òî â ýòîé òî÷êå z(x0) = 0.
Ìîæíî ïåðåïèñàòü: πh0(x) = 〈p, x−x0〉+z(x0). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç x1 òî÷êó
ìàêñèìóìà u íà B+(R), ìãíîâåííî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ:

M = u(x1) = z(x1) 6 〈p, x1 − x0〉+ z(x0) 6 |p| · |x1 − x0|+ 0 <
M

2R
· 2R.

3 Ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîæåñòâî

Ñ îáùèì ïîíÿòèåì ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îçíàêîìèòü-
ñÿ, íàïðèìåð, â ñòàòüå [13]. Â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðàòèôèöè-
ðîâàííîå ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíîãî âèäà, à èìåííî, ñòðàòèôèöèðîâàííîå
ìíîæåñòâî òèïà �êíèæêà�.

Âûáåðåì è ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî K � êîëè÷åñòâî ñòðàòîâ.
ÐàññìîòðèìK êîïèé n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàíóìåðîâàâ èõ
÷èñëàìè k ∈ 1 : K è ïîëó÷èâ íàáîð Rn,[k]. Â êàæäîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ
âûäåëèì n-þ êîîðäèíàòó x

[k]
n , à ïåðâûå n − 1 äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ ïî-

ëîæèì îáùèìè, ïîëó÷èâ
⋂
k Rn,[k] = Rn−1 × {0}. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê íàáîð èç K n-ìåðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â
Rn+1, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî Rn−1 × {(0, 0)}, îäíàêî â óðàâíåíèÿõ óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèì îïðåäåëåíèåì. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

R~ :=
K⋃
k=1

Rn,[k]; R~
+ :=

K⋃
k=1

Rn,[k]
0,+ ; R~

− :=
K⋃
k=1

Rn,[k]
0,− .

Ìíîæåñòâà R~
+ è R~

− ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðàòèôèöèðîâàííûìè ìíî-
æåñòâàìè âèäà �êíèæêà�, ÷òî îáóñëîâëåíî èíòóèòèâíûìè àíàëîãèÿìè,
âûçûâàåìûìè ñëó÷àåì n = 2 (â ýòîì ñëó÷àå R~ ìîæíî óâèäåòü íà Ðèñ.
(2a), à R~

+ � íà Ðèñ. (1)). Ñòðàòèôèöèðîâàííûì øàðîì áóäåì íàçûâàòü
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øàð â R~
+ (Ðèñ. (2b))

B+(R) :=
{
x ∈ R~

+

∣∣∣ |x| < R
}

=
K⋃
k=1

B
[k]
0,+(R).

(a) Ñòðàòèôèöèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî R~ ïðè n = 2 è K = 3
(b) Ñòðàòèôèöèðîâàííûé øàð B+(R)

ïðè n = 2 è K = 3

Ðèñ. 2

Öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé ê íåìó øàð èç R~
− áóäåì îáîçíà÷àòü B−(R).

Ãðàíèöó øàðà B+(R) â R~
+ ìîæíî ÿâíî çàïèñàòü êàê ∂B+(R) =

⋃
∂B

[k]
0,+(R)\

B0(R).

Íàä ñòðàòèôèöèðîâàííûì øàðîì îïðåäåëèì ñòðàòèôèöèðîâàííûé
öèëèíäð

Q+(T,R) = (0, T )× B+(R) ⊂ R × R~
+, T > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂′′Q+(T,R) = (0, T ) × ∂B+(R) åãî áîêîâóþ ãðàíèöó, à
÷åðåç ∂′Q+(T,R) = ∂′′Q+(T,R) ∪

(
{0} × B+(R)

)
� ïàðàáîëè÷åñêóþ.

Â äàëüíåéøåì âñå âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó Rn,[k], áó-
äóò îáîçíà÷àòüñÿ âåðõíèì èíäåêñîì: x[k], è àíàëîãè÷íàÿ çàïèñü áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èõ n-õ êîìïîíåíò. Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà R×Rn,[k] ìû
áóäåì çàïèñûâàòü êàê (t, x[k]). Äëÿ âåêòîðà x ∈ Rn ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç x[k] åãî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå â Rn,[k]. Òàêæå äëÿ ìíîæåñòâà
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V ⊂ R~ ââåä¼ì åãî ïðîåêöèþ íà Rn:

pr(V ) =
K⋃
k=1

{
x ∈ Rn

∣∣∣ x[k] ∈ V
}
.

Îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ u : B+(R) → R îòäåëüíî íà êàæäîì
èç ïîëóøàðîâ

u(x) =


u1(x), x =

(
x′, x

[1]
n

)
u2(x), x =

(
x′, x

[2]
n

)
...

uK(x), x =
(
x′, x

[K]
n

)
è ïîòðåáóåì îò ôóíêöèé uk ñîãëàñîâàííîñòè íà �ïåðåïë¼òå�: ui|B0(R) ≡
uj|B0(R). Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ è ôóíêöèè íà öèëèíäðå, äëÿ
êîòîðûõ òðåáîâàíèå ñîãëàñîâàííîñòè ïðèíèìàåò âèä ui|Q0(T,R) ≡ uj|Q0(T,R).
Ïîëüçóÿñü Ëåììîé 2.1, ââåä¼ì àíàëîã âûïóêëîé îáîëî÷êè ôóíêöèè u

conv[u](x) :=


conv[u1](x), x =

(
x′, x

[1]
n

)
conv[u2](x), x =

(
x′, x

[2]
n

)
...

conv[uK ](x), x =
(
x′, x

[K]
n

) .
Äëÿ ôóíêöèé íàä ñòðàòèôèöèðîâàííûì öèëèíäðîì âìåñòî âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì âûïóêëî-ìîíîòîííîé îáîëî÷-
êè. Îíà, êàê è âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî è íà k-
òîì ñòðàòå ðàâíÿåòñÿ âûïóêëî-ìîíîòîííîé îáîëî÷êå îò k-îé êîìïîíåíòû
uk. Êàê è ðàíåå, äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó Ëåììû 2.2.

4 Íîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå è îòîáðàæåíèå

Ëåæàíäðà íà ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæå-

ñòâå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèå îäíîãî èç äâóõ
óñëîâèé:

u ∈ C2(B
[k]
0,+(R)), u|

∂B
[k]
0,+(R)\B0(R)

< 0,
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u ∈ C1,2
t,x (Q

[k]
0,+(T,R)), u|

∂′Q
[k]
0,+(T,R)\Q0(T,R)

< 0. (1)

Â ðàáîòå [12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òîãäà âûïóêëàÿ è âûïóêëî-ìîíîòîííàÿ

îáîëî÷êè ïðèíàäëåæàò êëàññàìW 2
∞(B

[k]
0,+(R)) èW 1,2

∞ (Q
[k]
0,+(T,R)) ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Îïðåäåëèì íîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå â ñëó÷àå ñòðàòèôèöèðîâàííîãî
øàðà è ïîêîìïîíåíòíî âûïóêëîé ôóíêöèè z : B+(R) → R. Âî âíóòðåí-

íèõ òî÷êàõ ïîëóøàðîâ x[k] ∈ B[k]
+ (R) íîðìàëüíûé îáðàç Φz(x

[k]) ñîâïàäàåò
ñ íîðìàëüíûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû zk, âëîæåííûì â
k-é ñòðàò Rn,[k]. Òî åñòü

Φz(x
[k]) =

(
Φzk(x)

)[k]
, x[k] ∈ B[k]

+ (R). (2)

Ïî-äðóãîìó äåëî îáñòîèò íà B0(R) � îáùåé ãðàíèöå ïîëóøàðîâ. Òî÷êè

x ∈ B0(R) ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç B
[k]
0,+(R), è ïîýòîìó íîðìàëüíûé

îáðàç ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì èç ñòðàòîâ.
Áîëåå òîãî, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé-êîìïîíåíò zk ñîãëàñóþòñÿ ëèøü íà B0(R),
ïîýòîìó ÷àñòü íîðìàëüíîãî îáðàçà â Rn,[k] íå çàâèñèò îò zl ïðè l 6= k.
Òàêèì îáðàçîì,

Φz(x
′, 0) =

K⋃
k=1

(
Φzk(x′, 0)

)[k]
, (x′, 0) ∈ B0(R). (3)

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê íåñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àþ è îïðåäåëèì ñòðàòèôè-
öèðîâàííûé àíàëîã îòîáðàæåíèÿ Ëåæàíäðà. Ôèêñèðóåì öåíòðàëüíóþ
òî÷êó x̌ = (x̌′, 0) ∈ B0(R). Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ïîëóöèëèíäðîâ

(
t, x[k]

)
∈

Q
[k]
+ (T,R) ïî àíàëîãèè ñ (2) îïðåäåëèì:

Ψz

(
t, x[k]

)
:=
(
Ψzk(t, x)

)[k]
, x[k] ∈ Q[k]

+ (T,R).

Äëÿ òî÷åê ñ ïëîñêîé ãðàíèöû (t, x′, 0) ∈ Q0(T,R) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
Ëåæàíäðà, êàê è â (3), â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïî êîìïîíåíòàì:

Ψz(t, x
′, 0) =

K⋃
k=1

(
Ψzk(t, x′, 0)

)[k]
, (t, x′, 0) ∈ Q0(T,R).
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4.1 Âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî D äëÿ ýëëèïòè÷åñêî-

ãî ñëó÷àÿ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u : B+(R) → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
u|∂B+(R) < 0 è M := max u > 0. Ïîñòðîèì ïîêîìïîíåíòíûé ìàêñèìóì

û : B0,+(R)→ R
û(x) := max

k
uk(x), (4)

ïîëîæèì ẑ := conv[û+] è ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî êîíòàêòà
Zû ⊂ B0,+(R). Ïîñêîëüêó max û+(x) = maxu+(x) = M è û|∂B+(R)\B0(R) <
0, òî ïî Ëåììå 2.4, B0,−

(
M/2R

)
⊆ Φẑ

(
B0,+(R)

)
. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþ-

áîãî âåêòîðà p ∈ B0,−
(
M/2R

)
ñóùåñòâóåò òî÷êà êàñàíèÿ x ∈ B0,+(R)

� ïëîñêîñòè ñ ãðàäèåíòîì p è ïîäãðàôèêà âûïóêëîé îáîëî÷êè ẑ, è ïî
Ëåììå 2.3 íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ Zû. Â òî÷êå
x ïëîñêîñòü πp êàñàåòñÿ òåõ êîìïîíåíò uk, êîòîðûå äîñòàâëÿþò ìàêñè-
ìóì â (4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî òåõ p èç B0,−(M/2R), îïîðíûå
ïëîñêîñòè êîòîðûõ êàñàþòñÿ ãðàôèêà uk. Ìíîæåñòâà Pk èçìåðèìû, è èõ
îáúåäèíåíèåì ÿâëÿåòñÿ âåñü ïîëóøàð B0,−(M/2R). Äàëåå, ðàññìîòðèì
äèçúþíêòíûé íàáîð

Dk := Pk \
k−1⋃
j=1

Pj.

Êàæäûé âåêòîð p èç B0,−(M/2R) ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó Dk. Íî-
ìåð ýòîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäàííîãî p áóäåì îáîçíà÷àòü k(p). Ïðè ýòîì
íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Dk ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ p ∈ B0,−(M/2R), äëÿ
êîòîðûõ ìèíèìàëüíûé èíäåêñ k, ïðè êîòîðîì πp êàñàåòñÿ uk, ðàâíÿåòñÿ
k(p). Íàêîíåö, èñêîìîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

D :=
K⋃
k=1

D[k]
k ⊆ B−(M/2R).

4.2 Âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî K äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêîãî ñëó÷àÿ

Àíàëîãîì øàðà B−(M/2R) â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôè-
öèðîâàííûé êîíóñ K−(M,R), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K−(M,R) =
{(
q, p[k]

)
∈ R × R~

−

∣∣∣ 2R
∣∣p[k]

∣∣ < q < M
}
.
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Eãî ïðîåêöèÿ íà Rn+1 ðàâíÿåòñÿ:

K− =
{

(q, p) ∈ R × Rn
∣∣∣ 2R|p| < q < M, pn 6 0

}
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u : Q+(T,R) → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
u|∂′Q+(T,R) < 0 è M := maxu > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (t∗;x∗) ∈ Q+(T,R)
òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè u è âûáåðåì x∗ = (x∗′, 0) ∈ B0(R) â êà÷åñòâå
öåíòðàëüíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ëåæàíäðà. Êàê è â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó-
÷àå, ïîñòðîèì ïîêîìïîíåíòíûé ìàêñèìóì û : Q0,+(T,R)→ R

û(t, x) = max
k

uk(t, x)

è åãî âûïóêëî-ìîíîòîííóþ îáîëî÷êó ẑ. Äëÿ (q, p) ∈ K− ðàññìîòðèì ïëîñ-
êîñòü πq,p(x) = q + 〈p, x − x∗〉. Â ìîìåíò âðåìåíè t∗ â òî÷êå x∗ äàííàÿ
ïëîñêîñòü ëåæèò ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè ẑ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
pn 6 0 è x∗n > 0, òî πq,p(x

∗) 6 q < M = ẑ(t∗, x∗). Ïðè ýòîì, â ìîìåíò t = 0

äàííàÿ ïëîñêîñòü ñòðîãî áîëüøå ẑ â ëîáîé òî÷êå x ∈ B0,+(R), ïîñêîëüêó:

πq,p(x) = q+ 〈p, x−x∗〉 > q− |p| · |x−x∗| > q− |p| · 2R > 0 = ẑ(0, x).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò τ ∈ (0, t∗), â êîòîðûé πq,p êàñà-
åòñÿ ãðàôèêà ẑ(τ, ·). Îáîçíà÷èì ÷åðåç t0 ìèíèìàëüíûé èç âñåõ òàêèõ τ .
Íà ìíîæåñòâå [0, t0] × B0,+(R) ïîäãðàôèê ẑ öåëèêîì ëåæèò ïîä ïëîñêî-
ñòüþ πq,p(t, x) = πq,p(x), è êàñàåòñÿ å¼ â ìîìåíò t = t0. Òîãäà, àíàëîãè÷íî
Ëåììå 2.3, òî÷êà êàñàíèÿ (t0, x0) ìîæåò áûòü âûáðàíà èç ìíîæåñòâà Zû,
è (q, p) ∈ Ψẑ(t

0, x0). Òàêèì îáðàçîì, K− ⊂ Ψẑ

(
Zû
)
. Áîëåå òîãî, â òî÷êå

x0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî πq,p(x
0) = ẑ(t0, x0) = û(t0, x0), è ïëîñêîñòü πq,p

êàñàåòñÿ õîòÿ áû îäíîé èç êîìïîíåíò uk.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî òåõ (q, p) ∈ K−, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îïîðíûå ïëîñêîñòè êàñàþòñÿ ãðàôèêà uk, è ðàññìîòðèì äèçú-
þíêòíûé íàáîð:

Kk = Pk \
k−1⋃
j=1

Pj,

â îáúåäèíåíèè äàþùèé K−. Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà D,
ââåä¼ì ìíîæåñòâî K:

K =
K⋃
k=1

K[k]
k ⊆ K−(M,R). (5)
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4.3 Îñíîâíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ D è K

Â òî÷êå x = (x′, 0) ∈ B0(R) îïðåäåëèì íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â íà-
ïðàâëåíèè ñòðàòà ñ íîìåðîì k êàê îäíîñòîðîííèé ïðåäåë:

D[k]
n z(x′, 0) = lim

x
[k]
n →0+

Dnz(x′, x[k]
n ).

Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè k-ãî
ñòðàòà â òî÷êå (t, x) = (t, x′, 0) ∈ Q0(T,R) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî:

D[k]
n z(t, x′, 0) = lim

x
[k]
n →0+

Dnz(t, x′, x[k]
n ).

Ãëàäêîñòè ôóíêöèè u äîñòàòî÷íî äëÿ êîððåêòíîñòè äàííîãî îïðåäåëåíèÿ
â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Ëåììà 4.1 (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà D). Äëÿ ìíîæåñòâà D âû-
ïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå:

D \ Φz

(
B+(R) \B0(R)

)
⊆ Φz

(
Z̃
)
,

ãäå Z̃ � ìíîæåñòâî �ïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ� ôóíêöèè z, îïðåäåëÿåìîå
êàê

Z̃ =
{
x ∈ Zu ∩B0(R)

∣∣∣ ∀k : D[k]
n z(x′, 0) 6 0

}
.

Ëåììà 4.2 (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà K). Äëÿ ìíîæåñòâà K âû-
ïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå:

K \ Ψz

(
Q+(T,R) \Q0(T,R)

)
⊆ Ψz

(
Z̃
)
,

ãäå Z̃ � ìíîæåñòâî �ïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ� ôóíêöèè z, îïðåäåëÿåìîå
êàê

Z̃ =
{

(t, x) ∈ Zu ∩Q0(T,R)
∣∣∣ ∀k : D[k]

n z(t, x′, 0) 6 0
}
.

Íèæå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ôàêòà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ. Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.1 ïðîùå, ÷åì ó Ëåììû 4.2, è ëåãêî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ïðèâåä¼ííîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.2

Èç òîãî ÷òî K− ⊆ Ψẑ(Zû) è îïðåäåëåíèÿ (5) ñëåäóåò K ⊆ Ψz

(
Q+(T,R)

)
.
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Ðàññìîòðèì (q, p[k]) ∈ K \Ψz

(
Q+(T,R) \Q0(T,R)

)
. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíî-

æåñòâà K, (q, p[k]) ∈ K îçíà÷àåò (q, p[k]) ∈ K[k]
k , òî åñòü (q, p) ∈ Kk, è

íàéä¼òñÿ òî÷êà (t, x) ∈ Zẑ, â êîòîðîé û(t, x) = uk(t, x). Òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé (t, x[k]) ∈ Q+(T,R) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ äëÿ πq,p[k] è

âûïóêëîé îáîëî÷êè u+. Ïîñêîëüêó (q, p[k]) /∈ Ψz

(
Q+(T,R) \Q0(T,R)

)
, òî

(t, x[k]) ∈ Q0(T,R), òî åñòü (t, x[k]) = (t, x′, 0) è (q, p) ∈ Ψẑ

(
Q0(T,R)

)
.

Â òî÷êå (t, x) ∈ Q0(T,R), â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè êîìïîíåíò ui íà
ñòðàòå Q0(T,R), èìååì: u1(t, x) = · · · = uK(t, x) = û(t, x) = ẑ(t, x). Ïî-
ñëåäíåå âåðíî, ïîñêîëüêó (t, x) ∈ Zû. Ôóíêöèÿ û ïî îïðåäåëåíèþ ìàæîðè-
ðóåò êàæäóþ èç êîìïîíåíò uk, ïîýòîìó å¼ âûïóêëî-ìîíîòîííàÿ îáîëî÷êà
ẑ ìàæîðèðóåò êàæäóþ èç ôóíêöèé zk = conv

[
(uk)+

]
. Êðîìå òîãî, îïîð-

íàÿ ïëîñêîñòü πq,p ìàæîðèðóåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ẑ. Èñõîäÿ èç ýòîãî,
äëÿ ëþáîãî k â òî÷êå (t, x) = (t, x′, 0), ðàññìàòðèâàåìîé êàê òî÷êà íà
Q+(T,R), âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

D[k]
n z(t, x′, 0) = lim

x
[k]
n →0+

D[k]
n z
(
t, x′, x[k]

n

)
= lim

xn→0+
Dnzk(t, x

′, xn) 6

6 lim
xn→0+

Dnẑ(t, x′, xn) 6 pn 6 0.

Òåì ñàìûì, (t, x) ∈ Z̃, è (q, p[k]) ∈ Ψz(t, x) ⊆ Ψz

(
Z̃
)
.

5 Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ñòðàòèôèöè-

ðîâàííîì øàðå

Ïóñòü íà êàæäîì Q
[k]
+ (T,R) çàäàí ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð:

M[k]u = ∂tu− a[k]
ij DiDju+ b

[k]
i Diu,

a
[k]
ij ∈ L∞

(
Q

[k]
+ (T,R)

)
, b

[k]
i ∈ Ln+1

(
Q

[k]
+ (T,R)

)
, (a

[k]
ij )ni,j=1 > νIn, (6)

à íà ñòðàòå Q0(T,R) � îïåðàòîð

Nu = ∂tu− αl,mDlDmu+ βlDlu+ J u,

αlm ∈ L∞
(
Q0(T,R)

)
, βl ∈ Ln

(
Q0(T,R)

)
, (αlm)n−1

l,m=1 > νIn−1, (7)
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ãäå J � îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé äëÿ èçìåðèìûõ β
[k]
n :

J u =
K∑
k=1

β[k]
n (t, x′) lim

x
[k]
n →0+

Dnu(t, x′, x[k]
n ).

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü n > 2, è íà öèëèíäðàõ Q
[k]
+ (T,R) çàäàíû îïåðà-

òîðû M[k] âèäà (6), à íà Q0(T,R) � îïåðàòîð N âèäà (7), óäîâëåòâî-

ðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì β
[k]
n 6 0, äëÿ k = 1 : K. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

u ∈ C
(
Q+(T,R)

)
, òàêóþ ÷òî

u ∈ W 1,2
n+1

(
Q

[k]
+ (T,R)

)
, k ∈ 1 : K; u ∈ W 1,2

n

(
Q0(T,R)

)
; u|∂′Q+(T,R) 6 0.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

max
Q+(T,R)

u+ 6 N1·
K∑
k=1

∥∥∥∥
(
M[k]u

)
+

νn/(n+1)

∥∥∥∥
n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+ N2·
∥∥∥∥
(
Nu
)

+

ν(n−1)/n

∥∥∥∥
n,
(
Q0(T,R)

)
u

,

ãäå

N1 = N0(n)·

(
R

n
n+1 +

K∑
k=1

∥∥∥∥ |b[k]|
νn/(n+1)

∥∥∥∥n
n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+

∥∥∥∥ |β′|
ν(n−1)/n

∥∥∥∥ n2

n+1

n,
(
Q0(T,R)

)
u

)
,

N2 = N0(n)·

(
R

n−1
n +

K∑
k=1

∥∥∥∥ |b[k]|
νn/(n+1)

∥∥∥∥n2−1
n

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+

∥∥∥∥ |β′|
ν(n−1)/n

∥∥∥∥n−1

n,
(
Q0(T,R)

)
u

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷à-
åòñÿ èç ýòîãî ñòàíäàðòíîé àïïðîêñèìàöèåé (ñì., íàïðèìåð, [12, �4]).

Ðàññìîòðèì òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè u+: (t∗, x∗) ∈ Q+(T,R). Îáî-
çíà÷èì M = u+(t∗, x∗) = z(t∗, x∗), è íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü
M > 0. Âûáåðåì â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ëåæàíäðà
ïðîåêöèþ x∗ = (x∗′, 0). Â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè z ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì, òî åñòü ïðè (t, x[k]) ∈ Q+(T,R)\Q0(T,R), îòîáðà-
æåíèå Ëåæàíäðà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì è ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðà-
äèåíò z:

Ψz(t, x
[k]) =

(
zk − 〈Dzk, x− x∗〉, D′zk, (Dnzk)

[k]
)
.
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Ïî Ëåììå 4.2, äëÿ ëþáîé ñóììèðóåìîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ψ(q, p)
âûïîëíåíî∫

K

ψ dp dq 6
K∑
k=1

∫
Ψz

(
Q

[k]
+ (T,R)

) ψ dp dq +

∫
K∩Ψz

(
Z̃
) ψ dp dq. (8)

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ψ ôóíêöèþ

ψ(q, p) = ψ
(
|p|
)

=
((
|p|λ

)2
+ Λ2

)−n+1
2
,

à òî÷íûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë λ > 0 è Λ > 0 îïðåäåëèì ïîçäíåå. Ïåðâûì
äåëîì îöåíèì ñíèçó ëåâóþ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (8). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
K îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóåòñÿ íà ïîëóêîíóñ K− è ôóíêöèÿ ψ íå çàâèñèò îò
âûáîðà ñòðàòà, ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âûâîäèì∫
K

ψ dp dq =
1

2

∫
2R|p|<q<M

ψ
(
|p|
)
dp dq =

|Sn−1|
2

M/(2R)∫
0

(M−2Rρ)ρn−1ψ(ρ) dρ =

=
|Sn−1|

2
· M
λnΛ

Mλ/(2RΛ)∫
0

(
1− 2RΛ

Mλ
y
) yn−1

(y2 + 1)
n+1
2

dy.

Îãðàíè÷èì ÷èñëà λ, Λ íåðàâåíñòâîìMλ/(2RΛ) > 1. Ñëó÷àé âûïîëíåíèÿ
îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà òðèâèàëåí, è ìû âåðí¼ìñÿ ê íåìó ïîçæå. Òîãäà èí-
òåãðàë ìîæíî îöåíèòü ñíèçó, çàìåíèâ âåðõíèé ïðåäåë íà 1, è âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 6 y 6 1 âûïîëíåíî 1−y ·2RΛ/(Mλ) > 1−y.∫

K

ψ dp dq >
|Sn−1|

2
· M
λnΛ

·
1∫

0

(1− y)yn−1

(y2 + 1)
n+1
2

dy = N3(n)
M

λnΛ
. (9)

Îöåíèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8) ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ äâå âñïîìîãàòåëüíûå Ëåììû.

Ëåììà 5.1. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ψ : R~ →
R è äëÿ ëþáîãî k ∈ 1 : K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:∫

Ψz

(
Q

[k]
+ (T,R)

) ψ(p) dp dq 6
1

νn(n+ 1)n+1

∫
Z∩Q[k]

+ (T,R)

ψ(Du)
(
M[k]u−b[k]

i Diu
)n+1

dx dt.
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Äàííàÿ Ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åííûõ â
õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû I èç [12, �4], ïîýòîìó å¼ äîêàçàòåëüñòâî ìû
íå íå ïðèâîäèì.

Ëåììà 5.2. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ψ : R~ →
R èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñòðàòà, ψ(x[k1]) = ψ(x[k2]), ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî:∫
K∩Ψz(Z̃)

ψ(p) dp dq 6

6
1

νn−1nn

∫
Z̃

(
Nu(t, x′, 0)− βl(t, x′)Dlu(t, x′, 0)

)n
×

×
0∫

−M/(2R)

ψ
(
D′u(t, x′, 0), pn

)
dpn dx

′dt. (10)

Äàííàÿ Ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â äîêàçàòåëüñòâå
Òåîðåìû 1.1 èç [2], îäíàêî å¼ äîêàçàòåëüñòâî íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5.2

Âûÿñíèì ñïåðâà áîëåå òî÷íûé âèä ìíîæåñòâà Ψz(Z̃). Äëÿ (t, x) = (t, x′, 0) ∈
Z̃ ïðè ëþáîì k âûïîëíåíî

(q, p′, p0
n) :=

(
z
(
t∗, x∗

)
−
〈
D[k]z(t, x), x−x∗

〉
, D′z(t, x), D[k]

n z(t, x)
)
∈ Ψz(t, x).

Ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ îïîðíóþ ïëîñêîñòü: π0(x) = q +
〈
p′, x′ − x∗′

〉
+

p0
nxn. ßñíî, ÷òî ñóæåíèå π0 íà B0(R) íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ pn, ÷òî
ïîçâîëÿåò �íàêëîíÿòü� èñõîäíóþ îïîðíóþ ïëîñêîñòü ïî íàïðàâëåíèþ pn,
íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì ïàðàìåòð q. Áîëåå òîãî, â ñèëó ãëàäêîñòè ôóíêöèè
z â òî÷êå (t, x′, 0) ïî ïåðåìåííûì x′, íåâîçìîæíî èçìåíèòü êîìïîíåí-
òó p′ ãðàäèåíòà îïîðíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå (t, x). Íåòðóäíî âèäåòü ÷òî
(q, p′, pn) ∈ Ψz(t, x) ïðè pn > p0

n = D[k]z(t, x) è (q, p′, pn) /∈ Ψz(t, x)

ïðè pn < p0
n, è äëÿ (t, x) ∈ Z̃. Èòàê, îòîáðàæåíèå Ëåæàíäðà â òî÷êå

(t, x′, 0) ∈ Z̃ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Ψz(t, x
′, 0) =

K⋃
k=1

({
z −

〈
D′z, x′ − x∗′

〉}
× {D′z} ×

[
Dnzk,+∞

))[k]

.
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Ïîñêîëüêó îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ èç ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (10) ñî-

äåðæèòñÿ â K, íà íåé âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ −M/2R < p
[k]
n 6 0.

Îáîçíà÷èì

I [k](x) :=
{
p[k]
n ∈ (−M/2R, 0]

∣∣∣ p[k]
n > D[k]

n z(x),
(
D′z
(
x
)
, p[k]

n

)
∈ K

}
⊂ R.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âûïóêëî-ìîíîòîííîé îáîëî÷êè z íà âñ¼ì Q0(T,R)
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

∂tz > 0, −D′2z > 0,

ãäå ïîñëåäíåå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïðè ýòîì, íà
ìíîæåñòâå êîíòàêòà Zu ∩Q0(T,R) äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî:

∂tz = ∂tu, D
′z = D′u, −D′2z 6 −D′2u.

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ Ëåæàíäðà ïî ïåðåìåííûì (t, x′) ñóùåñòâóåò ïî÷òè
âåçäå íà Zu ∩Q0(T,R) è ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàí êàê:

det(∇′Ψz) = ∂tz · det(D′
2
z).

Çàìåíà
(
q, p′, p

[k]
n

)
=
(
∇′Ψz(t, x

′, 0), p
[k]
n

)
íà êàæäîì èç ïîëóöèëèíäðîâ äà-

¼ò: ∫
K∩Ψz(Z̃)

ψ(p) dp dq 6
∫
Z̃

dt dx′
K∑
k=1

∫
I[k](x)

ψ
(
t,D′z

(
t, x′, 0

)
, p[k]

n

)
×

× ∂tz(t, x′, 0) det
(
−D′2z(t, x′, 0)

)
dp[k]

n 6

6
∫
Z̃

dt dx′
K∑
k=1

∫
I[k](x)

ψ
(
t,D′u

(
t, x′, 0

)
, p[k]

n

)
×

× ∂tu(t, x′, 0) det
(
−D′2u(t, x′, 0)

)
dp[k]

n 6

6
∫
Z̃

dt dx′
0∫

−M/2R

ψ
(
D′z
(
t, x′, 0

)
, pn

)
·∂tu(t, x′, 0) det

(
−D′2u(t, x′, 0)

)
dpn.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà K,
ìíîæåñòâà I [k](x) äèçúþíêòíû. Îáîçíà÷èì

M0 =

(
α 0
0 1

)
·
(
−D′2u 0

0 ∂tu

)
,

ãäå α(x) := (αl,m)n−1
l,m=1 � ìàòðèöà ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà N .

∂tu · det
(
−D′2u

)
=

det(M0)

det(α)
6

(
tr(M0)

n

)n
· 1

det(α)
6

6

(
Nu− βlDlu− J u

)n
nnνn−1

6

(
Nu− βlDlu

)n
νn−1nn

,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó íà Z̃ âûïîëíåíî J u > 0.
Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû çàâåðøàåòñÿ.

Óòî÷íèì ïîëó÷åííóþ îöåíêó äëÿ êîíêðåòíîãî âûáîðà ôóíêöèè ψ.

0∫
−M/(2R)

ψ
(
p′, pn

)
dpn 6

1

λn+1

0∫
−∞

dpn(
|p′|2 + |pn|2 +

(
Λ
λ

)2
)n+1

2

=

=
1

λn+1
(
|p′|2 +

(
Λ
λ

)2
)n

2

0∫
−∞

dρ

(1 + ρ2)
n+1
2

=
1

λ
· N4(n)((
|p′|λ

)2
+ Λ2

)n
2

.

Èòàê, ïðàâàÿ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (8) îöåíèâàåòñÿ:

K∑
k=1

∫
Ψz

(
Q

[k]
+ (T,R)

) ψ dp dq +

∫
K∩Ψz

(
Z̃
) ψ dp dq 6

6
1

νn(n+ 1)n+1

K∑
k=1

∫
Z∩Q[k]

+ (T,R)

(
M[k]u− b[k]

i Diu
)

+

n+1

((
|Du|λ

)2
+ Λ2

)(n+1)/2
dxdt +

+
1

λ

N4(n)

νn−1nn

∫
Z̃

(
Nu− βlDlu

)
+

n

((
|D′u|λ

)2
+ Λ2

)n/2 dx′dt.
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Äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñïðàâåäëèâà
îöåíêà: (

Nu− βlDlu
)

+

n

((
|D′u|λ

)2
+ Λ2

)n/2 6 2n−1

((
Nu
)

+

n

Λn
+
|β′|n

λn

)
.

Îñòàëüíûå ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîëü-
çóÿñü äàííûìè íåðàâåíñòâàìè è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ äî
ìíîæåñòâ íåîòðèöàòåëüíîñòè u, ïîëó÷àåì:

K∑
k=1

∫
Ψz

(
Q

[k]
+ (T,R)

) ψ dp dq +

∫
K∩Ψz

(
Z̃
) ψ dp dq 6

6 N5(n)·
K∑
k=1

(
1

Λn+1

∥∥∥(M[k]u)+

νn/(n+1)

∥∥∥n+1

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+
1

λn+1

∥∥∥ b[k]

νn/(n+1)

∥∥∥n+1

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

)
+

+
N6(n)

λ
·

(
1

Λn

∥∥∥ (Nu)+

ν(n−1)/n

∥∥∥n
n,
(
Q0(T,R)

)
u

+
1

λn

∥∥∥ β′

ν(n−1)/n

∥∥∥n
n,
(
Q0(T,R)

)
u

)
. (11)

Ñîâìåùàÿ íåðàâåíñòâà (8), (9) è (11), âûâîäèì:

M 6
N7(n)Λ

λ
·

(
K∑
k=1

λn+1

Λn+1

∥∥∥(M[k]u)+

νn/(n+1)

∥∥∥n+1

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+
λn

Λn

∥∥∥ (Nu)+

ν(n−1)/n

∥∥∥n
n,
(
Q0(T,R)

)
u

+

+
K∑
k=1

∥∥∥ b[k]

νn/(n+1)

∥∥∥n+1

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+
∥∥∥ β′

ν(n−1)/n

∥∥∥n
n,
(
Q0(T,R)

)
u

)
. (12)

Çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì

Λ =
∥∥∥ (Nu)+

ν(n−1)/n

∥∥∥
n,
(
Q0(T,R)

)
u

+ λ
1

n+1

K∑
k=1

∥∥∥(M[k]u)+

νn/(n+1)

∥∥∥
n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+ ε.

Âñïîìíèì, íàêîíåö, ÷òî âûøå ìû ïðèíÿëè ïðåäïîëîæåíèå Mλ/(2RΛ) >
1. Âêëþ÷èì ïðîòèâíûé ñëó÷àé: M 6 2Λ

λ
R â îöåíêó (12) è ïðîäîëæèì:

M 6
N8(n)Λ

λ
·

(
R+λn+

K∑
k=1

∥∥∥ b[k]

νn/(n+1)

∥∥∥n+1

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

+
∥∥∥ β′

ν(n−1)/n

∥∥∥n
n,
(
Q0(T,R)

)
u

)
.
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Íàêîíåö, âûáåðåì

λ = max

{
R1/n, max

k

∥∥∥ b[k]

νn/(n+1)

∥∥∥(n+1)/n

n+1,
(
Q

[k]
+ (T,R)

)
u

,
∥∥∥ β′

ν(n−1)/n

∥∥∥
n,
(
Q0(T,R)

)
u

}
è, óñòðåìèâ ε èç îïðåäåëåíèÿ Λ ê 0+, çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû.

6 Ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ñòðàòèôèöè-

ðîâàííîì øàðå

Ïóñòü íà êàæäîì èç ñòðàòîâ B
[k]
+ (R) çàäàí ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð:

L[k]u = −a[k]
ij DiDju + b

[k]
i Diu, (13)

a
[k]
ij ∈ L∞

(
B

[k]
+ (R)

)
, b

[k]
i ∈ Ln

(
B

[k]
+ (R)

)
, (a

[k]
ij )ni,j=1 > νIn,

à íà ñòðàòå B0(R) � îïåðàòîð

Bu = −αlmDlDmu + βlDlu + J u
αlm ∈ L∞

(
B0(R)

)
, βl ∈ Ln−1

(
B0(R)

)
, (αlm)n−1

l,m=1 > νIn−1, (14)

ãäå J � îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé äëÿ èçìåðèìûõ β
[k]
n :

J u =
K∑
k=1

β[k]
n (x′) lim

x
[k]
n →0+

Dnu(x′, x[k]
n ).

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü n > 2, è íà ïîëóøàðàõ B
[k]
+ (R) çàäàíû îïåðàòîðû

L[k] âèäà (13), à íà B0(R) � îïåðàòîð B âèäà (14), óäîâëåòâîðÿþùèé

ñîîòíîøåíèÿì β
[k]
n 6 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u ∈ C

(
B+(R)

)
, òàêóþ

÷òî

u ∈ W 2
n

(
B

[k]
+ (R)

)
, k ∈ 1 : K; u ∈ W 2

n−1

(
B0(R)

)
; u|∂B+(R) 6 0.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

max
B+(R)

u+ 6 N

(
n,

(∥∥ b[k]
∥∥
n,
(
B

[k]
+ (R)

)
u

ν

)K

k=1

,

‖β′‖
n−1,
(
B0(R)

)
u

ν

)
×

× R

ν
·

(
K∑
k=1

∥∥(L[k]u)+

∥∥
n,
(
B

[k]
+ (R)

)
u

+
∥∥(Bu)+

∥∥
n−1,
(
B0(R)

)
u

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåò òó æå òåõíèêó, ÷òî
è äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5.1, îäíàêî âñå âûêëàäêè â ýëëèïòè÷åñêîì
ñëó÷àå çàìåòíî óïðîùàþòñÿ. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, â õîäå
äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå àíàëîãè Ëåìì 1.1 è
3.4 èç [7] ñîîòâåòñòâåííî, äîêàçûâàþùèåñÿ àíàëîãè÷íî Ëåììàì 5.1 è 5.2,
ïðèâåä¼ííûì âûøå.

Ëåììà 6.1. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè g : R~ →
R è äëÿ ëþáîãî k ∈ 1 : K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:∫

Φz

(
B

[k]
+ (R)

) g(p)dp 6
1

(νn)n

∫
Zu∩B[k]

+ (R)

g(Du)
(
L[k]u− b[k]

i Diu
)n
dx.

Ëåììà 6.2. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè g : R~ →
R èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñòðàòà, g(x[k1]) = g(x[k2]), ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî:∫
D∩Φz(Z̃)

g(p)dp 6

6
1

(ν(n− 1))n−1

∫
Z̃

(
Bu− βlDlu

)n−1

·
0∫

−M/2R

g
(
D′u, pn

)
dpn dx

′.

ß âåñüìà ïðèçíàòåëåí À.È. Íàçàðîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòî-
ÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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