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1 Введение
Теория малых уклонений случайных процессов активно изучается в послед-
ние десятилетия (см. [6]). Наиболее разработанным является случай гауссовских
процессов в гильбертовой норме (см. [8]).

Если процесс X(t), t ∈ [0, 1] имеет нулевое среднее (EX(t) ≡ 0), то для него
справедливо разложение Кархунена–Лоэва (см., напр., [5, гл. 2]). Поэтому

P
{ 1∫

0

X2(t) dt < ε2
}
= P

{ ∞∑
k=1

λkξ
2
k < ε2

}
,

где ξk – независимые стандартные гауссовские с.в., λk – собственные числа1

интегрального оператора с ядром

K(s, t) = EX(s)X(t), s, t ∈ [0, 1].
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1Мы будем считать λk > 0 занумерованными по убыванию с учетом кратности.
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Мы рассмотрим задачу о малых уклонениях в L2(0, 1) для процесса Слепяна
с параметром a > 0:

Sa(t)
d
= W (t+ a)−W (t), 0 ≤ t ≤ 1

(здесь W (t) — винеровский процесс). Таким образом, нас интересует асимпто-
тика

P
{ 1∫

0

S2
a(t) dt < ε2

}
∼ ?, ε → 0.

Точная асимптотика малых уклонений в случае a = 1 была найдена в работе
[9], в случае a ≥ 1 — в [3, 7], в случае 1

2
≤ a < 1 – в [10]. Случай a < 1

2
более

сложен и раньше не рассматривался.
В этой работе вычисляется точная асимптотика малых уклонений процесса

Слепяна при a = 1
3
. Предлагаемый метод основан на сведении интегрального

уравнения для собственных чисел и собственных функций к матричной задаче
Штурма-Лиувилля. В дальнейшем предполагается распространить этот метод
на случай a = 1

n
, где n ∈ N.

2 Уравнение для собственных чисел
Ковариационная функция процесса S 1

3
(t):

K(s, t) =

{
1
3
− |t− s|, |t− s| ≤ 1

3

0, |t− s| > 1
3

.

Собственные числа λk удовлетворяют уравнению

λf(t) =

1∫
0

K(s, t)f(s) ds. (1)

Разделим область определения собственных функций на три промежутка:

f(t) =


f1, t ∈ [0, 1

3
)

f2, t ∈ [1
3
, 2
3
)

f3, t ∈ [2
3
, 1]

Дифференцируя уравнение (1) дважды, получаем систему уравнений
λf ′′

1 (t) = −2f1(t) + f2(t+
1
3
), t ∈ [0, 1

3
]

λf ′′
2 (t) = f1(t− 1

3
)− 2f2(t) + f3(t+

1
3
), t ∈ [1

3
, 2
3
]

λf ′′
3 (t) = f2(t− 1

3
)− 2f3(t), t ∈ [2

3
, 1]

.
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Эта система является частным случаем уравнения на квантовых графах (см.,
напр., [1]). В данном случае она сводится к матричной задаче Штурма–Лиувилля.

Введём вектор-функцию u = (u1, u2, u3), где

u1(t) = f1(t),

u2(t) = f2
(
t+ 1

3

)
,

u3(t) = f3
(
t+ 2

3

)
,

и перепишем систему в виде

−λu′′ = Au, t ∈
[
0, 1

3

]
(2)

где

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 .

Известно, что
Λ1 = 2 +

√
2, Λ2 = 2, Λ3 = 2−

√
2

— собственные числа матрицы A,

v1 =

 1

−
√
2

1

 , v2 =

−1
0
1

 , v3 =

 1√
2
1


— соответствующие им собственные векторы.

Обозначая l1 =
√
Λ1, l2 =

√
Λ2, l3 =

√
Λ3, ω2 = λ−1 и решая систему (2),

получаем

u(t) = (C1 sin (tωl1) + C2 cos (tωl1))v1 + (C3 sin (tωl2)+

C4 cos (tωl2))v2 + (C5 sin (tωl3) + C6 cos (tωl3))v3

Уравнения для констант C = (C1, . . . , C6) следуют из условий согласования

u1

(
1
3

)
= u2(0), u2

(
1
3

)
= u3(0), u′

1

(
1
3

)
= u′

2(0), u′
2

(
1
3

)
= u′

3(0),

а также равенств

1

ω2
u1(0) =

1
3∫

0

su1(
1
3
− s) ds,

1

ω2
u′
3(

1
3
) = −

1
3∫

0

u3(s) ds.

Первое из равенств получается подстановкой t = 0 в (1), второе — дифференци-
рованием (1) и подстановкой t = 1.
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Введём обозначения

s1 = sin
ωl1
3

, c1 = cos
ωl1
3

,

s2 = sin
ωl2
3

, c2 = cos
ωl2
3

,

s3 = sin
ωl3
3

, c3 = cos
ωl3
3

и запишем эти уравнения в матричном виде:

AC = 0,

где

A =



s1 c1 +
√
2 −s2 −c2 s3 c3 −

√
2

−
√
2s1 −(

√
2c1 + 1) 0 −1

√
2s3

√
2c3 − 1

l1(c1 +
√
2) −l1s1 −l2c2 l2s2 l3(c3 −

√
2) −l3s3

−l1(
√
2c1 + 1)

√
2l1s1 −l2 0 l3(

√
2c3 − 1) −

√
2l3s3(

ω
3l1

− s1
l21

)
1−c1−l21

l21
−
(

ω
3l2

− s2
l22

)
−
(

1−c2−l22
l22

) (
ω
3l3

− s3
l23

)
1−c3−l23

l23

l1c1 − c1−1
l1

−
(
l1s1 − s1

l1

)
l2c2 − c2−1

l2
−
(
l2s2 − s2

l2

)
l3c3 − c3−1

l3
−
(
l3s3 − s3

l3

)


.

Нетривиальное решение существует только при условии вырожденности мат-
рицы A. Приравнивая её определитель к нулю, получаем уравнение на ω (вы-
числения проводились в Wolfram Mathematica):

detA(ω) ≡ ωM(ω) +N(ω) = 0,

где

M(ω) = −17
√
2

3
s1 + 2

√
2(2−

√
2) s2 + 2

√
2(2 +

√
2) s3 − 8c2s1 + 8c3s1

− 8

3

√
2−

√
2 c1s2 −

8

3

√
2−

√
2 c3s2 +

8

3

√
2 +

√
2 c1s3 +

8

3

√
2 +

√
2 c2s3

+
17
√
2

3
c2c3s1 + 2

√
2(2−

√
2) c1c3s2 + 2

√
2(2 +

√
2) c1c2s3 − 2s1s2s3,

N(ω) = −14− 2c1 − (8 + 4
√
2)c2 − (8− 4

√
2)c3 − 2c2c3 − (8− 4

√
2)c1c2 − (8 + 4

√
2)c1c3

− 2
√
2 s2s3 −

(
10

√
2 +

√
2− 8

√
2(2 +

√
2)

)
s1s2 +

(
10

√
2−

√
2 + 8

√
2(2−

√
2)

)
s1s3

+2
√
2 c1s2s3−

(
10

√
2 +

√
2− 8

√
2(2 +

√
2)

)
c3s1s2+

(
10

√
2−

√
2 + 8

√
2(2−

√
2)

)
c2s1s3

− 14c1c2c3.
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3 Асимптотика малых уклонений
Будем вычислять асимптотику малых уклонений, используя принцип сравнения
Венбо Ли [4, 2]: если бесконечное произведение

∏∞
k=1

λ̃k

λk
сходится, то

P

{
∞∑
k=1

λkξ
2
k < ε2

}
∼ P

{
∞∑
k=1

λ̃kξ
2
k < ε2

}
·

(
∞∏
k=1

λ̃k

λk

) 1
2

, ε → 0. (3)

Обозначим
F(ω) =

| detA(ω)|
| detA(0)|

=
| detA(ω)|

64
.

Для сколь угодно малого ε > 0 в области

argω ∈ (ε, π − ε) ∪ (π + ε, 2π − ε) (4)

при |ω| → ∞ верно

M(ω) ∼ 17
√
2

3
c2c3s1 + 2

√
2(2−

√
2) c1c3s2 + 2

√
2(2 +

√
2) c1c2s3 − 2s1s2s3,

N(ω) ∼ 2
√
2 c1s2s3 −

(
10

√
2 +

√
2− 8

√
2(2 +

√
2)

)
c3s1s2+

+

(
10

√
2−

√
2 + 8

√
2(2−

√
2)

)
c2s1s3 − 14c1c2c3,

N(ω) = o(ωM(ω)).

Вычисления в Wolfram Mathematica показывают, что в области (4)

F(ω) ∼ C |ω sin (Dω)| , |ω| → ∞, (5)

где

D =
l1 + l2 + l3

3
, C =

1

192
√
2

(
17 + 3

√
2 + 6

√
2(2 +

√
2)

)
. (6)

В качестве модельной последовательности возьмём λ̃k = 1
ω̃2
k
, где ω̃k — после-

довательность положительных корней функции F̃ :

F̃(ω) =

∣∣∣∣ (1− ω2

(
√
2/D)2

)
sin (Dω)

Dω

∣∣∣∣.
Асимптотика малых уклонений для

∑∞
k=1 λ̃kξ

2
k при D =

√
2 была вычислена

в работе [9]. При помощи масштабирования получаем:

P

{
∞∑
k=1

λ̃kξ
2
k < ε2

}
∼ 8ε2√

πD2
exp

(
−D2

8
ε−2

)
, ε → 0. (7)
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Чтобы вычислить константу расхождения
(∏∞

k=1
λ̃k

λk

) 1
2 , воспользуемся тем, что

F и F̃ – целые функции переменной ω, и применим теорему Йенсена [11, 3.6.1]:

ln
Rn |F(0)|
r1r2...rn

=
1

2π

2π∫
0

ln
(
F(Reiϕ)

)
dϕ, (8)

где ri - модули корней функции F , пронумерованные по возрастанию с учётом
кратности и удовлетворяющие неравенствам rn ≤ R ≤ rn+1.

Поскольку функции F и F̃ – чётные, их положительные корни ωk и ω̃k учи-
тываются в произведении в левой части (8) дважды. Принимая во внимание
|F(0)| = |F̃(0)| = 1, получаем(

∞∏
k=0

ωk

ω̃k

)2

= lim
|z|→∞

exp

 1

2π

2π∫
0

ln
|F̃(z)|
|F(z)|

d(arg z)

.

В силу (5) подынтегральное выражение сходится к ln D
C поточечно п.в. Так

как особенности подынтегральной функции – логарифмические, несложно по-
добрать суммируемую мажоранту. Тогда

∞∏
k=0

ωk

ω̃k

=

(
∞∏
k=1

λ̃k

λk

) 1
2

=

(
D
C

) 1
2

.

Таким образом, асимптотика малых уклонений процесса Слепяна для a = 1
3
:

P

{
∞∑
k=1

λkξ
2
k < ε2

}
∼ 8ε2√

πCD3
exp

(
−D2

8
ε−2

)
, ε → 0, (9)

где D и C определены в (6).

Я благодарю А.И. Назарова за постановку задачи и ценные консультации, а
также Н.П. Бондаренко за указание на обзор [1].
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