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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íàäãðóïï èñêëþ÷èòåëü-
íûõ ãðóïï Øåâàëëå â ðàçëè÷íûõ åñòåñòâåííûõ âëîæåíèÿõ.

Ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïû Øåâàëëå, àê-
òèâíî èçó÷àþòñÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Ýòîé òåìå ïîñâÿùåíî îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî ñòàòåé è ìîíîãðàôèé. Îñíîâû ñîâðåìåííîãî ïîäõîäà ê òåîðèè
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï áûëè çàëîæåíû â ñòàòüÿõ Êîë÷èíà [50], [51],
Øåâàëëå [26], [72] è Áîðåëÿ [36] â 50-å ãîäû XX âåêà. Îäíîé èç êëþ÷åâûõ
õàðàêòåðèñòèê ýòèõ ðàáîò áûëî ðàññìîòðåíèå ãðóïï íàä ïîëåì ïðîèçâîëüíîé
õàðàêòåðèñòèêè. Óæå â ðàáîòàõ [26], [39] áûëà ïîñòðîåíà ãðóïïîâàÿ ñõåìà
íàä Z, ÷òî îòêðûâàëî âîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä
ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì. Åùå áîëåå øèðîêîå îáîáùåíèå áûëî äîñòèãíóòî â
ðàìêàõ ÿçûêà ãðóïïîâûõ ñõåì; â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû Øåâàëëå [26], [72]
áûëè ïåðåíåñåíû íà ðåäóêòèâíûå ãðóïïîâûå ñõåìû Ì. Äåìàçþðîì è À. Ãðî-
òåíäèêîì â SGA [41].

Çàäà÷à îïèñàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäãðóïï çàíèìàåò îäíî èç öåíòðàëü-
íûõ ìåñò â èçó÷åíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòîãî ïîëÿ, êàê ïðàâèëî, âîçìîæíî ïîëíîå ðåøåíèå ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷
îïèñàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï, íî óæå ïðè ïåðåõîäå ê
ïðîèçâîëüíîìó ïîëþ íåêîòîðûå âîïðîñû, òèïà êëàññèôèêàöèè âñåõ ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï â (èçîòðîïíûõ) ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ ñòàíîâÿòñÿ çàâåäîìî
áåññìûñëåííûìè.

Âàæíûì îáùèì êîíòåêñòîì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ïðåäëà-
ãàþùèì ñõåìó êëàññèôèêàöèè ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï,
ÿâëÿåòñÿ subgroup structure theorem Ìàéêëà Àøáàõåðà ([28], [29], [30], [49],
[55]) è îñîáåííî èíòåðåñíûå â íàøåé ñèòóàöèè îáîáùåíèÿ íà èñêëþ÷èòåëüíûå
ãðóïïû, ïîëó÷åííûé Ìàðòèíîì Ëèáåêîì è Ãàðè Çåéòöåì ([68], [54], [69], [70],
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[56], [86], [53], [71]). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âåëîñü èçó÷åíèå íàäãðóïï êëàññè÷å-
ñêèõ ãðóïï (ýòî ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èç êëàññà Àøáàõåðà C8). Ïîëíîå
îïèñàíèå òàêèõ íàäãðóïï íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ
Íèêîëàÿ Âàâèëîâà è Âèêòîðà Ïåòðîâà [11], [12], [18]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ âëîæåíèé èñêëþ÷è-
òåëüíûõ ãðóïï.

Èçó÷åíèå èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï âåëîñü âìåñòå ñ èçó÷åíèåì êëàññè÷å-
ñêèõ ãðóïï â îáùåì êîíòåêñòå àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà÷èíàÿ ñ 1950-õ ãîäîâ.
Âìåñòå ñ òåì, âî ìíîãèõ âîïðîñàõ ñïåöèôèêà èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ äåëàåò
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì èõ àíàëèç áåç ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíî êàæäîãî èñ-
êëþ÷èòåëüíîãî òèïà. Äëÿ òàêîãî ðàññìîòðåíèÿ â ðàáîòàõ Íèêîëàÿ Âàâèëîâà
è åãî ó÷åíèêîâ [82], [84], [83], [64], [6], [9] áûë ðàçâèò ìåòîä ÿâíûõ ìàòðè÷íûõ
âû÷èñëåíèé â èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïïàõ. Åãî îñíîâû � ñòàáèëüíûå âû÷èñëå-
íèÿ â ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ � áûëè çàëîæåíû Õèäåéà Ìàöóìîòî [60] è
Ìàéêëîì Ñòàéíîì [76]. Îòìåòèì, ÷òî ïîä èñêëþ÷èòåëüíûìè ãðóïïàìè çäåñü
ïîäðàçóìåâàþòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ãðóïïû òèïîâ E6 è E7. Ãðóïïà Øåâàëëå
òèïà F4 ðåàëèçóåòñÿ íàìè êàê ñâîðà÷èâàíèå ãðóïïû Øåâàëëå òèïà E6 (ñì.
ãëàâó 3). Ãðóïïà òèïà G2 âî ìíîãèõ âîïðîñàõ ãîðàçäî áëèæå ê êëàññè÷åñêèì
ãðóïïàì òèïîâ B3 è D4. Èçó÷åíèå ãðóïïû òèïà E8 ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ
òîæå âîçìîæíî, íî ñîïðÿæåíî ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñëîæíîñòÿìè: åå ìèíè-
ìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìèêðîâåñîâûì.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Â ïåðâîé ãëàâå ìû âû÷èñëÿ-
åì íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G(E6, R) â GL(27, R). Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïîëíóþ
îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó ïðîùå âñåãî ìûñëèòü ñåáå êàê ñòàáèëèçàòîð êâàäðè-
êè. Â ðàáîòå [8] ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ãðóïïû
òèïà E6. À èìåííî, òàì ïîñòðîåíà àôôèííàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà G(E6,−), êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì G(E6,−) â GL27. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåð-
æäàåò, ÷òî ýòîò ¾ñõåìíûé¿ íîðìàëèçàòîð ñîâïàäàåò ñ ¾ïîòî÷å÷íûì¿ äëÿ ëþ-
áîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R. Íàïîìíèì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé èç òåîðèè



� 6 �

ãðóïï. Ïóñòü H1, H2 � ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Òðàíñïîðòåðîì ïîäãðóïïû H1

â ïîäãðóïïó H2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

TranG(H1, H2) = {g ∈ G | g−1H1g ≤ H2}.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå H1 = H2 = H ïîëó÷àåì íîðìàëèçàòîð:

NG(H) = TranG(H,H).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà A. Ïóñòü R � ëþáîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Òîãäà

N(E(E6, R)) = N(G(E6, R)) = Tran(E(E6, R), G(E6, R)) = G(E6, R),

ãäå íîðìàëèçàòîðû è òðàíñïîðòåð áåðóòñÿ â ãðóïïå GL(27, R).

Ðàçäåë 1.1 íîñèò ïîäãîòîâèòåëüíûé õàðàêòåð; çäåñü ñîáðàíû îñíîâíûå
îáîçíà÷åíèÿ è íàèáîëåå âàæíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä
êîëüöàìè. Ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ àôôèííîé ãðóïïîâîé
ñõåìû Øåâàëëå�Äåìàçþðà. Â ðàçäåëå 1.2 ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå êîíêðåò-
íóþ ñèòóàöèþ: ìèíèìàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Øåâàëëå òèïîâ E6 è E7. Â
ðàçäåëå 1.3 îïèñàíû âàæíûå èíâàðèàíòû ìèíèìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû òèïà E6: êóáè÷åñêàÿ è ñâÿçàííûå ñ íåé ôîðìû. Îñíîâíàÿ òåîðåìà ïåðâîé
ãëàâû, òåîðåìà A äîêàçàíà â ðàçäåëå 1.4. Â ðàçäåëå 1.5 ÿâíî ïðèâåäåíû óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðûìè çàäàåòñÿ íîðìàëèçàòîð G(E6, R) â GL(27, R).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñó êëàññèôèêàöèè íàäãðóïï ýëåìåíòàð-
íîé ïîäãðóïïû E(Φ, R) ãðóïïû Øåâàëëå òèïà Φ = E6, E7 â ìèíèìàëüíûõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R. Ïîäîáíûì
çàäà÷àì îïèñàíèÿ íàäãðóïï ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, íî ïîäàâ-
ëÿþùåå áîëüøèíñòâî èç íèõ êàñàåòñÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, è ïî÷òè âñåãäà
ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû íàä ïîëåì. Òàêîâû ðàáîòû Äàÿ [42], [43], [44], Êèíãà
[47], [48], ËèØàí÷æû [57], [58], [59]. Ëèøü â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Í. À. Âàâèëîâà
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è Â. À. Ïåòðîâà [11], [12] ïîëó÷åíî ñòàíäàðòíîå îïèñàíèÿ íàäãðóïï ñèìïëåê-
òè÷åñêîé è îðòîãîíàëüíîé ýëåìåíòàðíûõ ãðóïï äëÿ ñëó÷àÿ êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà, à â ðàáîòå Â. À. Ïåòðîâà [63] � îïèñàíèå íàäãðóïï óíèòàðíûõ ãðóïï
â ñìûñëå Áàêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà ñ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèåì íà ëî-
êàëüíûé ñòàáèëüíûé ðàíã. Ñõîäíûì âîïðîñàì ïîñâÿùåíû ðàáîòû Õîíà Þ
[87], [88].

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíûõ òåîðåì î ñòàíäàðòíîì îïèñàíèè äëÿ èñêëþ÷è-
òåëüíûõ ãðóïï ïðåäñòàâëÿëî áû áîëüøîé èíòåðåñ. Ïîÿñíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó G(Φ, R) â ìèíèìàëüíîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè êàê ïîäãðóïïó â G = GL(n,R); ïðè ýòîì n = 27 â ñëó÷àå Φ = E6,
n = 56 â ñëó÷àå Φ = E7. Ãîâîðÿò, ÷òî âûïîëíåíî ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå ïîä-
ãðóïï â GL(n,R), ñîäåðæàùèõ E(Φ, R), åñëè äëÿ ëþáîé òàêîé ïîäãðóïïû H

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èäåàë A E R òàêîé, ÷òî

E(Φ, R)E(n,R, A) ≤ H ≤ NG(E(Φ, R)E(n,R,A)),

ãäå E(n,R, A) = E(n,A)E(n,R) � îòíîñèòåëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà, à NG

îçíà÷àåò âçÿòèå íîðìàëèçàòîðà â ãðóïïå G. Äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï òèïà
E6 è E7 â èõ ìèíèìàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ (ðàçìåðíîñòåé 27
è 56 ñîîòâåòñòâåííî) íåèçâåñòíî, èìååò ëè ìåñòî ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå, äàæå
â ñëó÷àå, êîãäà R � ïîëå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà B. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â GL(n,R), ñîäåðæàùàÿ E(Φ, R), ïðè-
÷åì 2, 3 ∈ R∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàèáîëüøèé èäåàë A E R

òàêîé, ÷òî E(n,R, A) ≤ H. Ïðè ýòîì, åñëè tλµ(ξ) ∈ H äëÿ íåêîòîðûõ
λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ, òî ξ ∈ A.

Èäåàë A, ôèãóðèðóþùèé â òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ íèæíèì óðîâíåì ïîä-
ãðóïïû H; òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî îäíî èç âêëþ÷åíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ñòàíäàðòíîãî îïèñàíèÿ ïîäãðóïï. À èìåííî, ìû íàøëè èäåàë A E R
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òàêîé, ÷òî ïîäãðóïïà E(Φ, R)E(n,R,A) ñîäåðæèòñÿ â H. Ýòà ïîäãðóïïà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3)

Äëÿ ãðóïïû òèïà E7, âèäèìî, ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå äîëæíî âûãëÿäåòü
ñëîæíåå: íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó

EE′7(56, R, A, B) = E(E7, R)E(56, R,A) Ep(56, R,B),

ãäå A ⊆ B � äâà èäåàëà â R. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ãðóïïà òèïà E7 âêëàäûâà-
åòñÿ â ïîäõîäÿùóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó Ep(56, R). Äëÿ ñëó÷àÿ Φ = E7,
òàêèì îáðàçîì, ìû ñòðîèì ñåðèþ ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäãðóïï, ïàðàìåòðèçîâàí-
íûõ íå îäíèì, à äâóìÿ èäåàëàìè; ïîñëå ýòîãî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííûå
ïîäãðóïïû ñîâåðøåííû (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.5).

Ñòðóêòóðà âòîðîé ãëàâû òàêîâà: â ðàçäåëå 2.1 ìû ôîðìóëèðóåì âñïî-
ìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ òåîðåìà B. Èõ äîêàçàòåëüñòâó
ïîñâÿùåíû ðàçäåëû 2.2�2.5. Â ðàçäåëå 2.6 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-
æåíèÿ 2.3 î ñîâåðøåííîñòè ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäãðóïï. Ðàçäåëû 2.7�2.9 ïîñâÿ-
ùåíû âêëþ÷åíèþ â îïèñàíèå íàäãðóïï E(E7, R) ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû: â
ðàçäåëå 2.7 ìû çàíèìàåìñÿ ïîñòðîåíèåì ïîäõîäÿùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóï-
ïû, â ðàçäåëå 2.8 äîêàçûâàåì âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò (ïðåäëîæåíèå 2.4)
î íèæíåì óðîâíå â ýòîì ñëó÷àå, à â ðàçäåëå 2.9 äîêàçûâàåì ïðåäëîæåíèå 2.5.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ íàäãðóïï ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû Øåâàëëå
òèïà F4 â ãðóïïå Øåâàëëå òèïà E6 íàä ïðîèçâîëüíûì êîììóòàòèâíûì êîëü-
öîì. Ýòà çàäà÷à ïî äóõó áëèçêà âîïðîñàì, ðàññìîòðåííûì âî âòîðîé ãëàâå, íî
âìåñòî îïèñàíèÿ íàäãðóïï èñêëþ÷èòåëüíîé ãðóïïû â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ
GL(n,R) è Sp(n,R), ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäãðóïïû, ëåæàùèå ìåæäó äâóìÿ
èñêëþ÷èòåëüíûìè ãðóïïàìè.

Â ðàáîòàõ [7], [10] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïïû Øåâàë-
ëå òèïà F4 ÷àñòî óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü íå ìèíèìàëüíîå åå ïðåäñòàâëåíèå,
èìåþùåå ðàçìåðíîñòü 26, à ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè 27, âîç-
íèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ñêðó÷èâàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìîäóëÿ ãðóïïû òèïà E6.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì âëîæåíèå Gsc(F4, R) ≤ Gsc(E6, R), è åñòåñòâåí-
íî ñòàâèòü âîïðîñ îá îïèñàíèè ïðîìåæóòî÷íûõ ïîäãðóïï. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ
ýòîò âîïðîñ áûë ðåøåí â [85].

Ïðè ïåðåíîñå ëîêàëèçàöèîííûõ äîêàçàòåëüñòâ èç [11] íà èñêëþ÷èòåëü-
íûå ãðóïïû âîçíèêàþò çàìåòíûå òåõíîëîãè÷åñêèå óñëîæíåíèÿ (ñì. [17]), íî
îáùàÿ êàíâà ðàññóæäåíèé îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, êàê è èòîãîâûé ðåçóëüòàò:
¾âååðíîå¿ ðàñïîëîæåíèå ïîäãðóïï â äóõå Áîðåâè÷à. À èìåííî, äëÿ âñÿêîé
ïîäãðóïïû H, ëåæàùåé ìåæäó E(F4, R) è G(E6, R) (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê
ïîäãðóïïû â GL(27, R)), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èäåàë A êîëüöà R òàêîé,
÷òî H ëåæèò ìåæäó EE(F4, R,A) = E(F4, R)E(E6, R, A) è åå íîðìàëèçàòî-
ðîì â G(E6, R).

Òåîðåìà C. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîäãðóï-
ïû â G = G(E6, R), ñîäåðæàùåé ãðóïïó E(F4, R), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé èäåàë A E R òàêîé, ÷òî

EE(F4, R,A) ≤ H ≤ NG(EE(F4, R, A)).

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ãðóïïó Øåâàëëå

G(F4, R) = G(F4, R) Cent(G(E6, R))

(÷åðåç Cent(G) ìû îáîçíà÷àåì öåíòð ãðóïïû G). Ìû äîêàçûâàåì (ñì. ïðåä-
ëîæåíèå 3.7) àíàëîã òåîðåìû A äëÿ âëîæåíèÿ ãðóïïû òèïà F4 â ãðóïïó òèïà
E6: G(F4, R) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì E(F4, R) â G(E6, R)

Êðîìå òîãî, ìû ÿâíî âû÷èñëÿåì íîðìàëèçàòîð, ôèãóðèðóþùèé â òåîðå-
ìå C. À èìåííî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðèöû ãðóïïå
NG(EE(F4, R,A)) îïèñûâàåòñÿ ñðàâíåíèÿìè (ïî ìîäóëþ èäåàëà A) íà åå êî-
ýôôèöèåíòû (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.15). Ìû ÿâíî ïðèâîäèì ýòè ñðàâíåíèÿ â
ïðåäëîæåíèè 3.17.

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíÿ-
þò ìåòîä ëîêàëèçàöèè-ïîïîëíåíèÿ, ïðåäëîæåííûé Áàêîì â [32] è ïîçäíåå
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óïðîùåííûé Õàçðàòîì è Âàâèëîâûì â [45], [46], [11], ñ ÿâíûìè âû÷èñëåíè-
ÿìè ñ ýëåìåíòàìè èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï â ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ,
îñâîåííûìè Âàâèëîâûì è åãî ó÷åíèêàìè (ñì. [6], [7], [8], [9], [10], [16]).

Òðåòüÿ ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 3.1 ìû ââî-
äèì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãðóïïå Øåâàëëå òèïà F4 â 27-
ìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ðàçäåëå 3.2 ââîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå ãðóïïû Øåâàë-
ëå òèïîâ F4 è E6 è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ëîêàëèçàöèè.

Â ðàçäåëå 3.3 ñîáðàíû òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê óðàâ-
íåíèÿì, çàäàþùèì ãðóïïó G(E6, R), êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ íàì
äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé. Â ðàçäåëå 3.4 îáñóæäàåòñÿ âèä íóæ-
íûõ íàì ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï â G(E6, R) è G(F4, R) è èõ óíèïîòåíò-
íûõ ðàäèêàëîâ. Ïðåäëîæåíèå 3.7, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå A, äîêàçûâàåòñÿ â
ðàçäåëå 3.5 âìåñòå ñ îïèñàíèåì óðàâíåíèÿìè ðàñøèðåííîé ãðóïïû Øåâàëëå
G(F4, R). Â ðàçäåëå 3.6 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íèæíåãî óðîâíÿ äëÿ êëàññèôèöèðó-
åìûõ ïîäãðóïï. Â ðàçäåëå 3.7 ïðèâåäåíî îïèñàíèåì óðàâíåíèÿìè íîðìàëèçà-
òîðà, ôèãóðèðóþùåãî â òåîðåìå C. Òåõíè÷åñêèì ñåðäöåì äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû C ÿâëÿåòñÿ ðàçäåë 3.8, â êîòîðîì ñ ïîìîùüþ ëîêàëèçàöèè ïðîèñõîäèò
çíà÷èòåëüíîå óïðîùåíèå çàäà÷è èçâëå÷åíèÿ êîðíåâîãî ýëåìåíòà. Ñëåäóþùèå
òðè ðàçäåëà ïîñâÿùåíû ýòîìó èçâëå÷åíèþ: ìû ïîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå
êîðíåâîãî ýëåìåíòà ïðè âñå áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ. Ïîñëå òîãî, êàê ýòî ñäå-
ëàíî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû C ëåãêî çàâåðøàåòñÿ â ðàçäåëå 3.12.
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Ãëàâà 1
Íîðìàëèçàòîð ãðóïïû Øåâàëëå òèïà E6

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ Øåâàëëå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ Øåâàëëå

íàä êîëüöàìè è çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ, â îñíîâíîì ñëåäóÿ òåêñòàì [1], [82]
(ñì. òàêæå [39], [41], [52]). Òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä ïîëÿìè, ãðóïï
è àëãåáð Ëè ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò; îòìåòèì ñðåäè íèõ [23],
[74], [22], [24], [3], [14], [15], [38], [21], [25], [20], [19].

Ïóñòü Φ � ïðèâåäåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà l, à P �
ðåøåòêà, ëåæàùàÿ ìåæäó ðåøåòêîé êîðíåé Q(Φ) è ðåøåòêîé âåñîâ P (Φ). Ìû
ôèêñèðóåì íà Φ íåêîòîðûé ïîðÿäîê è îáîçíà÷àåì ÷åðåç Π = {α1, . . . , αl}, Φ+

è Φ− � ìíîæåñòâà ïðîñòûõ, ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé, îò-
âå÷àþùèå ýòîìó ïîðÿäêó. Íàøà íóìåðàöèÿ ïðîñòûõ êîðíåé ñëåäóåò [2]. Äëÿ
çàïèñè êîðíåé èñïîëüçóåòñÿ íîòàöèÿ Äûíêèíà: òàê, äëÿ Φ = E6 ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êîðåíü aα1 + bα2 + cα3 +dα4 + eα5 +fα6 çàïèñûâàåòñÿ êàê acdef

b
. ×åðåç δ

îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûé êîðåíü ñèñòåìû Φ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà,
íàïðèìåð, äëÿ Φ = E6 èìååì δ = 12321

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Φ)++ ìíîæå-
ñòâî äîìèíàíòíûõ âåñîâ äëÿ ýòîãî ïîðÿäêà, òî åñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî-
÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ $1, . . . , $l. ×åðåç
W = W (Φ) îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé Φ.

Ïóñòü, äàëåå, R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êàê õîðîøî èçâåñòíî,
ïî êîëüöó, ñèñòåìå êîðíåé Φ è ðåøåòêå P ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóïïó Øåâàë-
ëå G = GP (Φ, R), ÿâëÿþùóþñÿ ãðóïïîé òî÷åê íàä R íåêîòîðîé àôôèííîé
ãðóïïîâîé ñõåìû G = GP (Φ,−), íàçûâàåìîé ñõåìîé Øåâàëëå�Äåìàçþðà. Ñó-
ùåñòâîâàíèå ýòîé ñõåìû áûëî äîêàçàíî Øåâàëëå â [39], à åäèíñòâåííîñòü �
Äåìàçþðîì â [40]. Îïèøåì âêðàòöå åå ïîñòðîåíèå.
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Ïóñòü g � êîìïëåêñíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè òèïà Φ, h � ïîäàëãåáðà
Êàðòàíà â g. Òîãäà g äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå g = h ⊕ gα, α ∈ Φ, ãäå gα �
îäíîìåðíûå h-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Êîðíè α ∈ Φ èãðàþò ðîëü
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà h, òî åñòü [h, eα] = α(h)eα äëÿ âñåõ h ∈ h è
eα ∈ gα. Ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ eα ∈ gα äëÿ α ∈ Φ è
hα ∈ h äëÿ α ∈ Π òàê, ÷òî [eα, e−α] = hα è âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Nαβ,
ãäå [eα, eβ] = Nαβeα+β, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì Øåâàëëå. ßâíûé âûáîð çíàêîâ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò äëÿ ñëó÷àÿ
Φ = E6 ïðîâåäåí íàìè â ðàáîòå [9], ñì. òàêæå [4], [79], [65], [66], [38], [37], [73],
[61], [62]. Ïóñòü gZ � àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ â g áàçèñîì Øåâàëëå.
Òîãäà gZ ÿâëÿåòñÿ Z-ôîðìîé g, òî åñòü g = gZ⊗ZC. Âîçüìåì êîììóòàòèâíîå
êîëüöî R è ïîëîæèì gR = gZ ⊗Z R; òîãäà gR ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè íàä
R è íàçûâàåòñÿ ðàñùåïèìîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðîé Ëè òèïà Φ íàä R èëè
àëãåáðîé Øåâàëëå òèïà Φ íàä R.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå π : g → gl(V ) êîì-
ïëåêñíîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g ñ âûáðàííûì áàçèñîì Øåâàëëå. Äëÿ
λ ∈ h∗ îïðåäåëèì âåñîâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

V λ = 〈v ∈ V | π(h)v = λ(h)v, h ∈ h〉.

Åñëè V λ 6= 0, ãîâîðÿò, ÷òî λ � âåñ ïðåäñòàâëåíèÿ π. Ðàçìåðíîñòü mult(λ)

ïðîñòðàíñòâà V λ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ ýòîãî âåñà. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Λ(φ) ìíîæåñòâî âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ π, à ÷åðåç Λ(φ) � íàáîð âåñîâ, ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîìó âåñó λ ∈ Λ(π) ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå m ðàçëè÷íûõ ¾âåñîâ¿ λ1, . . . , λm ∈ Λ(π), ãäå m = mult(λ). Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ âåñîâ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Λ

∗
(π) è

Λ∗(π). Ïóñòü P = P (π) � ðåøåòêà âåñîâ ïðåäñòàâëåíèÿ π, òî åñòü ïîäãðóïïà
P (Φ), ïîðîæäåííàÿ Λ(π). Â ÷àñòíîñòè äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
π = ad èìååì V = g, Λ∗(π) = Φ, Λ(π) = Φ ∪ {01, . . . , 0l}, P = Q(Φ), V 0 = h,
V α = gα äëÿ âñåõ α ∈ Φ.
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Âåñ ω ∈ Λ(π) íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì âåñîì, à âåêòîð v+ ∈ V ω � âåêòîðîì
ñòàðøåãî âåñà, åñëè π(eα)v+ = 0 äëÿ âñåõ α ∈ Φ+. Ïðåäñòàâëåíèå π íåïðè-
âîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V ïîðîæäàåòñÿ êàê g-ìîäóëü âåêòîðîì
ñòàðøåãî âåñà. Êðàòíîñòü ñòàðøåãî âåñà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâ-
íà 1, è äîìèíàíòíûå âåñà (òî åñòü âåñà ω ∈ P (Φ) òàêèå, ÷òî (ω, α) > 0 äëÿ
âñåõ α ∈ Π) áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì èçîìîðôèçìà êîíå÷íîìåðíûõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé g. Ïî òåîðåìå Øåâàëëå�Ðè â êîíå÷íîìåðíîì
g-ìîäóëå V ìîæíî âûáðàòü Z-ðåøåòêó VZ, èíâàðèàíòíóþ ïî îòíîøåíèþ ê
ïðåîáðàçîâàíèÿì π(eα)m/m!, α ∈ Φ, m ∈ N; òàêàÿ ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ñâîèõ âåñîâûõ êîìïîíåíò VZ ∩ V λ (ñì. [39], [67], [75], [1], [25]). Òàêàÿ
ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé Z-ôîðìîé ìîäóëÿ V , à áàçèñ vλ, λ ∈ Λ(π)

ðåøåòêè VZ, äëÿ êîòîðîãî ëþáîé âåêòîð π(em
α /m!)vλ ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì.
Òåïåðü ñíîâà âîçüìåì êîììóòàòèâíîå êîëüöî R è ïîëîæèì VR = VZ⊗ZR.

Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ñâîáîäíûé R-ìîäóëü VR ÿâëÿåòñÿ gR-ìîäóëåì è
íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Âåéëÿ àëãåáðûØåâàëëå gR, ñîîòâåòñòâóþùèì ñòàðøåìó
âåñó ω.

Ïóñòü G = GC � ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä C ñ
àëãåáðîé Ëè g è ðåøåòêîé âåñîâ P , à C[G] � àôôèííàÿ àëãåáðà G, òî åñòü àë-
ãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà G. Ñòðóêòóðà ãðóïïû íà G èíäóöèðóåò ñòðóê-
òóðó àëãåáðû Õîïôà íà C[G]. Ïóñòü π : G → V � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G,
äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî ðàâåí π : g → gl(V ) (ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíó è
òó æå áóêâó äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è åãî äèôôåðåíöèàëà, ïîñêîëü-
êó èç êîíòåêñòà âñåãäà ÿñíî, î êàêîì èìåííî îòîáðàæåíèè èäåò ðå÷ü). Ïîñëå
âûáîðà äîïóñòèìîãî áàçèñà vλ, λ ∈ Λ(π) ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàôèêñè-
ðîâàí èçîìîðôèçì V ' Cn, n = dim V . Òåïåðü îãðàíè÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íà π(G) ïîðîæäàþò ïîäêîëüöî Z[G] â C[G]. Ýòî ïîä-
êîëüöî îêàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà íàä Z (ñì. [39], [40], [41]). Ýòî ïîçâîëÿåò
íàì îïðåäåëèòü àôôèííóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó íàä Z, òî åñòü ïðåäñòàâèìûé
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ôóíêòîð èç êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ 1 â êàòåãîðèþ ãðóïï

GP (Φ,−) : R 7→ GP (Φ, R) = HomZ(Z[G], R).

Îáðàç GP (Φ, R) êîëüöà R ïîä äåéñòâèåì ýòîãî ôóíêòîðà íàçûâàåòñÿ ãðóï-
ïîé Øåâàëëå òèïà Φ íàä R. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ýòîò ôóíêòîð
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì Φ è P , è íå çàâèñèò îò π. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñàìîìó
ïîñòðîåíèþ GP (Φ,−) ÿâëÿåòñÿ ïîäôóíêòîðîì â GL(VZ⊗−) ' GL(n,−). Ìû
áóäåì ðàáîòàòü ñ îäíîñâÿçíûìè ãðóïïàìè, äëÿ êîòîðûõ P = P (Φ) è ïîýòîìó
îáû÷íî îïóñêàòü óêàçàíèå íà P â çàïèñè G(Φ, R). Åñëè æå íóæíî ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò îá îäíîñâÿçíîé ãðóïïå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-
íèå Gsc(Φ, R). Ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà, äëÿ êîòîðîé P = Q(Φ), îáîçíà÷àåòñÿ
Gad(Φ, R).

Çàôèêñèðóåì ðàñùåïèìûé ìàêñèìàëüíûé òîð TP (Φ,−) â ñõåìå G(Φ,−),
äåéñòâóþùèé äèàãîíàëüíî íà äîïóñòèìîì áàçèñå vλ, λ ∈ Λ(π). Òîãäà

TP (Φ, R) = Hom(Z[T ], R) ' Hom(P,R∗),

ãäå àëãåáðà Õîïôà Z[T ] òîðà T ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà:

Z[T ] = Z[λ1, λ
−1
1 , . . . , λl, λ

−1
l ]

äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñà ðåøåòêè P . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà ýòîé ðå-
øåòêè χ ∈ Hom(P,R∗) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç h(χ) ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåìåíò TP (Φ, R).

Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ α ∈ Φ è ξ ∈ C ëèíåéíûé îïåðàòîð ξπ(eα) íèëüïî-
òåíòåí, ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü åãî ýêñïîíåíòó

exp(ξπ(eα)) = e + ξπ(eα) + ξ2π(e2
α/2!) + . . .

Îáðàç áàçèñíîãî âåêòîðà vλ ïîä äåéñòâèåì ýòîãî îïåðàòîðà âñåãäà ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà
ìíîãî÷ëåíîâ Z[ξ]; ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå

xα(ξ) = exp(ξπ(eα)) ∈ GL(VR)
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äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è ýëåìåíòà ξ ∈ R. Äëÿ êàæäîãî α ∈
Φ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþò ìîðôèçì ãðóïïîâûõ ñõåì Xα : Ga →
G(Φ,−), êîòîðûé ïðè ïîäñòàíîâêå êîëüöà R ïðåâðàùàåòñÿ â ãîìîìîðôèçì
ãðóïï R → G(Φ, R) (çäåñü Ga îáîçíà÷àåò àääèòèâíóþ ñõåìó, òî åñòü Ga(R)

ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà R). Îáðàç ýòîãî ãîìîìîðôèçìà íàçû-
âàåòñÿ (ýëåìåíòàðíîé) êîðíåâîé ïîäãðóïïîé Xα = 〈xα(ξ) | ξ ∈ R〉, à ãðóï-
ïà E(Φ, R) = 〈Xα, α ∈ Φ〉, ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàðíûìè êîðíåâû-
ìè ïîäãðóïïàìè � (àáñîëþòíîé) ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Øåâàëëå
G(Φ, R).

Â ãðóïïå E(Φ, R) ñïðàâåäëèâà êîììóòàöèîííàÿ ôîðìóëà Øåâàëëå. À
èìåííî, ïðè β 6= −α âûïîëíåíî

[xα(ξ), xβ(ζ)] =
∏

iα+jβ∈Φ

xiα+jβ(Nαβijξ
iζj)

(âåçäå ïîä êîììóòàòîðîì [x, y] èìååòñÿ â âèäó ëåâîíîðìèðîâàííûé êîììó-
òàòîð: [x, y] = xyx−1y−1). Ýòîé ôîðìóëîé ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ áåç
ñïåöèàëüíîãî óïîìèíàíèÿ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû. Ïóñòü R �
êîììóòàòèâíîå êîëüöî, A E R � èäåàë â íåì, Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà
êîðíåé. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó E(Φ, A), ïîðîæäåííóþ âñåìè ýëåìåíòàðíûìè
êîðíåâûìè óíèïîòåíòàìè óðîâíÿ A:

E(Φ, A) = 〈xα(ξ), ξ ∈ A〉.

Îòíîñèòåëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà E(Φ, R,A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íîðìàëü-
íîå çàìûêàíèå ýòîé ãðóïïû â àáñîëþòíîé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïå:

E(Φ, R,A) = E(Φ, A)E(Φ,R).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî Òèòñîì [80].
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Ëåììà 1.1. Ïóñòü Φ � ïðèâåäåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà
≥ 2. Ïîäãðóïïà E(Φ, R,A) ïîðîæäàåòñÿ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà

zα(ξ, ζ) = x−α(ζ)xα(ξ), ξ ∈ A, ζ ∈ R, α ∈ Φ.

Êàê îáû÷íî, îïðåäåëèì wα(ε) = xα(ε)x−α(−ε−1)xα(ε) äëÿ α ∈ Φ, ε ∈
R∗. Ðàñùåïèìûé ìàêñèìàëüíûé òîð T (Φ, R) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé
è ïîðîæäàåòñÿ ïîëóïðîñòûìè êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè

hα(ε) = wα(ε)wα(1)−1 = e +
∑

λ,λ+α∈Λ

((ε− 1)eλ+α,λ+α + (ε−1 − 1)eλ,λ)

äëÿ âñåõ α ∈ Π(E6), ε ∈ R∗.
Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå G(Φ, R), èãðàþ-

ùàÿ òàêóþ æå ðîëü ïî îòíîøåíèþ ê G(Φ, R), êàê ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà
GL(n,R) ïî îòíîøåíèþ ê ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL(n,R). Ïðèñîåäè-
íåííûå ðàñøèðåííûå ãðóïïû áûëè ïîñòðîåíû â ïåðâîé ðàáîòå Øåâàëëå [26].
Ïîñòðîèòü îäíîñâÿçíûå ðàñøèðåííûå ãðóïïû íåñêîëüêî ñëîæíåå, òàê êàê ïðè
ýòîì íóæíî óâåëè÷èòü ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíîãî òîðà. Îáùàÿ êîíñòðóê-
öèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Áåðìàíîì è Ìóäè [35]. Äëÿ ñëó÷àÿ Φ = E6 íà ãðóïïó
Gsc(E7, K) åñòåñòâåííî ñìîòðåòü ïðîñòî êàê íà ïîäãðóïïó îáû÷íîé ãðóïïû
Øåâàëëå Gsc(E7, K),

Gsc(E6, K) = Gsc(E6, K) · Tsc(E7, K).

Â ñëó÷àå æå Φ = F4 ìû äàäèì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ãðóïïû G(F4, R) â ðàçäå-
ëå 3.1.

A priori ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà E(Φ, R) çàâèñèò îò âûáîðà ìàêñèìàëüíî-
ãî òîðà T (Φ, R). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû Äæîâàííè
Òàääåè [78], èãðàþùèé ðåøàþùóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû A, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî äëÿ rk(Φ) ≥ 2 òàêîé çàâèñèìîñòè íåò. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï
àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ðàíåå äîêàçàí Àíäðååì Ñóñëèíûì è Âÿ÷åñëà-
âîì Êîïåéêî, ñì. [33], [34], [46], [77], [82] ïî ïîâîäó èñòîðèè ýòîãî ðåçóëüòàòà,
äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ è îáîáùåíèé.
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Ëåììà 1.2. Â ñëó÷àå rk(Φ) ≥ 2 ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà E(Φ, R) íîðìàëü-
íà â ðàñøèðåííîé ãðóïïå Øåâàëëå G(Φ, R) äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà R.

Êîíå÷íî, ôîðìàëüíî, â [78] ñôîðìóëèðîâàíà ëèøü íîðìàëüíîñòü ýëå-
ìåíòàðíîé ïîäãðóïïû â îáû÷íîé ãðóïïå Øåâàëëå G(Φ, R), íî íîðìàëüíîñòü
â G(Φ, R) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ òåì æå ìåòîäîì. Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ Ëåîíèäà
Âàñåðøòåéíà [81], Ðóçáè Õàçðàòà è Íèêîëàÿ Âàâèëîâà [46] äîêàçàíû ñëåäó-
þùèå óñèëåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà, êàæäîå èç êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, âëå÷åò
ëåììó 1.2 â ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå ôîðìå.

Ëåììà 1.3. Â ñëó÷àå rk(Φ) ≥ 2 ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà E(Φ, R) ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé â ãðóïïå Øåâàëëå G(Φ, R) äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíî-
ãî êîëüöà R.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü rk(Φ) ≥ 2, ïðè÷åì â ñëó÷àå Φ = B2, G2 ïðåäïîëîæèì
äîïîëíèòåëüíî, ÷òî R íå èìååò ïîëÿ âû÷åòîâ F2 èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà
ãðóïïà E(Φ, R) ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà êàê íàèáîëüøàÿ ñîâåðøåí-
íàÿ ïîäãðóïïà â G(Φ, R).

1.2. Ìèêðîâåñîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ
ãðóïï

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó G(E6, R) â ìèíèìàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ñî ñòàðøèì âåñîì $1, à ãðóïïó G(E7, R) � â ìèíèìàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ñî ñòàðøèì âåñîì $7. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìèêðîâåñîâûå, òàê
÷òî êðàòíîñòè âñåõ âåñîâ ðàâíû 1. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé äîïóñòèìûé áàçèñ
vλ, λ ∈ Λ, ìîäóëÿ V . Ìû ìûñëèì âåêòîð a ∈ V , a =

∑
vλaλ, êàê ñòîëáåö

êîîðäèíàò a = (aλ), λ ∈ Λ.
Âàæíåéøèì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàáîòû ñ ãðóïïîé Øåâàëëå â êîíêðåò-

íîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ âåñîâàÿ äèàãðàììà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíà
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó âåñó ïðåäñòàâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 1: (E6, $1): êîðíè

âåðøèíà äèàãðàììû è, åñëè λ = µ + αi äëÿ íåêîòîðûõ λ, µ ∈ Λ, αi ∈ Π, òî
âåðøèíû λ è µ ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, ñíàáæåííûì ìåòêîé αi èëè ïðîñòî i. Ìû
áóäåì ðàñïîëàãàòü äèàãðàììó òàê, ÷òî ñòàðøèé âåñ îêàçûâàåòñÿ ñëåâà, è åñëè
ðàçíîñòü λ−µ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òî âåðøèíà λ ðàñïîëîæåíà ëåâåå âåðøèíû µ.
Ïðè ýòîì îäèíàêîâûå ìåòêè, ðàñïîëîæåííûå íà ïàðàëëåëüíî èäóùèõ ðåáðàõ,
÷àñòî îïóñêàþòñÿ.

Åñëè Λ ñîäåðæèò íóëåâûå âåñà, ïîñòðîåíèå íåìíîãî óñëîæíÿåòñÿ: ðàç-
ìåðíîñòü âåñîâîãî ïîäìîäóëÿ V 0, îòâå÷àþùåãî íóëåâîìó âåñó ïðåäñòàâëåíèÿ
π, ðàâíà ÷èñëó ïðîñòûõ êîðíåé èç Φ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ âå-
ñàìè π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v̂i áàçèñíûé âåêòîð èç V 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî-
ñòîìó êîðíþ αi ∈ Π. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåðøèíó âåñîâîé äèàãðàììû
áóäåì ïîìå÷àòü ñèìâîëîì α̂i èëè î. Ýòó âåðøèíó ìû áóäåì ñîåäèíÿòü òîëüêî
ñ âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàì αi è −αi. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæ-
äîãî ïðîñòîãî êîðíÿ αi, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåñîì π, íà äèàãðàììå èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà äëèíû 3:

◦
αi

i
◦α̂i

i
◦−αi

Âåêòîð v ∈ V òåïåðü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåñîâàÿ äèàãðàììà, â
âåðøèíàõ êîòîðîé ðàññòàâëåíû êîýôôèöèåíòû vλ ∈ R.

Íà ðèñóíêàõ 1�4 âîñïðîèçâåäåíû âåñîâûå äèàãðàììû ìèêðîâåñîâûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé (E6, $1) è (E7, $7), âìåñòå ñ èñïîëüçóåìîé â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ
äèññåðòàöèè åñòåñòâåííîé íóìåðàöèåé âåñîâ, êîãäà âåñà óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â
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Ðèñ. 2: (E6, $1): åñòåñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ âåñîâ
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Ðèñ. 3: (E7, $7): êîðíè
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Ðèñ. 4: (E7, $7): åñòåñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ âåñîâ
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ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, îïðåäåëåííûì ñèñòåìîé ïðîñòûõ êîðíåé Π. Òàêèì
îáðàçîì, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåñà èç Λ ÷åðåç λ1, . . . , λ27 â ñëó÷àå Φ = E6 è
÷åðåç λ1, . . . , λ28, λ−28, . . . , λ−1 â ñëó÷àå Φ = E7. Èíîãäà (îñîáåííî â èíäåê-
ñàõ) ìû áóäåì îïóñêàòü λ â îáîçíà÷åíèÿõ âåñîâ: òàê, âìåñòî gλ1,λ1

ìû áóäåì
ïèñàòü g1,1 èëè äàæå g11. Îòìåòèì, ÷òî â òðåòüåé ãëàâå, ïðè èçó÷åíèè âëî-
æåíèÿ G(F4, R) < G(E6, R), íàì óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãóþ íóìåðàöèþ
(ñì. ðàçäåë 3.1) Â ðàáîòå [9] ìîæíî íàéòè ñïèñêè âåñîâ â ôîðìå Äûíêèíà
è ãèïåðáîëè÷åñêîé ôîðìå, à òàêæå äðóãèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå íóìåðàöèè
âåñîâ.

Âåñîâàÿ äèàãðàììà ïîìîãàåò âèçóàëèçîâàòü äåéñòâèå ãðóïïû íà ìîäó-
ëå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàê, ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò Ìàöóìîòî [60]
îïèñûâàåò äåéñòâèå ýëåìåíòàðíûõ êîðíåâûõ óíèïîòåíòîâ.

Ëåììà 1.5. 1. Åñëè λ ∈ Λ∗, λ + α /∈ Λ∗, òî xα(ξ)vλ = vλ.

2. Åñëè λ, λ + α ∈ Λ∗, òî xα(ξ)vλ = vλ + cλ,αvλ+α.

3. Åñëè v0 ∈ V 0, α /∈ Λ, òî xα(ξ)v0 = v0.

4. Åñëè v0 ∈ V 0, α ∈ Λ, òî xα(ξ)v0 = v0 ± ξα∗(v0)vα.

5. Åñëè α ∈ Λ, òî xα(ξ)v−α = v−α ± ξv0(α)± ξ2vα.
Çäåñü α∗ ∈ (V 0)∗ = HomR(V 0, R), v0(α) ∈ V 0 è cλ,α = ±1.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñëó÷àÿõ ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï
òèïîâ E6 è E7 ýòà ëåììà ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä, ïîñêîëüêó 0 /∈
Λ(π). Ïîýòîìó ìû íå áóäåì óòî÷íÿòü çíàêè â ïîñëåäíèõ äâóõ ïóíêòàõ ëåììû;
íàì äîñòàòî÷íî çíàíèÿ êîíñòàíò cλ,α. Èõ âû÷èñëåíèå ïðîâåäåíî, ê ïðèìåðó,
â ðàáîòå [9], è ìû áóäåì ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöàìè îòòóäà.

Ëåììà Ìàöóìîòî ïîçâîëÿåò ñëåäóþùèì îáðàçîì íåôîðìàëüíî îïèñàòü
äåéñòâèå ýëåìåíòà xα(ξ) ∈ E(Φ, R) íà V : íóæíî ïðåäñòàâèòü α â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ïðîñòûõ êîðíåé è íàéòè âñå ïóòè íà âåñîâîé äèàãðàììå,
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ñîãëàñîâàííûå ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïîëó÷åííîãî íà-
áîðà ïðîñòûõ êîðíåé, èäóùèõ â êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêå. Òàêèõ ïóòåé âñåãäà 6

äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (E6, $1) è 12 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (E7, $7). Ïóñòü α ∈ Φ+;
òîãäà xα(ξ) ïðèáàâëÿåò ê êðàéíåé ñëåâà âåðøèíå òàêîãî ïóòè êðàéíþþ ñïðà-
âà, óìíîæåííóþ íà ξ. Åñëè α ∈ Φ−, ïðèáàâëåíèå ïðîèñõîäèò â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè.

Ïðèâåäåì òàêæå íåñëîæíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ëåììû 1.5, ñïðàâåäëè-
âóþ äëÿ ìèêðîâåñîâûõ ïðåäñòàâëåíèé (ñì. [6]).

Ëåììà 1.6. Åñëè π � ìèêðîâåñîâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G(Φ, R) â ïðî-
ñòðàíñòâå V = V (π) ðàçìåðíîñòè n, g ∈ GL(n,R), α ∈ Φ è ξ ∈ R, òî

(xα(ξ)g)ρσ = gρσ ± ξgρ−α,σ, (gxα(ξ))ρσ = gρσ ± ξgρ,σ+α

äëÿ âñåõ ρ, σ ∈ Λ.

Ñ âåñîâîé äèàãðàììîé òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå âåñîâîãî ãðàôà, âåðøèíà-
ìè êîòîðîãî ñëóæàò ýëåìåíòû Λ(π), è âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè
ðàçíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåñîâ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü λ, µ ∈ Λ. Ðàññòîÿíèåì d(λ, µ) ìåæäó âåñàìè λ è
µ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå d ∈ N ∪ {0}, äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ d êîðíåé
β1, . . . , βd ∈ Φ òàêèõ, ÷òî λ = µ + β1 + · · ·+ βd.

Â ÷àñòíîñòè, d(λ, λ) = 0 äëÿ ëþáîãî λ ∈ Λ; d(λ, µ) = 1 äëÿ äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ âåñîâ λ, µ ∈ Λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü λ − µ ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (E6, $1) ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåñàìè
ðàâíî 2, ïîýòîìó d(λ, µ) = 2 äëÿ λ 6= µ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî λ − µ /∈ Φ.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (E7, $7) ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåñàìè ðàâíî
3, ïðè÷åì äëÿ âñÿêîãî λ ∈ Λ ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí âåñ íà ðàññòîÿíèè 3 îò
Λ, à èìåííî, âåñ −λ.

1.3. Èíâàðèàíòíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà
Âàæíåéøèìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïïû G(E6, R) â 27-ìåðíîì
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ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà, åå ïîëíàÿ ïîëÿ-
ðèçàöèÿ è åå 27 ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ýòó ôîðìó âïåðâûå ïîñòðîèë Ëåîíàðä Äèêñîí â 1905 ãîäó. Ïîçæå Êëîä
Øåâàëëå è Ãàíñ Ôðîéäåíòàëü ïðåäëîæèëè äðóãèå êîíñòðóêöèè, è åå èçó÷åíè-
åì (êàê ïðàâèëî, ïðè óñëîâèè, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ îòëè÷íà îò
2 è 3) çàíèìàëèñü Æàê Òèòñ, Òîíè Ñïðèíãåð, Ôåðäèíàíä Ôåëüäêàìï, Àðüå
Êîýí, Áðþñ Êóïåðñòåéí è äðóãèå. Ìàéêë Àøáàõåð ïîêàçàë, ÷òî íà ñàìîì
äåëå è ñëó÷àé ìàëåíüêîé õàðàêòåðèñòèêè íå ñîçäàåò ïðîáëåì. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü ýòó ôîðìó; ìû ñëåäóåì êîìáèíàòîðíîìó îïè-
ñàíèþ, ïðèâåäåííîìó â [9].

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ðàçäåëà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî Φ = E6, V = V ($1) �
ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G(E6, R), Λ = Λ($1) � ìíîæåñòâî âåñîâ
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Òðîéêà ðàçëè÷íûõ âåñîâ (λ, µ, ν) íàçûâàåòñÿ òðèàäîé, åñëè
ïîïàðíûå ðàçíîñòè λ− µ, µ− ν, ν − α íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè.

Èíûìè ñëîâàìè, âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ (â âåñîâîì ãðàôå) ìåæäó âå-
ñàìè òðèàäû ðàâíû 2. Òðèàäà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñâîèìè ýëåìåí-
òàìè: äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ Λ òàêèõ, ÷òî d(λ, µ) = 2, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé âåñ
λ ◦ µ òàêîé, ÷òî (λ, µ, λ ◦ µ) � òðèàäà.

Ïóñòü Θ ìíîæåñòâî òðèàä, |Θ| = 27 · 10. Îïðåäåëèì íà V òðèëèíåéíóþ
ôîðìó F : V ×V ×V → R, ïðèäàâ åé ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ âåê-
òîðàõ: F (vλ, vµ, vν) = ±1 åñëè (λ, µ, ν) ∈ Θ è F (vλ, vµ, vν) = 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Çíàêè æå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ôîðìà F èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ ðàñøèðåííîé ãðóïïû Âåéëÿ W̃ . Ìîäåëüíàÿ òðèàäà èìååò
âèä (λ0, µ0, ν0), ãäå

(λ0, µ0, ν0) =
(
234321

2 , 012221
1 , 000001

0

)
= (λ1, λ13, λ27)

è ìû ïîëàãàåì F (λ0, µ0, ν0) = 1 äëÿ ýòîé òðèàäû.
Âîçüìåì ëþáóþ òðèàäó (λ, µ, ν) ∈ Θ. Äëÿ wα ∈ W (E6) èìååòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ àëüòåðíàòèâà:
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• ëèáî wα(λ, µ, ν) = (λ, µ, ν),

• ëèáî â òî÷íîñòè äâà èç âåñîâ λ, µ, ν ïåðåìåùàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì wα â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ñêàæåì,

wα(λ) = λ + α, wα(µ) = µ− α, wα(ν) = ν.

Ïîñìîòðåâ íà ýòî ñ òî÷êè çðåíèÿ îçíà÷åííîãî áàçèñà ±vλ, íà êîòîðîì äåé-
ñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå, ìû âèäèì, ÷òî ëèáî ïîä äåéñòâèåì
wα(1) òðîéêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ vλ, vµ, vν íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî îíà ïåðåõîäèò
â äðóãóþ òðîéêó è ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò îäíà ñìåíà çíàêà.

Ýòî ïîêàçûâàåò, êàê âû÷èñëèòü çíàê F (vλ, vµ, vν). À èìåííî, ïîëîæèì

F (vλ, vµ, vν) = sgn(w),

ãäå w � ñàìûé êîðîòêèé ýëåìåíò ãðóïïû Âåéëÿ W (E6) òàêîé, ÷òî

w(λ0, µ0, ν0) = (λ, µ, ν).

Íåòðóäíî äîêàçàòü (ñì. [8]), ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôîðìà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû E(E6, R).

Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå sgn(w) ðàâíî (−1)h(λ,µ,ν), ãäå h(λ, µ, ν) �
ðàññòîÿíèå îò ìîäåëüíîé òðèàäû äî (λ, µ, ν), òî åñòü ÷èñëî îòðàæåíèé îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòûõ êîðíåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû èç (λ0, µ0, ν0) ïîëó÷èòü
(λ, µ, ν).

Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà Q : V → R îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî ÷òîáû
èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà 6, êîòîðûé ïîðîæäàåò ïðîáëåìû â õà-
ðàêòåðèñòèêàõ 2 è 3, òåïåðü íóæíî ïðîâîäèòü ñóììèðîâàíèå ïî ìíîæåñòâó
Θ0 íåóïîðÿäî÷åííûõ òðèàä {λ, µ, ν}. ßñíî, ÷òî |Θ0| = |Θ|/6 = 45. Òåïåðü
çíà÷åíèå ôîðìû Q íà âåêòîðå x =

∑
xλv

λ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Q(x) =
∑

sgn(w)xλxµxν,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì {λ, µ, ν} ∈ Θ0, à w èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî âûøå.
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Âîñïðîèçâåäåì èç [9] ÿâíûé âèä ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïîìîùè ýòîé êîí-
ñòðóêöèè êóáè÷åñêîé ôîðìû Q îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé íóìåðàöèè âå-
ñîâ, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 2:

Q(x) = x1x13x27 − x1x16x26 + x1x18x25 − x1x20x24 + x1x22x23

− x2x11x27 + x2x14x26 − x2x17x25 + x2x19x24 − x2x21x23

+ x3x9x27 − x3x12x26 + x3x15x25 − x3x19x22 + x3x20x21

− x4x7x27 + x4x10x26 − x4x15x24 + x4x17x22 − x4x18x21

+ x5x6x27 − x5x8x26 + x5x15x23 − x5x17x20 + x5x18x19

− x6x10x25 + x6x12x24 − x6x14x22 + x6x16x21 + x7x8x25

− x7x12x23 + x7x14x20 − x7x16x19 − x8x9x24 + x8x11x22

− x8x13x21 + x9x10x23 − x9x14x18 + x9x16x17 − x10x11x20

+ x10x13x19 + x11x12x18 − x11x15x16 − x12x13x17 + x13x14x15

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ÿâíûé âèä 27 ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôîðìû Q.

f1(x) = x13x27 − x16x26 + x18x25 − x20x24 + x22x23

f2(x) = −x11x27 + x14x26 − x17x25 + x19x24 − x21x23

f3(x) = x9x27 − x12x26 + x15x25 − x19x22 + x20x21

f4(x) = −x7x27 + x10x26 − x15x24 + x17x22 − x18x21

f5(x) = x6x27 − x8x26 + x15x23 − x17x20 + x18x19

f6(x) = x5x27 − x10x25 + x12x24 − x14x22 + x16x21

f7(x) = −x4x27 + x8x25 − x12x23 + x14x20 − x16x19

f8(x) = −x5x26 + x7x25 − x9x24 + x11x22 − x13x21

f9(x) = x3x27 − x8x24 + x10x23 − x14x18 + x16x17

f10(x) = x4x26 − x6x25 + x9x23 − x11x20 + x13x19

f11(x) = −x2x27 + x8x22 − x10x20 + x12x18 − x15x16

f12(x) = −x3x26 + x6x24 − x7x23 + x11x18 − x13x17

f13(x) = x1x27 − x8x21 + x10x19 − x12x17 + x14x15
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f14(x) = x2x26 − x6x22 + x7x20 − x9x18 + x13x15

f15(x) = x3x25 − x4x24 + x5x23 − x11x16 + x13x14

f16(x) = −x1x26 + x6x21 − x7x19 + x9x17 − x11x15

f17(x) = −x2x25 + x4x22 − x5x20 + x9x16 − x12x13

f18(x) = x1x25 − x4x21 + x5x19 − x9x14 + x11x12

f19(x) = x2x24 − x3x22 + x5x18 − x7x16 + x10x13

f20(x) = −x1x24 + x3x21 − x5x17 + x7x14 − x10x11

f21(x) = −x2x23 + x3x20 − x4x18 + x6x16 − x8x13

f22(x) = x1x23 − x3x19 + x4x17 − x6x14 + x8x11

f23(x) = x1x22 − x2x21 + x5x15 − x7x12 + x9x10

f24(x) = −x1x20 + x2x19 − x4x15 + x6x12 − x8x9

f25(x) = x1x18 − x2x17 + x3x15 − x6x10 + x7x8

f26(x) = −x1x16 + x2x14 − x3x12 + x4x10 − x5x8

f27(x) = x1x13 − x2x11 + x3x9 − x4x7 + x5x6

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿþò ñìîòðåòü íà ãðóïïó Øåâàëëå è íà ðàñ-
øèðåííóþ ãðóïïó Øåâàëëå êàê íà ãðóïïû èçîìåòðèé è ïîäîáèé ïîñòðîåííîé
òðèëèíåéíîé ôîðìû F .

Ëåììà 1.7.
G(Φ, R) = {g ∈ GL(27, R) |F (gu, gv, gw) = F (u, v, w) äëÿ âñåõ u, v, w ∈ V };
G(Φ, R) = {g ∈ GL(27, R) |F (gu, gv, gw) = λ(g)F (u, v, w)

äëÿ íåêîòîðîãî λ(g) ∈ R∗ è âñåõ u, v, w ∈ V }.

Âòîðîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [8], à ïåðâîå ïî ñóùåñòâó
äîêàçàíî â [31]; ñì. òàêæå [82], ãäå ïðèâåäåí íàáðîñîê áîëåå ïðîñòîãî äîêàçà-
òåëüñòâà.

1.4. Âû÷èñëåíèå íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû Øåâàëëå òè-
ïà E6
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Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó A, ñôîðìóëèðóåì êîìáèíàòîðíóþ
ëåììó.

Ëåììà 1.8. Åñëè d(λ, µ) = 2, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî α ∈ Φ, ÷òî λ +

α, µ + α ∈ Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ W (E6) íà
ïàðàõ âåñîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè â âåñîâîì ãðàôå, ìîæíî
áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî λ = λ0 � ñòàðøèé âåñ ìîäóëÿ V , à µ = ν0 �
ìëàäøèé âåñ. Íî òîãäà èç òîãî, ÷òî λ+α ∈ Λ âûòåêàåò, ÷òî α ∈ Φ−, à èç òîãî,
÷òî µ + α ∈ Λ � ÷òî α ∈ Φ+, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó òîãî, ÷òî Φ+ ∩ Φ− = ∅.
Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì ìû ïðè àíàëèçå êîíôèãóðàöèé âåñîâ áóäåì áåç
ÿâíîãî óïîìèíàíèÿ èñïîëüçîâàòü òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèé ãðóïïû Âåéëÿ íà
ïàðàõ âåñîâ. ×àñòî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè íåêîòîðîå ðàññóæäåíèå, ìîæíî
ïåðåâåñòè èìåþùèéñÿ íàáîð âåñîâ â íåêîòîðûé óäîáíûé ýëåìåíòîì ãðóïïû
W (E6); ïîñëå ýòîãî äîñòàòî÷íî ÿâíî óêàçàòü íåîáõîäèìîå ïîñòðîåíèå è çàòåì
ïåðåâåñòè åãî â èñõîäíóþ ñèòóàöèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A. Î÷åâèäíî, ÷òî G(E6, R) ≤ N(G(E6, R)). Ïî
ëåììå 1.2 èìååì G(E6, R) ≤ N(E(E6, R)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê N(E(E6, R)),
òàê è N(G(E6, R)) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîäåðæàòñÿ â Tran(E(E6, R), G(E6, R)).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî Tran(E(E6, R), G(E6, R)) ñîäåðæèòñÿ â G(E6, R).

Ïóñòü g ∈ GL(27, R) ëåæèò â Tran(E(E6, R), G(E6, R)). Âûáåðåì α ∈ Φ

è ξ ∈ R. Òîãäà h = gxα(1)g−1 ëåæèò â G(E6, R), çíà÷èò, F (hu, hv, hw) =

F (u, v, w) äëÿ âñåõ u, v, w ∈ V . Ïîäñòàâëÿÿ (gu, gv, gw) âìåñòî (u, v, w), ïî-
ëó÷àåì, ÷òî

F (gxα(1)u, gxα(1)v, gxα(1)w) = F (gu, gv, gw).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xα(1) = e+eα è ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ F ïî âñåì àðãóìåíòàì,
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ïîëó÷àåì, ÷òî

0 = F (gu, gv, geαw) + F (gu, geαv, gw) + F (geαu, gv, gw)+

F (gu, geαv, geαw) + F (geαu, gv, geαw) + F (geαu, geαv, gw)+

F (geαu, geαv, geαw)

(1)

äëÿ âñåõ u, v, w ∈ V .
i) Òåïåðü ïóñòü eαu = 0. Ïðèìåíÿÿ ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óñëîâèå ê

âåêòîðàì (u, eαv, eαw) è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî e2
α = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

F (gu, geαv, geαw) = 0, åñëè eαu = 0.

ii) Ïðîäîëæàÿ ñ÷èòàòü, ÷òî eαu = 0, ïðèìåíèì ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå
óñëîâèå ê òðîéêå (u, v, w). Îíî ïðèîáðåòåò ñëåäóþùèé âèä

F (gu, gv, geαw) + F (gu, geαv, gw) + F (gu, geαv, geαw) = 0.

Íî, êàê ìû òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, òðåòüå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå òîæå ðàâíî
0. Òàêèì îáðàçîì, F (gu, gv, geαw) + F (gu, geαv, gw) = 0 äëÿ âñåõ v, w ∈ V è
u ∈ V òàêèõ, ÷òî eαu = 0. Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî eαu âìåñòî u:

F (geαu, gv, geαw) + F (geαu, geαv, gw) = 0 äëÿ âñåõ u, v, w ∈ V .

iii) Òåïåðü ôèêñèðóåì λ, µ ∈ Λ òàêèå, ÷òî d(λ, µ) = 1 è íåêîòîðûé âåñ
ν ∈ Λ. Âûáåðåì α ∈ Φ òàê, ÷òîáû λ−α ∈ Λ, µ−α ∈ Λ, ν+α /∈ Λ. Òàêîé âûáîð
âîçìîæåí: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ = λ0 � ñòàðøèé
âåñ, à µ = λ − δ, ãäå δ ∈ Φ � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü. Òîãäà α = α1 ïîäõîäèò
äëÿ âñåõ ν ∈ Λ, êðîìå òåõ, äëÿ êîòîðûõ ν + α1 ∈ Λ. Íî äëÿ íèõ òàêîé âûáîð
ëåãêî óêàçàòü: ïîëîæèì

α = 11000
0 äëÿ ν = λ2, λ20, λ21,

α = 11100
0 äëÿ ν = λ18,

α = 11110
0 äëÿ ν = λ16,

α = 11111
0 äëÿ ν = λ13.
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Âîçüìåì u = vλ−α, v = vν, w = vµ−α. Áëàãîäàðÿ íàøåìó âûáîðó α, eαvν = 0 è
ðåçóëüòàò ïóíêòà ii) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî F (geλ, geν, geµ) = 0. Ïîñêîëü-
êó ýòî âåðíî äëÿ âñåõ ν ∈ Λ, òî

F (gvλ, gv, gvµ) = 0, åñëè d(λ, µ) = 1.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîäñòàâèòü â ýòî ðàâåíñòâî v = g−1vν äëÿ ν ∈ Λ è
ïîëó÷èòü âñå óðàâíåíèÿ íà ïàðó ñòîëáöîâ g∗λ è g∗µ.

iv) Òàêèì îáðàçîì, F (gvλ, gvµ, gvν) = 0 äëÿ âåñîâ λ, µ, ν ∈ Λ òàêèõ, ÷òî
õîòÿ áû îäíî èç ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè ðàâíî 1. Åñëè æå õîòÿ áû
îäíî èç ðàññòîÿíèé ðàâíî 0, íàïðèìåð, λ = µ, òî íàéäåòñÿ êîðåíü α òàêîé,
÷òî λ + α /∈ Λ, ν − α ∈ Λ. Èç ïóíêòà ii) ìû çíàåì, ÷òî F (gu, gv, geαw) +

F (gu, geαv, gw) = 0 äëÿ âñåõ v, w ∈ V è u ∈ V òàêèõ, ÷òî eαu = 0. Âçÿâ
u = eλ, v = eµ, w = eν−α, ïîëó÷àåì, ÷òî F (gvλ, gvµ, gvν) ðàâíî 0 è â ýòîì
ñëó÷àå.

v) Îñòàåòñÿ ïîñìîòðåòü íà çíà÷åíèÿ F (gvλ, gvµ, gvν) äëÿ (λ, µ, ν) ∈ Θ.
Îáîçíà÷èì k = F (gvλ0, gvµ0, gvν0). Ïóñòü α ∈ Π òàêîé, ÷òî wα íå îñòàâëÿåò íà
ìåñòå òðèàäó (λ, µ, ν): áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî wα(λ) = λ, wα(µ) = µ + α, wα(ν) =

ν − α. Òîãäà ïî ëåììå 1.8 èìååì λ + a /∈ Λ. Ïîäñòàâèì (vλ, vµ, vν−α) â óñëî-
âèå (1) è èñïîëüçóåì ðåçóëüòàò ïóíêòà iii). Ïîëó÷èì, ÷òî F (gvλ, gvµ, gvν) =

−F (gvλ, gvµ+α, gvν−α). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òàêèå îòðàæåíèÿ wα, èç
òðèàäû (λ0, µ0, ν0) ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ äðóãóþ òðèàäó; îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî F (gvλ, gvµ, gvν) = (−1)h(λ,µ,ν)k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ÿâíîé ôîðìóëû
äëÿ F , ïðèâåäåííîé â ðàçäåëå 1.3, ñëåäóåò, ÷òî F (vλ, vµ, vν) = (−1)h(λ,µ,ν). Òà-
êèì îáðàçîì, F (gvλ, gvµ, gvν) = kF (vλ, vµ, vν). Äëÿ òðîåê âåñîâ (λ, µ, ν) /∈ Θ

ìû ïîêàçàëè, ÷òî F (gvλ, gvµ, gvν) = kF (vλ, vµ, vν) = 0. Îòñþäà â ñèëó òðè-
ëèíåéíîñòè ôîðìû F ïîëó÷àåì, ÷òî F (gu, gv, gw) = kF (u, v, w) äëÿ âñåõ
u, v, w ∈ V . Ïîäñòàâèâ g−1 âìåñòî g, ïîëó÷èì, ÷òî k ∈ R∗. Çíà÷èò, g ëåæèò â
ãðóïïå ïîäîáèé ôîðìû F .

1.5. Ýêñïëèêàöèÿ óðàâíåíèé
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Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèäàäèì åùå îäíó, áîëåå ÿâíóþ, ôîðìó óðàâ-
íåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì ïðèíàäëåæíîñòü ìàòðèöû g ∈ GL(27, R) íîðìàëèçà-
òîðó ãðóïïû Øåâàëëå G(E6, R). Ëåììà 1.7 õàðàêòåðèçóåò G(E6, R) êàê íàè-
áîëüøóþ ïîäãðóïïó â GL(27, R), ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö, ïåðâûå ñòîëáöû êî-
òîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå êâàäðèê. Îäíàêî, îíà íå îòâå÷àåò íà âîïðîñ,
êîãäà èíäèâèäóàëüíàÿ ìàòðèöà g ∈ GL(27, R) ïðèíàäëåæèò G(E6, R)? ßñíî,
÷òî â óðàâíåíèÿõ íà ìàòðèöó g äîëæíû ôèãóðèðîâàòü ýëåìåíòû íåñêîëüêèõ
ñòîëáöîâ.

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîëÿðèçàöèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé êóáè÷å-
ñêîé ôîðìû F :

fλ(x, y) = F (eλ, x, y) =
∑

sgn(w)xµyλ◦µ,

Ñóììà çäåñü áåðåòñÿ ïî âñåì âåñàì ν òàêèì, ÷òî d(λ, µ) = 2, à w ∈ W (E6) âû-
áèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû w(λ0, µ0, ν0) = (λ, µ, λ ◦ µ). ßâíûå ôîðìóëû äëÿ fλ(x, y)

â âûáðàííîé íàìè íóìåðàöèè ëåãêî ïîëó÷èòü ïîëÿðèçàöèåé èç ôîðìóë äëÿ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ fλ(x) êóáè÷åñêîé ôîðìû Q, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëå
1.3. ×òîáû íå ââîäèòü â äîêàçàòåëüñòâå ýëåìåíòû ãðóïïû Âåéëÿ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ òðîåê, â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ïðèâû÷íîå îáîçíà÷åíèå sgn(w) =

(−1)h(λ,µ,λ◦µ).
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðåäëîæåíèÿ 4 ðàáîòû [11] è

ïðåäëîæåíèÿ 1 ðàáîòû [12] (ñì. òàêæå ëåììó 3.9 íèæå) Îáðàòèòå âíèìàíèå
íà òî, ÷òî òåïåðü âìåñòî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû g â óðàâíåíèÿõ ôèãóðèðóþò
êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îò ýòèõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïî îòíîøåíèþ ê
ýëåìåíòàì ìàòðèö g è g−1 ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå êâàäðàòè÷íûìè, êàê
äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, à êóáè÷åñêèìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ìàòðèöà g ∈ GL(27, R) ëåæèò â N(G(E6, R)) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• Óðàâíåíèÿ íà ïàðó áëèçêèõ ñòîëáöîâ. Äëÿ âñåõ λ, µ, ν ∈ Λ òà-
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êèõ, ÷òî d(µ, ν) ≤ 1, èìååì

fλ(g∗µ, g∗ν) = 0.

• Óðàâíåíèÿ íà äâå ïàðû äàëåêèõ ñòîëáöîâ. Äëÿ âñåõ øåñòåðîê
âåñîâ λ, µ, ν, ρ, σ, τ ∈ Λ òàêèõ, ÷òî d(µ, ν) = d(σ, τ) = 2, èìååì

(−1)h(µ◦ν,µ,ν)g′µ◦ν,λfρ(g∗σ, g∗τ) = (−1)h(σ◦τ,σ,τ)g′σ◦τ,ρfλ(g∗µ, g∗ν)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà èç G(E6, R) óäî-
âëåòâîðÿåò ýòèì óðàâíåíèÿì. Ïî îïðåäåëåíèþ g ∈ G(E6, R) ðàâíîñèëüíî òî-
ìó, ÷òî íàéäåòñÿ k(g) ∈ R∗ òàêîå, ÷òî F (gu, gv, gw) = k(g)F (u, v, w). Ýòî
óñëîâèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî òàêîìó æå óñëîâèþ, ãäå u, v, w � áà-
çèñíûå âåêòîðû vλ, vµ, vν ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âñåõ òðîåê âåñîâ λ, µ, ν ∈ Λ.
Åñëè d(µ, ν) ≤ 1, òî íàøå óñëîâèå ïðåâðàùàåòñÿ â F (gvλ, gvµ, gvν) = 0 äëÿ
âñåõ λ ∈ Λ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî F (u, gvµ, gvν) = 0 äëÿ âñåõ u ∈ V ,
÷òî ýêâèâàëåíòíî F (vλ, gvµ, gvν) = 0, à ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ íà ïàðó áëèç-
êèõ ñòîëáöîâ. Åñëè æå d(µ, ν) = 2, íàøå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
F (gu, gvµ, gvν) = k(g)F (u, vµ, vν) äëÿ âñåõ u ∈ V , à ýòî ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî F (u, gvµ, gvν) = k(g)F (g−1u, vµ, vν) äëÿ âñåõ u ∈ V . Äîñòàòî÷íî
òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ýòîãî òîëüêî äëÿ u = vλ, òî åñòü F (vλ, gvµ, gvν) =

k(g)F (g−1vλ, vµ, vν). Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü:

k(g)F (g−1vλ, vµ, vν) = k(g)F (g′∗λ, v
µ, vν) = k(g)

∑

κ∈Λ

g′κλF (vκ, vµ, vν)

= k(g)g′µ◦ν,λF (vµ◦ν, vµ, vν) = k(g)g′µ◦ν,λ(−1)h(µ◦ν,µ,ν).

Â òî æå âðåìÿ ëåâàÿ ÷àñòü � ýòî fλ(g∗µ, g∗ν). ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò êîýô-
ôèöèåíòà ïîäîáèÿ k(g), âîçüìåì òåïåðü äðóãóþ òðîéêó âåñîâ ρ, σ, τ ∈ Λ ñ
d(σ, τ) = 2. Èñêëþ÷àÿ k(g) èç ïîëó÷èâøèõñÿ ñîîòíîøåíèé, ìû êàê ðàç è
ïðèäåì ê óðàâíåíèÿì íà ïàðû äàëåêèõ ñòîëáöîâ.

Ïóñòü òåïåðü H � àôôèííàÿ ñõåìà íàä Z, îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèÿ-
ìè èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäëîæåíèÿ. Âêëþ÷åíèå H(R) ⊆ G(E6, R) äîñòàòî÷-
íî äîêàçûâàòü äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà R. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé



� 31 �

èäåàë R. Çàìåòèì, ÷òî èç óðàâíåíèé íà ïàðó áëèçêèõ ñòîëáöîâ ñëåäóåò, ÷òî
F (gvλ, gvµ, gvν) = 0 äëÿ âñåõ λ, µ, ν ∈ Λ òàêèõ, ÷òî d(µ, ν) ≤ 1. Îñòàëîñü
íàéòè k ∈ R∗ òàêîå, ÷òî fλ(g∗µ, g∗ν) = k(−1)h(µ◦ν,µ,ν)g′µ◦ν,λ äëÿ âñåõ λ, µ, ν ∈ Λ

òàêèõ, ÷òî d(µ, ν) = 2.
Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî íàéäóòñÿ λ, µ, ν ∈ Λ òàêèå, ÷òî d(µ, ν) = 2 è

g′µ◦ν,λfλ(g∗µ, g∗ν) ∈ R∗.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü äëÿ âñåõ λ, µ, ν ∈ Λ òàêèõ, ÷òî d(µ, ν) = 2,
èìååì g′µ◦ν,λfλ(g∗µ, g∗ν) ∈ M . Çàìåòèì, ÷òî íàéäóòñÿ λ, µ, ν ∈ Λ òàêèå, ÷òî
d(µ, ν) = 2 è g′µ◦ν,λ ∈ R∗, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ôèêñèðîâàòü µ, ν, è âà-
ðüèðîâàòü λ. Êðîìå òîãî, íàéäóòñÿ ρ, σ, τ ∈ Λ òàêèå, ÷òî d(σ, τ) = 2 è
fρ(g∗σ, g∗τ) ∈ R∗. Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàí-
íûõ ρ, σ ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé íà ïàðó áëèçêèõ ñòîëáöîâ èìååì fρ(g∗σ, g∗τ) ∈ M

äëÿ âñåõ τ ∈ Λ. Íî òîãäà ïî ëèíåéíîñòè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî fρ(g∗σ, u) ∈ M

äëÿ âñåõ u ∈ V . Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî fρ(g∗σ, vκ) = ±gρ◦κ,σ ∈ M äëÿ âñåõ ρ, κ ∈ Λ

òàêèõ, ÷òî d(ρ, κ) = 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, g′µ◦ν,λfρ(g∗σ, g∗τ) ∈ R∗

è g′σ◦τ,ρfλ(g∗µ, g∗ν) ∈ M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî g ∈ H(R). Çíà÷èò, íàé-
äóòñÿ λ, µ, ν ∈ Λ c d(µ, ν) = 2 òàêèå, ÷òî g′µ◦ν,λfλ(g∗µ, g∗ν) ∈ R∗. Ïîëîæèì

k = (−1)h(µ◦ν,µ,ν)(g′µ◦ν,λ)
−1fλ(g∗µ, g∗ν).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ íà g ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

fρ(g∗σ, g∗τ) = k(−1)h(σ◦τ,σ,τ)g′σ◦τ,ρ,

êàê è óòâåðæäàëîñü.
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Ãëàâà 2
Íàäãðóïïû èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï â

ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ

2.1. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà
Â ýòîé ãëàâå Φ = E6 èëè Φ = E7. Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà èìååò çíà÷åíèå,

êàêîé èìåííî èç äâóõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî, ìû áóäåì îòäåëÿòü âûñêàçûâàíèÿ
äëÿ Φ = E6 è Φ = E7 çíàêîì ¾risp¿. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïû
G(Φ, R) êàê ïîäãðóïïû ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n,R), ïðè÷åì n = 27

risp 56.
Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåä-

ëîæåíèé:

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü A E R. Òîãäà

E(n,A)E(Φ,R) = E(n,R,A),

ãäå, êàê îáû÷íî, E(n,R, A) = E(n,A)E(n,R).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â GL(n,R), ñîäåðæàùàÿ ýëå-
ìåíòàðíóþ ãðóïïó Øåâàëëå E(Φ, R), ïðè÷åì 2, 3 ∈ R∗. Äëÿ λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ

ïîëîæèì Aλµ = {ξ ∈ R | tλµ(ξ) ∈ H}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ρ, σ ∈ Λ, ρ 6= σ

èìååì Aλµ = Aρσ = A, ïðè÷åì A E R.

Èç ýòèõ äâóõ òåîðåì íåìåäëåííî ñëåäóåò òåîðåìà B. Òàêèì îáðàçîì,
ìû îïðåäåëèëè íèæíèé óðîâåíü ïîäãðóïïû H � íàèáîëüøèé èäåàë A E R

òàêîé, ÷òî ïîäãðóïïà E(Φ, R)E(n,R, A) ñîäåðæèòñÿ â H. Ñëåäóþùåå ïðåä-
ëîæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, A E R. Òîãäà
ãðóïïû

EE6(27, R, A) = E(E6, R)E(27, R, A)

è
EE7(56, R, A) = E(E7, R)E(56, R, A)

ñîâåðøåííû.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðåäëîæåíèÿ 2.1 äëÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ãðóïïû, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå Φ = E7.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü A E R, 2 ∈ R∗. Òîãäà

Ep(56, A)E(E7,R) = Ep(56, R,A),

ãäå, êàê îáû÷íî, Ep(56, R,A) = Ep(56, A)Ep(56,R).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû, îáîçíà÷åííîé âû-
øå Ep(56, R), ïðîâåäåíî â ðàçäåëå 2.7.

Âîò êàê âûãëÿäèò àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 2.3 â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, A E R, B E R,
A ⊆ B, 2 ∈ R∗. Ãðóïïà EE′7(56, R,A, B) = E(E7, R)E(56, R, A) Ep(56, R, B)

ñîâåðøåííà.

2.2. Ïîñòðîåíèå íèæíåãî óðîâíÿ
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò-
ñÿ â ïðàâîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé
1.1: ãðóïïà E(n,R,A) ïîðîæäàåòñÿ âñåìè òðàíñâåêöèÿìè âèäà

zλµ(ξ, ζ) = tµλ(ζ)tλµ(ξ)

äëÿ ξ ∈ A, ζ ∈ R, λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî
zλµ(ξ, ζ) ñîäåðæèòñÿ â H = E(n,A)E(Φ,R). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñîäåðæèòñÿ
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â ëåììàõ 2.6, 2.8 è 2.9; â íèõ ðàçîáðàíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñëó÷àè d(λ, µ) = i,
i = 1, 2, 3. Î÷åâèäíî, ÷òî â íàøåì ïðåäñòàâëåíèè 2 risp 3 � ýòî ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó âåñàìè, è ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî, êàê òîëüêî ïðîâåðåíà
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ëåìì.

Â äàëüíåéøåì âåçäå ζ ∈ R, ξ ∈ A. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì:

zλµ(ξ, ζ) = tµλ(ζ)tλµ(ξ)tµλ(−ζ)

= (e + ζeµλ)(e + ξeλµ)(e− ζeµλ)

= e + ξeλµ + ξζ(eµµ − eλλ)− ξζ2eµλ.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü d(λ, µ) = 1. Òîãäà tµλ(ζ)tρσ(ξ) ∈ H äëÿ ëþáûõ ρ, σ ∈ Λ.
Â ÷àñòíîñòè, zλµ(ξ, ζ) ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ρ = λ, σ = µ. Îáîçíà÷èì
µ− λ = α ∈ Φ è ðàññìîòðèì

xα(ζ)tλµ(ξ) = xα(ζ)tλµ(ξ)xα(−ζ) ∈ H.

Èç ëåììû 1.6 ëåãêî âèäåòü, ÷òî

g = xα(ζ)tλµ(ξ) = e + ξeλµ ± ζξeµµ ± ζeµλ +
s∑

i=1

(−1)εiζeνi+α,νi
,

ãäå ν1, ν2, . . . , νs � âñå îòëè÷íûå îò λ âåñà ν èç Λ, äëÿ êîòîðûõ ν + α òàêæå
ÿâëÿåòñÿ âåñîì. Çíàêè (−1)εi, ñ êîòîðûìè îíè âõîäÿò â ýòó çàïèñü, íàñ íå
èíòåðåñóþò; ìû îáðàùàåì âíèìàíèå òîëüêî íà çíàê ïðè äåéñòâèè ¾ìåæäó¿
âåñàìè λ è µ, êîòîðûé áóäåì âûðàæàòü çíàêàìè ± è ∓.

Ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü äîìíîæèòü ïîëó÷èâøååñÿ íà xα(−ζ) è ïðîñëåäèòü
çà ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Î÷åâèäíî (ñì. ñíîâà ëåììó 0), ïîäâåðãíóòñÿ èç-
ìåíåíèþ òîëüêî ýëåìåíòû â ïîçèöèÿõ (τ, τ ′), äëÿ êîòîðûõ τ, τ ′, τ ′ + α ∈ Λ.
Íî ìû óæå çíàåì âñå òàêèå τ ′, äëÿ êîòîðûõ è τ ′, è τ ′ + α ÿâëÿþòñÿ âåñàìè:
ýòî â òî÷íîñòè λ, ν1, . . . , νs. Ïðîàíàëèçèðîâàâ, ïðè êàêèõ τ äîáàâêà gτ,τ ′+α

íå ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ìû âèäèì, ÷òî çíàêè äëÿ äåéñòâèÿ `ìåæäó` âåñàìè νi è
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νi + α ïðîòèâîïîëîæíû, ÷òî ïðèâîäèò ê óíè÷òîæåíèþ ñëàãàåìûõ, â êîòîðûå
âõîäÿò νi � èìåííî ïîýòîìó íàñ íå èíòåðåñóåò, êàêèå èìåííî çíàêè òàì áûëè.
Îñòàåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

xα(ζ)tλµ(ξ) = gxα(−ζ) = e∓ ξζeλλ + ξeλµ − ξζ2eµλ ± ξζeµµ.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì âûøå âûðàæåíèåì
äëÿ zλµ(ξ, ζ) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêîâ â ïîçèöèÿõ eλλ è eµµ, êîòîðûé ëåãêî
ïîìåíÿòü, çàìåíèâ ñ ñàìîãî íà÷àëà ζ íà −ζ.

Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè, êîãäà ëèáî ρ 6= λ, ëèáî σ 6= µ, íà ñàìîì äåëå åùå
ïðîùå. Äåéñòâèòåëüíî, y = tµλ(ζ)tρσ(ξ) = [tµλ(ζ), tρσ(ξ)] · tρσ(ξ). Åñëè ρ =

λ, íî σ 6= µ, òî y = tµσ(ξζ)tρσ(ξ) ∈ E(n,A). Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà σ = µ, íî ρ 6= λ. Åñëè æå σ 6= µ è ρ 6= λ, òî ýòè òðàíñâåêöèè
êîììóòèðóþò, è y = tρσ(ξ) ∈ E(n,A). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.7. Ïóñòü d(λ, µ) = 1. Òîãäà E(n,A)tµλ(ζ) ≤ H.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü d(λ, µ) = 2. Òîãäà zλµ(ξ, ζ) ∈ H

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì α, β ∈ Φ òàêèå, ÷òî λ − µ = α + β, ïðè÷åì
λ − α = µ + β ∈ Λ è λ − β = µ + α ∈ Λ. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü: ïàðà (λ, µ)

ïåðåâîäèòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû Âåéëÿ â ïàðó (λ1, λ27) risp (λ1, λ−28. Òîãäà
ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, α = 12211

1 risp α = α7 è β = 11221
1 risp β = 012221

1 .
Îáîçíà÷èì λ− α = µ + β = κ, λ− β = µ + α = ν. Òîãäà

zλµ(ξ, ζ) = tµλ(ζ)tλµ(ξ)

= tµλ(ζ)[tλν(ξ), tνµ(1)]

= [tλν(ξ)tµν(ξζ), tνµ(1)tνλ(−ζ)]

= tλν(ξ)tµν(ξζ) · tνµ(1)tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tλν(−ξ).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

tνµ(1)tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tλν(−ξ) ∈ H.
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Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èì âñå íàøè âû÷èñëåíèÿ íà ÷åòûðå âåñà: λ, ν, µ,
κ, òî åñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîáîäíûé ïîäìîäóëü W ðàíãà 4 â ìîäóëå
ïðåäñòàâëåíèÿ V = 〈vρ|ρ ∈ Λ〉, ïîðîæäåííûé vλ, vν, vµ, vκ. Ýòîãî äîñòàòî÷íî
äëÿ íàøèõ âû÷èñëåíèé, ïîòîìó ÷òî îíè áóäóò âêëþ÷àòü ëèøü ýëåìåíòàðíûå
òðàíñâåêöèè tρσ(ζ), ãäå ζ ∈ R, {ρ, σ} ⊂ {λ, ν, µ, κ} è ñîïðÿæåíèÿ ïðè ïîìîùè
ýëåìåíòîâ xα(ζ), xβ(ζ). Ýòè ñîïðÿæåíèÿ òàêæå íå âûâåäóò íàñ çà ïðåäåëû
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà: äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýëåìåíò g ∈ GL(n,R) òàêîâ, ÷òî
¾íåòðèâèàëüíîñòü äåéñòâèÿ¿ g çàêëþ÷åíà âíóòðè W , òî òàêîâ æå è ýëåìåíò
xα(r)g � ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ìèêðîâåñîâîå,
ïîýòîìó íè îäèí èç ýëåìåíòîâ λ+α, ν+α, µ−α, κ−α íå ÿâëÿåòñÿ âåñîì. Òàêèì
îáðàçîì, ¾äåéñòâèÿ¿ ìåæäó âåñàìè ρ è σ (ãäå ρ − σ = α) áóäóò óíè÷òîæàòü
äðóã äðóãà òàê æå, êàê áûëî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.6. Êîíå÷íî, òî æå
ñàìîå êàñàåòñÿ è β.

Ìû áóäåì èçîáðàæàòü ìàòðèöû äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ GL(n,R) ïðè îãðà-
íè÷åíèè íà W â áàçèñå (vλ, vν, vµ, vκ). Îáîçíà÷èì h = tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tλν(−ξ),
g = tνµ(1)h � ýëåìåíò, ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðîãî H íàì íåîáõîäèìî óñòàíî-
âèòü. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 2.6 ýëåìåíò h ëåæèò â H. Áóäåì
îáîçíà÷àòü g̃, h̃ ìàòðèöû èç GL(4, R), ñîîòâåòñòâóþùèå g è h, îãðàíè÷åííûì
íà W , â óêàçàííîì áàçèñå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

h̃ =




1− ξζ −ξ 0 0
ξζ2 1 + ξζ 0 0
−ξζ2 −ξζ 1 0

0 0 0 1


 ,

g̃ =




1− ξζ −ξ ξ 0
0 1 0 0

−ξζ2 −ξζ 1 + ξζ 0
0 0 0 1


 ,

x̃α(ζ) =




1 0 0 ζ
0 1 ζ 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .
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Òîãäà ýëåìåíòó xα(1)h ∈ H ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà:



1− ξζ −ξ ξ ξζ
0 1 0 0

−ξζ2 −ξζ 1 + ξζ ξζ2

0 0 0 1


 .

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà íà tλκ(−ξζ)tµκ(−ξζ2) ∈ E(n,R) ìû ïîëó÷àåì òàêæå
ýëåìåíò èç H, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé g̃.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëåäíåå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî òîãäà, êîãäà
çíàêè äåéñòâèÿ ó ýëåìåíòà xα(ζ) â îãðàíè÷åíèè íà W îäèíàêîâû; òîãäà xα(ζ)

äåéñòâèòåëüíî èìååò òàêîé âèä, êàê ïîêàçàíî âûøå. Íî åñëè çíàêè ïðîòèâî-
ïîëîæíû, òî ðàññóæäåíèå íå ñèëüíî ìåíÿåòñÿ; ïðè ñîïðÿæåíèè h ñ ïîìîùüþ
xα(±1) ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè òà æå ñàìàÿ ìàòðèöà, ÷òî è â ðàññìîòðåííîì ñëó-
÷àå. À èìåííî, íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà áóäóò èìåòü
ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëå ýòîãî íóæíî äîìíîæàòü íà ýëå-
ìåíòàðíûå òðàíñâåêöèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè â àðãóìåíòàõ, è âíîâü
ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ìàòðèöà g̃. Çíà÷èò, â ëþáîì ñëó÷àå g ∈ H è ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 2.9. Ïóñòü d(λ, µ) = 3. Òîãäà zλµ(ξ, ζ) ∈ H

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü Φ = E7. Ñåé÷àñ, êàê âñåãäà, ìû ïîñòðîèì íåêóþ
êîíôèãóðàöèþ âåñîâ äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ λ = λ1, µ = −λ−1, è ¾ïåðåíå-
ñåì¿ åå ýëåìåíòîì ãðóïïû Âåéëÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ïàðó âåñîâ íà ðàññòîÿíèè
3 äðóã îò äðóãà. Âîçüìåì α = α7, β = 123221

2 , γ = 123321
1 . Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî −ω + α + β + γ = ω è α, β, γ ∈ Φ. Îáîçíà÷èì òàêæå âåñ ν = µ + α.
Òàêîå æå âû÷èñëåíèå, êàê è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.8, ïîêà-

çûâàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå

g = tνµ(1)tνλ(−ζ)tλν(−ξ)tµν(−ξζ) ∈ H.

Ïðåîáðàçóåì äàëåå:

g = tνµ(1) · tνλ(−ζ)tλν(−ξ)tνλ(ζ) · tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tνλ(ζ) · tνµ(−1).
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Èç ëåììû 2.8 ñëåäóåò, ÷òî tνλ(−ζ)tλν(−ξ)tνλ(ζ) ∈ H, òàê êàê d(λ, ν) = 2.
Ïðåîáðàçóåì ìíîæèòåëü tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tνλ(ζ):

tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tνλ(ζ)

= tµν(−ξζ) · [tµν(ξζ), tνλ(−ζ)]

= tµν(−ξζ)tµλ(−ξζ2) ∈ E(n,A).

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g = tνµ(1)h, ãäå h ∈ H. Òåïåðü âñå àíàëîãè÷íî ôèíàëüíîìó
øàãó â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.8: ïîñìîòðèì íà êîíêðåòíûå ìàòðèöû, ÷òîáû
ñðàâíèòü g è xα(1)h ∈ H. Ýëåìåíòû, êîòîðûå ó íàñ ïîëó÷èëèñü, çàòðàãèâàþò
òîëüêî âåñà λ, µ è ν. Ìû õîòèì êîììóòèðîâàòü ñ xα(1), ïîýòîìó íåîáõîäèìî
åùå âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå âåñ κ = λ−α. Ïîëó÷èâøèåñÿ ÷åòûðå âåñà óæå
äàþò íàì ñâîáîäíûé ïîäìîäóëü, êîòîðûì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ: ïðèáàâëåíèÿ
è âû÷èòàíèÿ êîðíÿ α íå ïðèâîäÿò ê íîâûì âåñàì. Èòàê, ìîæíî îãðàíè÷èòü
âñå ðàññìîòðåíèå ñâîáîäíûì ïîäìîäóëåì W ðàíãà 4, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû
vλ, vκ, vν, vµ. Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìàòðèöàìè èç GL(4, R)

â áàçèñå (vλ, vκ, vν, vµ).

h̃ =




1 + ξζ 0 −ξ 0
0 1 0 0

ξζ2 0 1 + ξζ 0
−ξζ2 0 −ξζ 1


 , x̃α(1) =




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 ,

x̃α(1)h =




1− ξζ ξζ −ξ ξ
0 1 0 0
0 0 1 0

−ξζ2 ξζ2 −ξζ 1 + ξζ


 , g̃ =




1− ξζ 0 −ξ ξ
0 1 0 0
0 0 1 0

−ξζ2 0 −ξζ 1 + ξζ


 .

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà xα(1)h íà

tλκ(−ξζ)tµκ(−ξζ2) ∈ E(n,A)

ïîëó÷àåòñÿ g. Ê ñîæàëåíèþ, x̃α(1) íå âñåãäà èìååò òàêîé âèä, êàê óêàçàíî
âûøå. Çíàêè äåéñòâèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ ïàð âåñîâ (λ, κ) è (ν, µ).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñòü òîëüêî äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëó÷àÿ: êîãäà çíàêè
îäèíàêîâûå (âûøå ìû ðàññìîòðåëè èìåííî åãî), è êîãäà îíè ðàçíûå � âñå
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ñâîäèòñÿ ê íèì çàìåíîé xα(1) íà xα(−1). Òàêèì îáðàçîì, êîãäà çíàêè ðàçíûå,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

x̃α(1) =




1 −1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 ,

òîãäà

x̃α(1)h =




1− ξζ −ξζ −ξ ξ
0 1 0 0
0 0 1 0

−ξζ2 −ξζ2 −ξζ 1 + ξζ


 ,

è ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ óìíîæåíèåì ñëåâà íà tλκ(ξζ)tµκ(ξζ
2) ∈ E(n,A).

2.3. Ñîâïàäåíèå èäåàëîâ
Íàïîìíèì, ÷òî äàëåå âåçäå H � ïîäãðóïïà â GL(n,R), ñîäåðæàùàÿ

E(Φ, R). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ, α ∈ Φ. λ− µ 6= ±α.
à) Åñëè µ− α /∈ Λ, λ + α ∈ Λ, òî [tλµ(ξ), xα(ζ)] = tλ+α,µ(±ξζ).
á) Åñëè λ− α /∈ Λ, µ + α ∈ Λ, òî [tλµ(ξ), xα(ζ)] = tλ,µ+α(±ξζ).

Ëåììà 2.11. Ïóñòü λ, µ ∈ Λ, d(λ, µ) = 1. Òîãäà åñëè α ∈ Φ òàêîâ, ÷òî
λ + α ∈ Λ è λ + α 6= µ, òî µ− α /∈ Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì íà äèàãðàììó âåñîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ =

λ1, µ = λ21 risp µ = λ28. Òîãäà åñëè λ+α ∈ Λ, òî α ∈ Φ− è â ðàçëîæåíèå α ïî
ïðîñòûì êîðíÿì äîëæåí âõîäèòü −α1 risp −a7. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû µ−α ∈ Λ,
íóæíî, ÷òîáû ìåæäó µ−α è µ áûë êîðåíü −α1 risp −a7, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî
ïðè α = µ− λ.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ 2.2:

Ëåììà 2.12. Ïóñòü λ, µ, ρ, σ ∈ Λ, ïðè÷åì d(λ, µ) = d(ρ, σ) = 1. Òîãäà
Aλµ = Aρσ = A1, ïðè÷åì A1 E R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî Aλµ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé R ïî ñëîæåíèþ.
Ïóíêò à) ëåììû 2.10 ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ, α ∈ Φ,
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λ − µ 6= ±α, µ − α /∈ Λ, òî RAλµ ⊂ Aλ+α,µ. Òîãäà ïî ëåììå 2.11 ïîëó÷àåì
RAλµ ⊂ Aρσ (ìîæíî ¾ïðîøàãàòü¿ ïî ðåáðàì äèàãðàììû è çàìåíèòü îáà âåñà
â èíäåêñàõ íà íóæíûå íàì) è, êðîìå òîãî, Aλµ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R. Çíà÷èò,
âñå òàêèå èäåàëû ñîâïàäàþò.

Åùå îäíî ïðîäâèæåíèå ê ïðåäëîæåíèþ 2.2:

Ëåììà 2.13. Ïóñòü λ, µ, ρ, σ ∈ Λ, ïðè÷åì d(λ, µ) = d(ρ, σ) = 2. Òîãäà
Aλµ = Aρσ = A2, ïðè÷åì A2 E R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà áóäåì ñìîòðåòü íà äèàãðàììó âåñîâ. Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî µ = λ1 è λ = λ13 risp λ = λ−28 (22210

1 risp 012222
1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì,

ïîýòîìó d(λ, µ) = 2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ Φ− âûïîëíåíî µ − α /∈ Λ. Çíà-
÷èò, ìîæíî ïðèìåíÿòü ïóíêò à) ëåììû 4 äëÿ α ∈ Φ− òàêèõ, ÷òî λ + α ∈ Λ.
Òàê ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ρ = λ + α áûëî ëþáûì äðóãèì âåñîì òàêèì,
÷òî d(ρ, µ) = 2, êðîìå ρ = λ−27 â ñëó÷àå E6, òî åñòü ïîëó÷èòü RAλµ ⊂ Aρµ.
Åñëè æå Φ = E6 è ρ = λ27, íóæíî äåéñòâîâàòü â äâà øàãà: ñíà÷àëà äîáèòüñÿ
RAλµ ⊂ Aρµ, ãäå ρ = λ26, à çàòåì ïåðåéòè ê ρ− 00001

0 = λ27, òî åñòü ñîïðÿæå-
íèåì ñ xα6

(±1) ïîëó÷èòü RAλµ ⊂ Aρµ ⊂ A−ω,µ. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ
òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå.

Òåïåðü ìû óñòàíîâèì ðàâåíñòâî èäåàëîâ A1 è A2. Äëÿ ýòîãî â ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ ëåììàõ äîêàçûâàþòñÿ âêëþ÷åíèÿ â îáå ñòîðîíû. Èíòåðåñíî, ÷òî
âêëþ÷åíèå A1 ⊂ A2 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è ïðåäûäóùèå
ëåììû â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.2. Îáðàòíîå æå âêëþ÷åíèå ïîòðåáó-
åò òîãî, ÷òî H ñîäåðæèò E(Φ, R) (ðàíåå ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî òî, ÷òî H

íîðìàëèçóåòñÿ E(Φ, R)), è âîçíèêíåò îãðàíè÷åíèå 2, 3 ∈ R∗.

Ëåììà 2.14. A1 ⊆ A2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ξ ∈ A1. Ïî ëåììå 2.12 èìååì tλµ(ξ) ∈ H äëÿ
µ = λ1 è λ = λ11 risp λ = λ14. Â òàêîì ñëó÷àå ïî ëåììå 2.10 [tλµ(ξ), x−α1

(1)] =

tλ−α1,µ(ξ) risp [tλµ(ξ), x−α7
(1)] = tλ−α7,µ(ξ). Íî òàê êàê d(λ − α1, µ) = 2 risp

d(λ− α7, µ) = 2, òî ξ ∈ A2.
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Ëåììà 2.15. Åñëè 2, 3 ∈ R∗, òî A2 ⊆ A1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåé÷àñ íàì ïðèäåòñÿ ïîñìîòðåòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè
êîììóòèðîâàíèè òðàíñâåêöèè tλµ(ξ) ñ êîðíåâûì ýëåìåíòîì xα(ζ), åñëè âñå
åùå λ−µ 6= ±α, íî λ+α, µ−α ∈ Λ, ãäå α ∈ Φ. Èòàê, âîçüìåì ξ ∈ A2, ζ ∈ R (íà
ñàìîì äåëå äàëåå ìû âîçüìåì ζ = 1). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî d(λ, µ) = 2.
Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü òåõíèêîé èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

[tλµ(ξ), xα(ζ)]

= (e + ξeλµ + (−1)εξζeλ,µ−α + (−1)ηζeλ+α,λ + (−1)εζeµ,µ−α)·
(e− ξeλµ + (−1)εξζeλ,µ−α − (−1)ηζeλ+α,λ − (−1)εζeµ,µ−α)

= e + (−1)εξζeλ,µ−α − (−1)ηξζeλ+α,µ + (−1)ε+ηξζ2eλ+α,µ−α ∈ H.

(2)

Çàìåòèì, ÷òî d(λ + α, µ − α) ≥ 2 (ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåí-
íî: ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ = λ13 risp λ = λ−28 è ÷òî α = α1 risp α =

α7, ïîñëå ÷åãî âçãëÿíóòü íà äèàãðàììó âåñîâ). Çíà÷èò, ïî ëåììå 2.13 èìå-
åì tλ+α,µ−α(±ξζ2) ∈ H, è óìíîæåíèåì íà òàêîé ýëåìåíò ìîæíî äîáèòüñÿ
e + (−1)εξζeλ,µ−α − (−1)ηξζeλ+α,µ ∈ H. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ òðàíñâåêöèé tλ,µ−α((−1)εξζ)tλ+α,µ((−1)η+1ξζ) ëåæèò â H. Íî íàì
íåîáõîäèìî íàéòè êàêóþ-íèáóäü îäíó òðàíñâåêöèþ, ëåæàùóþ â H.

Òåïåðü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àè, êîãäà λ−(µ−α) = (λ+α)−µ = β,
ãäå β ∈ Φ � ôèêñèðîâàííûé êîðåíü. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü
âñå òðàíñâåêöèè tρσ(. . . ), äëÿ êîòîðûõ ρ − σ = β. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî
k òàêèõ ïàð (ρ, σ) ðàâíî 6 risp 12. Îáîçíà÷èì èõ (ρi, σi), 1 ≤ i ≤ k.

Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü íàøèõ ðàññóæäåíèé íåñêîëüêî çàìûñëîâàòà, ïîýòîìó
ìû ñíà÷àëà ðàçáåðåì ñëó÷àé Φ = E6, à çàòåì âíåñåì èçìåíåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñëó÷àÿ Φ = E7.

2.4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.15
Èòàê, ïóñòü ñíà÷àëà Φ = E6. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû òà-

êèõ ïàð (ρi, σi) è (ρj, σj) ðàçíîñòü ρi−ρj = σi−σj ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Äåéñòâè-
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òåëüíî, îäíà òàêàÿ ïàðà, ñêàæåì, (ρi, σi) ïåðåâîäèòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû Âåé-
ëÿ â ïàðó (λ1, λ2). Òîãäà ëåãêî âçãëÿíóòü íà îñòàâøèåñÿ ïÿòü ïàð (ρj, σj) íà
äèàãðàììå âåñîâ è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñåãäà ρi−ρj = ω−ρj áóäåò êîðíåì. Çíà÷èò,
ìîæíî ïðèìåíèòü íàøå âû÷èñëåíèå, ïîäñòàâèòü ζ = 1 è ïîëó÷èòü, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå òðàíñâåêöèé tρi,σi

(±ξ)tρj ,σj
(±ξ) ëåæèò â H äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i, j ≤ 6,

i 6= j. Â òî æå âðåìÿ, ïðî çíàêè ïðè ξ ìû ïîêà íè÷åãî íå ãîâîðèëè. Î÷åâèäíî,
åñòü äâà ñëó÷àÿ: êîãäà â òàêîì ïðîèçâåäåíèè çíàêè ñîâïàäàþò, è êîãäà îíè
ðàçëè÷íû. Òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå tρi,σi

(ξ)tρj ,σj
(±ξ) ëåæèò

â H.
Ôèíàëüíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà âûãëÿäèò òàê: ïîñêîëüêó êîðíåâîé ýëå-

ìåíò xβ åñòü ïðîèçâåäåíèå øåñòè òðàíñâåêöèé

xβ(ξ) =
6∏

i=1

tρi,σi
(±ξ),

ìîæíî ïîñòàðàòüñÿ èç íàøèõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé è ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ñîñòàâèòü îäíó òðàíñâåêöèþ tρi,σi

(±nξ) ñ íåêîòîðûì n ∈ R∗ è ïîëó÷èòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ξ ∈ A1, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü ìîæíî âçÿòü β = δ, ÷òîáû
âñå çíàêè â âûðàæåíèè xβ(ξ) áûëè ïîëîæèòåëüíû.

Ñåé÷àñ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû îòíîñèòåëüíî çíàêîâ äåé-
ñòâèÿ êîðíåâîãî ýëåìåíòà xα(1), ïîòîìó ÷òî áåç âñÿêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î
çíàêàõ ðåàëèçàöèÿ íàøåé ôèíàëüíîé èäåè íåâîçìîæíà. Íàì ïîíàäîáèòñÿ
òåîðåìà 1 èç [83], â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè α � ïðîñòîé êîðåíü
èëè −α � ïðîñòîé êîðåíü, òî âñå çíàêè â ðàçëîæåíèè xα(1) íà òðàíñâåêöèè
ðàâíû åäèíèöå. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ôîðìóëå 2 η = ε = 0.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè α èëè −α � ïðîñòîé êîðåíü, òî ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ
xα(1) ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé èìååò ðàçíûå çíàêè ïðè ξ. Ìû âçÿëè β = δ,
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è ìîæíî âçÿòü
ρ1 = λ1, ρ2 = λ2,

ρ3 = λ3, ρ4 = λ4,

ρ5 = λ6, ρ6 = λ8,

σi = ρi − δ, 1 ≤ i ≤ 6

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êîãäà ìû ñîñòàâëÿåì ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé

tρi,σi
(ξ)tρi+1,σi+1

(±ξ),

ìû èñïîëüçóåì êîììóòèðîâàíèå ïðè ïîìîùè xα, ãäå α = ρi − ρi+1 âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ:

y1 = tρ1,σ1
(ξ)tρ2,σ2

(−ξ) ∈ H, y2 = tρ2,σ2
(ξ)tρ3,σ3

(−ξ) ∈ H,

y3 = tρ3,σ3
(ξ)tρ4,σ4

(−ξ) ∈ H, y4 = tρ4,σ4
(ξ)tρ5,σ5

(−ξ) ∈ H,

y5 = tρ5,σ5
(ξ)tρ6,σ6

(−ξ) ∈ H.

Ïîñìîòðèì íà ïðîèçâåäåíèå h = y1y
2
2y

3
3y

4
4y

5
5xβ(−ξ) ∈ H. Íåñëîæíî ïîíÿòü,

÷òî h = tρ6,σ6
(−6ξ), îòêóäà 6ξ ∈ A1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ ∈ A1, ÷òî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Ïóñòü òåïåðü Φ = E7; â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ

êàæäîé ïàðû ïàð (ρi, σi) è (ρj, σj) ðàçíîñòü ρi−ρj = σi−σj ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.
Åñëè ïîñìîòðåòü íà ïàðó (ρi, σi) = (ω, ω−α7), òî ýòà ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì òîëüêî äëÿ äåñÿòè èç îñòàâøèõñÿ îäèííàäöàòè ïàð (ρj, σj). Íî íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ Φ = E6 ìû èñïîëüçîâàëè íå âñå âîçìîæ-
íûå êîìáèíàöèè òàêèõ ïàð, à òîëüêî ïÿòü øòóê, èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿëèñü
ýëåìåíòû y1, y2, y3, y4, y5. Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå E7 íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ðîâíî îäèííàäöàòü ïîäîáíûõ êîìáèíàöèé. Èòàê, òî÷íî òàê æå, êàê
è âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé tρi,σi

(±ξ)tρj ,σj
(±ξ)

ëåæèò â H äëÿ òåõ i, j, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü ρi − ρj = σi − σj ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì.

Ôèíàëüíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê íàøåìó ñëó÷àþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ñíîâà áåðåì β = δ,
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÷òîáû âñå çíàêè â íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ xβ(ξ) áûëè ïîëî-
æèòåëüíû, è, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 èç [83], ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè α èëè −α �
ïðîñòîé êîðåíü, òî çíàêè äëÿ xα(1) òàêæå ðàâíû åäèíèöå, áëàãîäàðÿ ÷åìó â
ôîðìóëó 2 äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ η = ε = 0. Òåïåðü áåðåì

ρ1 = λ1, ρ2 = λ2, ρ3 = λ3,

ρ4 = λ4, ρ5 = λ5, ρ6 = λ7,

ρ7 = λ6, ρ8 = λ8, ρ9 = λ10,

ρ10 = λ12, ρ11 = λ14, ρ12 = λ−28,

σi = ρi − δ, 1 ≤ i ≤ 6

Êîãäà ìû ñîñòàâëÿåì ïðîèçâåäåíèå òðàíñâåêöèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïàð
(ρi, σi), (ρi+1, σi+1), ïîëó÷àåì

tρi,σi
(ξ)tρi+1,σi+1

(±ξ),

è ìû èñïîëüçóåì êîììóòèðîâàíèå ïðè ïîìîùè xα, ãäå α = ρi− ρi+1 ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì êîðíåì äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ 11, êðîìå i = 6. Êðîìå ýòîãî,

tρ5,σ5
(ξ)tρ7,σ7

(±ξ)

ïîëó÷àåòñÿ êîììóòèðîâàíèåì ïðè ïîìîùè xα2
. Èòàê, ïîñêîëüêó èñïîëüçóþò-

ñÿ ïðîñòûå êîðíè, òî ìû èìååì ïðîèçâåäåíèÿ yi = tρi,σi
(ξ)tρi+1,σi+1

(−ξ) ∈ H,
ãäå 1 ≤ i ≤ 11, i 6= 6. Ïîëîæèì òàêæå y6 = tρ5,σ5

(ξ)tρ7,σ7
(−ξ). Òåïåðü îñòàåòñÿ

ïîñìîòðåòü íà ïðîèçâåäåíèå

h = y1
1y

2
2y

3
3y

4
4y
−1
5 y6

6y
7
7y

8
8y

9
9y

10
10y

11
11xα(−ξ) ∈ H.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî h = tρ12,σ12
(−12ξ) (çäåñü òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå Φ =

E6, èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå xβ(−ξ) â ïðîèçâåäåíèå äâåíàäöàòè òðàíñâåêöèé
tρi,σi

(ξ)), îòêóäà 12ξ ∈ A1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ ∈ A1. Ëåììà äîêàçàíà.

2.5. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.2
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Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.2 äëÿ ñëó÷àÿ Φ = E6 óæå
çàêîí÷åíî, ïîòîìó ÷òî 2 � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåñàìè ìèê-
ðîâåñîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ E6. Â ñëó÷àå Φ = E7 ïðèäåòñÿ åùå íåìíîãî ïî-
òðóäèòüñÿ, ÷òîáû âêëþ÷èòü ñëó÷àé ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî òðåì. Îáîçíà÷èì
A = A1 = A2.

Ëåììà 2.16. Åñëè λ, µ ∈ λ è d(λ, µ) = 3, òî RA ⊂ Aλµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè òàê æå, êàê ëåììà 2.14.
Ëþáàÿ ïàðà âåñîâ (λ, µ) íà ðàññòîÿíèè 3 ïåðåâîäèòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû Âåé-
ëÿ â ïàðó (ω,−ω). Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = −ω, µ = ω. Âîçü-
ìåì ξ ∈ A. Ïî äîêàçàííîìó tλ+α7,µ(ξ) ∈ H. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2.10,
âèäèì, ÷òî [tλ+a7,µ(ξ), x−α7

(±ζ)] = tλ,µ(ξζ) ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå çíàêà,
îòêóäà ξζ ∈ Aλµ.

Ëåììà 2.17. Åñëè λ, µ, ρ, σ ∈ λ è d(λ, µ) = d(ρ, σ) = 3, òî Aλµ ⊂ Aρσ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü, êàê è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.15, ìû
êîììóòèðóåì ýëåìåíò tλµ(ξ) ñ xα(ζ) (ñì. ôîðìóëó 2), ãäå ξ ∈ Aλµ, ζ ∈ R,
α ∈ Φ. Ñíîâà áóäåì çàïèñûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íàøèõ ìàòðèö íà ñâîáîäíûé
ïîäìîäóëü W ðàíãà 4, ïîðîæäåííûé áàçèñíûìè âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè
âåñàì µ, µ − α, λ + α, λ (â óêàçàííîì ïîðÿäêå). Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α

èëè −α � ïðîñòîé êîðåíü, ïîýòîìó íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â
xα(ζ) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Òîãäà ôîðìóëà 2 ñ ó÷åòîì äàííûõ î çíàêàõ
óòâåðæäàåò, ÷òî ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ýëåìåíòà h1 = [tλµ(ξ), xα(ζ)] èìååò âèä

h̃1 =




1 0 0 0
0 1 0 0
−ξζ ξζ2 1 0
0 ξζ 0 1


 . (3)

Òåïåðü ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ζ = 1, ïîìåíÿåì çíàê ó ξ è ïðî-
êîììóòèðóåì ðåçóëüòàò ñ x−α(ζ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàøåì âûáîðå α íåäèà-
ãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â x−α(ζ) ñíîâà èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.



� 46 �

Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò h2 = [[tλµ(−ξ), xα(1)], x−α(ζ)]. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî

h̃2 =




1 0 0 0
0 1 0 0
ξζ 0 1 0

2ξζ + ξζ2 −ξζ 0 1


 .

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ h1, h2 ∈ H, òî è ïðîèçâåäåíèå h = h1h2tλµ(−2ξζ−ξζ2)

ëåæèò â H è èìååò âèä

h̃ =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 ξζ2 1 0
0 0 0 1


 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ζ = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî tλ+α,µ−α(ξ) ëåæèò â H. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó λ + α è µ− α ðàâíî òðåì. Äåéñòâèòåëüíî, äâà âåñà íà
ðàññòîÿíèè 3 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì â äèàãðàììå, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëü-
íî öåíòðà, è åñëè λ è µ áûëè ñèììåòðè÷íû, òî λ + α è µ− α îñòàíóòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûìè. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ξ ∈ Aλ+α,µ−α, îòêóäà Aλµ ⊂ Aλ+α,µ−α.

Òåïåðü óæå íåòðóäíî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ìû ìîæåì áðàòü â êà÷åñòâå α ëþáîé ïðîñòîé èëè ïðîòèâîïîëîæíûé ïðî-
ñòîìó êîðåíü, çíà÷èò, ìîæíî ¾ïðîøàãàòü¿ ïî ðåáðàì äèàãðàììû è ïåðåéòè
îò ëþáîé ïàðû âåñîâ íà ðàññòîÿíèè 3 ê ëþáîé äðóãîé òàêîé ïàðå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A3 ìíîæåñòâî Aλµ äëÿ d(λ, µ) = 3. Çàìåòèì, ÷òî, â
îòëè÷èå îò ëåìì 2.12 è 2.13, ìû åùå íå ïîêàçàëè, ÷òî A3 ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì
â R. Ìû è íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòîãî íàïðÿìóþ, à ëèøü ïîêàæåì ñîâïàäå-
íèå àääèòèâíîé ïîäãðóïïû A3 è èäåàëà A. Âêëþ÷åíèå A ⊂ A3 ïîêàçàíî â
ëåììå 2.16, è ñåé÷àñ ìû äîêàæåì îáðàòíîå.

Ëåììà 2.18. A3 ⊂ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ξ ∈ A3. Äëÿ íàãëÿäíîñòè çàôèêñèðóåì âåñà
λ = λ−1, µ = λ1, α = α7. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäûäóùåé ëåììû: h1 = [tλµ(ξ), xα(ζ)]. Âîçüìåì ζ = 1, òîãäà èç ôîðìóëû 3
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ h1 íà tλ+α,µ−α(−ξ) ïîëó÷èòñÿ ýëåìåíò
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h = e−ξeλ+α,µ+ξeλ,µ−α. Ê ñ÷àñòüþ, â íàøåì ñëó÷àå d(λ+α, µ) = d(λ, µ−α) =

2, ïîýòîìó íàì íå ïðèäåòñÿ ñíîâà ïðîâîäèòü ãîëîâîêðóæèòåëüíûå òðþêè â
äóõå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.15. Äîñòàòî÷íî âçÿòü β = α6 è ïîñìîòðåòü íà
ýëåìåíò [h, xβ(1)] ∈ H (ÿâíûé âèä ýëåìåíòà xβ(1) íàì èçâåñòåí, ïîòîìó ÷òî
β � ïðîñòîé êîðåíü). Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî [h, xβ(1)] =

e+ξeλ,µ−α−β, à òàê êàê d(λ, µ−α−β) = 2, òî ïîëó÷àåì ξ ∈ A, ÷òî äîêàçûâàåò
ëåììó, à âìåñòå ñ íåé è ïðåäëîæåíèå 2.2.

2.6. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.3
Çäåñü ìû äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâèâøàÿñÿ â

òåîðåìå B, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé. Ïóñòü n = 27 risp n = 56, E = EE6(27, R, A)

risp E = EE7(56, R,A). Òàê êàê ãðóïïà E(Φ, R) ñîâåðøåííà (ëåììà 1.4, ñì.
òàêæå [83], [13]), òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îáðàçóþùèå ãðóïïû E(n,R, A)

ëåæàò â [E,E]. Âîçüìåì x = zλµ(ξ, ζ), ãäå, êàê îáû÷íî,

zλµ(ξ, ζ) = tµλ(ζ)tλµ(ξ), ξ ∈ A, ζ ∈ R.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî x ∈ E(n,A)E(Φ,R), òî åñòü x ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

x =
∏

i

xiyix
−1
i , ãäå xi ∈ E(Φ, R), yi ∈ E(n,A) ⊂ E(n,R, A).

Òîãäà x =
∏

i[xi, yi]yi, è äëÿ ëþáîãî i êîììóòàòîð [xi, yi] ëåæèò â [E, E].
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî E(n,A) ⊂ [E, E], à ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 2.10.
Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì tρσ(ξ) ∈ E(n,A) è ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêèå λ, µ ∈
Λ, α ∈ Φ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ïóíêòà à) ëåììû 2.10 è ïðè ýòîì
λ+α = ρ, µ = σ, Åñëè ýòî óäàñòñÿ, òî ìû ïîëó÷èì tρσ(ξ) = [tλµ(ξ), xα(±1)] ∈
[E(n,A), E(Φ, R)] ⊂ [E, E].

Äëÿ ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ = σ = λ1 � ñòàðøèé âåñ. Åñëè ρ 6= λ2,
òî ìîæíî âçÿòü ïðîñòîé êîðåíü β òàêîé, ÷òî ρ+β ∈ Λ è ïîëîæèòü λ = ρ+β,
α = −β. Òîãäà λ + α = ρ, µ − α /∈ Λ, ïîòîìó ÷òî α ∈ Φ−, à µ � ñòàðøèé
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âåñ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî λ 6= µ, λ − µ 6= ±α (ïîñêîëüêó ìîæåò áûòü òîëüêî
λ− µ = α, íî òîãäà λ− α, λ, λ + α ∈ Λ, ÷òî íåâîçìîæíî).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé σ = λ1, ρ = λ2. Íî òîãäà ìîæíî âçÿòü
α = α3 risp α = α6 è λ = ρ− α è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ
ëåììû 2.10 âûïîëíåíû. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

2.7. Âëîæåíèå E(E7, R) â ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó
Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ âëîæåíèÿ E(E7, R) â íåêîòîðóþ ñèì-

ïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó ìàòðèö ïîðÿäêà 56. Çàìåòèì, ÷òî ìû óæå âëîæèëè
E(E7, R) â ïîëíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(56, R), ïîýòîìó ìû áóäåì ñòðî-
èòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó ϕ â èìåþùåìñÿ áàçèñå. Âåñîâàÿ
äèàãðàììà íàøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ E7 ñèììåòðè÷íà: êàæäîìó âåñó λ ñîîò-
âåòñòâóåò ñèììåòðè÷íûé âåñ −λ. Ïîëîæèì ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå
ϕ(vλ, vµ) = 0, åñëè µ 6= −λ. Â ñëó÷àå µ = −λ ïðåäñòàâèì λ1 − λ â âèäå
ñóììû ïðîñòûõ êîðíåé. ×èñëî ñëàãàåìûõ â ïîëó÷åííîé ñóììå � ýòî ¾ðàññòî-
ÿíèå¿ îò âåñà λ äî ñòàðøåãî âåñà ω íà âåñîâîé äèàãðàììå, òî åñòü êîëè÷åñòâî
ðåáåð â ìèíèìàëüíîì ïóòè ìåæäó íèìè (â îòëè÷èå îò ââåäåííîãî ðàíåå ðàñ-
ñòîÿíèÿ d � ðàññòîÿíèÿ â âåñîâîì ãðàôå). Íà âðåìÿ îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó
d′(ω, λ). Íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî åå ÷åòíîñòü: îáîçíà÷èì ελ = (−1)d′(ω,λ);
èíîãäà ìû áóäåì íàçûâàòü ελ çíàêîì âåñà λ (åñëè íå âîçíèêàåò äâóñìûñ-
ëåííîñòåé). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ε−λ = −ελ, òàê ÷òî ýòî íàçâàíèå èìååò
íåêîòîðûé ñìûñë. Èòàê, ïîëîæèì ϕ(vλ, v−λ) = ελ.

Î÷åâèäíî, ÷òî, çàäàâ ïðîèçâåäåíèå íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ìû ïîëó÷èì
íåêîòîðóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãðóïïó. Íà-
ïîìíèì, êàê âûãëÿäÿò ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè:

Tλµ(ξ) = T−µ,−λ(−ελεµξ) =

{
tλµ(ξ)t−µ,−λ(−ελεµξ), åñëè µ 6= −λ,

tλ,−λ(ξ), åñëè µ = −λ.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðàíñâåêöèÿ Tλµ(ξ) ñîîòâåòñòâóåò êîðîòêîìó
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êîðíþ (¾short root transvection¿), åñëè µ 6= −λ, è ñîîòâåòñòâóåò äëèííîìó
êîðíþ (¾long root transvection¿), åñëè µ = −λ.

Ìû ÷àñòî áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîììóòàöè-
îííîé ôîðìóëîé Øåâàëëå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé. Ïðèâåäåì åå
âàæíåéøèå ñëó÷àè:

= Tλσ(ξζ), åñëè λ 6= ±µ, µ 6= ±σ, λ 6= ±σ,

[Tλµ(ξ), Tµ,−λ(ζ)] = Tλ,−λ(2ξζ), åñëè λ 6= ±µ,

[Tλµ(ξ), Tµ,−µ(ζ)] = Tλ,−µ(ξζ)Tλ,−λ(ελεµξ
2ζ), åñëè λ 6= ±µ,

[Tλµ(ξ), Tρσ(ζ)] = 1, åñëè λ 6= µ, ρ 6= σ, µ 6= ρ,

λ 6= σ, µ 6= −σ, λ 6= −ρ.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ôîðìóëû Øåâàëëå ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå ýëåìåíòàðíóþ ñèìïëåêòè-
÷åñêóþ ãðóïïó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Ep(56, R) = 〈Tλµ(ξ), λ 6= µ, ξ ∈ R〉, à
Ep(56, R, A) = Ep(56, A)Ep(56,R), ãäå Ep(56, A) = 〈Tλµ(ξ), λ 6= µ, ξ ∈ A〉 äëÿ
èäåàëà A E R.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ãðóïïà E(E7, R) äåéñòâèòåëüíî ëåæèò â ïîñòðî-
åííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå Ep(56, R). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî xα(ξ) ∈
Ep(56, R) ïðè ξ ∈ R, α ∈ E7. Íà ñàìîì äåëå äàæå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî
òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ êîðíåé α ∈ E7 (â ñèëó êîì-
ìóòàöèîííîé ôîðìóëû Øåâàëëå). Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî êîðíÿ α

êîðíåâîé ýëåìåíò xα(ξ) åñòü ïðîèçâåäåíèå øåñòè ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåê-
öèé. Äåéñòâèòåëüíî, ãëÿäÿ íà âåñîâóþ äèàãðàììó, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðåáðî,
ïîìå÷åííîå α, âñòðå÷àåòñÿ 12 ðàç ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì, òî åñòü èìååòñÿ 6
ïàð òàêèõ ðåáåð, è â êàæäîé ïàðå ðåáðà ñèììåòðè÷íû. Âîçüìåì îäíó òàêóþ
ïàðó: ïóñòü ýòî ðåáðà (λ, µ) è (−µ,−λ), ãäå µ− λ = α. Ðàññìîòðèì ñèìïëåê-
òè÷åñêóþ òðàíñâåêöèþ Tµλ(1) = tµλ(1)t−λ,−µ(1) (ýòî òàê, ïîñêîëüêó âåñà λ è
µ ñîñåäíèå, çíà÷èò, εµ = −ελ. Íî ýòî ðîâíî òå äâå (ýëåìåíòàðíûå) òðàíñâåê-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âçÿòîé ïàðå ðåáåð, êîòîðûå âõîäÿò â ðàçëîæåíèå xα,
ïîñêîëüêó ó ýòîãî êîðíåâîãî ýëåìåíòà âñå çíàêè äåéñòâèÿ ðàâíû +1. Òàêèì
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îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïèòü ñ êàæäîé ïàðîé ðåáåð è íàïèñàòü 6 ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ òðàíñâåêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðîòêèì êîðíÿì.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî xα(ξ) ∈ Ep(56, R), îòêóäà E(E7, R) ≤ Ep(56, R). Òå-
ïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîðíÿ α ∈ E7 êîðíåâîé ýëåìåíò
xα(ξ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðîâíî øåñòè ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé.
Ìû ìîæåì, êàê è âûøå, ðàçáèòü âñå ïàðû âåñîâ (λ, µ), äëÿ êîòîðûõ µ−λ = α,
íà 6 ïàð, â êàæäóþ èç êîòîðûõ âõîäÿò âåñà (λ, µ) è (−µ,−λ). Íî ìû óæå çíà-
åì, ÷òî xα(ξ) ëåæèò â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïå, ïîýòîìó ýòîò ýëåìåíò äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì ïðîñòûì óðàâíåíèÿì. Íåñëîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè
ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî çíàêè äåéñòâèÿ â ýòèõ ïàðàõ ñîãëàñîâàíû íóæíûì îáðà-
çîì, òî åñòü òàêîâû æå, êàê â ñèìïëåêòè÷åñêîé òðàíñâåêöèè Tλµ(±1).

2.8. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.4
Èòàê, ìû íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî, ñòàðàÿñü âåñòè åãî ïàðàëëåëüíî äîêà-

çàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèòñÿ â ïðàâîé. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âñïîìíèì, ÷òî ïðè n ≥ 3 ýëåìåíòàð-
íàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Ep(n,R, A) ïîðîæäàåòñÿ âñåìè òðàíñâåêöèÿìè
âèäà Zλµ(ξ, ζ) = Tµλ(ζ)Tλµ(ξ) äëÿ ξ ∈ A, ζ ∈ R, λ, µ ∈ Λ, λ 6= µ (ëåì-
ìà 1.1). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî Zλµ(ξ, ζ) ñîäåðæèòñÿ â
H = Ep(n,A)E(Φ,R). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñîäåðæèòñÿ â ëåììàõ 2.19, 2.21
è 2.22; òàì ìû ðàçáèðàåì ñëó÷àè d(λ, µ) = 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî,
÷òî â íàøåì ïðåäñòàâëåíèè 3 � ýòî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåñà-
ìè, è ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî, êàê òîëüêî ïðîâåðåíà ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ òðåõ
ëåìì.

Ëåììà 2.19. Ïóñòü d(λ, µ) = 1. Òîãäà Tµλ(ζ)Tρσ(ξ) ∈ H äëÿ ëþáûõ ρ, σ ∈ Λ.
Â ÷àñòíîñòè, Zλµ(ξ, ζ) ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ρ = λ, σ = µ è îáîçíà÷èì
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α = µ− λ:
Zλµ(ξ, ζ) = Tµλ(ζ)Tλµ(ξ)

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî â ïðåäëîæåíèè 2.1 ìû äîñòèãàëè óñïåõà, ðàññìàòðè-
âàÿ âûðàæåíèå xα(ζ)tλµ(ξ). Äàâàéòå ïîñìîòðèì, íà ÷òî ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü
òåïåðü. Èç îáñóæäåíèÿ â ðàçäåëå 2.7 ìû çíàåì, ÷òî êîðíåâîé ýëåìåíò xα(ζ)

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå øåñòè ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé:

xα(ζ) =
6∏

i=1

Tρiσi
(±ζ).

Íî ïðè ñîïðÿæåíèè ñ ïîìîùüþ xα èãðàåò ðîëü ðîâíî îäíà òðàíñâåêöèÿ:

xα(ζ)Tλµ(ξ) = Tµλ(±ζ)Tλµ(ξ).

Ýòî ïðîèñõîäèò ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.1:
ïðåäñòàâëåíèå ìèêðîâåñîâîå, è èç âñåõ Tρi,σi

, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå xα(ζ),
èìåþò çíà÷åíèå ëèøü òå, êîòîðûå ¾âçàèìîäåéñòâóþò¿ ñ âåñàìè ±λ è ±µ,
òî åñòü ðîâíî òå, êîòîðûå îáðàçóþò ñèìïëåêòè÷åñêóþ òðàíñâåêöèþ Tµλ(±ζ):
îñòàëüíûå êîììóòèðóþò ñ Tλµ(ξ) â ñèëó êîììóòàöèîííîé ôîðìóëû Øåâàëëå.
Íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí: ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåíÿÿ çíàê ó ζ â xα(±ζ),
äîáèâàåìñÿ, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàëî ñ Zλµ(ξ, ζ).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ: ρ 6= λ èëè σ 6= µ. Çäåñü ïðèäåòñÿ
ðàññìàòðèâàòü áîëüøå ñëó÷àåâ, íåæåëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.1.
Ïóñòü äëÿ íà÷àëà ρ = λ, íî σ 6= µ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Tµλ(ζ)Tλ,−λ(ξ) = Tµ,−λ(ξζ) · Tµ,−µ(εiεjξ
2ζ) · Tλ,−λ(ξ) ∈ H; è

Tµλ(ζ)Tλσ(ξ) = Tµσ(ξζ) · Tρσ(ξ) ∈ H, åñëè σ 6= −λ.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé σ = µ è ρ 6= λ. Íåîáõîäèìî òàêæå ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àè ρ = −µ è σ = −λ. Ïóñòü, íàïðèìåð, âûïîëíÿåòñÿ σ = −λ,
òîãäà åñëè ρ = λ, ïðèõîäèì ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ. Åñëè æå ρ 6= −λ,
òî Tρσ(ξ) � òðàíñâåêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðîòêîìó êîðíþ, ñëåäîâàòåëüíî,
åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå T−σ,−ρ(−ερεσξ) = Tλ,−ρ(−εσερξ), è òàêîé ñëó÷àé
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ìû óæå ðàññìîòðåëè. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëó÷àå ρ = µ âñå àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.
Âî âñåõ æå îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè Tµλ(ζ) è Tρσ(ξ)

êîììóòèðóþò.

Ñëåäñòâèå 2.20. Ïóñòü d(λ, µ) = 1. Òîãäà Ep(56, A)Tµλ(ζ) ≤ H.

Ëåììà 2.21. Ïóñòü d(λ, µ) = 2. Òîãäà Zλµ(ξ, ζ) ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì ïîâíèìàòåëüíåå íà òî, ÷òî ïðîèçîøëî â õî-
äå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîé ëåììû 2.8. Ìû áóäåì ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ
âñåìè îáîçíà÷åíèÿìè, ââåäåííûìè äëÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà. Íåñëîæíûìè
âûêëàäêàìè ìû ñâîäèì çàäà÷ó ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò
g ëåæèò â H. Ïðè ýòîì ìû ââîäèì âñïîìîãàòåëüíûé ýëåìåíò h ∈ H òàêîé,
÷òî g = tνµ(1)h è ôàêòè÷åñêè äîêàçûâàåì, ÷òî tλκ(−ξζ)tµκ(−ξζ2) · xα(1)h = g.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî äîêàçàòü, ìû çàìåòèëè, ÷òî âñå ñàìîå èíòåðåñíîå ïðî-
èñõîäèò â ïîäìîäóëå, ïîðîæäåííîì âåêòîðàìè vλ, vν, vµ, vκ, ïîñëå ÷åãî ðà-
áîòàëè ñ ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 4. Íà ñàìîì äåëå ýòè ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ñ
ìàòðèöàìè ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü êàê íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ òðàíñâåêöèé. Äåéñòâèòåëüíî, íåìíîãî ïîâîçèâøèñü, ìû ñìîæåì
ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðàâåíñòâî, ïîëüçóÿñü ëèøü ýëåìåíòàðíûìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè ìåæäó òðàíñâåêöèÿìè è êîììóòàöèîííîé ôîðìóëîé Øåâàëëå, òî åñòü
ôàêòè÷åñêè ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå Ñòåéíáåðãà. Â ðàñïèñàííîì âèäå
ýòî ðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê:

tλκ(−ξζ)tµκ(−ξζ2) · tλκ(1)tνµ(1)h = tνµ(1)h,

ãäå h = tνλ(−ζ)tµν(−ξζ)tλν(−ξ)tνλ(ζ) (ìû ïðîñòî ðàñêðûëè âûðàæåíèå äëÿ
g è íàïèñàëè âìåñòî ýëåìåíòà xα(1) åãî îãðàíè÷åíèå íà íàøå ÷åòûðåõìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî).

Ñåé÷àñ ìû çàéìåìñÿ òåì, ÷òî ââåäåì â äåéñòâèå ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñ-
âåêöèè âìåñòî ýëåìåíòàðíûõ. Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôàê-
òè÷åñêè â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ � âåäü êîììóòàöèîííàÿ
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ôîðìóëà Øåâàëëå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, ïîêà â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ó÷àñò-
âóþò òîëüêî òðàíñâåêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðîòêèì êîðíÿì. Èòàê, ïîëíî-
ñòüþ ïåðåïèñàâ äîêàçàòåëüñòâî âûøåïðèâåäåííîãî ðàâåíñòâà ñ çàìåíîé ýëå-
ìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé íà ñèìïëåêòè÷åñêèå, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò:

Tλκ(−ξζ)Tµκ(−ξζ2) · Tλκ(1)Tνµ(1)h = Tνµ(1)h,

ãäå
h = Tνλ(−ζ)Tµν(−ξζ)Tλν(−ξ)Tνλ(ζ).

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå tλκ(1)tνµ(1) ïîÿâëÿëîñü èç ðàçëîæåíèÿ
êîðíåâîãî ýëåìåíòà xα(1) â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé. Ñîâåð-
øåííî àíàëîãè÷íî ïðîèçâåäåíèå Tλκ(1)Tνµ(1) � ýòî îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ
xα(1) íà ïîäìîäóëü ðàíãà 8, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè vλ, vν, vµ, vκ, v−κ, v−µ,
v−ν, v−λ, ïîòîìó ÷òî ýòîò êîðíåâîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì øåñòè
ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé, ðîâíî äâå èç êîòîðûõ äåéñòâóþò â âûáðàííîì
ïîäìîäóëå.

Âñå ýòè äåéñòâèÿ çàêîííû, ïîñêîëüêó ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âå-
ñàìè κ, λ, µ è ν íå ïðåâîñõîäÿò 2; ïîýòîìó âñå ïîëó÷àþùèåñÿ â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè äåéñòâèòåëüíî áóäóò ñîîòâåòñòâî-
âàòü êîðîòêèì êîðíÿì.

Òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.8, ìû äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè
òîëüêî îäèí ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ çíàêîâ äåéñòâèÿ xα(1). Çäåñü ñíîâà âîç-
ìîæíû ðîâíî ÷åòûðå òàêèõ ñëó÷àÿ, òî åñòü îãðàíè÷åíèå xα(1) íà óêàçàííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò âèä Tλκ(±1)Tνµ(±1). Êàê è ïðå-
æäå, èõ ÷èñëî ñîêðàùàåòñÿ äî äâóõ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ xα(−1) âìåñòî xα(1),
è îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó ñ òî÷íîñòüþ äî
çàìåíû çíàêà â àðãóìåíòàõ äîïèñàííûõ òðàíñâåêöèé Tλκ(−ξζ)Tµκ(−ξζ2). Äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.

Ëåììà 2.22. Ïóñòü d(λ, µ) = 3. Òîãäà Zλµ(ξ, ζ) ∈ H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñíîâà èñïîëüçóåì âñå îáîçíà÷åíèÿ èç àíàëîãè÷íîé
ëåììû 2.9. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììû, çàìåíÿåì ýëå-
ìåíòàðíûå òðàíñâåêöèè íà ñèìïëåêòè÷åñêèå. Âû÷èñëåíèÿ óñëîæíÿþòñÿ, ïî-
ñêîëüêó òåïåðü â èãðó âñòóïàþò ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå äëèííûì êîðíÿì. Ïîñêîëüêó d(λ, µ) = 3, ìû áóäåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíÿòûìè ñîãëàøåíèÿìè, âìåñòî µ ïèñàòü −λ. Íàì, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 2.9, ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå âåñà ν = −λ + α è −ν = λ− α, ãäå
α � íåêîòîðûé êîðåíü.

Èòàê, ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî Zλ,−λ(ξ, ζ) = T−λ,λ(ζ)Tλ,−λ(ξ) ∈ H, ãäå
ζ ∈ R, ξ ∈ A. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îáðàòèìîñòü äâîéêè ïîçâîëÿåò íàì
çàìåíèòü ξ íà 2ξ è íàïèñàòü ïîñëå ýòîãî [Tλν(ξ), Tν,−λ(1)] âìåñòî Tλ,−λ(2ξ).
Òàêèì îáðàçîì,

Zλ,−λ(ξ, ζ) = T−λ,λ(ζ)[Tλν(ξ), Tν,−λ(1)]

= [[T−λ,λ(ζ), Tλν(ξ)]Tλν(ξ), [T−λ,λ(ζ), Tν,−λ(1)]Tν,−λ(1)]

= [T−λ,ν(ξζ)T−ν,ν(−εiεjξ
2ζ)Tλν(ξ), Tν,λ(−ζ)Tν,−ν(εiεjζ)Tν,−λ(1)].

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

g = Tν,λ(−ζ)Tν,−ν(εiεjζ)Tν,−λ(1)T−λ,ν(−ξζ)T−ν,ν(εiεjξ
2ζ)Tλν(−ξ) ∈ H.

Îáîçíà÷èì f = Tν,λ(−ζ)Tν,−ν(εiεjζ), òîãäà

g = fTν,−λ(1)T−λ,ν(−ξζ)T−ν,ν(εiεjξ
2ζ)Tλν(−ξ)Tν,−λ(−1)f−1

= fTν,−λ(1)T−λ,ν(−ξζ)T−ν,ν(εiεjξ
2ζ)Tν,−λ(−1)Tλ,−λ(2ξ)Tλν(−ξ)f−1

= fTν,−λ(1)T−λ,ν(−ξζ)Tλν(ξ
2ζ)Tλ,−λ(ξ

2ζ + 2ξ)

Tν,−λ(−1)T−ν,ν(εiεjξ
2ζ)Tλν(−ξ)f−1

= fTν,−λ(1)T−λ,ν(−ξζ)Tλ,−λ(−2ξ2ζ)Tν,−λ(−1)

Tλν(ξ
2ζ)Tλ,−λ(ξ

2ζ + 2ξ)T−ν,ν(εiεjξ
2ζ)Tλν(−ξ)f−1

= fZ−λ,ν(ξ
2ζ, 1)Tλν(ξ

2ζ)Tλ,−λ(−ξ2ζ + 2ξ)

T−ν,ν(εiεjξ
2ζ)Tλν(−ξ)f−1 = fh,
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ãäå
h = Z−λ,ν(ξ

2ζ, 1)Tλν(ξ
2ζ)Tλ,−λ(−ξ2ζ + 2ξ)T−ν,ν(εiεjξ

2ζ)Tλν(−ξ)

Çàìåòèì, ÷òî h ∈ H (ðàññòîÿíèå ìåæäó−λ è ν ðàâíî 1, ïîýòîìó Z−λ,ν(ξ
2ζ, 1) ∈

H). Êðîìå òîãî, f = Tνλ(−ζ)[Tνλ(εiεjζ), Tλ,−ν(1)]. Äàëåå, ìîæíî ðàñïèñàòü
Tνλ(. . . ): ïîñêîëüêó d(ν, λ) = 2, ìîæíî íàéòè âåñ τ òàêîé, ÷òî d(ν, τ) =

d(τ, λ) = 1. Òîãäà Tνλ(x) = [Tντ(x), Tτλ(1)]. Òàê ìû äîáèëèñü òîãî, ÷òî â
ðàçëîæåíèå f âõîäÿò òîëüêî òàêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè Tρσ(. . . ),
äëÿ êîòîðûõ ρ−σ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Òåïåðü ìû ñíîâà ïðèìåíèì òðþê ñ îãðà-
íè÷åíèåì âû÷èñëåíèé íà ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
ñîïðÿæåíèÿ ïðè ïîìîùè òàêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé, êîòîðûå âõî-
äÿò â f , ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ñîïðÿæåíèÿ ïðè ïîìîùè êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ, â
ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ âõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèé òðàíñâåêöèè. Òî åñòü åñëè â f

ìû çàìåíèì êàæäóþ òðàíñâåêöèþ Tρσ(x) íà êîðíåâîé ýëåìåíò xρ−σ(±x), òî
ðåçóëüòàò ñîïðÿæåíèÿ h ïðè ïîìîùè f íå èçìåíèòñÿ. Çíàê â òàêîì êîðíåâîì
ýëåìåíòå ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû â ðàçëîæåíèå åãî íà ñèìïëåêòè÷åñêèå
òðàíñâåêöèè âõîäèë ìíîæèòåëü Tρσ(x), à íå Tρσ(−x). Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì,
÷òî ïðîèçîéäåò ñ Tνλ(x). Ìû çàìåíèëè ýòó òðàíñâåêöèþ íà [Tντ(x), Tτλ(1)], à
ïîòîì íà [xν−τ(±x), xτ−λ(±1)]. Òåïåðü ìûñëåííî ðàñïèøåì êàæäûé èç ýòèõ
êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâåäåíèå øåñòè ñèìïëåêòè÷åñêèõ òðàíñâåêöèé è
ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò â ïîäìîäóëå, íàòÿíóòîì íà âåñîâûå âåêòîðà vν, vτ ,
vλ, vκ, v−ν , v−τ , v−λ, v−κ (çäåñü κ = λ+(ν−τ)). Ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, ÷òî áó-
äóò âëèÿòü äðóã íà äðóãà òîëüêî òå ñèìïëåêòè÷åñêèå òðàíñâåêöèè, äåéñòâèå
êîòîðûõ çàêëþ÷åíî â ýòîì ïîäìîäóëå, à îñòàëüíûå áóäóò êîììóòèðîâàòü ñ
íèìè è ìåæäó ñîáîé. Ðàññóæäåíèÿ çäåñü òî÷íî òàêèå æå, êàê è â äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ãäå ìû ïîñòîÿííî ïðèìåíÿëè ïîäîáíûé òðþê. Çíà÷èò,
Tνλ(x) åñòü êîììóòàòîð äâóõ êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü ëåæèò â E(E7, R).

Ê ñîæàëåíèþ, â f îñòàëàñü òðàíñâåêöèÿ Tλ,−ν(1), êîòîðàÿ íå ëåæèò â
E(E7, R). Íî èòîã íàøèõ âû÷èñëåíèé âêëþ÷àåò ñîïðÿæåíèå ïðè ïîìîùè f ,
ïîýòîìó çäåñü ñíîâà ìîæíî ïðèìåíèòü íàø òðþê. Òåïåðü íóæíî îãðàíè÷èòü-
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ñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîäìîäóëÿ W , íàòÿíóòîãî íà vλ, vν, v−λ è v−ν. Ðàññóæ-
äåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì, ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîïðÿæåíèå ïðè ïîìîùè
Tλ,−ν(. . . ) � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è ñîïðÿæåíèå ïðè ïîìîùè xλ−(−ν)(. . . ), åñëè
òî, ÷òî ìû ñîïðÿãàåì, äåéñòâóåò èñêëþ÷èòåëüíî âíóòðè ïîäìîäóëÿ W (à òàê
îíî è åñòü, ïîñêîëüêó ïðî âñå îñòàëüíûå ìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå
äëÿ g, ìû ýòî ïîêàçàëè).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñîïðÿæåíèå h ïðè ïîìîùè f ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîïðÿæåíèå ïðè ïîìîùè ýëåìåíòîâ E(E7, R). Ïîíÿòíî,
÷òî òàêîå ñîïðÿæåíèå íå âûâîäèò çà ïðåäåëû H, òî åñòü g = fh ∈ H, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.9. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.5
Îáîçíà÷èì

E = EE′7(56, R,A, B) = E(E7, R)E(56, R, A) Ep(56, R, B).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 âèäíî, ÷òî îñòàëîñü äîêàçàòü ëèøü âêëþ÷åíèå

Ep(56, R, B) ⊆ [E,E],

òî åñòü, ÷òî îáðàçóþùèå ãðóïïû Ep(56, R, B) ëåæàò â [E, E]. Âîçüìåì x =

Zλµ(ξ, ζ) = Tµλ(ζ)Tλµ(ξ), ãäå ξ ∈ B, ζ ∈ R. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî
x ∈ Ep(56, A)E(E7,R), òî åñòü x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

x =
∏

i

xiyix
−1
i , ãäå xi ∈ E(E7, R), yi ∈ E(56, B) ⊂ E(56, R, B).

Òîãäà x =
∏

i[xi, yi]yi, è äëÿ ëþáîãî i êîììóòàòîð [xi, yi] ëåæèò â [E, E].
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî E(56, B) ⊂ [E, E].

Âîçüìåì òðàíñâåêöèþ Tρσ(ξ) ∈ E(56, B), ñîîòâåòñòâóþùóþ êîðîòêîìó
êîðíþ (òî åñòü ρ 6= ±σ) è ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêîé êîðåíü α ∈ E7, ÷òîáû
ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü êîììóòàöèîííóþ ôîðìóëó Øåâàëëå

Tρσ(ξ) = [Tρ,ρ−α(1), Tρ−α,σ(ξ)],
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à ïîòîì ïîïûòàòüñÿ çàìåíèòü Tρ,ρ−α(1) íà xα(±1), ÷òîáû ïîëó÷èòü

Tρσ(ξ) = [xα(±1), Tρ−α,σ(ξ)] ∈ [E(E7, R), E(56, B)] ⊂ [E, E].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü êîììóòàöèîííóþ ôîðìóëó Øåâàëëå â òàêîì âè-
äå, íåîáõîäèìî −ρ 6= ρ− α (ýòî àâòîìàòè÷åñêè òàê, ïîñêîëüêó ìåæäó ïðîòè-
âîïîëîæíûìè âåñàìè âñåãäà ðàññòîÿíèå 3, à α � êîðåíü), ρ 6= ±σ (ýòîãî ìû
ïîòðåáîâàëè ñ ñàìîãî íà÷àëà), ρ− α 6= ±σ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòàë âîçìîæíûì âòîðîé øàã, çàìåíà Tρ,ρ−α(1) íà xα(1),
íåîáõîäèìî ëèøü, ÷òîáû îñòàëüíûå òðàíñâåêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðàçëîæå-
íèè xα(±1), íå ïîâëèÿëè íà êîììóòèðîâàíèå ñ Tρ−α,σ(ξ), òî åñòü ÷òîáû σ−α

íå ÿâëÿëîñü âåñîì.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ = λ1 � ñòàðøèé âåñ, à ïîòîì ïåðåíåñòè ïîñòðîå-

íèå íà ëþáóþ äðóãóþ ñèòóàöèþ äåéñòâèåì ãðóïïû Âåéëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ρ 6= σ−α7; òîãäà âîçüìåì â êà÷åñòâå α òàêîé îòðèöàòåëüíûé ïðîñòîé êîðåíü,
÷òîáû ρ − α ÿâëÿëîñü âåñîì (ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ρ �
íå ñòàðøèé âåñ). Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ρ − α 6= ±σ è σ − α âåñîì íå ÿâëÿåò-
ñÿ, òî åñòü âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû. Åñëè æå ρ = σ − α7, âîçüìåì α = α6, è
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñíîâà òðèâèàëüíî ïðîâåðÿþòñÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òðàíñâåêöèþ Tρ,−ρ(ξ), ñîîòâåòñòâóþùóþ äëèííîìó
êîðíþ (ξ ∈ B). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåñ σ òàêîé, ÷òî σ − (−ρ) = α ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì. Òîãäà Tρ,−ρ(ξ) = [Tρσ(ξ), Tσ,−ρ(2

−1)] = [Tρσ(ξ), xα(±2−1)] ∈
[E(56, B), E(E7, R)] ⊂ [E, E], ÷òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü àíàëîãè÷íûìè ðàññóæ-
äåíèÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
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Ãëàâà 3
Íàäãðóïïû F4 â E6

3.1. Ãðóïïà Øåâàëëå òèïà F4

Â ýòîì ðàçäåëå, åñëè íå óêàçàíî îáðàòíîå, Φ = F4, Φl � ìíîæåñòâî
äëèííûõ, Φs � ìíîæåñòâî êîðîòêèõ êîðíåé Φ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó
êîðíåé F4 êàê ïðîåêöèþ ñèñòåìû êîðíåé E6 íà ÷åòûðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè 00000

1 , 00100
0 , 01010

0 , 10001
0 . Ïðè ýòîì äëèííûå

êîðíè F4 � ýòî â òî÷íîñòè êîðíè E6, ëåæàùèå â ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Òàêîé
êîðåíü îáÿçàòåëüíî èìååò âèä abcba

d
∈ E6, è ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû F4 ÿâëÿ-

åòñÿ êîðíåì dα1 + cα2 + 2bα3 + 2aα4 ∈ Φl (αi, 1 ≤ i ≤ 4 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà êîðíåé F4). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Φl ⊂ E6 (çàìåòèì,
÷òî ìíîæåñòâî Φl ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé òèïà D4). Êîðîòêèé æå êîðåíü
F4 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé äâóõ êîðíåé E6 íà íàøå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî:
êîðíè abcb′a′

d
è a′b′cba

d
ïðîåêòèðóþòñÿ â êîðåíü

dα1 + cα2 + (b + b′)α3 + (a + a′)α4 ∈ Φs.

×åðåç βi, 1 ≤ i ≤ 6 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòûå êîðíè ñèñòåìû êîðíåé
E6; íàïîìíèì, ÷òî íàøà íóìåðàöèÿ ïðîñòûõ êîðíåé ñëåäóåò [2]. Ðàññìîòðèì
âíåøíèé àâòîìîðôèçì α 7→ α ïîðÿäêà 2 ñèñòåìû E6, ïåðåñòàâëÿþùèé β1 ñ
β6, β3 ñ β5 è îñòàâëÿþùèé β2 è β4 íà ìåñòå. Îäíîýëåìåíòíûå îðáèòû ýòîãî
àâòîìîðôèçìà ñîñòîÿò â òî÷íîñòè èç äëèííûõ êîðíåé F4, à äâóõýëåìåíòíûå
ñîäåðæàò ïàðû êîðíåé, ïðîåêòèðóþùèõñÿ â êîðîòêèå êîðíè F4. Çàìåòèì, ÷òî
êîðíè β 6= β äâóõýëåìåíòíîé îðáèòû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è îáðàçóþò
óãëû π/4 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîðîòêèì êîðíåì (β + β)/2 ∈ Φs. Ìû áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ìíîæåñòâî îðáèò ñ ìíîæåñòâîì êîðíåé F4.
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Ðèñ. 5: (E6, $1) ↓ F4: êîðíè

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç xβ(ξ) ýëåìåíòàðíûå êîðíåâûå ýëåìåíòû ãðóïïû
G(E6, R), à ÷åðåç Xβ(ξ) � ýëåìåíòàðíûå êîðíåâûå ýëåìåíòû ãðóïïû G(F4, R).
Ïðè ýòîì ýëåìåíòû Xβ(ξ) ìîãóò èìåòü âèä xβ(ξ) äëÿ β = β (äëèííûå êîðíå-
âûå ýëåìåíòû) èëè âèä xβ(ξ)xβ(±ξ) äëÿ β 6= β (êîðîòêèå êîðíåâûå ýëåìåí-
òû). Íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíîå çíàíèå çíàêîâ â êîðîòêèõ êîðíåâûõ ýëåìåíòàõ,
ïîýòîìó ïðèâåäåì èõ:

X0001(ξ) = x10000
0

(ξ)x00001
0

(ξ), X0010(ξ) = x01000
0

(ξ)x00010
0

(ξ),

X0011(ξ) = x11000
0

(ξ)x00011
0

(−ξ), X0110(ξ) = x01100
0

(ξ)x00110
0

(−ξ),

X1110(ξ) = x01100
1

(ξ)x00110
1

(−ξ), X0111(ξ) = x11100
0

(ξ)x00111
0

(ξ),

X1111(ξ) = x11100
1

(ξ)x00111
1

(ξ), X0121(ξ) = x11110
0

(ξ)x01111
0

(−ξ),

X1121(ξ) = x11110
1

(ξ)x01111
1

(−ξ), X1221(ξ) = x11210
1

(ξ)x01211
1

(−ξ),

X1231(ξ) = x12210
1

(ξ)x01221
1

(−ξ), X1232(ξ) = x12211
1

(ξ)x11221
1

(ξ).

Ìàêñèìàëüíûé ðàñùåïèìûé òîð T (F4, R) ãðóïïû G(F4, R) ïîðîæäàåòñÿ
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè

H1000(ε) = h00000
1

(ε), H0100(ε) = h00100
0

(ε),

H0010(ε) = h01000
0

(ε)h00010
0

(ε), H0001(ε) = h10000
0

(ε)h00001
0

(ε).

Ïðè îãðàíè÷åíèè ïðåäñòàâëåíèÿ π ñ G(E6, R) íà G(F4, R) ïîëó÷àåì 27-
ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, äèàãðàììà êîòîðîãî ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 5. Çäåñü
ìåòêè íà ðåáðàõ ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè ïðîñòûõ êîðíåé F4.
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Ðèñ. 6: (E6, $1): íååñòåñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ âåñîâ

Íóìåðàöèÿ âåñîâ, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 6, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
âñåõ âû÷èñëåíèé ýòîé ãëàâû. Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ îíà (è äàæå åå ïîëîæèòåëü-
íàÿ ÷àñòü) íå ñîãëàñîâàíà íè ñ îäíîé èç òðåõ íóìåðàöèé, ïðèâåäåííûõ â [9].
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåñ, çàíóìåðîâàííûé íà ýòîé äèàãðàììå öåëûì ÷èñëîì
i, ÷åðåç λi èëè (åñëè ýòî íå âûçûâàåò äâóñìûñëåííîñòåé) ïðîñòî i. Çàìåòèì,
÷òî â îãðàíè÷åíèè íà F4 âåñà 13, 14, 15 ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè.

Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå (E6, $1) ↓ F4 ïðèâîäèìî è ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé 26-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà êîðîòêèõ êîðíÿõ è òðèâèàëüíîãî 1-
ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ îãðàíè÷åíèå (E6, $1) ↓
D4. Äëÿ åãî âèçóàëèçàöèè äîñòàòî÷íî âû÷åðêíóòü â äèàãðàììå (E6, $1) ðåáðà,
ïîìå÷åííûå 1 è 6. Ïðè ñîâìåùåíèè îãðàíè÷åíèé íà F4 è íà D4 ìû ïîëó÷àåì
îãðàíè÷åíèå íà B3, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû (E6, $1) ↓ F4 âûðå-
çàíèåì âñåõ ðåáåð, ïîìå÷åííûõ 4. Êàê âèäíî, ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ
ñóììà òðåõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, îòâå÷àþùèõ âåñàì λ1 = ω, λ−1 = −ω,
λ13, è òðåõ âîñüìèìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé (îäíî èç íèõ ïðèâîäèìî è ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñåìèìåðíîãî è îäíîìåðíîãî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B, Γ, ∆

ìíîæåñòâà âåñîâ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé:

B = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10},
Γ = {6, 11, 12, 14, 15,−12,−11,−6},
∆ = {−10,−9,−8,−7,−5,−4,−3,−2}.

Êàê îòìå÷åíî âûøå (ñì. 1.7), G(E6, R) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ïðåîáðàçî-
âàíèé ñâîáîäíîãî ïðàâîãî ìîäóëÿ R27, ñîõðàíÿþùèõ íåêîòîðóþ òðèëèíåé-
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íóþ ôîðìó T . Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü G(F4, R) < G(E6, R) êàê ãðóïïó ïðåîá-
ðàçîâàíèé èç G(E6, R), ñòàáèëèçèðóþùèõ íåêîòîðûé âûäåëåííûé âåêòîð u,
äëÿ êîòîðîãî Q(u) 6= 0. Ðàâíîñèëüíî, G(F4, R) � ýòî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
èç G(E6, R), ñîõðàíÿþùèõ áèëèíåéíóþ ôîðìó B(x, y), îïðåäåëåííóþ ðàâåí-
ñòâîì B(x, y) = T (u, x, y). Â êà÷åñòâå âûäåëåííîãî âåêòîðà ìû áóäåì áðàòü
u = v13 − v14 + v15, òîãäà Q(u) = −1, à áèëèíåéíàÿ ôîðìà ïðèîáðåòåò âèä

B(x, y) =
12∑
i=1

(−1)i+1(xiy−i + x−iyi)

+x13y14 + x14y13 + x14y15 + x15y14 − x13y15 − x15y13.

Ïóñòü F � ìàòðèöà Ãðàìà áèëèíåéíîé ôîðìû B. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
ìàòðèöà g = (gij) ∈ G(E6, R) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæèò
G(F4, R), êîãäà gFgT = F (çäåñü è äàëåå ÷åðåç gT ìû îáîçíà÷àåì ìàòðè-
öó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê g). Òàêèì îáðàçîì, G(F4,−) ÿâëÿåòñÿ ïîäñõåìîé
â G(E6,−); ìàòðèöà g ∈ G(E6, R) ëåæèò â G(F4, R) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà (FgT )ij = (g−1F )ij äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . ,−1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
i, j = 1, . . . , 12,−12, . . . ,−1 ýòè óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â g′ij = εiεjg−j,−i.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ãðóïïà ïîäîáèé áèëèíåéíîé ôîðìû B, òî åñòü
ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé g ∈ G(E6, R), äëÿ êîòîðûõ B(gx, gy) = λ(g)B(x, y)

äëÿ íåêîòîðîãî λ(g) ∈ R∗. Â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ãðàìà ýòî óñëîâèå îçíà÷à-
åò, ÷òî gFgT = λ(g)F . Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ãðóïïó G(F4, R). Ïóñòü
g ∈ G(F4, R). Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R27 èìååì

T (u, x, y) = B(x, y) = λ(g)−1B(gx, gy)

= λ(g)−1T (u, gx, gy) = λ(g)−1T (g−1u, x, y), (4)

îòêóäà T (λ(g)u− g−1u, x, y) = 0. Çíà÷èò, g−1u = λ(g)u, òî åñòü g ïåðåâîäèò â
ñåáÿ îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 〈u〉. Îáðàòíîå òîæå âåðíî; òàêèì îáðàçîì,
íà G(F4, R) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ãðóïïó ìàòðèö èç G(E6, R), ñòàáèëèçè-
ðóþùèõ 〈u〉.

Ëåììà 3.1. Åñëè gu = ku äëÿ íåêîòîðûõ g ∈ G(E6, R), k ∈ R, òî k3 = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

−1 = Q(u) = Q(gu) = Q(ku) = k3Q(u) = −k3.

Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè R íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ êóáè÷åñêèõ êîðíåé
èç 1, òî G(F4, R) = G(F4, R). Åñëè æå λ ∈ R è λ3 = 1, òî ìàòðèöà λI27 ëåæèò
â öåíòðå G(E6, R) è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì G(F4, R); êðîìå òîãî, Cent(G(E6, R))

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òàêèõ ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,
÷òî

G(F4, R) = G(F4, R) Cent(G(E6, R)). (5)

Ñîäåðæàùóþñÿ â G(F4, R) äèàãîíàëüíóþ ïîäãðóïïó ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç T (F4, R). Ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëèçóåò E(F4, R), ïîýòîìó ìû ìîæåì
ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå

E(F4, R) = E(F4, R)T (F4, R) = E(F4, R) Cent(G(E6, R)).

3.2. Ýëåìåíòàðíûå ïîäãðóïïû è ëîêàëèçàöèÿ
Â ýòîì ðàçäåëå Φ = E6 èëè F4.
Ïóñòü A E R � èäåàë â R. Íàïîìíèì, ÷òî ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç E(Φ, A)

ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè óðîâíÿ A:

E(Φ, A) = 〈xα(ξ), α ∈ Φ, ξ ∈ A〉.

Â ñëó÷àå A = R ýòî (àáñîëþòíàÿ) ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà. Îòíîñèòåëüíûå
ýëåìåíòàðíûå ãðóïïû E(Φ, R,A) îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

E(Φ, R,A) = E(Φ, A)E(Φ,R).

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ðåäóêöèè ρΦ
A : G(Φ, R) → G(Φ, R/A), ÿâëÿ-

þùèéñÿ îãðàíè÷åíèåì î÷åâèäíîãî ãîìîìîðôèçìà GL(27, R) → GL(27, R/A)

íà ãðóïïó G(Φ, R) ≤ GL(27, R). Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(Φ, R, A) ÿäðî ýòîãî ãî-
ìîìîðôèçìà, à ÷åðåç C(Φ, R, A) � ïðîîáðàç öåíòðà ãðóïïû G(Φ, R/A).
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Ðàâåíñòâà èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå ñòàíäàðòíûõ
êîììóòàöèîííûõ ôîðìóë.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü Φ = E6 èëè F4. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà A E R âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

[G(Φ, R), E(Φ, R, A)] = [E(Φ, R), C(Φ, R, A)] = E(Φ, R, A)

Â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà E(Φ, R,A) íîðìàëüíà â G(Φ, R).

Äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ ýòà ëåììà áûëà äîêà-
çàíà Òàääåè [78] è Âàñåðøòåéíîì [81]. Â ðàáîòàõ [82], [33], [46]. ìîæíî íàéòè
äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà è äàëüíåéøèå ññûëêè.

Ïóñòü S � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà â êîëüöå R, òî åñòü ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ R, ñîäåðæàùåå 1 è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç S−1R ëîêàëèçàöèþ êîëüöà R îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S è
÷åðåç FS : R → S−1R � êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Íàèáîëåå âàæíûìè äëÿ
íàñ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

• Ëîêàëèçàöèÿ â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå: S = R \M , ãäå M ∈ Max(R) �
ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì (R\M)−1R =

RM , è FM âìåñòî FS. Êîëüöî RM ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñ ìàêñèìàëüíûì
èäåàëîì RMFM(M).

• Ãëàâíàÿ ëîêàëèçàöèÿ: S = 〈s〉 = {1, s, s2, . . . } � íàèìåíüøàÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíò s ∈ R. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
〈s〉−1R ÷åðåç Rs, FS ÷åðåç Fs.

Ïóñòü X � àôôèííàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà íàä Z. Ãîìîìîðôèçì X(FS) :

X(R) → X(S−1R), èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçìîì ëîêàëèçàöèè, ìû òàê-
æå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç FS. Çàìåòèì, ÷òî åñëè X = G(E6, R), G(F4, R),
G(F4, R), òî ýëåìåíòàðíûå êîðíåâûå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò â ýëåìåíòàðíûå êîð-
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íåâûå ýëåìåíòû: FS(xα(ξ)) = xα(FS(ξ)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

FS(E(E6, R)) ≤ E(E6, S
−1R),

FS(E(F4, R)) ≤ E(F4, S
−1R).

Òàê êàê ïðè ãîìîìîðôèçìå FS òîðû ïåðåõîäÿò â òîðû, òî FS(E(F4, R)) ≤
E(F4, S

−1R). Òàêèì îáðàçîì, E(E6,−), E(F4,−), E(F4,−) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ôóíêòîðàìè èç êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö â êàòåãîðèþ ãðóïï, îäíàêî
ýòè ôóíêòîðû íå ïðåäñòàâèìû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå ýòè ôóíêòîðû êîììóòèðóþò ñ èíäóêòèâíûìè
ïðåäåëàìè. Òî÷íåå, åñëè Ri, i ∈ I � èíäóêòèâíàÿ ñèñòåìà êîëåö, à X � îäèí
èç ôóíêòîðîâ G(E6,−), G(F4,−), G(F4,−), E(E6,−), E(F4,−), E(F4,−), òî
X( lim−→Ri) = lim−→X(Ri).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Ri � èíäóêòèâíàÿ ñèñòåìà âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ ïîäêîëåö â R ïî îòíîøåíèþ ê âëîæåíèþ, òî X(R) = lim−→X(Ri), ÷òî
ïîçâîëÿåò íàì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íåòåðîâûõ êîëåö.

Êðîìå òîãî, åñëè S � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà, ìû ìîæåì ðàññìîò-
ðåòü ñèñòåìó êîëåö Rs, s ∈ S, êàê èíäóêòèâíóþ ñèñòåìó êîëåö ïî îòíî-
øåíèþ ê êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìàì ëîêàëèçàöèè Ft : Rs → Rst. Òî-
ãäà X(S−1R) = lim−→X(Rs). Ýòî ïîçâîëèò íàì ñâîäèòü ðàññìîòðåíèå ïðî-
èçâîëüíûõ ëîêàëèçàöèé (â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçàöèè â ìàêñèìàëüíîì èäåà-
ëå) ê ãëàâíûì ëîêàëèçàöèÿì. Ëîêàëèçàöèè â ìàêñèìàëüíûõ èäåàëàõ ïðèâî-
äÿò íàñ ê ëîêàëüíûì êîëüöàì. Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [27]),
äëÿ ëîêàëüíûõ (è äàæå äëÿ ïîëóëîêàëüíûõ) êîëåö G(E6, R) = E(E6, R),
G(F4, R) = E(F4, R), à ïîýòîìó è G(F4, R) = E(F4, R).

3.3. Èçó÷åíèå óðàâíåíèé â G(E6, R)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñîáðàíû òåõíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìàò-
ðèö èç G(E6, R). Èõ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò ÿâíûé âèä òðèëèíåéíîé ôîð-
ìû T , êóáè÷åñêîé ôîðìû Q è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ fλ, λ ∈ Λ. Â íàøåé
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íóìåðàöèè âåñîâ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà Q âûãëÿäèò òàê:

Q(x) =x1x13x−1 − x1x−10x−2 + x1x−9x−3 − x1x−8x−4 + x1x−5x−7

− x2x10x−1 + x2x14x−2 − x2x−12x−3 + x2x−11x−4 − x2x−6x−7

+ x3x9x−1 − x3x12x−2 + x3x15x−3 − x3x−11x−5 + x3x−8x−6

− x4x8x−1 + x4x11x−2 − x4x15x−4 + x4x−12x−5 − x4x−9x−6

+ x7x5x−1 − x7x6x−2 + x7x15x−7 − x7x−12x−8 + x7x−9x−11

− x5x11x−3 + x5x12x−4 − x5x14x−5 + x5x−10x−6 + x8x6x−3

− x8x12x−7 + x8x14x−8 − x8x−10x−11 − x6x9x−4 + x6x10x−5

− x6x13x−6 + x9x11x−7 − x9x14x−9 + x9x−10x−12 − x11x10x−8

+ x11x13x−11 + x10x12x−9 − x10x15x−10 − x12x13x−12 + x13x14x15.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ òðèëèíåéíàÿ ôîðìà T ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïîëÿðèçàöè-
åé. Âîñïðîèçâåäåì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê è ÿâíûé âèä ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ýòîé ôîðìû â òîé æå íóìåðàöèè:

f1(x) = x13x−1 − x−10x−2 + x−9x−3 − x−8x−4 + x−7x−5

f2(x) = −x10x−1 + x14x−2 − x−12x−3 + x−11x−4 − x−6x−7

f3(x) = x9x−1 − x12x−2 + x15x−3 − x−11x−5 + x−8x−6

f4(x) = −x8x−1 + x11x−2 − x15x−4 + x−12x−5 − x−9x−6

f5(x) = x7x−1 − x11x−3 + x12x−4 − x14x−5 + x−10x−6

f6(x) = −x7x−2 + x8x−3 − x9x−4 + x10x−5 − x13x−6

f7(x) = x5x−1 − x6x−2 + x15x−7 − x−12x−8 + x−9x−11

f8(x) = −x4x−1 + x6x−3 − x12x−7 + x14x−8 − x−10x−11

f9(x) = x3x−1 − x6x−4 + x11x−7 − x14x−9 + x−10x−12

f10(x) = −x2x−1 + x6x−5 − x11x−8 + x12x−9 − x15x−10

f11(x) = x4x−2 − x5x−3 + x9x−7 − x10x−8 + x13x−11

f12(x) = −x3x−2 + x5x−4 − x8x−7 + x10x−9 − x13x−12

f13(x) = x1x−1 − x6x−6 + x11x−11 − x12x−12 + x14x15
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f14(x) = x2x−2 − x5x−5 + x8x−8 − x9x−9 + x13x15

f15(x) = x3x−3 − x4x−4 + x7x−7 − x10x−10 + x13x14

f−12(x) = −x2x−3 + x4x−5 − x7x−8 + x9x−10 − x12x13

f−11(x) = x2x−4 − x3x−5 + x7x−9 − x8x−10 + x11x13

f−10(x) = −x1x−2 + x5x−6 − x8x−11 + x9x−12 − x10x15

f−9(x) = x1x−3 − x4x−6 + x7x−11 − x9x14 + x10x12

f−8(x) = −x1x−4 + x3x−6 − x7x−12 + x8x14 − x10x11

f−7(x) = x1x−5 − x2x−6 + x7x15 − x8x12 + x9x11

f−6(x) = −x2x−7 + x3x−8 − x4x−9 + x5x−10 − x6x13

f−5(x) = x1x−7 − x3x−11 + x4x−12 − x5x14 + x6x10

f−4(x) = −x1x−8 + x2x−11 − x4x15 + x5x12 − x6x9

f−3(x) = x1x−9 − x2x−12 + x3x15 − x5x11 + x6x8

f−2(x) = −x1x−10 + x2x14 − x3x12 + x4x11 − x6x7

f−1(x) = x1x13 − x2x10 + x3x9 − x4x8 + x5x7

Ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö v ìàòðèöû èç
G(E6, R) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò êâàäðàòè÷-
íûì óðàâíåíèÿì fλ(v) = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ Λ.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü v ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì ìàòðèöû G(E6, R), ïðè÷åì ñòðî-
êà (v2, . . . , v−1) óíèìîäóëÿðíà. Åñëè vj = 0 äëÿ j = 6, 11, 12, 13,−12, . . . ,−1

è v14 + v15 = 0, òî v14 = v15 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ξ = v15 = −v14. Ïîñêîëüêó V � ñòîëáåö ìàò-
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ðèöû èç G(E6, R), òî fλ(v) = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ Λ. Â ÷àñòíîñòè,

0 = f−2(v) = v2v14 = −ξv2,

0 = f−3(v) = v3v15 = ξv3,

0 = f−4(v) = −v4v15 = −ξv4,

0 = f−5(v) = −v5v14 = ξv5,

0 = f−7(v) = v7v15 = ξv7,

0 = f−8(v) = v8v14 = −ξv8,

0 = f−9(v) = −v9v14 = ξv9,

0 = f−10(v) = −v10v15 = −ξv10,

0 = f13(v) = v14v15 = ξv14.

Íî ïî óñëîâèþ ñòðîêà (v2, v3, v4, v5, v7, v8, v9, v10, v14) óíèìîäóëÿðíà, çíà÷èò,
ξ = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.4. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû
Ðàçîáüåì âñå âåñà èç Λ íà òðè ìíîæåñòâà: {λ1}, B∪Γ è {λ13, λ−1} ∪ ∆

(ýòî ðàçáèåíèå ñîîòâåòñòâóåò âûðåçàíèþ èç âåñîâîé äèàãðàììû E6 âñåõ ðåáåð,
ïîìå÷åííûõ 1). Åñëè gλ1 = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ B∪Γ è ýëåìåíò g11 îáðàòèì, òî èç
óðàâíåíèé íà ïåðâûé ñòîëáåö ñëåäóåò, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñòîëáöîì
åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Èíûìè ñëîâàìè, òîãäà g ëåæèò â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïå G(E6, R) è ïî îòíîøåíèþ ê ïðèâåäåííîìó ðàçáèåíèþ âåñîâ ìàòðèöà
g èìååò ñëåäóþùóþ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó:

g =



∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗




Äèàãîíàëüíûå áëîêè çäåñü èìåþò ðàçìåðû 1, 16, 10 ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ýòó ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ÷åðåç P1(R). Åå óíèïîòåíòíûé
ðàäèêàë U1(R) âûãëÿäèò òàê:




1 A ∗
0 I16 ∗
0 0 I10



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Ãðóïïà U1(R) àáåëåâà è èçîìîðôíà (êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà) R16: ìû
ìîæåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàòü ñòðîêó A äëèíû 16, ñîñòîÿùóþ èç
ýëåìåíòîâ êîëüöà R è åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîñòðîèòü ïî íåé ìàòðèöó èç
óíèïîòåíòíîãî ðàäèêàëà U1(R). Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü ÿâíî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Σ1 ìíîæåñòâî òàêèõ êîðíåé α ∈ E6, ÷òî λ1 − α ∈ Λ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
âû÷èòàíèè âñåõ òàêèõ α èç λ1 ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè øåñòíàäöàòü âåñîâ èç
B∪Γ, òî åñòü

Σ1 = {λ1 − λ | λ ∈ B∪Γ} = {1∗∗∗∗∗ ∈ E6}.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå øåñòíàäöàòü ýëåìåíòîâ ξα ∈ R, α ∈ Σ1 è ðàññìîòðèì
ìàòðèöó ∏

α∈Σ1

xα(ξα) ∈ G(E6, R).

Ïîðÿäîê, â êîòîðîì çäåñü ïåðåìíîæàþòñÿ êîðíåâûå ýëåìåíòû, íå âàæåí: âñå
îíè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà ëåæèò
â U1(R) è íà ïåðåñå÷åíèè åå ïåðâîé ñòðîêè ñî ñòîëáöîì, ïîìå÷åííûì vλ,
λ ∈ B∪Γ, íàõîäèòñÿ ýëåìåíò ±ξλ1−λ (çíàê çäåñü íà ñàìîì äåëå ðàâåí çíàêó
ñòðóêòóðíîé êîíñòàíòû cλ,λ1−λ). Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ìàòðèöà èç U1(R) åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà P6(R)

è åå óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë U6(R). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Λ íà
òðè ìíîæåñòâà {λ1, λ13} ∪ B, Γ ∪∆ è {λ−1}, ñîîòâåòñòâóþùåå âûðåçàíèþ èç
âåñîâîé äèàãðàììû E6 âñåõ ðåáåð, ïîìå÷åííûõ 6. Ìàòðèöû èç P6(R) è U6(R)

èìåþò ñëåäóþùóþ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàçáèåíèÿ:


∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗


 ∈ P6(R),




I10 ∗ ∗
0 I16 ∗
0 0 1


 ∈ U6(R).

Ãðóïïà U6(R) àáåëåâà è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì øåñòíàäöàòè ïîïàðíî
êîììóòèðóþùèõ êîðíåâûõ ïîäãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Σ6 = {α ∈ E6 | λ−1 + α ∈ Λ} = {∗∗∗∗1∗ ∈ E6}
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Òîãäà λ−1 +α ∈ Γ∪∆ äëÿ α ∈ Σ6. Ìû ìîæåì âûáðàòü ïðîèçâîëüíûå ξα ∈ R,
α ∈ Σ6 è ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå

∏

α∈Σ6

xα(ξα) ∈ G(E6, R).

Îíî ëåæèò â U6(R) è ëþáàÿ ìàòðèöà èç U6(R) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå.
Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ïåðåñå÷åíèå P1(R)∩ P6(R). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

ðàçáèòü Λ íà øåñòü ìíîæåñòâ âåñîâ:

Λ = {λ1} ∪ B∪Γ ∪ {λ13} ∪∆ ∪ {λ−1}.

Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèö èç ïåðåñå÷åíèÿ P1(R)∩P6(R) è åãî óíèïîòåíòíîãî
ðàäèêàëà òàêîâà:




∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0 ∗



∈ P1(R) ∩ P6(R),




1 0 ∗ 0 ∗ ∗
0 I8 0 0 ∗ ∗
0 0 I8 0 0 ∗
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 I8 0
0 0 0 0 0 1



∈ U1(R) ∩ U6(R),

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ16 ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ Σ1 ∩ Σ6, à ÷åðåç Ψ1 è Ψ6 � äî-
ïîëíåíèÿ Ψ16 äî Σ1 è Σ6 ñîîòâåòñòâåííî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Ψ1 = {λ1 − λ | λ ∈ B} = {1∗∗∗0∗ ∈ E6},
Ψ6 = {λ− λ−1 | λ ∈ ∆} = {0∗∗∗1∗ ∈ E6},

Ψ16 = {λ1 − λ | λ ∈ Γ} = {λ− λ−1 | λ ∈ Γ} = {1∗∗∗1∗ ∈ E6}.

Ìàòðèöà èç U1(R)∩U6(R) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ∏

α∈Ψ16

xα(ξα) ∈ G(E6, R),

ãäå ξα ∈ R äëÿ α ∈ Ψ16.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü g ∈ G(E6, R) òàêîâà, ÷òî g11 = 1 è gλ1 = 0 äëÿ λ ∈
(B∪Γ) \ {λ15}. Òîãäà gλ1 = 0 äëÿ âñåõ λ /∈ {λ1, λ15}.



� 70 �

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì g15,1 ÷åðåç ξ è ðàññìîòðèì ìàòðèöó

h = x−11221
1

(ξ)g.

Çàìåòèì, ÷òî h15,1 = g15,1 − ξg11 = 0. Êðîìå òîãî, hλ,1 = gλ,1 äëÿ âñåõ λ ∈
B∪Γ\{λ15}, ïîòîìó ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ λ ñóììà λ+11221

1 íå ÿâëÿåòñÿ âåñîì.
Íî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî hλ1 = 0 äëÿ âñåõ λ 6= λ1, òî åñòü h ∈ P1(R). Îòñþäà,
ïîñêîëüêó g = x−11221

1
(−ξ)h, âèäíî, ÷òî

gλ,1 = hλ,1 = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ Λ \ {λ1}, λ + 11221
1 /∈ Λ.

Åñëè æå λ, λ + 11221
1 ∈ Λ è λ 6= λ15, òî

gλ,1 = hλ,1 ± ξh
λ+11221

1
= hλ,1 = 0.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü g =
∏

γ∈Ψ16
xγ(ξγ) ∈ G(E6, R), ãäå ξγ ∈ R äëÿ âñåõ γ ∈

Ψ16. Ìàòðèöà g ëåæèò â G(F4, R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ12211
1

=

ξ11221
1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ξ12211
1

= ξ11221
1

= ξ, òî

x12211
1

(ξ12211
1

)x11221
1

(ξ11221
1

) = X1232(ξ),

à ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå êîðíè èç Ψ16 ëåæàò â Φl, ïîëó÷àåì g ∈ E(F4, R).
Îáðàòíî, ïîñêîëüêó

g1,13 = 0, g1,14 = −ξ12211
1

, g1,15 = −ξ11221
1

,

èìååì
(gu)1 = g1,13 − g1,14 + g1,15 = ξ12211

1
− ξ11221

1
.

Ïî óñëîâèþ gu = λu äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R∗, çíà÷èò,

ξ12211
1
− ξ11221

1
= (gu)1 = λu1 = 0.
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Ëåììà 3.6. Åñëè g ∈ P1(R) ∩G(F4, R), òî g ∈ P6(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, g11 ∈ R∗ è gλ,1 = 0 äëÿ λ 6= λ1. Âûáåðåì
λ ∈ ∆ ∪ {λ13}. Òîãäà

0 = B(v1, vλ) = B(gv1, gvλ) = g11g−1,λ,

ïîýòîìó g−1,λ = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ λ ∈ B∪∆ ∪ {λ1}
òàêæå èìååì g−1,λ = 0, ïîñêîëüêó g ∈ P1(R). Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà g

ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñëåäíåé ñòðîêå åäèíè÷íîé ìàòðèöû, òî åñòü, g ∈ P6(R).

3.5. Âû÷èñëåíèå íîðìàëèçàòîðà E(F4, R) â G(E6, R)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ àíà-
ëîãîì òåîðåìû A.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû C èìååì

NG(E(F4, R)) = NG(G(F4, R)) = TranG(E(F4, R), G(F4, R)) = G(F4, R).

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü G = G(E6, R), è äëÿ ïîäãðóïï E è F â ãðóïïå G

ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç TranG(E, F ) òðàíñïîðòåð E â F (ñì. Ââåäåíèå).
Ïðåäëîæåíèå 3.7, ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ïîêàçûâàåò, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëèçàòîðîì F4 â E6 íå òîëüêî â ñõåìíîì ñìûñëå, íî è ïîòî÷å÷íî: çíà÷åíèå
ýòîãî ôóíêòîðà íà ëþáîì êîëüöå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíî-ãðóïïîâûì íîðìàëè-
çàòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû. Çàìåòèì, ÷òî íàøå îïðåäåëåíèå G(F4, R)

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ðàñøèðåííîé ãðóïïû Øåâàëëå, äàííûì âïåðâûå â
[26] äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ ãðóïï, à ïîçäíåå â [35] è äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñëó-
÷àÿ îäíîñâÿçíûõ ãðóïï (ñì. òàêæå [5]). Î÷åâèäíî, ÷òî G(F4, R) � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà â G(F4, R).

Ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ G(F4, R) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñõåìîé íàä Z. Êàê
õîðîøî èçâåñòíî, ôóíêòîð òî÷åê àôôèííîé ñõåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ëîêàëüíûõ êîëüöàõ. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî ïðèíöèïà
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 3.8. Ïóñòü g ∈ G(E6, R), ïðè÷åì FM(g) ∈ G(F4, R) äëÿ âñåõ M ∈
Max(R). Òîãäà g ∈ G(F4, R).

Ëåììà 3.9. Ìàòðèöà g ∈ G(E6, R) ïðèíàäëåæèò G(F4, R) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

(FgT )ir(g
−1F )js = (g−1F )ir(FgT )js

äëÿ âñåõ i, j, r, s = 1, . . . ,−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � àôôèííàÿ ïîäñõåìà â G(E6,−) íàä Z, îïðå-
äåëåííàÿ ýòèìè óðàâíåíèÿìè. ßñíî, ÷òî G(F4, R) ⊂ X(R). Ïî ëåììå 3.8 îá-
ðàòíîå âêëþ÷åíèå äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü äëÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà R. Ïóñòü
M = R \ R∗ � ìàêñèìàëüíûé èäåàë R. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè
g ∈ X(R), òî íàéäóòñÿ i, r òàêèå, ÷òî (FgT )ir(g

−1F )ir ∈ R∗. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: ïóñòü (FgT )ir(g

−1F )ir ∈ M äëÿ âñåõ i, r. Òàê êàê ìàòðèöà FgT îá-
ðàòèìà, òî äëÿ ëþáîãî i íàéäåòñÿ òàêîå r, ÷òî (FgT )ir /∈ M . Òàê êàê ìàòðèöà
g−1F îáðàòèìà, òî äëÿ ëþáîãî j íàéäåòñÿ òàêîå s, ÷òî (g−1F )js /∈ M . Òîãäà
(FgT )ir(g

−1F )js ∈ R∗, íî ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ (g−1F )ir(FgT )js ∈ M ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî g ∈ X(R).

Òåïåðü çàôèêñèðóåì i, r òàêèå, ÷òî (FgT )ir(g
−1F )ir ∈ R∗. Ïîëîæèì

λ = (FgT )ir((g
−1F )ir)

−1 ∈ R∗.

Òîãäà óðàâíåíèÿ íà g ïðåâðàùàþòñÿ â (FgT )js = λ(g−1F )js. Íî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî FgT = λg−1F , òî åñòü gFgT = λF , îòêóäà g ∈ G(F4, R).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøèì óñèëåíèåì òåîðåìû Òàääåè [78].
Ñòðîãî ãîâîðÿ, â [78] äîêàçàíà íîðìàëüíîñòü E(Φ, R) ëèøü â ãðóïïå Øåâàëëå
G(Φ, R), íî ïîçäíåå (ñì., íàïðèìåð, [11], [12]) áûëî çàìå÷åíî, ÷òî G(Φ, R)

ìîæíî çàìåíèòü íà G(Φ, R). Âïðî÷åì, â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå Φ = F4

ýòîò ôàêò î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåìû Òàääåè, ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ (1).
Ñì. òàêæå îáñóæäåíèå ëåììû 1.2.
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Ëåììà 3.10. Ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà E(F4, R) íîðìàëüíà â G(F4, R) äëÿ
ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.7. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç G ìû îáîçíà-
÷àåì ãðóïïó G(E6, R). Î÷åâèäíî, ÷òî G(F4, R) ≤ NG(G(F4, R)) � ýòî ñðàçó
âûòåêàåò èç (1). Èç ëåììû 3.10 ñëåäóåò, ÷òî G(F4, R) ≤ NG(E(F4, R)). Êðîìå
òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

NG(E(F4, R)), NG(G(F4, R)) ≤ TranG(E(F4, R), G(F4, R)).

Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå

TranG(E(F4, R), G(F4, R)) ≤ G(F4, R).

Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ìàòðèöó g ∈ TranG(E(F4, R), G(F4, R)). Äëÿ íåêîòî-
ðûõ α ∈ F4, ξ ∈ R ðàññìîòðèì ìàòðèöó h = g−1Xα(ξ)g. Ïîñêîëüêó h ∈
G(F4, R), èìååì hu = u, òî åñòü g−1Xα(ξ)gu = u. Îáîçíà÷èì gu = v =
∑

λ vλv
λ, òîãäà Xα(ξ)v = v. Ïîñêîëüêó Xα(ξ) = e+ξeα, ïîëó÷àåì, ÷òî eαv = 0

äëÿ âñåõ α ∈ F4. Èç ýòîãî íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè α ∈ Φl è λ ∈ Λ �
òàêîé âåñ, ÷òî λ + α ∈ Λ, òî vλ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ó âåêòîðà v ñòîèò 0

âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå 13, 14, 15 (äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïîçèöèé íåòðóäíî
ïîäîáðàòü íóæíûé êîðåíü α ∈ Φl). Ïîäñòàâèâ òåïåðü â êà÷åñòâå α êîðîòêèé
êîðåíü 0001 ∈ F4, ïîëó÷àåì v13 + v14 = 0, à ïîäñòàâèâ α = 0010 ∈ F4, ïîëó-
÷àåì v14 + v15 = 0. Çíà÷èò, v = ku äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ R è gu = ku, îòêóäà
ïî ëåììå 3.1 èìååì k3 = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ G(F4, R).

Ïðîñòîå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò óñèëèòü ðåçóëüòàò
ïðåäëîæåíèÿ 3.7 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 3.11. Ñëåäñòâèå Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.7 èìååì òàêæå

TranG(E(F4, R), G(F4, R)) = G(F4, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G(E6, R) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-
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÷åíèå [g, E(F4, R)] ≤ G(F4, R). Ïî ëåììå 3.10

[g, E(F4, R), E(F4, R)] ≤ E(F4, R).

Íî ãðóïïà E(F4, R) ñîâåðøåííà (ëåììà 1.4), ïîýòîìó èç ëåììû î òðåõ ïîä-
ãðóïïàõ âûòåêàåò, ÷òî g ∈ NG(E(F4, R)) = G(F4, R).

3.6. Îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû è íèæíèé óðîâåíü
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû. Ïóñòü R �

êîììóòàòèâíîå êîëüöî, A E R � èäåàë â íåì, Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà
êîðíåé. Òîãäà

E(Φ, R,A) = E(Φ, A)E(Φ,R).

Ëåììà 3.12. Äëÿ èäåàëà A E R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(E6, A)E(F4,R) = E(E6, R,A).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèòñÿ â ïðàâîé. Îáîçíà÷èì
ëåâóþ ÷àñòü ÷åðåç H. Ïî ëåììå 1.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè α ∈ E6,
ξ ∈ A, ζ ∈ R, òî zα(ξ, ζ) ∈ H. Äëÿ α ∈ Φl ýòî î÷åâèäíî; åñëè æå α íå
ÿâëÿåòñÿ äëèííûì êîðíåì F4, çíà÷èò, α è α 6= α ïðîåêòèðóþòñÿ â êîðåíü
β ∈ Φs. Ðàññìîòðèì â H ýëåìåíò X−β(ζ)xα(ξ) = x−α(±ζ)x−α(±ζ)xα(ξ). Ïîñêîëüêó
α îðòîãîíàëåí α, ýòîò ýëåìåíò ðàâåí x−α(±ζ)xα(ξ) = zα(ξ,±ζ), ÷òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.13. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ E(F4, R). Äëÿ
α ∈ E6 \Φl ïîëîæèì Iα = {ξ ∈ R | xα(ξ) ∈ H}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî β ∈ E6 \Φl

èìååì Iα = Iβ = I, ïðè÷åì I E R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Iα ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé
ïîäãðóïïîé â R. Âîçüìåì ñíà÷àëà α ∈ E6 \Φl è ξ ∈ Iα. Âîçüìåì òàêæå ëþáîå
ζ ∈ R è β ∈ E6 \Φl òàêîé, ÷òî ðàçíîñòü β − α ëåæèò â Φl. Òîãäà

xβ(±ξζ) = [xα(ξ), xβ−α(ζ)] = [xα(ξ), Xβ−α(ζ)] ∈ H.
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Òàêèì îáðàçîì, IαR ⊂ Iβ. Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî âûáîðà çíàêîâ ýëåìåíò
xα(±ξ)xα(±ξ) ëåæèò â E(F4, R), îòêóäà Iα = Iα. Ðàçîáüåì âñå ïîëîæèòåëüíûå
êîðíè èç E6 \Φl íà òðè ìíîæåñòâà:

Θ1 : 10000
0 , 11110

0 , 11110
1 , 11210

1 , 00001
0 , 01111

0 , 01111
1 , 01211

1

Θ2 : 11000
0 , 11100

0 , 11100
1 , 12210

1 , 00011
0 , 00111

0 , 00111
1 , 01221

1

Θ3 : 01000
0 , 01100

0 , 01100
1 , 12211

1 , 00010
0 , 00110

0 , 00110
1 , 11221

1

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, â êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ ó ëþáûõ äâóõ êîðíåé èç
ïåðâîé ÷åòâåðêè ðàçíîñòü ëåæèò â Φl, à âòîðàÿ ÷åòâåðêà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
ïåðâîé ÷åòâåðêà ïîä äåéñòâèåì àâòîìîðôèçìà α 7→ α. Çíà÷èò, äëÿ êîðíåé
α â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Θi ìíîæåñòâà Iα ñîâïàäàþò è ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè.
Îáîçíà÷èì èäåàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì èç Θ1, Θ2, Θ3, ñîîòâåòñòâåííî,
I1, I2, I3. Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð

[x10000
0

(ξ), X0010(ζ)] = [x10000
0

(ξ), x01000
0

(±ζ)x00010
0

(±ζ)] = x11000
0

(±ξζ).

Ïîëó÷àåì, ÷òî I1R ⊂ I2. Ïðîâåäÿ åùå äâà àíàëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèÿ, ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî I1 = I2 = I3. Òàêèì îáðàçîì, èäåàëû Iα ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ α ∈ E6 \Φl. Òî÷íî òàêîå æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
èäåàëû Iα ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ α ∈ E6 \Φl. Îñòàëîñü çàìå-
òèòü, ÷òî ðàçíîñòü êîðíåé 10000

0 è −01111
0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç Φl, ïîýòîìó

ìîæíî ïðèìåíèòü òàêîå æå âû÷èñëåíèå, êàê â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû,
è ïîëó÷èòü ñîâïàäåíèå èäåàëîâ äëÿ âñåõ êîðíåé èç E6 \Φl.

Ñóììèðóÿ ëåììû 3.12 è 3.13, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.14. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ýëå-
ìåíòàðíóþ ãðóïïó E(F4, R). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàèáîëüøèé
èäåàë A E R òàêîé, ÷òî

EE(F4, R, A) = E(F4, R)E(E6, R, A) ≤ H.

Ïðè ýòîì, åñëè xα(ξ) ∈ H äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ E6 \F4, òî ξ ∈ A.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû ìåæäó E(F4, R) è G(E6, R)

ìû íàøëè òàê íàçûâàåìûé íèæíèé óðîâåíü. Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû C îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì óðîâíåì, òî åñòü,
÷òî EE(F4, R,A) íîðìàëüíà â H.

3.7. Íîðìàëèçàòîð ïðîìåæóòî÷íîé ïîäãðóïïû
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ðåäóêöèè ρE6

A : G(E6, R) → G(E6, R/A), èí-
äóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï, è
îáîçíà÷èì ÷åðåç CG(F4, R,A) ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû G(F4, R/A) îòíîñè-
òåëüíî ρE6

A .

Ïðåäëîæåíèå 3.15. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû C äëÿ ëþáîãî èäåàëà A E R èìå-
åì

NG(EE(F4, R, A)) = CG(F4, R, A).

Ëåììà 3.16. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, A E R � èäåàë. Òîãäà
ãðóïïà EE(F4, R, A) ñîâåðøåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.12 ñëåäóåò, ÷òî EE(F4, R, A) ïîðîæäàåòñÿ êàê
ãðóïïà âñåìè êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè xα(ζ), α ∈ F4, ζ ∈ R è êîðíåâûìè ýëå-
ìåíòàìè xα(ξ), α ∈ E6 \F4, ξ ∈ A. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ýòè îáðàçóþùèå ëåæàò â
êîììóòàíòå EE(F4, R, A). Äëÿ êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ F4 ýòî âûòåêàåò èç ñîâåð-
øåííîñòè àáñîëþòíîé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû (ëåììà 1.4). Òåïåðü ðàññìîòðèì
xα(ξ), ãäå α ∈ E6 \F4 è ξ ∈ A. Êàê çàìå÷åíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.13,
íàéäåòñÿ êîðåíü β ∈ E6 \F4 òàêîé, ÷òî α− β ∈ F4. Íî òîãäà

xα(ξ) = [xβ(ξ), xα−β(±1)],

è îáà êîðíåâûõ ýëåìåíòà èç ïðàâîé ÷àñòè ëåæàò â EE(F4, R, A).
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ðåäóêöèè ρE6

A : G(E6, R) → G(E6, R/A) è îáî-
çíà÷èì ÷åðåç CG(F4, R, A) ïîëíûé ïðîîáðàç G(F4, R/A) îòíîñèòåëüíî ýòîé
ðåäóêöèè:

CG(F4, R, A) = (ρE6

A )−1(G(F4, R/A))
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Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç G(E6, R, A) ìû îáîçíà÷èëè ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ρE6

A .
Çàìåòèì, ÷òî G(F4, R)G(E6, R, A) ≤ CG(F4, R, A), îäíàêî çäåñü âîçìîæíî è
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

Èç ëåììû 3.9 íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå ââåäåííîé íàìè
ãðóïïû CG(F4, R, A).

Ïðåäëîæåíèå 3.17. Ìàòðèöà g ∈ G(E6, R) ïðèíàäëåæèò CG(F4, R,A)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèÿì

(FgT )ir(g
−1F )js ≡ (g−1F )ir(FgT )js (mod A)

äëÿ âñåõ i, j, r, s = 1, . . . ,−1.

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3.15.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.15. Íàïîìíèì, ÷òî G = G(E6, R). Î÷å-
âèäíî, ÷òî

NG(EE(F4, R, A)) ≤ NG(EE(F4, R, A)G(E6, R, A)).

Êðîìå òîãî, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7, ïðèìåíåííîé ê êîëüöó R/A, è òåîðåìû î
ãîìîìîðôèçìå ñëåäóåò, ÷òî

NG(EE(F4, R, A)G(E6, R, A)) = CG(F4, R, A).

Â ÷àñòíîñòè,

[CG(F4, R,A), EE(F4, R, A)] ≤ EE(F4, R,A)G(E6, R,A).

Íàì îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî CG(F4, R, A) íîðìàëèçóåò EE(F4, R, A). Çàìåòèì,
÷òî

[G(F4, R, A)G(E6, R, A), EE(F4, R,A)] ≤ EE(F4, R, A).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êîììóòàòîð âèäà

[xy, hg], x ∈ G(F4, R), y ∈ G(E6, R, A), h ∈ E(F4, R), g ∈ E(E6, R, A).
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Òîãäà [xy, hg] = x[y, h]·[x, h]·h[xy, g]. Ïî ëåììå 3.10 âòîðîé êîììóòàòîð ëåæèò
â E(F4, R). Ïî ëåììå 3.2 êîììóòàòîðû [xy, g] è [y, h] ëåæàò â E(E6, R,A), ñëå-
äîâàòåëüíî, h[xy, g] ∈ EE(F4, R, A) è, ñíîâà ïî ëåììå 3.2, x[y, h] ∈ E(E6, R,A).

Íî EE(F4, R, A)G(E6, R, A) ñîäåðæèòñÿ â G(F4, R, A)G(E6, R, A), ïîýòî-
ìó, òåì áîëåå,

[EE(F4, R, A)G(E6, R, A), EE(F4, R, A)] ≤ EE(F4, R, A).

Ðåçþìèðóÿ ñêàçàííîå âûøå, ìû âèäèì, ÷òî

[[CG(F4, R, A), EE(F4, R, A)], EE(F4, R,A)] ≤ EE(F4, R, A).

Òåïåðü óòî÷íèì ýòîò ðåçóëüòàò: ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå

[[CG(F4, R, A), EE(F4, R, A)], [CG(F4, R, A), EE(F4, R, A)]] ≤ EE(F4, R, A).

Çàìåòèì, ÷òî ïî óæå äîêàçàííîìó ëåâàÿ ÷àñòü ïîðîæäàåòñÿ êîììóòàòîðàìè
âèäà [uv, [z, y]], ãäå u, y ∈ EE(F4, R, A), v ∈ G(E6, R, A), z ∈ CG(F4, R, A). Íî

[uv, [z, y]] = u[v, [z, y]] · [u, [z, y]],

ïðè÷åì âòîðîé êîììóòàòîð ïðèíàäëåæèò EE(F4, R, A), à ïåðâûé ïðèíàäëå-
æèò [G(E6, R, A), E(E6, R)] ≤ E(E6, R,A).

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî íàì îñòà-
åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî CG(F4, R, A) íîðìàëèçóåò EE(F4, R, A). Ïî ëåììå 3.16
ãðóïïà EE(F4, R, A) ñîâåðøåííà. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî [z, [x, y]] ∈
EE(F4, R, A) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ EE(F4, R, A), z ∈ CG(F4, R, A). Òîæäåñòâî
Õîëëà-Âèòòà äàåò

[z, [x, y]] = xz[[z−1, x−1], y] · xy[[y−1, z], x−1],

ïðè÷åì, ïî óæå äîêàçàííîìó, âòîðîé êîììóòàòîð ëåæèò â EE(F4, R, A). Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî

xz[[z−1, x−1], y] = x[z[z−1, x−1], zy] = x[[x−1, z], [z, y]y]
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è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî [[x−1, z], [z, y]y] ∈ EE(F4, R,A). Íî

, [z, y]y] = [x−1, z][z, y]y[z, x−1]y−1[y, z]

= [[x−1, z], [z, y]] · [z, y][x−1, z]y[z, x−1]y−1[y, z]

= [[x−1, z], [z, y]] · [z,y][[x−1, z], y],

ïðè÷åì îáà êîììóòàòîðà [[x−1, z], [z, y]] è [[x−1, z], y] â ïîëó÷åííîì âûðàæå-
íèè ïðèíàäëåæàò EE(F4, R, A), à ñîïðÿãàþùèé ýëåìåíò [z, y] ïðè âòîðîì
êîììóòàòîðå ëåæèò â EE(F4, R, A)G(E6, R, A) è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëèçóåò
EE(F4, R, A).

3.8. Ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè
Ñëåäóþùèå ëåììû ïðåäîñòàâëÿþò òåõíè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïðîâåäåíèÿ

ëîêàëèçàöèè. Ëåììà 3.18 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 5.3 ðàáîòû [46].

Ëåììà 3.18. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ g1, . . . , gn ∈ E(F4, R)

è ëþáîãî k ≥ 0 ñóùåñòâóåò òàêîå m ≥ 0, ÷òî

[gi, Fs(G(F4, R, smR))] ≤ E(F4, Fs(s
kR)).

Ëåììà 3.19. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ E(F4, R), à
X ≤ G(E6,−) � ãðóïïîâàÿ ïîäñõåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî
s ∈ R

Fs(H)G(F4, Rs) ∩X(Rs) 6⊆ G(F4, Rs).

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ R, ÷òî óæå

Ft(H)E(F4, Rt) ∩X(Rt) 6⊆ G(F4, Rt).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fs(g)x, ãäå g ∈ H, x ∈ G(F4, Rs), òàêîé ýëåìåíò.
Ïî ëåììå 3.8 íàéäåòñÿ òàêîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë M ∈ Max(R), ÷òî s /∈
M è FM(g) /∈ G(F4, RM). Òàê êàê êîëüöî RM ëîêàëüíîå, òî G(F4, RM) =

E(F4, RM). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê E(F4, RM) = lim−→E(F4, Rt), ãäå ïðåäåë
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áåðåòñÿ ïî âñåì t /∈ M , òî íàéäåòñÿ òàêîå t = sq /∈ M , ÷òî Fq(x) ∈ E(F4, Rt).
Òîãäà

Fq(Fs(g)x) = Ft(g)Fq(x) ∈ Ft(H)G(F4, Rt) ∩X(Rt)

è â ñèëó íàøåãî âûáîðà M ïî-ïðåæíåìó Ft(g) /∈ G(F4, Rt).

Ëåììà 3.20. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû y ∈ Fs(H)E(F4, Rs), òî
íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N0, ÷òî

[y,Xα(sn/1)] ∈ Fs(H)

äëÿ âñåõ α ∈ F4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì y â âèäå y = gx, ãäå g ∈ Fs(H), x ∈ E(F4, Rs).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî n èìååì

[y, Xα(sn/1)] = g[x,Xα(sn/1)][g, Xα(sn/1)].

Ïî ëåììå 3.18 ìîæíî âûáðàòü n òàê, ÷òîáû

[x,Xα(sn/1)] ∈ Fs(E(F4, R)) ⊆ Fs(H)

äëÿ âñåõ α ∈ F4. Âñå îñòàëüíûå ìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíàäëåæàò
Fs(H).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.20 äåìîíñòðèðóåò âàæíûé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ
ëåììû 3.18: ïðè êîììóòèðîâàíèè ñ êîðíåâûì ýëåìåíòîì ìîæíî âûáèðàòü
ñòåïåíü s òàê, ÷òîáû çíàìåíàòåëè óíè÷òîæèëèñü è ðåçóëüòàò ïîïàë â Fs(H).
Â äàëüíåéøåì ïðè èçâëå÷åíèè êîðíåâîãî ýëåìåíòà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ýòîé èäååé áåç ñïåöèàëüíîãî óïîìèíàíèÿ.

Ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàì èçâëåêàòü êîð-
íåâîé ýëåìåíò èç ãðóïïû Fs(H) ïðè ïîìîùè ýëåìåíòîâ G(F4, Rs), à íå òîëü-
êî ýëåìåíòîâ Fs(E(F4, R)). Áëàãîäàðÿ ýòîìó äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî óæå
ìîæåò ïðàêòè÷åñêè íå ó÷èòûâàòü ëîêàëèçàöèþ.
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Ïðåäëîæåíèå 3.21. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå s ∈ R, ÷òî Fs(H)G(F4, Rs)

ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíòàðíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâó-
þùèé êîðíþ èç E6 \Φl. Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëå-
ìåíò xα(ξ), ãäå α ∈ E6 \Φl, ξ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.19 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

xα(a/sk) ∈ Fs(H)E(F4, Rs)

äëÿ íåêîòîðûõ α ∈ E6 \Φl, a ∈ R, k ≥ 0, ïðè÷åì a/sk 6= 0. Âûáåðåì êîðåíü
β ∈ Φl òàêîé, ÷òî α + β ∈ E6 è ðàññìîòðèì êîììóòàòîð

[xα(a/sk), xβ(s
n+k/1)] = xα+β(±sna/1).

Â ñèëó ëåììû 3.20 íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî xα+β(±sna/1) ∈ Fs(H), òî åñòü, íàé-
äåòñÿ òàêîå g ∈ H, ÷òî Fs(g) = xα+β(±sna/1). Êðîìå òîãî, Fs(xα+β(±sna)) =

xα+β(±sna/1), è ïîýòîìó g = xα+β(±sna)y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Ker(Fs). Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ m ∈ N0 òàêîå, ÷òî y ∈ GL(27, R, Ann(sm)). Ðàññìîòðèì
êîììóòàòîð z = [g, x−β(s

m)] ∈ H. Òàê êàê [y, x−β(s
m)] = e, òî

z = [xα+β(±sna), x−β(s
m)] = xα(sn+ma).

Åñëè sm+na = 0, òî a ∈ Ker(Fs), ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàëè,
÷òî a/sk ∈ Rs � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Çíà÷èò, z = xα(sm+na) ∈ H è åñòü
èñêîìûé íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.

3.9. Èçâëå÷åíèå êîðíåâîãî ýëåìåíòà èç óíèïîòåíòíûõ
ðàäèêàëîâ

Â ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèÿõ ïðîèñõîäèò èçâëå÷åíèå êîðíåâîãî ýëåìåí-
òà, àíàëîãè÷íîå èçâëå÷åíèþ òðàíñâåêöèè â äîêàçàòåëüñòâàõ îïèñàíèÿ íàä-
ãðóïï êëàññè÷åñêèõ ãðóïï â ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïå. Íàïîìíèì, ÷òî P1(R),
P6(R) � ìàêñèìàëüíûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû â G(E6, R), ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîðíÿì α1 è α6 ñîîòâåòñòâåííî; U1(R), U6(R) � èõ (àáåëåâû) óíèïî-
òåíòíûå ðàäèêàëû. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå êîðíåâîãî
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ýëåìåíòà ïðè íàëè÷èè íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà â ïåðåñå÷åíèè óíèïîòåíò-
íûõ ðàäèêàëîâ U1(Rs) è U6(Rs), çàòåì � â èõ ïðîèçâåäåíèè, à çàòåì � â
ïðîèçâåäåíèè U1(Rs), U6(Rs) è òîðà T (E6, Rs). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò
ïîñòåïåííîå îñëàáëåíèå óñëîâèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.22. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R èìååì

Fs(H) ·G(F4, Rs) ∩ U1(Rs) ∩ U6(Rs) 6⊆ G(F4, Rs).

Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîðíþ èç E6 \Φl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîé ýëåìåíò èç U1(Rs) ∩ U6(Rs) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ xα(ξα), ãäå α èìååò âèä 1∗∗∗1

∗ . Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî âñå òàêèå êîðíè, êðîìå α = 12211

1 è α = 11221
1 , ëåæàò â Φl. Äîìíîæàÿ íà

îáðàòíûå ê ýòèì êîðíåâûì ýëåìåíòàì, ïîëó÷àåì, ÷òî

y = xα(ξα)xα(ξα) ∈ Fs(H) ·G(F4, Rs),

ïðè÷åì y /∈ G(F4, Rs). Êîðíè α è α ïðîåêòèðóþòñÿ â îäèí êîðîòêèé êîðåíü
1232 ∈ F4: X1232(ξ) = xα(ξ)xα(ξ). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

z = yX1232(−ξα) = xα(ξα − ξα) ∈ Fs(H) ·G(F4, Rs).

Î÷åâèäíî, ÷òî z /∈ G(F4, Rs), ïîýòîìó ξα − ξα 6= 0 ∈ Rs, è ïî ïðåäëîæåíèþ
3.21 â H íàéäåòñÿ íóæíûé íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.

Ïðåäëîæåíèå 3.23. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R èìååì

Fs(H) ·G(F4, Rs) ∩ U1(Rs) · U6(Rs) 6⊆ G(F4, Rs).

Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîðíþ èç E6 \Φl.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîé ýëåìåíò y ïðîèçâåäåíèÿ óíèïîòåíòíûõ ðàäèêàëîâ
U1(Rs) · U6(Rs) è òîðà T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y =
∏

γ∈Ψ6

xγ(ξγ)
∏

γ∈Ψ1

xγ(ξγ)
∏

γ∈Ψ16

xγ(ξγ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ïðåäñòàâèì, êðîìå ýòîãî, y â âèäå

y =
∏

γ∈Ψ1

xγ(ζγ)
∏

γ∈Ψ6

xγ(ζγ)
∏

γ∈Ψ16

xγ(ζγ),

òî ξγ = ζγ äëÿ γ ∈ Ψ1∪Ψ6 (ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ γ ∈
Ψ1, δ ∈ Ψ6 èìååì [xγ(ξ), xδ(ζ)] = xγ+δ(±ξζ), åñëè γ+δ ∈ Ψ16, è [xγ(ξ), xδ(ζ)] =

1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ γ ∈ Ψ6 ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ýëåìåíò xγ(−ξγ)xγ(±ξγ),

ëåæàùèé â E(F4, Rs) è äîìíîæèòü ñëåâà y íà ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ ýëå-
ìåíòîâ; çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ξγ = ζγ = 0 äëÿ âñåõ γ ∈ Ψ6.

Âûáåðåì êîðîòêèé êîðåíü α ∈ F4 âèäà α = ∗∗∗1. Ñîîòâåòñòâóþùèå
åìó êîðíè β, β ∈ E6 âûãëÿäÿò òàê: β = 1∗∗∗0

∗ ∈ Ψ1, β = 0∗∗∗1
∗ ∈ Ψ6.

Ïðîêîììóòèðóåì y ñ êîðíåâûì ýëåìåíòîì Xα(ξ) = xβ(ξ)xβ(±ξ):

[Xα(ξ), y] = xβ(ξ)[xβ(±ξ), y] · [xβ(±ξ), y].

Ïóñòü
y6 =

∏

γ∈Ψ6

xγ(ξγ), y1 =
∏

γ∈Ψ1

xγ(ξγ), y16 =
∏

γ∈Ψ16

xγ(ξγ).

Òîãäà y = y6y1y16. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî xβ(ξ) êîììóòèðóåò ñî âñåìè
xγ(ξγ) äëÿ γ ∈ Ψ1 ∪Ψ16, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ y1 è y16. Çíà÷èò,

= [xβ(±ξ), y6y1y16]

= [xβ(±ξ), y6] · y6[xβ(±ξ), y1] · y6y1[xβ(±ξ), y16]

= [xβ(±ξ), y6].

Àíàëîãè÷íî, åñëè

z1 =
∏

γ∈Ψ1

xγ(ζγ), z6 =
∏

γ∈Ψ6

xγ(ζγ), z16 =
∏

γ∈Ψ16

xγ(ζγ),



� 84 �

òî y = z1z6z16 è, ñëåäîâàòåëüíî,

[xβ(±ξ), y] = [xβ(±ξ), z1].

Êðîìå ýòîãî, y6 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé êîð-
íåâûõ ýëåìåíòîâ âèäà xγ(ξγ), γ = 0∗∗∗1

∗ . Ðåçóëüòàò êîììóòèðîâàíèÿ xβ(±ξ) ñ
îäíèì òàêèì ýëåìåíòîì ðàâåí ëèáî e, ëèáî êîðíåâîìó ýëåìåíòó, ñîîòâåòñòâó-
þùåìó êîðíþ èç Ψ16, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòèðóåò ñî âñåìè êîðíåâûìè
ýëåìåíòàìè xγ(ξγ), γ ∈ Ψ1 ∪Ψ6 ∪Ψ16. Òàêèì îáðàçîì,

[xβ(±ξ), y6] = [xβ(±ξ),
∏

γ∈Ψ6

xγ(ξγ)] =
∏

γ∈Ψ6

[xβ(±ξ), xγ(ξγ)].

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

[xβ(±ξ), z1] = [xβ(±ξ),
∏

γ∈Ψ1

xγ(ζγ)] =
∏

γ∈Ψ1

[xβ(±ξ), xγ(ζγ)]

è, ïîñêîëüêó [xβ(±ξ), y] = [xβ(±ξ), z1] îêàçàëîñü ïðîèçâåäåíèåì êîðíåâûõ
ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíÿì èç Ψ16, îíî êîììóòèðóåò ñ xβ(ξ). Çíà÷èò,

z = [xα(ξ), y] = [xβ(±ξ), y6] · [xβ(±ξ), z1]

=
∏

γ∈Ψ6

[xβ(±ξ), xγ(ξγ)]
∏

γ∈Ψ1

[xβ(±ξ), xγ(ζγ)]

Êàæäûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ êîììóòàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì ýëåìåíòîì
âèäà xγ(∗), γ ∈ Ψ16, òî åñòü âñå ïðîèçâåäåíèå ëåæèò â U1(Rs) ∩ U6(Rs). Åñëè
ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü α òàê, ÷òî z /∈ G(F4, Rs), òî ìû ïîïà-
äåì â óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 3.22 è äîêàçàòåëüñòâî áóäåò çàêîí÷åíî. Òåïåðü
âñïîìíèì, ÷òî ξγ = 0 äëÿ âñåõ γ ∈ Ψ6 è ξγ = ζγ äëÿ âñåõ γ ∈ Ψ1∪Ψ6. Çíà÷èò,

z =
∏

γ∈Ψ1

[xβ(±ξ), xγ(ξγ)]

Íî ïî ëåììå 3.5 ýëåìåíò z =
∏

γ∈Ψ16
xγ(ηγ) ëåæèò â G(F4, Rs) òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà η12211
1

= η11221
1

. Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå α:

α = 0001, β = 00001
0 , η12211

1
= ±ξξ12210

1
, η11221

1
= 0;

α = 0011, β = 00011
0 , η12211

1
= 0, η11221

1
= ±ξξ11210

1
;

α = 0111, β = 00111
0 , η12211

1
= 0, η11221

1
= ±ξξ11110

1
;

α = 1111, β = 00111
1 , η12211

1
= 0, η11221

1
= ±ξξ11110

0
;

α = 0121, β = 01111
0 , η12211

1
= ±ξξ11100

1
, η11221

1
= 0;

α = 1121, β = 01111
1 , η12211

1
= ±ξξ11100

0
, η11221

1
= 0;

α = 1122, β = 01211
1 , η12211

1
= ±ξξ11000

0
, η11221

1
= 0;

α = 1132, β = 01221
1 , η12211

1
= 0, η11221

1
= ±ξξ10000

0
;

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, âñå ïîëó÷àþùèåñÿ z ëåæàò â G(F4, Rs). Çíà÷èò,
ξγ = 0 äëÿ âñåõ γ ∈ Ψ1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs), è ìû ìîæåì
ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.22.

Ïðåäëîæåíèå 3.24. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R èìååì

Fs(H) ·G(F4, Rs) ∩ U1(Rs) · U6(Rs) · T (E6, Rs) 6⊆ G(F4, Rs).

Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîðíþ èç E6 \Φl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùèé ýëåìåíò T (F4, Rs)

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû íàøëè ýëåìåíò y = zd ∈ Fs(H) ·G(F4, Rs)\G(F4, Rs),
ãäå

z ∈ U1(Rs) · U6(Rs), d = h10000
0

(ε)h01000
0

(η)

äëÿ íåêîòîðûõ ε, η ∈ R∗
s.

Âîçüìåì β = 10000
0 , β = 00001

0 , α = 0001 ∈ F4 è ðàññìîòðèì

g = [Xα(ξ), y]

= Xα(ξ)zdxβ(−ξ)xβ(−ξ)d−1z−1

= Xα(ξ)zxβ(−ε2ηξ)xβ(−ξ)z−1
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Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè êîììóòèðîâàíèè z ñ êîðíåâûì ýëåìåíòîì
xβ(∗). z ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ xγ(∗), ãäå γ ∈ Ψ1 ∪
Ψ6 ∪ Ψ16. Ïîñêîëüêó β ∈ Ψ1, ýëåìåíò xβ(∗) êîììóòèðóåò ñ xγ(∗) ïðè âñåõ
γ òàêèõ, ÷òî β + γ /∈ E6. Åñëè æå β + γ ∈ E6, òî γ ∈ Ψ6, β + γ ∈ Ψ16 è
[xβ(∗), xγ(∗)] = xβ+γ(∗). Òàêèì îáðàçîì,

[z, xβ(∗)] ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs).

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

[z, xβ(∗)] ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs).

Çíà÷èò,
g = Xα(ξ)uxβ(−ε2ηξ)xβ(−ξ)zz−1

= uxβ((1− ε2η)ξ)

äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs).
Åñëè g /∈ G(F4, Rs), ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.23. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî g12 = (1− ε2η)ξ è g−2,−1 = 0. Íî åñëè g ∈ G(F4, Rs), òî

0 = B(v2, v−1) = B(gv2, gv−1) = g12 − g−2,−1.

Ïîäñòàâëÿÿ ξ = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ε2η = 1.
Òåïåðü ïîâòîðèì ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ β = 11000

0 , β = 00011
0 , α = 0011 ∈

F4. Íà ýòîò ðàç
g = [Xα(ξ), y]

= Xα(ξ)zdxβ(−ξ)xβ(ξ)d
−1z−1

= Xα(ξ)zxβ(−εηξ)xβ(ξ)z
−1

Ïðè êîììóòèðîâàíèè z ñ xβ(∗) è xβ(∗) âíîâü ïîëó÷àþòñÿ ýëåìåíòû èç U1(Rs)∩
U6(Rs), ïîýòîìó

g = Xα(ξ)uxβ(−εηξ)xβ(ξ)zz
−1

= uxβ((1− εη)ξ)

äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs).
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Åñëè g /∈ G(F4, Rs), ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.23. Êàê è â
ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî g13 = (1 − εη)ξ, g−3,−1 =

g−2,−1 = 0. Íî åñëè g ∈ G(F4, Rs), òî

0 = B(v3, v−1) = B(gv3, gv−1) = g13 + g−2,−1.

Ïîäñòàâëÿÿ ξ = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî εη = 1. Èç ðàâåíñòâ εη = ε2η = 1 ïîëó÷àåì,
÷òî ε = η = 1. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d = 1, y ∈ U1(Rs) · U6(Rs) è ìû ìîãëè ñ
ñàìîãî íà÷àëà ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.23.

3.10. Èçâëå÷åíèå êîðíåâîãî ýëåìåíòà èç ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ ïîäãðóïï

Îñëàáëåíèå óñëîâèé ïðîäîëæàåòñÿ: â ýòîì ðàçäåëå ìû èçâëåêàåì êîð-
íåâîé ýëåìåíò èç ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï (ñíà÷àëà èç ïåðåñå÷åíèÿ P1(Rs)

è P6(Rs), à ïîòîì èç P1(Rs)), ôàêòè÷åñêè ñâîäÿ çàäà÷ó ê óæå ïðîâåäåííî-
ìó èçâëå÷åíèþ èç óíèïîòåíòíûõ ðàäèêàëîâ. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, çäåñü ìû
èçáàâëÿåìñÿ îò ôàêòîðîâ Ëåâè.

Ïðåäëîæåíèå 3.25. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R èìååì

Fs(H) ·G(F4, Rs) ∩ P1(Rs) ∩ P6(Rs) 6⊆ G(F4, Rs).

Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîðíþ èç E6 \Φl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Fs(H) · G(F4, Rs) ∩ P1(Rs) ∩ P6(Rs) è y /∈
G(F4, Rs) Âûáåðåì α ∈ Σ1∩Φl, òî åñòü äëèííûé êîðåíü F4 òàêîé, ÷òî ω−α ∈
Λ è ðàññìîòðèì z = y−1Xα(1)y. Çàìåòèì, ÷òî ω − α ∈ B. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî z ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs), è, åñëè z /∈ G(F4, Rs), òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
ïðåäëîæåíèå 3.22. Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z ∈ G(F4, Rs), íî òîãäà z ∈
G(F4, Rs). Äëÿ ëþáîãî j ∈ Γ

z1j =
∑

λ,λ+α∈Λ

cλ,αy′1,λ+αyλ,j = cω−α,αy′11yω−α,j,
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ïîñêîëüêó äëÿ ïÿòè îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ìíîæèòåëü yλ,j îáðàùàåòñÿ â 0:
äåéñòâèòåëüíî, ó ÷åòûðåõ èç îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ λ ∈ ∆, íî y∆,Γ = 0; ó
ïÿòîãî æå λ = −ω, íî y−1,Γ = 0. Êðîìå ýòîãî,

z1,13 =
∑

λ,λ+α∈Λ

cλ,αy′1,λ+αyλ,13 = cω−α,αy′11yω−α,13 = 0,

ïîñêîëüêó y∆,13 = 0, y−1,13 = 0 è yB,13 = 0. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ z ∈
G(F4, Rs), òî åñòü zu = u, îòêóäà z1,13 − z1,14 + z1,15 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
cω−α,αξy′11(−yω−α,14 + yω−α,15) = 0. Ïîñêîëüêó cω−α,α = ±1 è y′11 ∈ R∗, ìû
ïîëó÷àåì −yω−α,14+yω−α,15 = 0. Â òî æå âðåìÿ, yω−α,13 = 0, ïîñêîëüêó ω−α ∈
B. Âàðüèðóÿ α, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Γ \ {14, 15} âûïîëíÿåòñÿ
yλ,13 − yλ,14 + yλ,15 = 0.

Òåïåðü âîçüìåì α = 1232 ∈ Φs, β = 12211
1 ∈ E6, β = 11221

1 ∈ E6 è
ðàññìîòðèì

z = y−1Xα(1)y = y−1xβ(1)xβ(1)y.

Àíàëîãè÷íî, z ∈ U1(Rs) ∩ U6(Rs), è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z ∈ G(F4, Rs). Äëÿ
ëþáîãî j ∈ Γ

z1j =
∑

λ,λ+β∈Λ

cλ,βy
′
1,λ+βyλ,j +

∑

λ,λ+β∈Λ

cλ,βy
′
1,λ+β

yλ,j

= cω−β,βy
′
11yω−β,j + cω−β,βy

′
11yω−β,j = −y′11(y14,j + y15,j),

ïîñêîëüêó cω−β,β = cω−β,β = −1. Äàëåå,

z1,13 =
∑

λ,λ+β∈Λ

cλ,βy
′
1,λ+βyλ,13 +

∑

λ,λ+β∈Λ

cλ,βy
′
1,λ+β

yλ,13

= cω−β,βy
′
11yω−β,13 + cω−β,βy

′
11yω−β,13 = 0.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ z ∈ G(F4, Rs), îòêóäà z1,13 − z1,14 + z1,15 = 0 è
y′11(y14,14 + y15,14− y14,15− y15,15) = 0. Îáîçíà÷èì −y15,14 + y15,15 = ξ, y13,13 = ζ,
òîãäà −y14,14 + y14,15 = −ξ. Êðîìå òîãî, y14,13 = y15,13 = 0.

Ðàññìîòðèì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó g, îáðàçîâàííóþ ïîäìàòðè-
öàìè y11, yBB, yΓΓ, y13,13, y∆∆, y−1,−1. Ïîñêîëüêó g � ÷àñòü Ëåâè ìàòðèöû y îò-
íîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ Ëåâè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû P1(Rs)∩P6(Rs),
èìååì g ∈ G(E6, Rs).
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Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî äîìíîæèòü g íà íåêîòîðóþ äèàãîíàëü-
íóþ ìàòðèöó èç G(E6, Rs) òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ â G(F4, Rs). Ïî-
ñìîòðèì íà âåêòîð gu. Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû g èìååì

(gu)λ = gλ,13 − gλ,14 + gλ,15 = 0 äëÿ λ ∈ B∪∆ ∪ {1,−1}.

Êðîìå òîãî,

(gu)λ = gλ,13− gλ,14 + gλ,15 = yλ,13− yλ,14 + yλ,15 = 0 = ruλ äëÿ λ ∈ Γ\{14, 15}.

Íàêîíåö,
(gu)13 = g13,13 − g13,14 + g13,15 = y13,13 = ζ

(gu)14 = g14,13 − g14,14 + g14,15 = y14,13 − y14,14 + y14,15 = −ξ

(gu)15 = g15,13 − g15,14 + g15,15 = y15,13 − y15,14 + y15,15 = ξ

Çàìåòèì, ÷òî ζ ∈ R∗
s. Ïîñìîòðèì âíèìàòåëüíåå íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó gΓΓ =

yΓΓ. Âû÷òåì èç ñòîëáöà yΓ,15 ñòîëáåö yΓ,14. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà òîæå îáðà-
òèìà, è â åå ñòîëáöå ñ íîìåðîì 15 âñå ýëåìåíòû ðàâíû 0, êðîìå äâóõ: −ξ íà
ïîçèöèè 14 è ξ íà ïîçèöèè 15. Çíà÷èò, ξ ∈ R∗

s.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

gu = ζv13 − ξv14 + ξv15, ãäå ξ, ζ ∈ R∗
s.

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ¾ïîäïðàâèòü¿ g íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó èç G(E6, Rs)

òàê, ÷òîáû îíà ïîïàëà â G(F4, Rs). Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî

−1 = Q(u) = Q(gu) = −ζξ2,

îòêóäà ζ = ξ−2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå âåñîâûõ ýëåìåíòîâ

h = hβ6
(ξ2)hβ5

(ξ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî hgu = u, òî åñòü hg ∈ G(F4, Rs). Ðàññìîòðèì ïðîèçâå-
äåíèå y(hg)−1 Êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíèå y(hg)−1 ëåæèò â T · U1(Rs) · U6(Rs),
è â òî æå âðåìÿ y(hg)−1 ∈ Fs(H) · G(F4, Rs) è y(hg)−1 /∈ G(F4, Rs). Çíà÷èò,
ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.24; äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
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Ïðåäëîæåíèå 3.26. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R èìååì

Fs(H) ·G(F4, Rs) ∩ P1(Rs) 6⊆ G(F4, Rs).

Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé
êîðíþ èç E6 \Φl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Fs(H) · G(F4, Rs) ∩ P1(Rs) è y /∈ G(F4, Rs).
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, âûáåðåì α ∈ Σ1 ∩ Φl, òî
åñòü äëèííûé êîðåíü F4 òàêîé, ÷òî ω − α ∈ Λ è ðàññìîòðèì z = y−1Xα(1)y.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî z ∈ U1. Åñëè z /∈ G(F4, Rs), òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
ïðåäëîæåíèå 3.23. Åñëè æå z ∈ G(F4, Rs), òî íà ñàìîì äåëå z ∈ G(F4, Rs). Â
òàêîì ñëó÷àå B(zvi, zvj) = B(vi, vj) äëÿ âñåõ i, j ∈ Λ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ i ∈ B
è j = −ω ìû ïîëó÷àåì, ÷òî B(z∗i, z∗,−1) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z1iz−1,−1 +

ziiz−i,−1 = 0. Íî z−1,−1 = 1 è z−i,−1 = 0, ïîñêîëüêó −i ∈ ∆. Ïîëó÷àåì, ÷òî
z1i = 0. Íî

z1i =
∑

λ,λ+α∈Λ

±y′1,λ+αyλ,i

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáîé êîðåíü α ∈ Σ1 ∩Φl ñîâåðøàåò îäíî ïðèáàâëåíèå
îò âåñà ω−α ∈ Γ ê âåñó ω, ÷åòûðå ïðèáàâëåíèÿ îò êàêèõ-òî âåñîâ èç ãðóïïû
∆ è îäíî ïðèáàâëåíèå îò −ω Ïîñêîëüêó y ëåæèò â P1, ïîñëåäíèå ïÿòü ïðè-
áàâëåíèé íè÷åãî íå äàþò: äëÿ íèõ yλ,i = 0, è z1i = ±y′11yω−α,i. Êðîìå ýòîãî,
ýëåìåíò y′11 îáðàòèì. Îòñþäà yω−α,i = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîðîòêèé êîðåíü α = 1232. Êîðíåâîé ýëåìåíò Xα(1)

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ E6, à èìåííî, Xα(1) =

x11221
1

(1)x12211
1

(1), îáà èç êîòîðûõ ëåæàò â U1. Ïîýòîìó ê íåìó ïðèìåíèìû
òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, è ìû ïîëó÷àåì y14,i + y15,i = 0 äëÿ âñåõ i ∈ B.

Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè v = y∗i � ñòîëáåö ìàòðèöû y ñ íîìåðîì i ∈ B, òî
ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 3.3 è, ñëåäîâàòåëüíî, v14 = v15 = 0. Òàêèì
îáðàçîì, yij = 0 äëÿ âñåõ i ∈ Γ, j ∈ B.
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Âîçüìåì i ∈ Γ, j ∈ ∆ è ïðèìåíèì óðàâíåíèÿ íà ìàòðèöó z ê ñòðîêàì zi∗

è z−j,∗. Ýòè óðàâíåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî B(zi∗, z−j,∗) = 0. Òàê êàê â ñòðîêå z−j,∗

âñå êîýôôèöèåíòû íà ïîçèöèÿõ èç B∪Γ∪{λ13}, êðîìå z−j,−j = 1, ðàâíû íóëþ,
ýòî óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â zij = 0. Íî zij =

∑±y′i,λ+αyλ,j = ±y′i,−ω+αy−ω,j,
ïîñêîëüêó ìû óæå çíàåì, ÷òî y′i,λ+α = 0 äëÿ i ∈ Γ, λ + α ∈ {ω} ∪ B. Íî
−ω + α ∈ Γ, è ñòðîêà y′i,λ−1+α (i ïðîáåãàåò Γ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé îáðàòèìîé
ìàòðèöû y′ΓΓ, ïîýòîìó y−1,j = 0.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ñòîëáåö z∗,13. Äëÿ i ∈ {6, 11, 12,−12,−11,−6} èìå-
åì B(z∗,13, z∗,−i) = 0, îòêóäà zi,13 = 0. Íàêîíåö, B(z∗,13, z∗,14) = 1, îòêóäà
z13,13 + z15,13 = 1, çíà÷èò, z15,13 = 0. Àíàëîãè÷íî, B(z∗,13, z∗,15) = −1, îòêóäà
−z13,13 + z14,13 = −1, çíà÷èò, z14,13 = 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî zi,13 = 0 äëÿ âñåõ
i ∈ B. Òåïåðü ìîæíî ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèå èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ïîëî-
æèâ j = 13: ïîëó÷èì, ÷òî y−1,13 = 0. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû y

ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñëåäíåé ñòðîêå åäèíè÷íîé ìàòðèöû, îòêóäà y ∈ P1 ∩ P6,
è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.25.

3.11. Èçâëå÷åíèå êîðíåâîãî ýëåìåíòà: îêîí÷àíèå
Íàì îñòàëîñü ïîïàñòü â ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó; íî íàä ëîêàëüíûì

êîëüöîì îðáèòû äåéñòâèÿ G(F4, R) è G(E6, R) íå ñîâïàäàþò (ïîñêîëüêó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå F4 ïðèâîäèìî), ïîýòîìó ñíà÷àëà íàì ïðèõîäèò-
ñÿ ïðîâåñòè åùå îäíî îñëàáëåíèå óñëîâèé è ïîòðåáîâàòü íàëè÷èå íåòðèâè-
àëüíîãî ýëåìåíòà â ïðîèçâåäåíèè ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû íà íåêîòîðûé
êîðíåâîé ýëåìåíò E6.

Ïðåäëîæåíèå 3.27. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ ãðóï-
ïó E(F4, R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R íàéäåòñÿ ýëåìåíò
g ∈ Fs(H) · G(F4, Rs) òàêîé, ÷òî g /∈ G(F4, Rs) è ïåðâûé ñòîëáåö g ñîâ-
ïàäàåò ñ ïåðâûì ñòîëáöîì åäèíè÷íîé ìàòðèöû âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå,
áûòü ìîæåò, λ15. Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò,
ñîîòâåòñòâóþùèé êîðíþ èç E6 \Φl.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a = g15,1 è ðàññìîòðèì ýëåìåíò h = x−11221
1

(a)g.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî h ëåæèò â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå P1(Rs). Âûáåðåì
α ∈ F4, ξ ∈ R è ðàññìîòðèì

z = Xα(ξ)g = g−1Xα(ξ)g = h−1x−11221
1

(a)Xα(ξ)x−11221
1

(−a)h.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî α = ∗∗∗1 ∈ Φs; òîãäà Xα(ξ) = xα′(ξ)xα′′(±ξ), ãäå
α′ = 1∗∗∗0

∗ , α′′ = 0∗∗∗1
∗ � êîðíè E6. Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî α′−11221

1 ∈ E6

è α′′ − 11221
1 /∈ E6 (íà ñàìîì äåëå ýòè äâà óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû). Òîãäà

x−11221
1

(a)Xα(ξ)x−11221
1

(−a) = x−11221
1

(a)xα′(ξ)xα′′(±ξ)x−11221
1

(−a)

= x−11221
1

(a)xα′(ξ)x−11221
1

(−a)xα′′(±ξ)

= xα′(ξ)[xα′(−ξ), x−11221
1

(a)]xα′′(±ξ)

= xα′(ξ)xα′−11221
1

(±aξ)xα′′(±ξ).

Ïîñêîëüêó α′ − 11221
1 èìååò âèä −0∗∗∗∗

∗ , âñå ïðîèçâåäåíèå ëåæèò â P1(Rs).
Çíà÷èò, z ∈ P1(Rs) è, åñëè z /∈ G(F4, Rs), ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå
3.26.

Åñëè æå z ∈ G(F4, Rs), òî z ∈ G(F4, Rs) è ïî ëåììå 3.6 íà ñàìîì äå-
ëå z ∈ P1(Rs) ∩ P6(Rs). Êðîìå òîãî, z11 = z−1,−1 = 1. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ
ñòðîêà z ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé ñòðîêîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïóñòü w =

h′−1,∗ ∈ 27R � ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû h−1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî zh−1 =

h−1xα′(ξ)xα′−11221
1

(±aξ)xα′′(±ξ). Â ëåâîé ÷àñòè åãî ñòîèò ìàòðèöà, ïîñëåäíÿÿ
ñòðîêà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ w. Â ïðàâîé æå ÷àñòè ñòîèò ìàòðèöà h−1(e+ξeα′±
aξe

α′−11221
1
± ξeα′′). Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû h−1(ξeα′±aξe

α′−11221
1
±

ξeα′′) � íóëåâàÿ, òî åñòü w(ξeα′ ± aξe
α′−11221

1
± ξeα′′) = 0. Òåïåðü âîñïîëü-

çóåìñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè: (weγ)λ = ±wλ+γ, åñëè λ + γ ∈ Λ; (weγ)λ = 0,
åñëè λ + γ /∈ Λ. Ïîäñòàâëÿÿ ξ = 1, α = 0001, 0121, 1121, 1221 è ðàññìàò-
ðèâàÿ w(ξeα′ ± aξe

α′−11221
1
± ξeα′′)λ äëÿ λ = λ−1 è λ = λ−10, ïîëó÷àåì, ÷òî

w−1 = w−5 = w−8 = w−9 = w13 = 0. Êðîìå ýòîãî, ïîäñòàâëÿÿ ξ = 1, α = 1221,
λ = λ−3, ïîëó÷àåì, ÷òî aw−1 = 0
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Òåïåðü âûáåðåì α = ∗ ∗ ∗0 ∈ Φl è ïðîâåäåì àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå:
ñåé÷àñ Xα(ξ) = xα(ξ), ãäå α = 0∗∗∗0

∗ ∈ E6. Ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè α −
11221

1 /∈ E6. Òîãäà x−11221
1

(a)Xα(ξ)x−11221
1

(−a) = xα(ξ) è ìàòðèöà z ñíîâà
ëåæèò â P1(Rs). Åñëè z /∈ G(F4, Rs), òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.26.
Åñëè æå z ∈ G(F4, Rs), òî z ∈ G(F4, Rs) è (ïî ëåììå 3.6) z ∈ P1(Rs)∩P6(Rs),
ïðè÷åì z11 = z−1,−1 = 1, òî åñòü ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà z ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé
ñòðîêîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó zh−1 = h−1xα(ξ), ìû èìååì w =

wxα(ξ) è, ñëåäîâàòåëüíî, weα = 0 (ìîæíî ïîäñòàâèòü ξ = 1). Çíà÷èò, wλ+α =

0, åñëè λ, λ + α ∈ Λ. Ïîäñòàâëÿÿ α = ±1000, ±0100, ±0120, ïîëó÷àåì, ÷òî
w−3 = w−4 = w−7 = w−10 = 0.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè w ìàòðèöû h−1

ðàâíû 0, êðîìå h′−1,−1 è, êðîìå ýòîãî, ah′−1,−1 = 0. Íî ìàòðèöà h−1 îáðàòèìà,
ïîýòîìó h′−1,−1 ∈ R∗, îòêóäà a = 0 è, çíà÷èò, ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëè â
óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.26.

Åñëè R � ëîêàëüíîå êîëüöî, òî ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû èç R27 îáðàçóþò
îäíó îðáèòó ïîä äåéñòâèåì E(E6, R). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôàêòè÷åñêè
îïèñûâàåò îðáèòû, íà êîòîðûå îíà ðàñïàäàåòñÿ ïðè ñóæåíèè ãðóïïû äåéñòâèÿ
äî E(F4, R).

Ïðåäëîæåíèå 3.28. Ïóñòü R � ëîêàëüíîå êîëüöî è g ∈ G(E6, R). Òîãäà
íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ E(F4, R) òàêîé, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû xg

ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñòîëáöîì åäèíè÷íîé ìàòðèöû âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå,
áûòü ìîæåò, λ15.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R. Ïîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî íàéäåòñÿ x1 ∈ E(F4, R) òàêîé, ÷òî (x1g)11 = 1

Ïîñêîëüêó R ëîêàëüíî, íàéäåòñÿ λ ∈ Λ òàêîé, ÷òî gλ1 îáðàòèì. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

• λ ∈ B. Îáîçíà÷èì α = ω − λ ∈ Φs è ðàññìîòðèì ýëåìåíò

h = Xα((1− g11)g
−1
λ1 )g.
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Ïðè ýòîì Xα(ξ) = xα′(ξ)xα′′(±ξ), ãäå α′ = 1∗∗∗0
∗ , α′′ = 0∗∗∗1

∗ . Òîãäà
h11 = g11 ± (1− g11)g

−1
λ1 gλ1. Çàìåíÿÿ çíàê â àðãóìåíòå Xα, åñëè íåîáõî-

äèìî, ìîæíî äîáèòüñÿ h11 = 1.

• λ ∈ Γ \ {λ14, λ15}. Òî÷íî òàê æå îáîçíà÷èì α = ω − λ (òåïåðü α ∈ Φl) è
ðàññìîòðèì ýëåìåíò h = Xα((1−g11)g

−1
λ1 )g. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåíÿÿ çíàê àðãóìåíòà Xα, ïîëó÷àåì h11 = 1.

• λ = λ1. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì 1 â ïîçèöèè 10 ïåðâîãî ñòîëáöà: ïîëîæèì
α = λ10− λ1 = 1231 ∈ Φs è h = Xα((1− g10,1)g

−1
11 )g. Ïðè íåîáõîäèìîñòè

ìåíÿÿ çíàê àðãóìåíòà, ïîëó÷àåì h10,1 = 1, è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
óæå ðàññìîòðåííûì ñëó÷àåì (1).

• λ = λ−1. Ñåé÷àñ íåòðóäíî ïîëó÷èòü 1 â ïîçèöèè −6: ïîëîæèì α =

λ−6−λ−1 = 0122 ∈ Φl, h = Xα((1−g−6,1)g
−1
−1,1)g, è, ñ âîçìîæíîé çàìåíîé

çíàêà, ïîëó÷àåì h−6,1 = 1, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê óæå ðàññìîòðåííîìó
ñëó÷àþ (2).

• λ ∈ ∆. Àíàëîãè÷íî, íåòðóäíî ïîäîáðàòü α ∈ Φl òàêîé, ÷òî λ + α ∈ B;
íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü α = 0122 äëÿ λ ∈ {λ−10, λ−9, λ−8, λ−7} è α =

2342 äëÿ λ ∈ {λ−5, λ−4, λ−3, λ−2}. Ðàññìîòðèì ïîñëå ýòîãî h = Xα((1−
gλ+α,1)g

−1
λ,1)g. Çàìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè çíàê, ïîëó÷àåì hλ+α,1 = 1, è

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëó÷àåì (1).

• Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî gλ,1 ∈ M äëÿ âñåõ λ ∈ Λ \ {λ13, λ14, λ15}.
Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû g13,1, g14,1, g15,1 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî
îáðàòèìûìè: èíà÷å Q(g∗1) ñðàâíèìî ñ ±g13,1g14,1g15,1 ïî ìîäóëþ M , òî
åñòü, îáðàòèìî; íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòîëáåö g∗1 ñèíãóëÿðåí, ïîýòîìó
Q(g∗1) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g14,1 ∈ R∗. Íàì èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû
îäèí èç ýëåìåíòîâ g13,1, g15,1 ëåæèò â M . Ïóñòü, íàïðèìåð, g13,1 ∈ M .
Ðàññìîòðèì α = 0001 ∈ Φs, ξ = (1− g10,1)g

−1
14,1 è h = Xα(ξ). Ïîñêîëüêó

Xα(ξ) = x10000
0

(ξ)x00001
0

(±ξ), ìû èìååì h10,1 = g10,1 ± ξg14,1 ± ξg13,1 =
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g10,1 ± (1 − g10,1) ± ξg13,1. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåíÿÿ çíàê ó ξ, ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî h10,1 = 1 ± ξg13,1 ∈ R∗, ïîñêîëüêó g13,1 ∈ M , è
ìû ìîæåì ïîïàëè â óñëîâèÿ ñëó÷àÿ (1). Àíàëîãè÷íî, åñëè g15,1 ∈ M ,
äîñòàòî÷íî âçÿòü α = 0010 ∈ Φs è ξ = (1 − g12,1)g

−1
14,1; òîãäà h12,1 ∈ R∗,

ãäå h = Xα(±ξ)g, è ìû ïîïàëè â óñëîâèÿ ñëó÷àÿ (2). Ñîâåðøåííî òàê
æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé g14,1 ∈ M , èáî õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ
g13,1, g15.1 îáðàòèì.

Èòàê, òåïåðü ó íàñ åñòü x1 ∈ E(F4, R) è y = x1g òàêîé, ÷òî y11 = 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðèáàâëåíèÿ îò ïåðâîãî ýëåìåíòà ïåðâî-
ãî ñòîëáöà âíèç òàê, ÷òîáû ïîñòàâèòü 0 âî âñå ïîçèöèè êðîìå, áûòü ìîæåò,
λ15. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì 0 â ïîçèöèÿõ èç B: ïîëîæèì x2 =

∏
λ∈B Xλ−ω(±yλ1)

è z = x2y. Çíàêè çäåñü ñëåäóåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû ýëåìåíò Xλ−ω(±yλ1)

îñóùåñòâëÿë âû÷èòàíèå ñ êîýôôèöèåíòîì yλ1
ïåðâîé ñòðî÷êè èç ñòðî÷êè

ñ íîìåðîì λ ïðè äåéñòâèè íà ìàòðèöàõ ñëåâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íóæ-
íî, ÷òîáû ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (Xλ−ω(±yλ1))λ1 ðàâíÿëñÿ −yλ1, à íå yλ1. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî zλ1 = 0 äëÿ âñåõ λ ∈ B.

Òåïåðü ìîæíî ïîñòàâèòü 0 âî âñå ïîçèöèè èç Γ, êðîìå λ14 è λ15: ðàññìîò-
ðèì x3 =

∏
λ∈Γ Xλ−ω(±zλ1) è u = x3z ñ àíàëîãè÷íûì âûáîðîì çíàêîâ.

Åñëè òåïåðü u14,1 6= 0, ðàññìîòðèì x4 = X1232(±u14,1) è v = x4u. Ìîæíî
âûáðàòü çíàê òàê, ÷òî v14,1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè x òàêîé, ÷òî (xg)11 = 1 è (xg)λ1 = 0 äëÿ
λ ∈ (B∪Γ) \ {λ15}. Ïî ëåììå 3.4 èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî è íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ
ïåðâîãî ñòîëáöà ñòîÿò íóëè.

3.12. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû C
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ðåçþìèðóåò ïðîâåäåííîå âûøå èçâëå÷åíèå êîðíåâîãî

ýëåìåíòà.

Ëåììà 3.29. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(E6, R), ñîäåðæàùàÿ E(F4, R). Òî-
ãäà ëèáî H ≤ G(F4, R), ëèáî H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíòàðíûé
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êîðíåâîé ýëåìåíò xα(ξ), ãäå α ∈ E6 \Φl, ξ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ H, íî g /∈ G(F4, R). Òîãäà ïî ëåììå 3.8 íàé-
äåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èäåàë M ∈ Max(R) òàêîé, ÷òî FM(g) /∈ G(F4, RM).
Ïîñêîëüêó RM � ëîêàëüíîå êîëüöî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.28 íàéäåòñÿ ýëåìåíò
x ∈ E(F4, RM) òàêîé, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû xFM(g) ñîâïàäàåò ñ ïåð-
âûì ñòîëáöîì åäèíè÷íîé ìàòðèöû âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå λ15. Òàê êàê
E(F4, RM) = lim−→E(F4, Rs) ïî âñåì s /∈ M , íàéäåòñÿ òàêîå s ∈ M è òàêîé
ýëåìåíò x ∈ E(F4, Rs), ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû y = xFs(g) ñîâïàäàåò
ñ ïåðâûì ñòîëáöîì åäèíè÷íîé ìàòðèöû âî âñåõ ïîçèöèÿõ, êðîìå λ15 è, êî-
íå÷íî, y /∈ G(F4, Rs). Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 3.27 è
çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû C. Ïóñòü, êàê è â ïðåäëîæåíèè 3.14, A � íàè-
áîëüøèé èäåàë, äëÿ êîòîðîãî E(F4, R, A) ≤ H. Ïóñòü H = ρE6

A (H) � îá-
ðàç ãðóïïû H ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìà ðåäóêöèè ρE6

A : G(E6, R) →
G(E6, R/A). ßñíî, ÷òî ãðóïïà H ñîäåðæèò E(F4, R/A), è, ïðèìåíÿÿ ê íåé
ëåììó 3.29, âèäèì, ÷òî ëèáî H ≤ G(F4, R, A), ëèáî H ñîäåðæèò íåòðèâè-
àëüíûé ýëåìåíòàðíûé êîðíåâîé ýëåìåíò xα(ξ + A), ãäå α ∈ E6 \F4, ξ ∈ R.
Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì xα(ξ) ∈
H G(F4, R,A) â âèäå xα(ξ) = ab, ãäå a ∈ H, b ∈ G(F4, R,A). Íàéäåòñÿ êîðåíü
β ∈ E6 \F4 òàêîé, ÷òî β − α ∈ F4. Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð

[xα(ξ), xβ−α(1)] = xβ(±ξ).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå xα(ξ) = ab, ïîëó÷àåì

xβ(±ξ) = [ab, xβ−α(1)] = a[b, xβ−α(1)][a, xβ−α(1)].

Ïåðâûé èç êîììóòàòîðîâ â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíàäëåæèò E(E6, R, A) â ñè-
ëó ñòàíäàðòíîé êîììóòàöèîííîé ôîðìóëû, à âòîðîé ëåæèò â H. Çíà÷èò,
xβ(±ξ) ∈ H, è ξ /∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè A. Òàêèì îáðàçîì,
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âñåãäà H ≤ G(F4, R/A), íî òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 3.15 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

H ≤ (ρE6

A )−1(G(F4, R/A)) = CG(F4, R, A) = NG(EE(F4, R, A)),

êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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