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РЯДА БРОУНОВСКИХ ФУНКЦИОНАЛОВ1)

Найдена точная асимптотика малых уклонений по отношению
к весовой гильбертовой норме для ряда хорошо известных гауссов-
ских процессов. Используемый подход не требует знания собствен-
ных функций ковариационного оператора взвешенного процесса.
Это позволяет обобщить многие ранее известные в этой области
результаты. Попутно получены новые результаты о точной асим-
птотике малых уклонений для броуновской экскурсии, броуновского
меандра, бесселевских процессов и мостов.
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1. Введение. Теория малых уклонений для гауссовских процессов
интенсивно развивалась в последние годы (см. обзоры [47], [49], [18] и
полную библиографию в [50].) Это развитие стимулировалось связями
теории малых уклонений с рядом важных математических проблем, та-
ких как точность дискретной аппроксимации для случайных процессов
и проблема квантизации, вычисление метрической энтропии функцио-
нальных множеств или закон повторного логарифма в форме Чжуна.
Было также обнаружено, что малые уклонения тесно связаны с функ-
циональным анализом данных [36] и непараметрическим байесовским
оцениванием [1], [60].

Проблема малых уклонений (называемая также проблемой малых
шаров) для случайного процесса X в норме ‖ ∙ ‖ состоит в описании
асимптотического поведения вероятности P{‖X‖ 6 ε} при ε→ 0. Соот-
ношение типа

P{‖X‖ 6 ε} ∼ Cεβ exp(−dε−α), ε→ 0,
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с некоторыми вещественными константами C, β, d и α называется точ-
ной асимптотикой. Менее точное утверждение вида

lnP{‖X‖ 6 ε} ∼ −dε−α, ε→ 0,

называют логарифмической асимптотикой.
В известной монографии М.А.Лифшица [7, §18] говорится: «По-

ведение малых уклонений, в отличие от больших, нельзя описать еди-
нообразно для всего класса гауссовских мер даже на логарифмическом
уровне. Формализм оценивания значений малых уклонений, сравнимый
по простоте с применением функционала действия для больших уклоне-
ний, еще не найден. Известны лишь частные результаты для нескольких
важных ситуаций. . .».

Случаи, когда в литературе о малых уклонениях удается выпи-
сать явные константы в точной и даже в логарифмической асимптотике,
редки и относятся к небольшому числу простейших случайных процес-
сов ([47], [18]). В этой работе мы концентрируемся на задаче описания
точной асимптотики малых уклонений в гильбертовой норме.

Пусть X(t), a 6 t 6 b, — центрированный гауссовский процесс с
ковариационной функцией G(t, s), a 6 t, s 6 b. Для неотрицательной
весовой функции ψ(t), определенной на [a, b], положим

‖X‖ψ =
(∫ b

a

X2(t)ψ(t) dt

)1/2
.

Если интеграл
∫ b
a G(t, t)ψ(t) dt конечен, то процесс X(t)

√
ψ(t) допус-

кает разложение Кархунена–Лоэва (см., например, [23]):

X(t)
√
ψ(t) =

∞∑

k=1

ξk
√
λkfk(t),

где ξk, k ∈ N, независимые стандартные нормальные величины, тогда
как λk > 0 и fk(t), k ∈ N — это собственные числа и собственные
функции интегрального уравнения Фредгольма

λf(t) =

∫ b

a

G(t, s)
√
ψ(t)ψ(s)f(s) ds, t ∈ [a, b].

Из разложения Кархунена–Лоэва следует, что

‖X‖2ψ =
∫ b

a

X2(t)ψ(t) dt
law
=

∞∑

k=1

λkξ
2
k.

Поэтому исходная задача о малых уклонениях сводится к асимпто-
тическому анализу вероятности P{

∑∞
k=1 λkξ

2
k 6 ε2} при ε → 0. Первое
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решение этой задачи было найдено Сытой [16], см. также обзоры [47]
и [49]. Однако неявный характер решения, полученного в [16], делает
невозможным извлечение из него точной асимптотики. Начиная с ра-
бот [6] и [34], многие авторы стремились упростить асимптотическое
выражение для вероятности малых уклонений при тех или иных усло-
виях.

Золотарев [62] получил точную асимптотику вероятности малых
уклонений в случае λk = k−A, A > 1. Опираясь на результаты [48],
Дункер, Лифшиц и Линде [35] нашли указанную асимптотику в случае
λk = f(k), где f положительная, логарифмически выпуклая и дважды
дифференцируемая суммируемая функция. В статье [27] оценки из [35]
были применены к проинтегрированным и центрированным (по вре-
мени) броуновскому движению и броуновскому мосту. Более общие ре-
зультаты для многократно проинтегрированных процессов были позже
получены в [39] и [53]. В [11] точная асимптотика в рассматриваемой
задаче была найдена в специальном случае, когда собственные числа λk
являются отношениями степеней двух полиномов.

Новый подход, позволяющий вычислить точную асимптотику ма-
лых уклонений в L2-норме с точностью до константы, был разработан
в [53] и [54] и применен к широкому классу гауссовских процессов, кова-
риации которых совпадают с функциями Грина самосопряженных диф-
ференциальных операторов общего вида. Мы предлагаем называть та-
кие процессы «процессами Грина».

Малые уклонения для взвешенных процессов Грина изучались в [10],
где для достаточно гладких и невырожденных весов была найдена асим-
птотика с точностью до так называемой константы расхождения. Эта
константа появилась в работе Ли [46] и имеет вид некоторого бесконеч-
ного произведения. Ее вычисление требует знания собственных функций
ковариации. Используя подход, предложенный в [9], см. также близкие
результаты в [38], Назаров и Пусев [10] вычислили константу расхо-
ждения для ряда взвешенных процессов Грина с известными собствен-
ными функциями. Для удобства читателя мы формулируем в § 2 со-
ответствующую теорему вместе с рядом вспомогательных результатов.
Класс процессов, удовлетворяющих условиям теоремы 1 из § 2, широк и
включает, например, броуновское движение, броуновский мост, процесс
Орнштейна–Уленбека и их многократно проинтегрированные аналоги.

В § 3 мы показываем, как вычислить константу расхождения для
ряда взвешенных гауссовских процессов, у которых собственные функ-
ции ковариации неизвестны, используя подход, тесно связанный с клас-
сическим методом ВКБ [37]. Это дает искомую точную асимптотику
малых уклонений. Мы полагаем, что предложенный подход применим к
значительно более широкому подклассу процессов Грина, чем процессы,
рассмотренные в § 3.
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В § 4 результаты § 3 используются для нахождения точной асимпто-
тики малых уклонений во взвешенной L2-норме для бесселевских про-
цессов и мостов. В § 5 получены аналогичные соотношения для броунов-
ской экскурсии. Далее, в § 6 и § 7 мы исследуем такие же задачи для
броуновского локального времени, для броуновского меандра и схожих
процессов. В частности, рассматриваются интегральные функционалы
от бесселевских процессов и броуновских локальных времен, попутно
изучаются и супремумы рассматриваемых процессов. Результаты явля-
ются новыми даже в отсутствии веса, хотя их доказательства сравни-
тельно просты и опираются на ряд известных тождеств по распределе-
нию между броуновскими функционалами.

Мы полагаем, что появление таблиц точных асимптотик для ве-
роятностей малых уклонений — это лишь вопрос времени. Подобные
таблицы будут похожими на таблицы интегралов, сумм и произведений
и на таблицы распределений функционалов от броуновского движения.

2. Вспомогательные утверждения. Пусть L— самосопряжен-
ный линейный дифференциальный оператор порядка 2`, определенный
на пространстве D(L) функций, удовлетворяющих 2` граничным усло-
виям. Обозначим Wm

p (0, 1) банахово пространство (m − 1) раз непре-
рывно дифференцируемых функций y, у которых производная y(m−1) аб-
солютно непрерывна на [0, 1] и y(m) ∈ Lp(0, 1). Следующая лемма дока-
зана в [10, Лемма 2.1].

Лемма 1. Рассмотрим функцию ψ ∈ W `
∞(0, 1) такую, что ψ > 0

на (0, 1). Пусть G(t, s) — функция Грина краевой задачи

Lv = μv на [0, 1], v ∈ D(L).

Тогда функция G (t, s) =
√
ψ(t)ψ(s)G(t, s) является функцией Грина кра-

евой задачи

L v ≡ ψ−1/2L(ψ−1/2v) = μv на [0, 1], v ∈ D(L ), (1)

где пространство D(L ) состоит из функций v, удовлетворяющих
условию

ψ−1/2v ∈ D(L). (2)

З а м е ч а н и е. Полагая y = ψ−1/2v, можно переписать задачу (1)–
(2) следующим образом:

Ly = μψy на [0, 1], y ∈ D(L).

В той же работе [10] следующая теорема была доказана с помощью
леммы 1 и теории, развитой в [53].
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Теорема 1. Пусть ковариационная функция GX(t, s) центриро-
ванного гауссовского процесса X(t), 0 6 t 6 1, является функцией Грина
самосопряженного дифференциального оператора L порядка 2`

Lv ≡ (−1)`v(2`) + (p`−1v
(`−1))

(`−1)
+ ∙ ∙ ∙+ p0v,

pm ∈ L1(0, 1), m = 0, . . . , `− 2, p`−1 ∈ L∞(0, 1),

с краевыми условиями

U 0j (v) ≡ v
(kj)(0) +

∑

k<kj

α0jkv
(k)(0) = 0,

U 1j (v) ≡ v
(k′j)(1) +

∑

k<k′
j

α1jkv
(k)(1) = 0,






j = 1, . . . , `,

где αijk — некоторые постоянные,

0 6 k1 < ∙ ∙ ∙ < k` 6 2`− 1, 0 6 k′1 < ∙ ∙ ∙ < k′` 6 2`− 1.

Предположим, что κ ≡
∑`
j=1(kj + k′j) < 2`

2. Пусть ψ ∈ W `
∞(0, 1) и

ψ(x) > 0, x ∈ [0, 1]. Тогда при ε→ 0

P(‖X‖ψ 6 ε) ∼ C εγ exp

(

−
2`− 1
2

(
ϑ`

2` sin(π/(2`))

)2`/(2`−1)
ε−2/(2`−1)

)

,

где

γ = −`+
κ + 1
2`− 1

, ϑ` =

∫ 1

0

ψ1/(2`)(x) dx,

C = Cdist
(2π)`/2(π/ϑ`)

`γ(sin(π/(2`)))(1+γ)/2

(2`− 1)1/2(π/(2`))1+γ/2Γ`(`− κ/(2`))
. (3)

В (3) «константа расхождения» Cdist задается формулой

Cdist =
∞∏

n=1

μ1/2n
(π/ϑ` ∙ [n+ `− 1− κ/(2`)])`

,

где μn собственные числа краевой задачи

Ly = μψy, U 0j (y) = 0, U 1j (y) = 0, j = 1, . . . , `.

Далее нам понадобится лемма М. A.Лифшица (см. также [27], [12]),
которая доказывается прямыми, хотя и трудоемкими вычислениями.

Лемма 2. Пусть V1, V2 > 0 — две независимых случайных вели-
чины (с.в.) с известными асимптотиками малых уклонений. А именно,
допустим, что при r → 0

P{V1 6 r} ∼ K1r
a1 exp(−Dd+1

1 r−d),

P{V2 6 r} ∼ K2r
a2 exp(−Dd+1

2 r−d),
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где a1, a2 — произвольные вещественные числа, а K1, K2, D1, D2, d —
произвольные положительные числа. Тогда

P{V1 + V2 6 r} ∼ Kr
a exp(−Dd+1r−d),

где

D = D1 +D2, a = a1 + a2 −
d

2
, K = K1K2

√
2πd

d+ 1
∙
D
a1+1/2
1 D

a2+1/2
2

Da+1/2
.

С помощью индукции по n лемма 2 легко обобщается на случай про-
извольного числа независимых одинаково распределенных (н.о.р.) с.в.
Справедлив следующий результат.

Лемма 3. Пусть V1, . . . , Vn — н.о.р. положительные с.в. такие,
что

P{Vi 6 r} ∼ Kr
a exp(−D2r−1), r → 0,

где a — вещественное число, а K и D — положительные постоянные.
Тогда

P{V1 + ∙ ∙ ∙+ Vn 6 r} ∼ K̃r
ã exp(−D̃2r−1), r → 0,

где

D̃ = nD, ã = na−
n− 1
2

, K̃ =
KnDn−1π(n−1)/2

nã+1/2
.

3. Малые уклонения во взвешенной квадратичной норме.
Обозначим

ϑ =

∫ 1

0

√
ψ(t) dt.

Следующая теорема дает точную асимптотику малых уклонений для
броуновского моста B во взвешенной L2-норме для широкого класса ве-
сов.

Теорема 2. Пусть функция ψ определена на [0, 1], положительна
и дважды непрерывно дифференцируема. Тогда при ε→ 0

P{‖B‖ψ 6 ε} ∼
2
√
2ψ1/8(0)ψ1/8(1)
√
πϑ

exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с леммой 1, коэффици-
енты λk в разложении Кархунена-Лоэва имеют вид λk = μ

−1
k , где μk соб-

ственные числа краевой задачи

{
−y′′ = μψy на [0, 1],

y(0) = y(1) = 0.
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Пусть ϕ1(t, ζ) и ϕ2(t, ζ) решения уравнения −y′′ = ζ2ψy удовлетво-
ряющие начальным условиям

ϕ1(0, ζ) = 1, ϕ′1(0, ζ) = 0, (5)

ϕ2(0, ζ) = 0, ϕ′2(0, ζ) = 1. (6)

Такой выбор фундаментальной системы решений удобен. Он позволяет
нам исследовать поведение решений по ζ как в окрестности нуля, так и
на бесконечности.

Подставляя общее решение y(t) = c1ϕ1(t, ζ) + c2ϕ2(t, ζ) в краевые
условия, мы видим, что μk = x2k, где x1 < x2 < ∙ ∙ ∙ — положительные
корни функции

F (ζ) = det

[
ϕ1(0, ζ) ϕ2(0, ζ)

ϕ1(1, ζ) ϕ2(1, ζ)

]

= ϕ2(1, ζ).

В силу теоремы 1, достаточно доказать, что

C2dist ≡
∞∏

k=1

x2k
(πk/ϑ)2

=
ψ1/4(0)ψ1/4(1)

ϑ
.

Мы вычислим это бесконечное произведение с помощью теоремы
Йенсена. Пусть f(ζ) функция комплексного аргумента, которая анали-
тична при |ζ| < R. Допустим, что f(0) 6= 0, и пусть r1, r2, . . . — модули
нулей функции f(ζ) в круге |ζ| < R, расположенные в неубывающем по-
рядке. По теореме Йенсена (см., например, [17, § 3.6.1]) для rk < r < rk+1
имеем

ln

(
rk|f(0)|
r1r2 . . . rk

)

=
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(reiθ)| dθ.

Поэтому для двух функций f и g с модулями нулей r1, r2, . . . и
s1, s2, . . . соответственно, для всех max{rk, sk} < r < min{rk+1, sk+1} по-
лучаем

ln

(
|f(0)|s1s2 . . . sk
|g(0)|r1r2 . . . rk

)

=
1

2π

∫ 2π

0

ln
|f(reiθ)|
|g(reiθ)|

dθ.

Следовательно,

∞∏

k=1

rk

sk
=

∣
∣
∣
∣
f(0)

g(0)

∣
∣
∣
∣ limr→∞

exp

{
1

2π

∫ 2π

0

ln
|g(reiθ)|
|f(reiθ)|

dθ

}

.

Для того, чтобы изучить асимптотику функции F (ζ) при |ζ| → ∞,
мы используем так называемую ВКБ-аппроксимацию, которая давно ис-
пользуется в квантовой механике для анализа уравнения Шрёдингера,
см. [37].
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В соответствии с [22, гл. 2, § 3], уравнение −y′′ = ζ2ψy имеет реше-
ния вида

ϕ̃1,2(t, ζ) = ψ
−1/4(t) exp

(

± iζ
∫ t

0

√
ψ(u) du

)(

1 +
δ1,2(t, ζ)

ζ

)

, (7)

где функции δ1,2(t, ζ) удовлетворяют условию |δ1,2(t, ζ)| 6 C равномерно
по t ∈ [0, 1] и ζ ∈ D−r = {|ζ| > r > 0, Im (ζ) 6 0}. Дифференцируя
асимптотические выражения для функций ϕ̃1,2(t, ζ), получаем

ϕ̃
′

1,2(t, ζ) = ±iζψ
1/4(t) exp

(

± iζ
∫ t

0

√
ψ(u) du

)(

1 +
δ̃1,2(t, ζ)

ζ

)

, (8)

где функции δ̃1,2(t, ζ) также равномерно ограничены.
Заметим, что вронскиан решений ϕ̃1,2(t, ζ) не обращается в нуль,

когда |ζ| растет. Поэтому для достаточно больших |ζ| функции ϕ̃1,2(t, ζ)
линейно независимы, так что для больших |ζ| функции ϕ1,2(t, ζ) могут
быть представлены в виде линейных комбинаций функций ϕ̃1,2(t, ζ):

ϕ1(t, ζ) = c11(ζ)ϕ̃1(t, ζ) + c12(ζ)ϕ̃2(t, ζ),

ϕ2(t, ζ) = c21(ζ)ϕ̃1(t, ζ) + c22(ζ)ϕ̃2(t, ζ).

Благодаря условиям (5)–(6) мы имеем

c11(ζ) =
ψ1/4(0)

2
+O(ζ−1), c12(ζ) =

ψ1/4(0)

2
+O(ζ−1),

c21(ζ) =
1

2iζψ1/4(0)
+O(ζ−2), c22(ζ) = −

1

2iζψ1/4(0)
+O(ζ−2).

Значит, следующие соотношения справедливы при |ζ| → ∞, Im (ζ) 6 0:

ϕ1(1, ζ) =
ψ1/4(0) cos(ϑζ)

ψ1/4(1)
(1 +O(ζ−1)), (9)

ϕ′1(1, ζ) = −ψ
1/4(0)ψ1/4(1)ζ sin(ϑζ)(1 +O(ζ−1)), (10)

ϕ2(1, ζ) =
sin(ϑζ)

ψ1/4(0)ψ1/4(1)ζ
(1 +O(ζ−1)), (11)

ϕ′2(1, ζ) =
ψ1/4(1) cos(ϑζ)

ψ1/4(0)
(1 +O(ζ−1)). (12)

Аналогично доказывается, что сходные соотношения справедливы при
|ζ| → ∞, Im (ζ) > 0. Итак, мы получаем при |ζ| → ∞:

F (ζ) = ϕ2(1, ζ) =
sin(ϑζ)

ψ1/4(0)ψ1/4(1)ζ
(1 +O(ζ−1)).
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Положим Ψ(ζ) = sin(ϑζ)/(ϑζ). Для больших k в круге |ζ| < π/ϑ(k+
1/2) лежит ровно 2k нулей ±π/ϑ, ±2π/ϑ, . . . ,±kπ/ϑ функции Ψ(ζ), и
ровно 2k нулей ± xj , j = 1, . . . , k, функции F (ζ). Применяя теорему
Йенсена к функциям F (ζ) и Ψ(ζ), получаем

C2dist =
ψ1/4(0)ψ1/4(1)|F (0)|

ϑ
.

Из непрерывной зависимости решения дифференциального уравнения
от параметра (см., например, [32, гл. 1, § 7]) следует, что F (0) =
limζ→0 ϕ2(1, ζ) = limt→1 ϕ2(t, 0). Ясно, что ϕ2(t, 0) = t. Поэтому F (0) = 1.
Лемма 1 доказана.

З а м е ч а н и е. Выбор ψ ≡ 1 и ψ(t) = exp(qt) в соотношении (4),
приводит к известному результату о малых уклонениях броуновского
моста и к формуле (3.16) из [9].

Далее вес ψ, удовлетворяющий условиям теоремы 2, будем называть
правильным.

В следующей теореме мы находим асимптотику малых уклоне-
ний для «удлиненного» броуновского моста W(u)(t) ≡ W (t) − utW (1).
Это центрированный гауссовский процесс с ковариацией GW(u)(t, s) =
s ∧ t − (2u − u2)st, так что при u ∈ (0, 1] процесс W(u) совпадает по
распределению с броуновским мостом из нуля в нуль длины (2u− u2)−1

на интервале [0, 1]. При u = 1 этот процесс совпадает со стандартным
броуновским мостом. При u = 0 это стандартное броуновское движение.
Ковариация GW(u) является функцией Грина краевой задачи:

{
−y′′ = μψy на [0, 1],

y(0) = (y′ + τy)(1) = 0,

где τ = (1 − u)−2 − 1. С помощью тех же рассуждений, что и выше,
мы можем найти точную асимптотику малых уклонений для процесса
W(u)(t) в весовой норме.

Теорема 3. Рассмотрим процесс W(u)(t) при u < 1, и предполо-
жим, что ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при ε→ 0

P{‖W(u)‖ψ 6 ε} ∼
4ψ1/8(0)

(1− u)
√
πϑψ1/8(1)

ε exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

. (13)

З а м е ч а н и е. Для u = 0 и ψ ≡ 1 соотношение (13) является клас-
сическим. Для ψ(t) = exp(qt) из формулы (13) вытекает формула (3.15)
из [9]. Из теорем 2 и 3 следуют теоремы 3.1–3.4 и теорема 4.1 в [10].

Две следующие теоремы описывают точную асимптотику малых
уклонений для обычного стационарного процесса Орнштейна–Уленбека
(для краткости ОУ), а также процесса ОУ, выходящего из нуля. Обозна-
чим U(α)(t) стационарный процесс ОУ, т.е. центрированный гауссовский
процесс с ковариацией GU(α)(t, s) = e

−α|t−s|/(2α).
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Теорема 4. Рассмотрим процесс U(α)(t), α > 0, и пусть ψ — пра-
вильный вес на [0, 1]. Тогда при ε→ 0

P{‖U(α)‖ψ 6 ε} ∼
8α1/2eα/2

π1/2ϑ3/2ψ1/8(0)ψ1/8(1)
ε2 exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

. (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 1 имеем λk = μ−1k , где μk —
собственные числа задачи

{
y′′ + (μψ − α2)y = 0 на [0, 1],

(y′ − αy)(0) = (y′ + αy)(1) = 0.

Обозначим ϕ1,2(t, ζ) решения уравнения y′′ + (ζ2ψ − α2)y = 0, удо-
влетворяющие условиям (5)–(6). Подставляя общее решение y(t) =
c1ϕ1(t, ζ) + c2ϕ2(t, ζ) в краевые условия, находим μk = x2k, где x1 < x2 <

∙ ∙ ∙ — положительные нули функции

F (ζ) = det

[
ϕ′1(0, ζ)− αϕ1(0, ζ) ϕ′2(0, ζ)− αϕ2(0, ζ)

ϕ′1(1, ζ) + αϕ1(1, ζ) ϕ′2(1, ζ) + αϕ2(1, ζ)

]

= −αϕ′2(1, ζ)− α
2ϕ2(1, ζ)− ϕ

′
1(1, ζ)− αϕ1(1, ζ).

Действуя, как при доказательстве теоремы 4.3 в [10], получаем

P{‖U(α)‖ψ 6 ε} ∼ Cdist
4
√
2

√
πϑ2

ε2 exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

,

где

C2dist = ϑ
2x21

∞∏

k=2

x2k
(π(k − 1)/ϑ)2

.

Остается показать, что

C2dist =
2αϑeα

ψ1/4(0)ψ1/4(1)
.

В соответствии с [22, гл. 2, § 3], уравнение y′′ + (ζ2ψ − α2)y = 0
имеет решения ϕ̃1,2(t, ζ), удовлетворяющие соотношениям (7)–(8). Как
и в доказательстве теоремы 2, можно показать. что соотношения (9)–
(12) верны для ϕ1,2(1, ζ) и ϕ′1,2(1, ζ). Поэтому при |ζ| → ∞

F (ζ) = ψ1/4(0)ψ1/4(1)ζ sin(ϑζ)(1 +O(ζ−1)).

Обозначим Ψ(ζ) = ((ϑζ)2 − 1)(sin(ϑζ)/ζ). Применяя теорему Йенсена к
функциям F (ζ) and Ψ(ζ), получаем

C2dist =
ϑ|F (0)|

ψ1/4(0)ψ1/4(1)
.
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По непрерывной зависимости решения от параметра, имеем

F (0) = lim
t→1
(−αϕ′2(t, 0)− α

2ϕ2(t, 0)− ϕ
′
1(t, 0)− αϕ1(t, 0)).

Прямыми вычислениями получаем ϕ1(t, 0) = ch(αt), ϕ2(t, 0) =
(1/α) sh(αt). Следовательно |F (0)| = 2αeα. Теорема 4 доказана.

З а м е ч а н и е. Выбор ψ(t) = exp(qt) в (14) дает утверждение те-
оремы 4.3 из [10]; кроме того, теорема 4 обобщает известные результаты
из [9, предл. 2.1], [38, следствие 3], и [21, с.140], полученные для единич-
ного веса.

Процесс ОУ, выходящий из нуля, Ů(α)(t) — это центрированный
гауссовский процесс с ковариацией GŮ(α)

(t, s) = (e−α|t−s|− e−α(t+s))/(2α).
Соответствующая граничная задача имеет вид:

{
y′′ + (μψ − α2)y = 0 на [0, 1],
y(0) = (y′ + αy)(1) = 0.

Используя те же аргументы, что и в доказательстве предыдущей те-
оремы, получаем точную асимптотику малых уклонений для процесса
Ů(α)(t).

Теорема 5. Пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при ε→ 0

P{‖Ů(α)‖ψ 6 ε} ∼
4eα/2ψ1/8(0)
√
πϑψ1/8(1)

ε exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

. (15)

З а м е ч а н и е. Теорема 5 обобщает следствие 3 из [38], получен-
ное для единичного веса. Она обобщает также теорему 4.2 из [10],
отвечающую выбору ψ(t) = exp(qt) в (15).

В следующей теореме вычисляется точная асимптотика малых
уклонений для процесса Боголюбова Y (t), t ∈ [0, 1]. Это центрирован-
ный гауссовский процесс с ковариацией

EY (t)Y (s) =
1

2ω sh(ω/2)
ch

(

ω|t− s|−
ω

2

)

, t, s ∈ [0, 1], ω > 0. (16)

Из теории гауссовских процессов известно, что траектории процесса
Боголюбова непрерывны почти наверное (п.н.) Из (16) мы получаем
E (Y (1)−Y (0))2 = 0, так что Y (0) = Y (1) п.н. Таким образом, почти все
траектории процесса Боголюбова лежат в пространстве C0[0, 1] непре-
рывных функций x(t) на [0, 1], удовлетворяющих условию x(0) = x(1).
Различные свойства этого процесса рассматривались, например, в [13],
[14] и [20].

Ковариация процесса Боголюбова является функцией Грина краевой
задачи {

y′′ + (μψ − ω2)y = 0 на [0, 1],

y(0)− y(1) = y′(0)− y′(1) = 0.
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Здесь краевые условия не разделены, однако с помощью [54] можно до-
казать результат, аналогичный теореме 1, и в случае неразделенных
краевых условий.

Пусев [12] нашел точную асимптотику малых уклонений для этого
процесса при единичном и экспоненциальном весе, а также исследовал
многократно проинтегрированный процесс. Мы сформулируем сейчас
взвешенный вариант его результата, доказательство которого вполне
аналогично предыдущим теоремам.

Теорема 6. Рассмотрим процесс Боголюбова Y (t), t ∈ [0, 1], и
пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при ε→ 0

P{‖Y ‖ψ 6 ε} ∼
8 sh(ω/2)ψ1/8(0)ψ1/8(1)

ϑπ1/2(ψ1/2(0) + ψ1/2(1))1/2
ε exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

. (17)

З а м е ч а н и е. Подстановка ψ ≡ 1 и ψ(t) = exp(qt) в соотноше-
ние (17) приводит к утверждениям теоремы 1 и теоремы 2 из [12].

4. Малые уклонения бесселевских процессов. Переходим к
изучению малых уклонений функционалов от некоторых негауссовских
процессов, связанных с броуновским движением. Для негауссовских про-
цессов использование случайных рядов типа Кархунена–Лоэва пробле-
матично. Задача упрощается, если процесс выражается через простые
гауссовские процессы.

Начнем с бесселевского процесса Besδ размерности δ > 0, что соот-
ветствует индексу ν = δ/2−1 ∈ (−1,∞). Определение бесселевских про-
цессов и основные факты из их теории содержатся, например, в [4] и [58].
Для целых размерностей n процесс Besn можно считать радиальной ча-
стью n-мерного броуновского движения с независимыми компонентами,
в случае бесселевского моста Besn0 компонентами являются независимые
броуновские мосты.

Асимптотика малых уклонений для многих функционалов от бес-
селевских процессов и мостов выводится из их точных распределений,
собранных в [4]. Из формулы (4.1.9.4 (1)) в [4] следует, что для любой
размерности δ > 2 или любого индекса ν > 0 при r → 0

P{‖Besδ ‖ 6 r} ∼
2ν+3/2

(ν + 1)
√
π
r exp

(

−
(ν + 1)2

2r2

)

=
2(δ+3)/2

δ
√
π

r exp

(

−
δ2

8r2

)

.

(18)

Малые уклонения бесселевских процессов и мостов в нормах Lp изу-
чались в [19]. Формула (18) следует из результатов работы [19] при
p = 2.

Точные распределения квадратичных норм для бесселевских мостов
были найдены Кифером [44] в связи с задачами непараметрической ста-
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тистики. По формуле Кифера для любого натурального k и любого a > 0

P{‖Besk0 ‖
2 6 a} =

2(k+1)/2
√
πak/4

∞∑

j=0

Γ(j + k/2)

j!Γ(k/2)
exp

(

−
(j + k/4)2

a

)

×D(k−2)/2

(
2j + k/2
√
a

)

, (19)

где Dp — функции параболического цилиндра.
Ясно, что при фиксированном индексе p главную роль в асимпто-

тике при a→ 0 играет первый член. При этом в силу [2, § 8.4] мы знаем,
что при z →∞

Dp(z) ∼ z
p exp(−z2/4), z →∞.

Поэтому при любом натуральном k и при ε→ 0

P{‖Besk0 ‖ 6 ε} ∼
2
√
2

√
π
k(k−2)/2ε−(k−1) exp

(

−
k2

8ε2

)

. (20)

В случае произвольной размерности δ > 1, формулы (19) и (20) оста-
ются верными. Достаточно скомбинировать формулы (4.1.0.6) и (4.1.9.8)
из справочника [4].

Теперь мы затронем вопрос о малых уклонениях супремума бес-
селевских процессов и мостов. Обозначим μ(Z) супремум случайного
процесса Z на [0, 1]. Распределение супремума бесселевского моста це-
лой размерности было найдено независимо Гихманом [5] и Кифером [44];
позже Питмен и Йор [57] доказали его справедливость для любой поло-
жительной размерности δ > 0 или индекса ν = (δ − 2)/2.

Пусть 0 < jν,1 < jν,2 < ∙ ∙ ∙ — последовательность положительных
нулей функции Бесселя Jν . Из формулы Гихмана–Кифера–Питмена–
Йора следует, что при ν > −1 (то есть при δ > 0) и при любом r > 0
верна формула

P{μ(Besδ0) 6 r} = (2
ν−1Γ(ν + 1)rν)−1

∞∑

n=1

j2νν,n
J2ν+1(jν,n)

exp

(

−
j2ν,n
2r2

)

.

Очевидно, что главный вклад при r → 0 вносит первый член. Поэтому
точная асимптотика малых уклонений для супремума бесселевского мо-
ста при ν > −1 принимает вид:

P{μ(Besδ0) 6 r} ∼ (2
ν−1Γ(ν + 1)r2ν+2)−1

j2νν,1
J2ν+1(jν,1)

exp

(

−
j2ν,1
2r2

)

. (21)

Аналогичная формула для бесселевского процесса выглядит не-
сколько иначе. Из справочника [4, формула 4.1.1.4] (см. также [57])
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вытекает что при ν > −1

P{μ(Besδ) 6 r} =
(
2ν−1Γ(ν + 1)

)−1
∞∑

n=1

jν−1ν,n

Jν+1(jν,n)
exp

(

−
j2ν,n
2r2

)

.

Эта формула для целых размерностей была впервые получена в знамени-
той работе [31]. Снова основной вклад при r → 0 принадлежит первому
члену. Отсюда следует формула: при r → 0

P{μ(Besδ) 6 r} ∼
(
2ν−1Γ(ν + 1)

)−1 jν−1ν,1

Jν+1(jν,1)
exp

(

−
j2ν,1
2r2

)

. (22)

Частные случаи формул (21) и (22) для малых натуральных раз-
мерностей обсуждаются в обзоре Фаталова [18].

Хорошо известно, что степени бесселевских процессов принадлежат
к тому же семейству процессов с точностью до подходящей замены вре-
мени [58, гл. XI]. Это приводит к ряду тождеств по распределению между
интегралами от различных степеней бесселевских процессов, см. [58,
гл. XI], [29], [30]. Возьмем в качестве примера типичное тождество [58,
следствие 1.12, гл. XI], верное при целых размерностях d > 1:

4

(∫ 1

0

(Besd(s))−1 ds

)−2
law
=

∫ 1

0

(Bes2d−2(s))2 ds = ‖Bes2d−2 ‖2.

По этому тождеству, точная асимптотика малых уклонений (18), ко-
торая справедлива для правой части, справедлива и для левой части.
Другой пример дает тождество из [30, табл. 2]:

‖Bes40 ‖
2 =

∫ 1

0

(Bes40(s))
2 ds

law
=

(
1

π

∫ 1

0

(Bes30(s))
−1 ds

)2
. (23)

Пользуясь (20), мы получаем новое асимптотическое соотношение: при
r → 0

P

{∫ 1

0

(Bes30(s))
−1 ds 6 r

}

∼
8π2
√
2π

r3
exp

(

−
2π2

r2

)

. (24)

Применяя лемму 3 к квадратам взвешенных норм броуновских дви-
жений и используя теорему 3, мы получаем точную асимптотику малых
уклонений для взвешенной нормы бесселевского процесса целой размер-
ности.

Предложение 1. Пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при
ε→ 0

P{‖Besk ‖ψ 6 ε} ∼
2(k+3)/2ψk/8(0)
√
πkϑψk/8(1)

ε exp

(

−
k2ϑ2

8
ε−2

)

.
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Аналогично устанавливается формула для бесселевского моста це-
лой размерности.

Предложение 2. Пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при
ε→ 0

P{‖Besk0 ‖ψ 6 ε} ∼
2
√
2

√
π
(kϑ)(k−2)/2ψk/8(0)ψk/8(1)ε−(k−1) exp

(

−
k2ϑ2

8
ε−2

)

.

Для дальнейшего использования опишем асимптотику малых укло-
нений для суммы норм ‖Besk ‖2 + ‖Besm0 ‖

2 в случае целых k,m > 1.

Лемма 4. Пусть Besk — бесселевский процесс целой размерности
k > 1, а Besm0 — независимый от него бесселевский мост целой размер-
ности m > 1. Тогда при ε→ 0

P{‖Besk ‖2 + ‖Besm0 ‖
2 6 ε2} ∼

2(k+3)/2mm−1

√
π(k +m)m/2

εm−1 exp

(

−
(m+ k)2

8ε2

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство заключается в «склеива-
нии» двух асимптотик (18) и (20) с помощью леммы 2.

Другой пример использования леммы 3 таков. Рассмотрим несум-
мируемый вес ω(t) = [t(1−t)]−1, 0 6 t 6 1, называемый весом Андерсона–
Дарлинга [26]. Квадрат нормы броуновского моста с весом Андерсона–
Дарлинга в обозначениях [51]

A1,1 :=

∫ 1

0

B2(t)ω(t) dt

играет важную роль в теории непараметрических критериев согласия.
В работе [9] было доказано, что при r → 0

P{A1,1 6 r} ∼
2
√
r
exp

(

−
π2

8r

)

. (25)

Рассмотрим, следуя статье [51], для натуральных n функционал

An,1 :=

∫ 1

0

(Besn0 (t))
2

t(1− t)
dt.

Ясно, что An,1 — сумма n независимых копий величины A1,1. Поэтому
по лемме 3 и (25) мы получаем при r → 0

P{An,1 6 r} ∼ 2(3−n)/2(nπ
√
π)n−1r−n+1/2 exp

(

−
n2π2

8r

)

. (26)

Обозначим теперь T1(3) и T1(4) моменты первого достижения
уровня 1 бесселевскими процессами Bes3 и Bes4. Следующие два то-
ждества по распределению доказаны в [51, с. 174]:

A2,1
law
=

∫ T1(3)

0

ds

Bes3(s)(1− Bes3(s))
law
= 4

∫ T1(4)

0

du

1− (Bes4(u))2
.
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Использование соотношения (26) при n = 2 дает нам две новых
точных асимптотики малых уклонений для бесселевских процессов при
r → 0:

P

{∫ T1(3)

0

(
Bes3(s)(1− Bes3(s))

)−1
ds 6 r

}

∼ 2π
√
2πr−3/2e−π

2/2r,

P

{∫ T1(4)

0

(
1− (Bes4(u))2

)−1
du 6 r

}

∼
1

4
π
√
2π r−3/2e−π

2/8r.

В заключение рассмотрим замечательный результат Алили [24], [30,
формула 4.33], устанавливающий следующее тождество по распределе-
нию при любом σ 6= 0 :

σ2

π2

[( ∫ 1

0

cth(σBes30(u)) du

)2
− 1

]
law
= ‖Bes40 ‖

2. (27)

В силу (23) это может быть записано в форме

σ2
[( ∫ 1

0

cth(σBes30(u)) du

)2
− 1

]
law
=

(∫ 1

0

(Bes30(s))
−1 ds

)2
.

Используя (20), мы можем получить точную асимптотику малых укло-
нений для функционала в левой части (27) при любом σ. Как показано
в [25] (см. также [30, формула 4.34]) при σ →∞ справедливо следующее
тождество по распределению:

∫ ∞

0

(
exp(Bes3(t))− 1

)−1
dt
law
=

π2

4
‖Bes20 ‖

2.

Этот результат влечет за собой еще одну точную асимптотику ма-
лых уклонений, на этот раз для экспоненциального функционала от бес-
селевского процесса.

Предложение 3. При r → 0 справедливо соотношение

P

{∫ ∞

0

(
exp(Bes3(t))− 1

)−1
dt 6 r

}

∼

√
2π

r
exp

(

−
π2

8r

)

.

5. Малые уклонения для броуновской экскурсии. Обозначим
e(t), 0 6 t 6 1, броуновскую экскурсию. Строгое определение этого про-
цесса можно найти в [4], [59] или [58]. На неформальном уровне можно
представлять себе его как броуновский мост из нуля в нуль, принимаю-
щий положительные значения внутри [0, 1], или как броуновское движе-
ние, выходящее из нуля, положительное внутри [0, 1] и впервые обраща-
ющееся в нуль в момент времени 1.

Для наших целей ключевую роль играет связь между броуновской
экскурсией и бесселевскими мостами. Эта связь известна давно и была
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описана сначала Леви [45], затем Ито и Маккином [41, § 2.9] и Уильям-
сом [61]. Позже броуновская экскурсия и связанные с нею процессы изу-
чались в множестве работ, см., например, [58] и [52]. Однако, насколько
нам известно, точная асимптотика малых уклонений этих процессов в
L2-норме была неизвестна.

Теорема 7. Пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при ε→ 0

P{‖e‖ψ 6 ε} ∼
2
√
6ϑψ3/8(0)ψ3/8(1)

√
π

ε−2 exp

(

−
9ϑ2

8
ε−2

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Хорошо известно (см. [61], [59] следую-
щее тождество по распределению, иногда называемое тождеством Леви–
Уильямса [30, с. 454]:

{e2(t), 0 6 t 6 1} law= {B21(t) +B
2
2(t) +B

2
3(t), 0 6 t 6 1}, (28)

где B1(t), B2(t), B3(t), 0 6 t 6 1, — три независимых броуновских моста.
Умножая обе части (28) на вес ψ и интегрируя, получаем

‖e‖2ψ
law
= ‖B1‖

2
ψ + ‖B2‖

2
ψ + ‖B3‖

2
ψ

law
= ‖Bes30 ‖

2
ψ.

Применение предложения 2 при k = 3 завершает доказательство.
При выборе в теореме 7 единичного веса получаем точную асимпто-

тику малых уклонений для собственно броуновской экскурсии:

P{‖e‖ 6 ε} ∼
2
√
6

√
π
ε−2 exp

(

−
9

8
ε−2

)

, ε→ 0. (29)

В качестве еще одного примера рассмотрим гладкий вес χ(t) = (1+
t)−4. Применяя теорему 2, легко получаем, что при ε→ 0

P{‖B‖χ 6 ε} ∼
2
√
2

√
π
exp

(

−
1

32
ε−2

)

(этот результат также вытекает из теоремы 4 работы [10] при a = 1).
Между прочим, это соотношение исправляет ошибочную фор-

мулу (13) статьи [40]. Рассматривая броуновскую экскурсию с весом
χ(t), получаем из теоремы 7, что

P{‖e‖χ 6 ε} ∼

√
3

2π
ε−2 exp

(

−
9

32
ε−2

)

.

Как и при доказательстве теоремы 7, используя теоремы 3.1 и 3.3
из [9], а также пример c) из [11], мы можем установить точные асимпто-
тики малых уклонений для броуновской экскурсии с различными «вы-
рождающимися» весами.
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Предложение 4. Следующие соотношения справедливы при ε→ 0:

P

{∫ 1

0

e2(t)

t(1− t)
dt 6 ε2

}

∼
9π3

ε5
exp

(

−
9π2

8ε2

)

,

P

{∫ 1

0

e2(t)

t(2− t)
dt 6 ε2

}

∼
37/8π3/2

25/4
ε−11/4 exp

(

−
9π2

32ε2

)

.

Пусть ρ > −2. Тогда при ε→ 0

P

{∫ 1

0

tρe2(t) dt 6 ε2
}

∼
4π1/4

3(ρ−4)/(4(ρ+2))Γ3/2((ρ+ 3)/(ρ+ 2))

× ((ρ+ 2)ε)−(ρ+8)/(2(ρ+2)) exp
(

−
9

2
((ρ+ 2)ε)−2

)

.

Известно следующее тождество по распределению для функционала
типа Ватсона от броуновской экскурсии (см. [30, формула (4.20)]:

Wat (e) :=

∫ 1

0

(

e(t)−
∫ 1

0

e(x) dx

)2
dt
law
=
1

4
‖Bes20 ‖

2.

Применяя формулу (20) при k = 2, получаем новую точную асимптотику
при r → 0:

P{Wat (e) 6 r} ∼

√
2

πr
exp

(

−
1

8r

)

.

6. O малых уклонениях броуновского локального времени.
Пусть Lxt (B) непрерывное по совокупности переменных локальное время
броуновского моста B в точке x ∈ R до времени t ∈ [0, 1]. В силу след-
ствия 2.2 работы [33], для натуральных m справедливо тождество по
распределению

∫ ∞

−∞
(Lx1(B))

m dx
law
= 2m−1

∫ 1

0

(e(t))m−1 dt. (30)

Сначала рассмотрим случай m = 3. Точная асимптотика малых
уклонений функционала ‖e‖2 в правой части (30) известна из теоремы 7.
Отсюда следует подобная асимптотика для интегрального функционала∫∞
−∞(L

x
1(B))

3 dx.

Предложение 5. При ε→ 0 справедливо соотношение :

P

{∫ ∞

−∞
(Lx1(B))

3 dx 6 ε

}

∼
8
√
6

√
π
ε−1 exp

(

−
9

2
ε−1

)

.

Это предложение уточняет результат из [33], где была найдена лишь
логарифмическая асимптотика.
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Переходим к случаю m = 2. Справедливо тождество по распределе-
нию ∫ ∞

−∞
(Lx1(B))

2 dx
law
= 2

∫ 1

0

e(t) dt.

Интеграл в правой части интерпретируется как площадь под броунов-
ской экскурсией. Он интенсивно изучался (см. [42]). Его распределение
можно описать так.

Пусть Ai(x) — стандартная функция Эйри [15, гл. 10]. Все нули
функции Эйри отрицательны. Обозначим их −aj , j > 1, и пусть a1 —
абсолютная величина первого нуля, a1 ≈ 2.3381. При r → 0+ справед-
ливо асимптотическое разложение [42, § 15]:

P

{∫ 1

0

e(t) dt 6 r

}

∼ exp
(

−
2a31
27r2

)(
2

3
a
3/2
1 r−2+

1

4
a
−3/2
1 −

105

64
a
−9/2
1 r2+∙ ∙ ∙

)

,

причем главный вклад вносит первый член. Отсюда следует точная
асимптотика малых уклонений для функционала

∫∞
−∞(L

x
1(B))

2 dx.

Предложение 6. При ε→ 0

P

{∫ ∞

−∞
(Lx1(B))

2 dx 6 ε

}

∼
8

3
a
3/2
1 ε−2 exp

(

−
8a31
27ε2

)

.

Менее точный вариант этого результата на логарифмическом
уровне был получен в [33, теорема 3.1]. Точная асимптотика, по-
видимому, выписана нами впервые.

Результаты о малых уклонениях броуновского локального времени
вообще редки. Мы пополним их следствием из первой теоремы Рэя–
Найта (см. [58, гл. XI], [52, гл. 3]). Пусть T1 = inf{t: W (t) = 1}— первый
момент достижения броуновским движением уровня 1. Для x ∈ [0, 1]
рассмотрим процесс локального времени по x вплоть до момента T1:

Z(x) = LxT1(W ), 0 6 x 6 1.

Первая теорема Рэя–Найта утверждает, что на интервале [0, 1] этот про-
цесс совпадает по распределению с квадратом процесса Bes2. Поэтому
мы получаем при ε→ 0

P

{∫ 1

0

LxT1(W ) dx 6 ε
2

}

∼
2
√
2

√
π
ε exp

(

−
1

2ε2

)

.

Обобщение этого результата с помощью предложения 1 для взвешенной
квадратичной нормы выглядит так.

Предложение 7. Пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при
ε→ 0

P

{∫ 1

0

LxT1(W )ψ(x) dx 6 ε
2

}

∼
2
√
2ψ1/4(0)

√
πϑψ1/4(1)

ε exp

(

−
ϑ2

2
ε−2

)

.
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Используя связь между процессом LxT1(W ) и Bes2, можно найти точ-
ную асимптотику малых уклонений для Lp-нормы процесса LxT1(W ). Для
любого p > 0 имеем

P

{∫ 1

0

(LxT1(W ))
p dx 6 εp

}

= P

{∫ 1

0

(Bes2(t))2p dt 6 εp
}

,

где асимптотика правой части, пусть в неявной форме, может быть по-
лучена из [19].

Со случайным процессом X(t), выходящим из нуля, можно связать
так называемый супремум-процесс S(t) = sup06s6tX(s). Для броунов-
ского движения W классический результат Леви [45] утверждает, что
процесс S(t)−W (t), t > 0, совпадает по распределению с одномерным бес-
селевским процессом. Применяя теорему 3, получаем следующее пред-
ложение.

Предложение 8. Пусть ψ — правильный вес на [0, 1]. Тогда при
ε→ 0

P{‖S −W‖ψ 6 ε} ∼
4ψ1/8(0)
√
πϑψ1/8(1)

ε exp

(

−
ϑ2

8
ε−2

)

.

Другой замечательный результат принадлежит Питмену ([55], [58,
гл. 6]), который доказал совпадение по распределению процесса 2S −W
и процесса Bes3 . Тождество Питмена влечет за собой равенство

P{‖2S −W‖ψ 6 ε} = P{‖Bes
3 ‖ψ 6 ε}.

Отсюда с помощью леммы 3 можно получить точную асимптотику ма-
лых уклонений для процесса Питмена 2S −W во взвешенной норме.

Еще один интересный факт из [58, гл. 6, следствие 3.8] состоит
в равенстве по распределению процессов {|W |(t) + L0t (W ), t > 0} и
{Bes3(t), t > 0}. Отсюда вытекает точная асимптотика при ε → 0 для
вероятности P{‖ |W |(t) + L0t (W )‖ψ 6 ε}.

Распределение супремума по x броуновского локального времени
Lxt (W ) хорошо изучено, его можно найти в [4, формула 1.11.4 ]. Поэтому
при ε→ 0 мы получаем

P
{
sup
x∈R

Lxt (W ) 6 ε
}
∼

4

sin2(j0,1)
e−2j

2
0,1t/ε

2

.

Интересно также посмотреть на распределение супремума броунов-
ского локального времени вплоть до момента достижения уровня. Пусть
τb = inf{s: W (s) = b} — первый момент достижения уровня b ∈ R. То-
гда из [3, гл. I, формула (4.13)], см. также [4, формула (2.11.2)], вытекает
следующая точная асимптотика при ε→ 0:

P
{
sup

−∞<x<b
Lxτb(W ) 6 ε

}
∼

8

j30,1J1(j0,1)
e−bj

2
0,1/ε

2

.
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7. О малых уклонениях броуновского меандра. В этом раз-
деле мы рассмотрим броуновский меандр (или извилину) m. Строгое
определение броуновского меандра длины 1 имеется в [58, гл. XII] и [4,
с. 83]. Этот процесс можно на неформальном уровне представлять
себе как броуновское движение, подчиненное условию положительности
вплоть до момента 1, однако не требуется, чтобы броуновский меандр
обращался в нуль в точке 1. Обозначим mz(t) броуновский меандр, при-
нимающий значение z > 0 в момент времени 1.

Следующий факт доказан в [28]:

(mz(t))2
law
= B21(t) +B

2
2(t) + (B3(t) + zt)

2, 0 6 t 6 1,

где B1, B2 и B3 — это три независимых броуновских моста. При z =
0 мы получаем в качестве частного случая тождество Леви–Уильямса,
рассмотренное выше.

Сначала мы найдем точную асимптотику малых уклонений про-
цесса (B(t) + zt)2. Для этого можно использовать работу [8], в которой
доказано, что при r → 0

P

{∫ 1

0

(B(t) + zt)2 dt 6 r

}

∼

√
8

π(1 + z2)
exp

(

−
(z2 + 1)2

8r
+
z2

2

)

. (31)

По формуле (20) мы имеем при r → 0:

P{‖B1‖
2 + ‖B2‖

2 6 r} ∼
2
√
2

√
πr
exp

(

−
1

2r

)

.

Комбинируя этот результат с (31), с помощью леммы 2 получаем,
что при ε→ 0

P

{∫ 1

0

(B21(t) +B
2
2(t) + (B3(t) + zt)

2) dt 6 ε2
}

∼
2
√
2(z2 + 3)
√
π

ez
2/2ε−2 exp

(

−
(z2 + 3)2

8
ε−2

)

.

Итак, мы получили следующую точную асимптотику малых укло-
нений для броуновского меандра с предписанным концом z.

Предложение 9. Для любого z > 0, при ε → 0 справедливо соот-
ношение

P{‖mz‖ 6 ε} ∼
2
√
2(z2 + 3)
√
π

ε−2 exp

(

−
(z2 + 3)2

8
ε−2 +

z2

2

)

.

При z = 0 этот результат находится в прекрасном соответствии с
формулой (29) для броуновской экскурсии.
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Переходим к малым уклонениям обычного броуновского меан-
дра m. Для этого используем тождество по распределению из [52, след-
ствие 3.9.1] или [56, § 5]:

{m2(t), 0 6 t 6 1} law= {B2(t) +W 2
1 (t) +W

2
2 (t), 0 6 t 6 1}, (32)

где броуновский мост B и два броуновских движения W1 и W2 неза-
висимы. Процесс в правой части (32) — это «интерполяция» между
квадратами бесселевского процесса и бесселевского моста [56, § 5]. С по-
мощью (32) легко выводится точная асимптотика малых уклонений для
меандра. Используя лемму 4 в частном случае k = 2 и m = 1, получаем
следующий результат.

Предложение 10. При ε→ 0 справедливо соотношение

P{‖m‖ 6 ε} ∼ 4

√
2

3π
exp

(

−
9

8
ε−2

)

.

Аналогичным образом можно получить точную асимптотику малых
уклонений для броуновского меандра с различными весами.

Теорема 8. Пусть ρ > −2 — фиксированное число. При ε→ 0

P

{∫ 1

0

tρm2(t) dt 6 ε2
}

∼
22+ρ/(2(ρ+2))π1/2

31/2+3ρ/(4(ρ+2))Γ(1/(ρ+ 2))Γ1/2((ρ+ 3)/(ρ+ 2))

× ((ρ+ 2)ε)3ρ/(2(ρ+2)) exp
(

−
9

4
((ρ+ 2)ε)−2

)

.

Для правильного веса ψ на [0, 1]

P{‖m‖ψ 6 ε} ∼ 4

√
2

3π

ψ3/8(0)

ϑ1/2ψ1/8(1)
exp

(

−
9ϑ2

8
ε−2

)

,

где ϑ =
∫ 1
0

√
ψ(t) dt.

Имеется интересное тождество по распределению, связывающее бро-
уновский меандр m(s) с броуновским мостом B(s) и его локальным вре-
менем в нуле L0s(B). Оно выглядит так [52, § 8.3]:

{m(s), s 6 1} law= {|B(s)|+ L0s(B), s 6 1}.

Комбинируя теорему 8 с этим тождеством, нетрудно получить точную
асимптотику малых уклонений для нормы ‖ |B(s)|+ L0s(B)‖ψ.

Обратимся к точной асимптотике малых уклонений для супремума
броуновской экскурсии μ(e) = sup06u61 e(u). Обозначим T4 квадрат
нормы четырехмерного бесселевского моста, т.е.

T4 =
∫ 1

0

( 4∑

i=1

B2i (t)

)

dt,
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где Bi, i = 1, . . . , 4, — независимые броуновские мосты. По лемме 3

P{T4 6 r} ∼
8
√
2

√
πr3
exp

(

−
2

r

)

.

Известно, кроме того [52, § 11.3], что μ2(e)
law
= (π2/4)T4. Комбинируя эти

соотношения, получаем простое, но новое соотношение.

Предложение 11. При ε→ 0

P{μ(e) 6 ε} ∼
π2
√
2π

ε3
exp

(

−
π2

2ε2

)

.

Другим путем эта асимптотика может быть получена с помощью
леммы 2 из знаменитого тождества Чжуна, см. [52, § 11.3]:

μ2(e)
law
= μ2(|B1|) + μ

2(|B2|),

где независимые с.в. μ(|B1|) и μ(|B2|) имеют распределение Колмогорова.
Это значит, что при всех r > 0

P{μ(|B|) 6 r} =

√
2π

r

∞∑

k=1

exp

(

−
(2k − 1)2π2

8r2

)

.

Поэтому, при r → 0

P{μ(|B|) 6 r} ∼

√
2π

r
exp

(

−
π2

8r2

)

, (33)

и нам остается применить лемму 2.
Предложение 11 влечет за собой интересное соотношение, связанное

с интегральным функционалом h(e) =
∫ 1
0 ds/e(s).

Предложение 12.

P{h(e) 6 ε} ∼
8π2
√
2π

ε3
exp

(

−
2π2

ε2

)

, ε→ 0.

Доказательство следует из тождества по распределению [52, § 11.5]:

h(e)
law
= 2μ(e). (34)

Еще одна асимптотика может быть выведена из (33). Пользуясь
тождеством по распределению [56, с. 250]:

∫ 1

0

(Bes20(s))
−1 ds

law
= 2μ(|B|), (35)
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мы получаем формулу, напоминающую (24): при r → 0

P

{∫ 1

0

(Bes20(s))
−1 ds 6 r

}

∼
2
√
2π

r
exp

(

−
π2

2r2

)

.

Интересно сравнить асимптотику малых уклонений для супремумов
броуновской экскурсии и броуновского меандра. Известно тождество
(см. [43], [30, с. 449])

μ(m)
law
= 2μ(|B|),

где правая часть совпадает с правой частью (35). Тогда, применив (33),
получаем следующее соотношение

Предложение 13.

P{μ(m) 6 ε} ∼
2
√
2π

ε
exp

(

−
π2

2ε2

)

, ε→ 0.

Сравнение предложений 11 и 13 показывает совпадение экспонент и
различие в степенных членах и константах, как и можно было ожидать.

Интересно. что для броуновского меандра тождество (34) прини-

мает похожий, но иной вид [29]: h(m)
law
= μ(m). Это позволяет, опираясь

на предложение 13, вывести точную асимптотику малых уклонений для
функционала h(m) =

∫ 1
0 ds/m(s).

Авторы признательны профессорам A.Н.Бородину, М.А.Лифшицу
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Astérisque, 1976, v. 236, p. 249–276.

57. Pitman J., Yor M. The law of the maximum of a Bessel bridge. — Electron. J.
Probab., 1999, v. 4, p. 1–35.

58. Revuz D., Yor M. Continuous Martingales and Brownian Motion. 2nd ed. Berlin:
Springer, 2001, 602 p.

59. Rogers L.C.G., Williams D. Diffusions, Markov Processes and Martingales, v. 2.
Cambridge: Cambridge University Press, 2000, 494 p.

60. van der Vaart A.W., van Zanten H. Rates of contraction of posterior distributions
based on Gaussian process priors. — Ann. Statist., 2008, v. 36, № 3, p. 1435–1463.

61. Williams D. Decomposing the Brownian path. — Bull. Amer. Math. Soc., 1970, v. 76,
p. 871–873.



Точная асимптотика малых уклонений 27

62. Zolotarev V.M. Gaussian measure asymptotics in l2 on a set of centered spheres with
radii tending to zero. — 12th Europ. Meeting of Statisticians, Varna, 1979, p. 254.

Поступила в редакцию
18.XII.2011


