
Öèêë ðàáîò �Òî÷íûå ôóíêöèè Áåëëìàíà�.

Ìåòîä ôóíêöèè Áåëëìàíà � ýòî àíàëèòè÷åñêàÿ òåõíèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è, îáëàäàþùèå îïðåäåëåííûì ñàìîïîäîáèåì. Èñïîëüçîâàíèå èäåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áûëî âïåðâûå îñóùåñòâëåíî Áóðêõîëüäåðîì
(íà÷àëî 80-õ), çàäà÷ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà � Âîëüáåðãîì, Íàçàðîâûì è Òðåéëåì (ñåðåäèíà 90-õ).
Â ïîñëåäóþùèå 20 ëåò ìåòîä àêòèâíî ðàçâèâàëñÿ, ñ ïîìîùüþ íåãî ðåøåíî ìíîãî êîíêðåòíûõ çàäà÷
àíàëèçà. Öèêë ðàáîò Ï. Á. Çàòèöêîãî è Ä. Ì. Ñòîëÿðîâà êàê îáúåäèíÿåò ìíîãèå ïîõîæèå çàäà÷è â
åäèíóþ òåîðèþ, òàê è ðàñøèðÿåò ãîðèçîíòû åãî ïðèìåíåíèÿ.

Ñîâìåñòíàÿ ñ Â. È. Âàñþíèíûì, Ï. Èâàíèñâèëè è Í. Í. Îñèïîâûì ðàáîòà [1] äàåò ðåøåíèå
çàäà÷è î íàõîæäåíèè ìàêñèìóìà èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

∫
f(ϕ) íà øàðå ïðîñòðàíñòâà BMO.

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òî÷íûå êîíñòàíòû â ðàçëè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ î ôóíêöèÿõ
íà ïðîñòðàíñòâå BMO. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè ðåøåíû ðàíåå Âàñþíèíûì è Ñëàâèíûì. Òåì íå
ìåíåå, ðàáîòà íå åñòü ïðîñòîå îáîáùåíèå, â íåé îïèñàíî ïîâåäåíèå íîâûõ òèïîâ ñèíãóëÿðíîñòåé
ãðàäèåíòà ôóíêöèè Áåëëìàíà (òàê íàçûâàåìûõ òðîëëåéáóñîâ) è óêàçàí àëãîðèòì îáùåãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è. Ýòè íàðàáîòêè óæå áûëè íåñêîëüêî ðàç èñïîëüçîâàíû äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Ñì. òàêæå
êðàòêîå ñîîáùåíèå [2].

Â ñîâìåñòíîé ñ Â. È. Âàñþíèíûì, Ë. Ñëàâèíûì è À. À. Ëîãóíîâûì ñòàòüå [3] íàðàáîòàííàÿ
òåõíèêà ïðèìåíåíà ê çàäà÷å î ñëàáûõ îïðåäåëåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà BMO. Ýòà çàäà÷à, ïî ñóòè, áûëà
ðåøåíà åùå Äæîíîì â íà÷àëå 60-õ. Òåì íå ìåíåå, òåõíèêà ôóíêöèè Áåëëìàíà ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü
åãî ðåçóëüòàò.

Íà ñàìîì äåëå, ìåòîäû ñòàòüè [1] ïîçâîëÿþò ïî÷òè áåç èçìåíåíèé ðàáîòàòü ñ áîëåå øèðîêèì
êëàññîì ïðîñòðàíñòâ (à íå òîëüêî ñ ïðîñòðàíñòâîì BMO). Â ñîâìåñòíîé ñ Â. È. Âàñþíèíûì, Ï.
Èâàíèñâèëè è Í. Í. Îñèïîâûì ðàáîòå [4] áûëî äàíî îïðåäåëåíèå êëàññà ìåäëåííî îñöèëëèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé. Òàêîé îáùèé êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ïðîñòðàíñòâî BMO, òàê è êëàññû âåñîâ
Ìàêåíõàóïòà, êëàññû âåñîâ Ãåðèíãà, è äð. êëàññû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Çàäà÷ó î ìàêñèìóìå
èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà ìîæíî (è íóæíî) ðåøàòü íà òàêîì êëàññå. Íàäî ëèøü çàìåíèòü �êó-
ñòàðíûå� ôîðìóëû ðàáîòû [1] íà áîëåå îáùèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîé îáùíîñòè, â ïîâåäåíèè
ôóíêöèè Áåëëìàíà èãðàþò îñíîâíóþ ðîëü âåëè÷èíû ýëåìåíòàðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
(êðèâèçíà è êðó÷åíèå êðèâîé ãðàíè÷íûõ äàííûõ).

Ýòà �äèôôåðåíöèàëüíî ãåîìåòðè÷åñêàÿ� òåõíèêà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â ñîâìåñòíîé ñ Ï. Èâà-
íèñâèëè ðàáîòå [5]. Ôóíêöèÿ Áåëëìàíà ïîçâîëÿåò ïåðåäîêàçàòü êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Õàííåðà.
Íà ñàìîì äåëå, ðåøåíà áîëåå îáùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèâàòü ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Lp. Êðîìå òîãî, ìåòîä ôóíêöèè Áåëëìàíà ïîçâîëÿåò íå óãàäàòü
ðåøåíèå (÷òî áûëî ñäåëàíî Á�åðëèíãîì åùå â 45 ãîäó), à ëåãêî ðåøèòü, ïðèâëåêàÿ ïðîñòûå ñîîáðà-
æåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, áîëåå îáùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó.

Ðàáîòà [6] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóëüìèíàöèþ öèêëà. Â íåé îáúÿñíåíî, ïî÷åìó ìåòîä ôóíêöèè
Áåëëìàíà ðàáîòàåò. Îñíîâíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè Áåëëìàíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ñâåñòè
èñõîäíóþ áåñêîíå÷íîìåðíóþ (è çà÷àñòóþ íåêîìïàêòíóþ) ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ê êîíå÷íîìåðíîé
(îáû÷íî, äâóõ, òðåõ, ðåäêî ÷åòûðåõìåðíîé) çàäà÷å. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ òåîðåìà
äâîéñòâåííîñòè. Âñå ïðåäûäóùèå ðàáîòû èñïîëüçîâàëè åå êàê �÷åðíûé ÿùèê� (òî åñòü, äëÿ êàæäîé
êîíêðåòíîé çàäà÷è äâîéñòâåííîñòü èñïîëüçîâàëàñü, ÷òîáû óãàäàòü ðåøåíèå, ïîëüçóÿñü êàêèìè-òî
ñèììåòðèÿìè çàäà÷è, ïîñëå ÷åãî óæå ïðîâåðÿëîñü ïî êàêèì-òî êîñâåííûì ïðèçíàêàì, ÷òî óãàäàííîå
ðåøåíèå åñòü äåéñòâèòåëüíî ôóíêöèÿ Áåëëìàíà). Â ðàáîòå [6] äàíî îáùåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
äâîéñòâåííîñòè (ôóíêöèÿ Áåëëìàíà äëÿ èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà åñòü ìèíèìàëüíàÿ ëîêàëüíî
âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîé îáëàñòè â ïëîñêîñòè). Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò òðåòüÿ ýêñòðåìàëü-
íàÿ çàäà÷à �ñîåäèíÿþùàÿ� äâå èñõîäíûå. Ýòà çàäà÷à ñòàâèòñÿ íà êëàññå ìàðòèíãàëîâ, áëóæäàþùèõ
â îáëàñòè, è âûõîäÿùèõ íà âûïóêëóþ ÷àñòü ãðàíèöû. Èíòåðåñíî, íî òàêîé êëàññ ìàðòèíãàëîâ (à òàê-
æå ëîêàëüíî âîãíóòûå ôóíêöèè), ïî-âèäèìîìó, íèêåì íå èçó÷åí. Â ðàáîòå òàêæå äàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ
òåîðèÿ òàêèõ ìàðòèíãàëîâ. Êðîìå òîãî, ìàðòèíãàëüíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷àòü òî÷íûå
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îöåíêè äëÿ ìîíîòîííûõ ïåðåñòàíîâîê ôóíêöèé èç êëàññîâ ìåäëåííîé îñöèëëÿöèè, ÷òî îáúåäèíÿåò
è îáîáùàåò ìíîãèå ñòàðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Íàêîíåö, â ñîâìåñòíîé ñ Â. È. Âàñþíèíûì ðàáîòå [7] ðàçðàáîòàíî ïðèëîæåíèå ìàðòèíãàëüíîé
òåõíèêè ðàáîòû [6] ê çàäà÷àì îöåíîê ìîíîòîííûõ ïåðåñòàíîâîê ôóíêöèé èç äèàäè÷åñêèõ êëàññîâ
ìåäëåííîé îñöèëëÿöèè.
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