
Öèêë ðàáîò

¾Ïîëóëèíåéíûå óðàâíåíèèÿ ñ äðîáíûìè ëàïëàñèàíàìè¿

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì îáúåê-

òîì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âîïðîñû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ èëè íåñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, èõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïðèâëåêàþò

áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ñ íà÷àëà âòîðîé ïîëîâèíû XX âåêà. Â ïîñëåäíèå

íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé ìíîãîêðàòíî âîçðîñ èíòåðåñ ê íåëîêàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ

îïåðàòîðàìè äðîáíîãî ïîðÿäêà, âàæíûìè ïðèìåðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äðîáíûå

ëàïëàñèàíû. Áóðíîå ðàçâèòèå ýòîé îáëàñòè ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ ìíîãèìè ïðè÷èíà-

ìè:

• êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü âçà-

èìîäåéñòâèÿ íåëîêàëüíîé ïðèðîäû, ïîýòîìó äëÿ ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ôèçèêå ÷àñòèö, áèîëîãèè, ãèäðîãåîëîãèè, õèìèè,

ôèíàíñàõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ íåëîêàëüíûå îïåðàòîðû;

• äðîáíûå ëàïëàñèàíû òàêæå âîçíèêàþò â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ êàê èí-

ôèíèòåçèìàëüíûå ãåíåðàòîðû ñèììåòðè÷íûõ óñòîé÷èâûõ ïðîöåññîâ Ëåâè;

• òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî áîãà÷å â ñëó÷àå, êîãäà äèñêðåòíûé ïàðàìåòð

(â äàííîì ñëó÷àå � ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé) ¾ëîæèòñÿ¿ íà íåïðåðûâíóþ øêàëó.

Òàêæå ñòîèò óïîìÿíóòü, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëè ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû è

òåõíèêè, ïîçâîëÿþùèå ðàáîòàòü ñ íåëîêàëüíûìè îïåðàòîðàìè (íàïðèìåð, ïðîäîë-

æåíèÿ â ïðîñòðàíñòâà áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ñâîäÿùèå íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó ê

ëîêàëüíîé çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå ñëåäîâ [Ca�arelli, Silvestre, 2007], [Stinga, Torrea,

2010], [Warma, 2015]; ðàçíîîáðàçíûå âàðèàöèîííûå ïîäõîäû).

Â öèêëå ðàáîò Í.Ñ. Óñòèíîâà èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü è êà÷åñòâåííûå ñâîé-

ñòâà ðåøåíèé äëÿ íåëîêàëüíûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé âàðèàöèîííîé ñòðóêòóðû.

Äëÿ ¾ëîêàëüíûõ¿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðàòîðàìè Ëàïëàñà è p-

Ëàïëàñà â ëåâîé ÷àñòè àíàëîãè÷íûì âîïðîñàì ïîñâÿùåí øèðîêèé êëàññ ðàáîò (ñì.

[Co�man, 1984], [Li, 1990], [Adimurthi, Mancini, 1991], [Wang, 1991], [Byeon, 1997], [Íà-

çàðîâ 2004], [Íàçàðîâ, Ùåãëîâà, 2004], [Ghoussoub, Kang, 2004], [Ghoussoub, Robert,



2006], [Äåìüÿíîâ, Íàçàðîâ, 2005;2006], [Êîëîíèöêèé, 2010] è äð.). Ñëîæíîñòü èññëå-

äîâàíèé â íåëîêàëüíîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòàíäàðòíûå ¾ëîêàëüíûå¿

ìåòîäû ëèáî íå ðàáîòàþò, ëèáî òðåáóþò íåòðèâèàëüíîé ìîäèôèêàöèè.

Áîëüøàÿ ÷àñòü öèêëà ðàáîò (ñì. [1], [3], [5]) ïîñâÿùåíà ðàçðåøèìîñòè ïîëóëèíåé-

íûõ çàäà÷ äëÿ ñïåêòðàëüíûõ (spectral) äðîáíûõ ëàïëàñèàíîâ Äèðèõëå è Íåéìàíà ñ

êðèòè÷åñêèì ðîñòîì ïðàâîé ÷àñòè â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-

íèé â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ çàâèñèò îò ãåîìåòðèè îáëàñòè è òðåáóåò òîíêîãî àíàëèçà

ñõîäèìîñòè ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà ðàç-

ðåøèìîñòè ñ ïîìîùüþ íåëîêàëüíîé âåðñèè ïðèíöèïà êîíöåíòðàöèè�êîìïàêòíîñòè

Ëèîíñà áûë ñóùåñòâåííî ðàçâèò ïîäõîä èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò Äåìüÿíîâà è Íàçà-

ðîâà. Êðîìå òîãî, äëÿ ñïåêòðàëüíîãî äðîáíîãî ëàïëàñèàíà Äèðèõëå áûë ïîëó÷åí

íîâûé âàðèàíò òîæäåñòâà Ïîõîæàåâà, ÿâëÿþùèéñÿ êðàåóãîëüíûì êàìíåì â äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû íåñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ â çâåçäíûõ îáëàñòÿõ.

Â ðàáîòå [2] áûë èçó÷åí òàê íàçûâàåìûé ¾ýôôåêò ìíîæåñòâåííîñòè¿ ïîëîæè-

òåëüíûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñïåêòðàëüíûì

èëè ñóæåííûì (restricted) ëàïëàñèàíîì Äèðèõëå è äîêðèòè÷åñêèì ðîñòîì ïðàâîé

÷àñòè. Äëÿ ýòîãî áûë óñîâåðøåíñòâîâàí ïîäõîä Ëè, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè óðîâ-

íåé ýíåðãèè ðàçëè÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ ñèììåòðèÿìè. Êëþ÷åâûì èí-

ñòðóìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ðàçáåãàíèè äâóõ

¾ãîðáîâ¿ � ëîêàëèçîâàííûõ ÷àñòåé ðåøåíèÿ. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêà-

çàòåëüñòâà â ðàáîòå áûëà ïîëó÷åíà ðàçðåøèìîñòü äëÿ çàäà÷è â êîëüöå ñ ñóïåðêðè-

òè÷åñêèì ðîñòîì ïðàâîé ÷àñòè.

Íàêîíåö, â ðàáîòå [4] äëÿ çàäà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì äðîáíûì ëàïëàñèàíîì Íåéìà-

íà áûë èññëåäîâàí âîïðîñ î ïîñòîÿíñòâå ðåøåíèèÿ ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé (ground

state solution). Êàê è â ëîêàëüíîì ñëó÷àå, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò ðàçìåðîâ

îáëàñòè Ω: ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî â îáëàñòè Ωε := {εx | x ∈ Ω} ïðè ε > ε0

ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé íåïîñòîÿííî, à ïðè ε ≤ ε0 � ïîñòîÿííî.
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