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0 xondopmMHOM H300pazkeHHH UeTHIPEXYTOALHHKA
C HYAEBBLIMH YFAQMH HA NMOAYNAOCKOCTbH.

B. A. Qok.

Ilycte zan uwermpexyroavuuk ABCD (uepr. 1), cocraBaenmbiil
u3 Zyr Kacawoomwuxcs kpyroB. KoHdopmuoe nsobpaxenne ero Ha
MOAYIAOCKOCTb AA€TCs, KaK H3BECTHO, OTHOLIEHHEM JABYX HHTE-
rparOB AMHEAHOro AMQ(PEPEHUNANPHOrO ypaBHEHHsT BTOPOro MO-
psiaka

I o IR RS = ERCR R

Bagaua npUBOAUTCSH, CAEZOBATEADHO, K ONPEAEAEHHIO IIOCTOSH-
HbIX a, b, ¢, A mo mapamerpam, XapaKTepPU3YIOLIUM YETbIPEXYTOAb-
HUK, ¥ K uHTerpupoBaHuto ypaBHeHus (1). MccaegoBanuem atoro
ypaBHEHHsl 3aHHMaAuCb MHOTHE aBTOPbI ¥); NoApobGHbIE yKasaHUs
AuTEpaTypBl BOmpoca MoxHO HadtH B aucceprauuu B. M. Cwmup-
HOBa *¥),

Jlokasano, 4TO AAS KamAOrO HETHIPEXYTOABHHKA CYILECTBYIOT
COOTBETCTBYIOLIME 3HAYeHHs1 MOCTOAHHBIX a, b, ¢, A. Bompoc 06
ONpEelEAEHHH OTHX TOCTOSHHBIX M MHTerparos ypasHeHus (1)
HEAb3H, OJHAaKO, CYHUTATb BIIOAHE PEUIEHHbIM, B BHZY TOI'O, 4TO
AAS HHX He ObIAO YKa3aHO .aHaAUTHYECKHX BblpameHHH, MPUTOA-
HbIX AAs BhiuucaeHuit. Hacrosmas pa6ora npeacraBaseT mombiTKy
- penIeHnsl 3TOro BOMPOCa..

1. Mo 6ysem wnckatb H306pameHHss Ha MNOAYIAOCKOCTb He
BCErO 4YETbIPEXYrOAbHHKA, a OJHOH YeTBepTH ero, mnoAydaemoR
caegyromum o6pasom. [lposegem asa xpyra K; u K, Tak, 4To6ni
cropona DC sBasnacp otpamenmem cropoHst AB B kpyre Kj,
a cropona AD otpamennem DC B xpyre K.

*) Cm. manp., D. Hilbert. Crundziige einer allgemeinen Theorie der line-
aren Integralgleichungen, p. 258. Teubner. Lelpmg—Berlm 1912.

#%) B, Y. Cuupuos. Sagaua o6pamniennsi AMHeHHOro zndpepeHInarbHOro ypas-
HEHMA BTOPOro MOPSIZKA € ueTblpbMsA ocobbiMm Toukammu. [lerporpas, 1918 r.
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Yertnipexyroabuuk ABCD pasobbercs Takum o6pasoMm Ha
4 uyeTBepPTH, U3 KOTOPHIX KaxAas NPEACTABASET YETbIPEXYTOAbHHK
C TpeMs NPAMbIMM YTAGMH M OJAHMM YIAOM, PaBHbIM HyAao. Uro6bi

35

A

Yepr. 1.

NOAYYHTb H306paxeHHE BTOrO YeTbIPEXyTOAbHHKA Ha MOAYIIAO-
ckoctb, cocrasum onepatop Lllsapua:

- %y ds 1 _d_[ s\’
{S’ x}——dx2 $dx 2 \dx € dx )"

B wamem caydae on Gyaer paBeH:

3 1 1 1
2 [s, x| = — —
( ) 1> } 8 (x—el)2+(x—e2)2+(x-e3)2
5x+C
- ’
8 (x—ey) (x—ey) (x —e3)

rae ey, €y, e;, C— BeulecTBEHHble NOCTOSIHHbIE, MPH YEM MOKHO CUH-
TaTb, YTO €; 1 e;—+e; =0.

Jrs aarvnefimero 6yazer yaobHee uCKaTb KOH(OPMHOE H30-
fpaxeHHe HAILEro YeTbIPEXYTOABHHKA HE HA MOAYNAOCKOCTb KOM-
NAGKCHOH MNepeMeHHOH X, a Ha MNPAMOYTOAbHHK KOMIIAEKCHOH

nepeMEeHHOH w, TaK, 9TOObI yrAbl' YeTHIPEXYTOAbHHKA MEPEXOAMAH
B YrAbl IPSIMOYTOAbHHKA.

I_Ipousnea.em NOJACTaHOBKY
X

3 — N = | — S A Y
3) R ey e —e0)
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npu yeM 6yaeM CUMTaTh, YTO BEIIECTBEHHbIH M MHHUMbIH MepHOABI
dynxuuu p (w) pasubt 2 K u 2iK’. Ypasuenue (2) mpumer Buz:
:%p (w)—2C.

4) {s, w}

[IpsiMOYyroAbHHK MAOCKOCTH w NPEACTaBASET OAHY HYETBEPTH
napaAireAoOrpaMMa nepHoAnYHOCTH (yHKuuH p (w). Herpyano y6e-
AUTHCSA, YTO M306paxmeHUEM HCXOAHOI'O YETbipexyroabHuka A
6yAeT Becb maparierorpamm nepuozuysoctd p (w). Dyukuuro s (w)
MOXHO INPeACTaBUTb, KaK OTHOLIEHHE ABYX MHTErPAAOB AuHEHHOTO
ypaBHEHHS

1 &2y 1
6) 3 dat =—5p@+C
NpPeACTaBASIOIEro YacTHbIR caydail ypasHenus Nama:
;— 5:—0; =n (n-+1) p (w)+} const.

Otmernm 3zech aBa mpeobpasosanusi ypasuenus (5). [Toacra-
HOBKa

1 /1N
(6) P(?ﬂ’):xﬁ y]/}) \\7w/‘=y1

npusoauT ypasHenue (5) k Buay (1), a moacraHoBka

@ VH (w)
rae H (w) =19, (5%) — fko6ueBckasi QYHKUHs, NPUBOAHUT YpPaB-

Heune (5) k BuAy: e
dzY dY .
8 H(w) Jwt +H (w)% + [% H (w) —c; H (w)] Y =0,

rae MnoAOXEHO JAAsA KPATKOCTH

. 142 K—E
) c=Ct—5——"4p -

B azanbmefimem Mb1 6yaem noabsosatbes BuHAOM (5), XoTs
B HEKOTOPBbIX OTHouleHWsX BHZA (8) sBAsercs Gonee yzOGHBIM.

2. ¥Ypasuenue (5) coaepmUT ABe NOCTOSIHHBIE, & HMEHHO OTHO-
menue nepuozos ynkuuu p (w) u nocrosmuyio C. C spyroii cro-
poupt, ueTpipexyroabuuk ABCD xapakrepusyercs, Kak H3BECTHO,
Tak:ke ABYMs [apaMeTpaMH, H Hama 3ajada COCTOHT B TOM,
4TO6bl MO BTUM MapaMeTpaM HaHTH NOCTOSHHbIE, BXOASILIME B ypaB-
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HEHHe. B kauectse napaMeTpPOB Mbl BO3bMEM BEANYHHDI, XapaKTe-

pusyloliue B3auMHOE MOAOKEHHE JABYX MnIap MNPOTHBONOAOMXHDBIX
CTOPOH Y€TbIPpEXYrOAbHHKA.

' ECJ\I/I AB€ TIPOTHUBOINOAOXKHDIE

K.

CTOPOHBI, 6yayun NPOAOAKEHDI,
nepecekyrcs, Mbl 6yazeM mux Xxa-
paKTepH30BaTb YrAOM Iepecedve-
Hus (YTAOM MeXAy KacaTeAbHbIMH
K KPyram B TOYKe IMepPEeCceueHHs),
KoTOpbIfi Mhl 0603HAUMM yepes

(10) 9h.

Ecau xe npu mnpoaormennu
Kpyrd, o6pasylomue MNPOTHBOIO-
AOKHBIE CTOPOHBI, He mepece-
KYTC51, TO OHH MOTYT 6bITb ApOGHO-
AnHefiHOH nozcrTaHoBKo# npeobpa-
\ 30BaHbI B KOHIIEHTPHYECKUE KPYTH.

I ~ / B aToM cayuae mapamerpom 6y-
y ~ / AET CAYXKHTb AOTapH(PM OTHOLIE-
~/ HHS PajMycoB BTHX KPYroB; MbI
PLLSELE ero 0603HauuM uepes

<G
%

¢

g
XA
BLA
7
~N

w
=

————— e e
N

E - (109  2mp=1lg 2.
r

—_

K + K

|
|

Takum o6pasom, ueTbipex-

yroabuuk ABCD 6yazer xapak-

Yepr. 2. TepU30BATHCA NapaMeTPaMu p U

p', ecan ofe mapsl MPOTHMBOIO-

AOHKHBIX CTOPOH HE IepeceKkaloTcs, U nmapamerpamu h u p', ecan
O4HA M3 HHX NEPECEKAETCH.

®
K Ko+ i IR+iK' 3R+ K
_________ w3
r |
. ? a |
N, N, i N, '
. . | . |
; |
i |
1 1
0 K. 2K 3K.

UYepr. 3.

Bui6pannbie Hamp napameTpbl HMHBApPHAHTHBI 110 OTHOLIEHHIO
K Ap0o6HO-AMHEAHBIM 1pe06 pa30BaHHAM MAOCKOCTH YEThIPEXYTOAbHHKA
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3, INepetizem Temepp kK coobpameHHsM, MOSBOASIOLINM CBS3aTh
NOCTOsIHHbIE, BXOAsIME B ypaBHEHHe, ¢ NMapaMmeTpamMu h u p'.

[peanoroxuM, 4TO ABe NMPOTHBONMOAOKHBIE CTOPOHDBI Nepece-
KaloTcsl, ¥ PacCMOTPHM CliepBa BTH ABe CTOPOHbl. [lepemecem mno-
cpeacTBoM ApoOHO-AMHEHHOH NMOJACTAaHOBKM TOYKH HMX HNEpeceveHHs
B Touku O u 0. Ham werbipexyroapnnx npumer BHA, ykasaHHbift
Ha ueprexe 2. Touku O, K, K+-iK’, iK' ueprema 2 6yayr co-
OTBETCTBOBaTb OAHOMMEHHBIM TOYKaM dYepTexa 3, NPeACTaBAAIO-
11ero MAOCKOCTb W.

PacemoTpum kakyro-uubyap Touky (V) B Hamem uwernipex-
YroAbHHKE; €CAM Mbl ee oTpasuM cnepsa ot npsmoft (M, K+ iK'),
a sarem ot npamoit (M, 2K} iK'), To B pesyabTaTe omna nosep-
HETCsA Ha Yroa, paBHbifi 2mh Bokpyr Hauana koopaunar (M), naue

— 2nih
roBopsi, KOMIAEKCHas IE€pEMEHHAsA S NMOAYYHT MHOMXHUTECAD € .

Uepr. 4.

Usobpamenne xe aroli Touk B maockoctd w (uept. 3) mepeiiaer
u3 noroxennss [Ny B moroxenue /V,’, T. €. BelleCTBEHHas YacTb
yBeauuntcs Ha nepuoa 2K.

PaccmoTpum Tenepp ABe Apyrue, HemepeceKarOWHECs CTOPOHDI;
nocpeacTBOM Jpo6GHo-AuHeliHOH IOoJCTaHOBKH MOZHO mnpeobpaso-
BaTb YETbIPEXYFOAbHHK TaK, YTOGbl OHH OGPAaTHAMCH B KOHIUEHTPH-
yeckue Kpyrd. [lycTb HayanO KOOPAMHAT NAOCKOCTH S AEKHT
B LEHTPe 3THX KPYroB; HAll YeTbIPEXYTOAbHMK IIpUMET BHA,

I51



ykasauubii Ha uyeprexe 4. Touku O, K, K+ iK', iK' ueprexa 5
6yAyT COOTBETCTBOBaTb OJHOMMEHHBIM Toukam ueprexa 4. Pac-
cMOTpHM Kakyio-HuGyab Touky (/V;) B Hamem 4eTbipexyroAbHHKe;
ecan Mbl oTpasum ee cnepBa or kpyra (iK', 2K+ iK'), a sarem
ot kpyra (2iK’, 2K 2iK'), To B pesyabrare ona ocraHercs Ha
TOM xe pajuyce-BEKTOpE, a PACCTOsHHE ee OT Hadana KOOPAHHAT

27
yBeJ\H‘lHTCH B OTHOIIEHHH € 'rp: 1; HHa4ye ropops, KOMIOAEKCHas 1me-
2 o
peMeHHas S TMOAYYHAT MHOXHTeAb e . Waobpaxenue mxe aToi
Hl
A cul
_________________ - - - _;H+3lH
™ |
V |
2 1 1
. iH ________________ — K+ Q(H
|
|
f\ll |
caf b | [
% i K+ K
<N,
© K
Uepr. 5.

tToukn B mnAaockocth w (dept. 5) mepedaer us moromenus NV,
B noaoxenue Vo', T. e. MHMMas wacTb ®w YBEAHYHTCH Ha Te-
puoa 2iK’.

PaccmoTpum, ¢ Apyrofi cropomni, ypasHenne (5), kak ypasue-
HHE, KO3(P(PHUUIHEHTbI KOTOPOrO HUMEIOT MEPHOJA 2K; wusBecTHO, uTO
o6uH#l HHTEerpaA 3TOrO ypaBHEHHA HMMeeT BHJ,

am y:Ale_m—thK @, (w)—|—A,ei“72lK @y (w),

rae ¢ (w) u ¢, (w) — nepunoanueckne Qynkuuu ¢ nepuosom 2K.
TO6bI MOXHO 6bIAO MOAOGPATH HE3aBHCHMble YaCTHbIE HHTe-
rpaabl ypaBHeHus (5) Tak, 4To6bl MX OTHOLIEHHE MOAYYMAC MHO-

— 2wih
HKHTEAD e npa yseanuenuu w Ha 2K, Heob6xoanmo, uToGbl Be-

anuuna h dopmyan (11) paBrsrach Hamemy napamerpy h.

Ecan mbl 6yaem paccmaTpuBaTh ypaBHenue (5), Kak ypaBHe-
HHe, KOd((HUHEHTH KoToporo umeroT nepuoa 2iK’, To obwuit
HHTErpaa ero 6yzer BHAa
(11%) y=Aie "TIE ¢ (w) 4 Ase” "TIE §p (w),
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rae U1 (w) u ¥, (w) umeror nepuoa 2iK’. Anaroruuno npezgmizy-

IIeMy, 3aKAIOYaeM, YTO BEAHUYHHA P LOAKHA PABHITBCA HaLIEMy
;

napamerpy p'.

3 [PHBEJEHHBIX PACCyXAeHHH ACHO, 4TO BeAkumHbl A’ u—p?
HrparoT BIIOAHE aHAAOTHYHYIO POAb, TaK YTO (GOPMYAbI, BhiBEAEH-
Hble AAS CAydYas NEpeCeKalolWMXCsi CTOPOH, OCTAIOTCH CNpPaBejAH-
BbIMU H JAs CAydYasl HENEPECEKAIOIUMXCH CTOPOH, €CAH B HHX
3aMeHuTb h Ha ip.

4. [lepexoAs K HHTErpHPOBAHHIO ypaBHeHHS (5), MOAOKHM

Tw

(12) SR =W

¥ BOCIOAb3YEMCS H3BECTHbIM PasAOXKEHHEM (GYHKUHH p (w) B TpH-
ronoMeTpuueckuil psag. Mbr 6yzem umertp

~_ w? 1
P ()= 4C=—doi+gr | —
n
—4 _]TQEL?T cos 2nw;, },
p— —9

n—t

T

B ™

rae g —=e , a ¢; uMeeT 3Hauenue (9).

paCHOJ\OkﬂI/IM 3TOT PAJ NO CTECNEHAM ¢, IIOAOXKUB

2 2n N
(13) .'. T2nq o COS 2nw1 = E 92" ‘IJ‘H (Sin2w1)'
Z —9q
n—_I

n—I

Tak 4YTO ' ecTb MOAMHOM CTENEeHH N OT sin'w;.

n

Kpome Toro, mMbl npezmnoroxHM, 4TO NOCTOSHHAsA €, BepHEe Be-
2

AMYHHA —- Ci, MOMET 6bITb pasAoOxeHa B psA [O CTENeHAM g7,
1Y
a HMEHHO
: 4K?2
(14) —5c=f (h 9,
T
rae

(14%) fh =— h2+2 a, (h) 9",

n—/—I
npu yem koaduuuentn % (h) moka HensBeCTHbI.
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Toraa ypasuenue (5) MoxeT GbITb HalHCaHO B BHAE

1 ddy T 1
(15) _y— dwlz — h 4—_5in2w1
[o.]
+28fﬂ%@wMkum.
n—I1
[Toaromus
(16) sintwy=t; y= gV 1,
MIOAYYHM
v [, 3 .\dy 1 R\-
wn om0 i3 ) (G~ )o=
o]
I 1 In |
=y-7 9" [¢. O+ ]
n=—_I

O6o03naunm uepes (D; wuurerpar ypasuenus (17), He cozep-
xamud [gf, 1 6ysem HCKaTb pa3sAOXKEHHE €ro B PsA BAAA

(18) Dy = Po+ 929 4940 - - - -

[ToacraBasim ato pasaoxenne B ypaBHenne (12) m mpupaBnu-
Basg HyAI0 KO3(Q(QHMUHEHTbl MPH PA3AHYHBIX CTENEHAX ¢, MOAYdUM
PR PaBEHCTB

Agy = 0,
(19) A%:%,q’l_‘i‘“t_’
! a ! a
Aoy = ¢ W—l_ 2"“?1?1—5 -

rae AAsA COKpaIUeHHA 4yepes Ai? o6osHaueHa onepauns

npH 4eM

1 h 1 h
e=gt3g b=3—5
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[Toxaxem, uro ypasuenns (19) moryr 6biTh, NpH HazAemamem
Bbi6ope nocTosHHbIX &, (£), MOCAEZ0BAaTEABHO NPOMHTErPHPOBaHbI

npu nomowH GyHKyHHA
(1) fi (b & )=
1 hy /1 h
gr@1+3vrvr*7**>
T(k+1) '
1 A 1 h

rae h ecTb 1EAOE NOAOKHTEADHOE HHCAO HAM HYAb, a F — 3Hak
THIIEPreOMeTPHYECKOR (yHxuHH *).
Pemenne oanopoamoro ypasHeHus

(19-a) A9, =0
eCTb O4Y€BHAHO
(22) %=/ (b, 0, ).
paCCMOTpHM peuieHne ypaBHEHHA C NMOCAC€AHHM YAEHOM
(19-b) Ao =,

rae f ectb creneHHoft paa, KOTOpbifi Mbl HaluileM B BHAE

T Hr 1
23) f:Z ("+aﬁf(,,)+('{)+ﬁ+ b gt

n=0
Aerko nponepm'b, 4TO (yHKUMA

F(n a)r(n+$) n
(24) Q“E rz(n+1) Cﬂt

n=0
yaosaetBopsier ypaBHenuio (19-b), ecau koa(pPHUMEHTDHI C, yAO-
BAETBOPSIIOT YPaBHEHHIO B KOHEUHBIX Pa3HOCTAX
(25) Cop ™ Cn =G

[paBas uactb BTOpOrOo M3 ypasHenuil (19) moxer 6b]Tb, oue-
BHAHO, mpeAcTaBAeHa B Buze (23), npu yeM KO3(PPHIMEHT g ) (xo-

*) OTMeruM 3j€ch M3BecTHOE mpeoGpasoBanme

1 h 1 h . )
P+ o — otk k) =
:F(—;—+h,%—h+ 2k k41, sinf%),

yBeAnunBaolee GHICTPOTY CXOAMMOCTH pAja AAA fi.
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TOpbI Mbl 0603HauMAH 3Ha4koM 1 HaBepxy, uTo6bl mOkasaTk, 4TO
OH OTHOCHTCA K (QYHKUMHM 9,) 6yieT palHOHAADHOHR (yHKuHeH
OT n, a HMEHHO

/3 Ry
N4 ""’2") 11
&n — R —h) [n+a n+a—1]+

1 1 1
T Loy ] e e

rae efc, osHauaeT aHaAOTHYHOe BblpakeHHe C 3aMeHoR h Ha — h
u a #a B. Ecau mbt norommm

(26) =y ih) ,

1 o o
TO c(n) Takxe Oyjer panuoHaAbho#i PyHkyue# oT n, a PyHKUUA T,

fyaer paBHa
3 _ A
< 4 2 )

27) o= — TRA=h) fi (hy L, ) +
(3 4 h)
\ 4 2/
+"—m’,‘l)-“f1 (—h 1, 8);

CA€JOBATEABHO, MpaBas 4aCTb TpeTbero us ypabHeHuH (19) rakxe
D@
MoxeT ObITb TipeicTasAeHa B BHAe (23), mpu ueMm g(”) 6yaer

onATh PAUMOHAABHON QyHKUHeH oT n.
Aoxaxewm, uro B ypasuenusx (19) nocrosaune a, (h) (k=1,2, ...

MOXKHO MOCA€ZOBAaTEAbHO moA0OpaThb TaK, 4TOObI BCE QYHKUMH 2,
BbIpaXaAHCb uYepes

f[ (h, k, t)Idfg (ll, k, t) (kzl, 2, N m)

[Tpeanoromum, uto 8TO yTBepXKAECHUHE AOKA3aHO ZAS QYHKUMH ©
a0 ¢, _, BkatounreabHo. CocraBum npasyoo wacts m+-1-ro us

ypapHeHnnii (19)

o
o ammntet
o1 P 15_%—_1 N

Tm—1

W
4

B pysruusx ¢, 0 ¢, _, KO>QPHUHEHT npu f, PaBHAETCA PO~
“3BeAECHHIO
[(n4-0) T (n+4-P)
M (n-+1)
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Ha palMOHAAbHYIO (YHKUHMIO OT n, LeAas 4aCTb KOTOPOH MNPHBO-
AMTCA K MOCTOAHHOR M KOTOpas HMEeT IPOCTble MOAIOCA, BO-Ep-
BbIX, B Toukax n—=—a&—+1, n=-—a 42 u T. 5. u, BO-BTOPDIX,
B Toukax n—=— 3+ 1, n=—08-+2 u 1. 8. CaeagoBareabHo, Toro
XKe xapakTepa 6yaeT HKoaddHuuueHT npH ' B npasoit yactu (19-¢).
Ecau 0603HauuTh 3TOT KO3((PHUHEHT Yepes

F(n+a+t+1)T(n+B8+1) g™,
I (n+1)
TO BEAHYHHA g(':' 6yaeT BHJa
. (o 1 %, (h) |
™) g = (n+a) (n+§) [__- —{—A(n,h);,

rae A (n, h) — paunoHarbHast QYHKUHA OT N ONHCAHHOTO BhilIE
tuna. Ws (*) caeayer, uro cymma BbiYeTOB QyHKUHA g":’, OTHOCSH-

LIMXCS KO BCEM NOAKOCaM, paBHa Hyalo. [loaTomy, ecau Mbl BbI-
6epem mnoctosHHylo ¢ (h) Tak, 94TO6bI CyMMa BbIYETOB, OTHOCH-

MXcs K MHOoAlocaM n—=——a, n—=—a—+1, © T. & pasBHAAaCD
HYAIO, TO 6yAeT paBHATBCA HYAI0 M CyMMa BbI4ETOB, OTHOCSH-
wuxcs k noarocam n——f, n=—8-+1 u 1. 4. A B Takom

'm
CAy4dac BEAHUYHHY ¢& ”) MOXHO NpPeACTaBATb KaK CyMMY YAEHOB BHJa

1 1 -|
(m) —
b, [ n-{—a——k—}—l n+a—k.+etc"

omyaa CAEAYET, YTO c 6yp,e'r pPaUHOHAAbBHOH (QYHKUHER OT n
C TPOCTBHIMU nomocaxvm B Toukax n—=—a-+-k un=—38-"1%
(k=1, 2, ..m), Tak 4TO e€e MOXKHO NPEACTABHTb B BHAE

d"")(h»n(n—l) (n—k-+1)
(n—a—1). .. (n+a~k) Fete+¢”

(28) cy:n) —
- k—1

Ecau Tenepn norpe6osath, 4TC6bI c(gl =0, To pyuruus v, 6y-
AeT paBHa

(29) o — 2 4 B fi (h by B+
k=1
—Z 4™ (—h) f, (—h, & b,
k=1

4TO H TpeGOBaJ\OCb AOKa3aTb.
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Bamertum, uro npu =0
(30) =TI B); ¢,=0 (m=1, 2,...)

O6parumes Temepb KO BTOpOMY HHTerpaAy ypasHenus (17).
[oroxum

51) folh, ko t)=—lIgtf, (b k. O+
k—1
£ (et )T (g T Lot
(=0 N
N0 PEE SWELY ) (RS S
- r(n+12 r<(n+k4+1>2 )

n=1_0

{F (n+-k—+1) + F'(n—i—i)’_
F(n+k-1) F(n4+1)

et ) i -4)]
F(n+%+%> T(n—f—k—]—z——2~>

M3 cBoficte runepreomerpuueckofi (QyHKUMM BbITEKaeT, 4YTO
nocie o6xoza BOKPYT TOYKK /=— 1 B MOAOKHMTEABHOM HalpPaBACHHH
nuterpax f; (h, k, {) o6paTtutca B

(32) —fi (b, ko O+~ coswhfa(h, k. D,

a unterpar f; (h, k, t) He uamenurcs.

[Toatomy, ecan mbr o6osHauum uepes M, paa, KOTOprH HOAY-
aetcs U3 psaga (18) aas My, ecAu ™Mbl B PyHKUMAX @, @, ...
samennMm fi (h, k, t) ua f, (h, k, {), To nHoBBIE psg D, Gyaer rakxe
unterparom ypasuenus (17). Ilpu arom mnocae o6xoza Bokpyr
Touku uHrerpar (D, obpawaercs B

(33) —(Dl—{—lcos h @,,

a uaterpar (D, He mensercs.

Takum 06pasoM Mbl GOPMaABHO MOAyYHAH 06a HHTErpaAa ypas-
nenns (17) B Buae psapos, pacnoromenHmx no creneHsm 92 Jo-
Ka3aTeAbCTBO CXOZUMOCTH 3THX PAZOB, a Takxe pssa (14) ars
MOCTOSAHHON 6YAET NPHUBEAEHO HMKE.
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5. Npexae uyem 06paTHTbCA K M3Yy4EHHIO KOHPOPMHOTO H30-
6paxeHHs, JaBaeMOro OTHOWIEHHEM HaBJEHHBIX HAMH KHTETPaAOB,
BbINHIIEM (OPMYABI AASL aHAAMTHYECKOTO IMPOAOAKEHHSA (YHKUHI

Tw ww \

\
fl (Il, k, sin? 21{;) H fz (’l, l(, sin? 71?)

suyTpu vetbipexyroabumka (O, K, K-+ iK', iK') naockoctn w.
Beeas nepemennyio

Tw

(12) 2—K=w1:u1—{—iful,
noroxum crnepsa v; = 0; w; —=u;. Mu 6yaeM umeTh
(34) fi (A, k, sin? u;) =
:—2V§cosu1F<%—— %, %—I—%—k,%,cosz ul)—{-—
1, A (1 h
M/:r(z+7) r Z“ﬁf")
PR3 R 3 h
r3+3) T(i—5t4)
1 A
F(T—7’%+%_k’%’ cos? ul)
35) folhy ke, sin®u)) =
R HE N
= VEF 4+2 My 5)Tlk+5—35)T k+z+§/.
1 h1,h 1,
. F(Z—§,71;+§—k,§, cos” ut).
[Torosmum Tenepp u, ==0; w, = v;, ¥ BBeaeM aABe HOBbIE QYHKUIHH
66 filhk=filhkd— o Dfelh kD)
(37) bk D=fih kO — 5 (™ +0 fy(h K, D,
Mot 6yaem umers:
—%ns’+ﬂ'r(%_%)r(%_ﬁ2—+k>
—_ 2 f— 2 :
(38) fi(hk,—sh*v)=e FE1—h)
1 h
Txtwg(l _h 3 A _ _1~)
(ch?v,) F<4 3 a g k= ko).
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1 A 1 A
,+ﬂr(z—§) r(3-5+4
Tk+1—h)

(38*%) f5(h, k,— sh? v;) = e

1 -1 '
.2‘2"‘{”'(7“")1?(% hog—kkt1—he ™ )
‘ —izi_ﬂf<%+§)r<§+g‘“k)
(39)f4(h,k,—sh27};)=('1) e * : r(__k+1+h) =
1 h
sy T st Ep(l A 3 A, 1
. (ch*v) F(4+2 kgt —hk=kt 1 h o).
(39" fi (h, k, — sh?v;) =
S Y A Y
I S PANC )
= T(—k+1Fh
%——}—-h—zk -—v,(—;——}—h—Zk)
2 e .
F(G = kg hh—2h h—kt1, ™).

3'1‘]([ popMyAbl H JAKOT Tpe6yeM0e AHAAHMTHYECKOE NPOAOA-
XKeHue.

6. Tlepexoas x KompopMHomy usobpaxeHuio, BReJeM (QYHKUHH

(40) D =Dy — (™ + Iy

(41) O, =D, — ?1“— (e ™ i,

Mynxkuua M; noayuaercs us @; samenoft fi (h, &k, #) na
fithk,duf, (—h k t) na f, (—h, k, t). Dyakgus D, noay-
yaetcs u3s M, samenoit h va — A.

N3 gopmya (38%) u (39*) caeayer, 4TO nmpyu yBeAHueHHH w Ha
2K gynkuus @, noayuaer muomurern ie ", a Qynwuus @, muo-
mureAb e . TakuMm 06pasom npu HameM BhIGOpPE MOCTOSHHOM C;
[popm. (14)] unterparni M3 u M, aefictBuTerbHO O6AazalOT Tpe-
6yeMbIMH CBOHCTBAMH NePUOAMYHOCTH MO OTHOLIEHHIO K BEILECTBEH-
HOMY NepUOAy.

accMOTPUM KOH(QOPMHOe H306paxmeHHe, JaBaemoe QyHkuueH

CD: (w)
@D, ('w)

(42) s (w) =
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Koraa w meuwecTBenno

w—u,
¢ynkunn @; n @, o6e BewecrBennb; us Qopmya (40) u (41)
cAeayerT, 4TO

l .
(43) s (u)— 1_ = ?h .
1—sinzh| 1—sinwh
Korza w unucro muumoe,
w=—iv,
@, sewectBenHo, a M, = — in, | Bews. Bea. Orcroaa caeayer,
4TO
(44) arg s (iv)=r=h.
Koraa
w=K-+}iv,

idD,, a taxxe M, BemectBennnt [Ha ocHoBanuum (38*) m (39%)];
CAEAOBaTEADHO, TOrAa

(45) s (K- iv) = Bew. Bea.

Mopmyant (43), (44) u (45), orHocaAwMecs k TpeM CTOPOHAM
qublpexyPOJ\buuxa, COpaBeJAHBbI NPH AIOGBIX BEINECTBEHHBIX
KO3 pHIHEHTaX d ") (h) B popmyae (29); uTo Kacaercs YeTBepTOl
CTOPOHBI qe'rblpexyro.nbﬂnxa

N d
w=u+iK’,
TO Ha Hell MOAyAb s 6yAeT OcTaBaTbCA NOCTOSHHBIM
(46) Is(u+iK)|=R
AHLIb B TOM CAy4Yae, eCAHM KO3 (QHLHUEHTHI d(;‘") (h) noao6pann Tak,

4T06bl yAOBAETBOPsiAOCH ypaBHenHe (4). 3amerum, yto ycrosue (46)
MOXET CAYXHTb JAS ONpeZeAeHHs KO3 (]PHIHEHTOB HE3aBHCHMO OT
AuddepeHIHaAbHOrO YpaBHEHHsA

Ha ocnoBannu reometpnuyecknx coobpaxeHnii HeTPyAHO BhI-
BECTH, YTO NOCTOsIHHasi R ZOAxHa BbIpamaTbCs Yepes NapaMeTpbl p'
H h, xapakTepHsylOIIHE YETbIPEXYTOABHHK, CAeAyloliuM 06pa3om:

@) R= /" +~.-\ (chwp' tgwh—+V/ ch¥=p'tgizh 1),

C apyro#t cropousl, Aesas uactb (46) mpeacraBasier onpeze-
AEHHYIO (YHKUIHIO OT h H OT §; npupaBHHBasi ee Bbipaxenuio (47),
Mbl [IOAYYHM TPAHCLUEHAEHTHOE YpPaBHEHHE JAA ONpPeJEAEHHs MOo-
CTOSIHHOH ¢, T. €. OTHOIIEHHs TEPHOAOB ABOSAKO-TEPHOANYECKON

Pynxugun p (w).

*) IIpu srom yao6Hee nox6npars kosppuunentsr d7) (k) Tak, wT06bH1 UMCAM-
TEAb W 3HaMeHaTeAb ApoGU AAs s (w) yAoBAaeTBOpAAM ypasHenmio (8), a me (5).
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Mb: nowameM, uesaBucumo ot teopuu Llsapua, uro aeBas
yacTb (46) AEHACTBUTEABHO OCTAETCH [OCTOAHHON, U HaHaeM 3Hade-
Hye 3TOH NOCTOSHHOA.

Me: yBuaum umme [popm. (60)], uro =,(w) un 9,(w) dop-
myant (11) 6yayr, npn w=u— iK', Buaa

fme 4 i

(48%) o1t iKY =7 he TV he ¥
(48) u,(uj—zm:_-/ —he ™ .Tx(iz, e ¥
rae 7 (h, z)—roromoppHas ¢ywxkuma oT z, npu 'z =1, c Bewe-
CTBEHHBIMA KO3 PHUUNEHTaMH.

e

)

e

U
ECJ\K Mbl MOAQOAHM '2?: Ui, TO ¥3 CPABHEHHA BODIPDANCHHA JAASA

MO, ¢ popmyrodt (11) soitekaer paBeHcTBO
i ) 1 .
49) ¥1—ge T =L (h g 5 2N w ik
rae L (h, §) HekoTOpas NOCTOAHHAA.
Orcwozaa noayvaem
2i, Dy L(h g Lk ™)=Y (—he ™)
50y ettt — =L d 5] -
e R A ey TR 21 Wik PROT
M CA€AOBATEADHO o,
D, Liko
51 R=1=-3 "=
(1) i(D4 CL(—h L
C apyro#t cropoubl, ecau Mbl o6osHauuM uepes M (A, 9) no-
CTOAHHDBIH YAeH pashomeHHs Aepoli uactu (49) no noroxuTeAb-

20
HBIM ¥ OTPUUATEADHbIM CTETEHSM e ', Mbl 6yAeM O4EBHAHO HMETD:

(52) M, =L (h,q) . |7 (h, 0) =7 (—h, O)
H CAZOBATEADHO M ( )

| h, 9)
53) = M=h9

BotnuceiBas 310 ypaBHenme noapobHee, mOAyuHM, [OCAE HEKO-
TOPLIX YRPOLICHHA

7 1 B

ra—a L3 A
T+h /1Y
\ 2 /

—h 11 (““ h: ?)
M@ 9

(54

(chmp’ tgmh-+ V' chmp tgnh 1) =

rae I1 (k, q) ecto pax *).

'} Hcpnme aBa koaqw:pngnenu 3TOr0 pAAA BBHIYMCACGHB! MO MOei mpOcnbe
T. A. Tamospm.
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A IR
(35) [T (h ¢)=1- 2: (1 ,;_;Z)z*?"

9 [ 30 4 8 |
o2 L’(T—'}Z"lij? I RSO _@IT)‘?] T

YpaBuenve {54) u npeacTaBAser HUCKOMOE TPAHCUECHAEHTHOE
VpaBHEHHE JAs onpejeAeHHss oTHouwexus nepuoaos. OHo moxer
fbiTh Oe3 TPyada peIleHO N0 Cnocoby MNOCAEZOBATEAbHBIX NPH-
SAUAEHHnH.

3ameTaM, 4TO ecAM 6Bl MBI PacCMATPMBAAK TOT cAyuail, koraa
06e TApbl CTOPOH YETHIPEXYTOADHUKA HE NEPECEKAIOTCH, MbI MPHUIAK
6Bl OyTeM COBEPIIEHHO AaHAAOTHYHLIX PACCYXAEGHMHA K TOMY ke
ypasaeHuo (54), Ho c sameHo#t A Ha Ip.

Huxe Gyaer BbiBeaeno Apyroe ypasHeHue, CBA3bIBAIOLIEE NO-
CTOAHHBIE A M 0 C OTHOWEHHEM NEpPHOAOB.

7. JokaxeMm Tenepb cnpaBeiaAMBocTb Qopmya (48) u cxoam-
moctp pazos (14%) u (18), xoTopbiME MBI MOAD3OBAAHCD.

Ars atoro paccmoTpum nozpobuee yp. (5), xorda w—=u--iK .

{loaaras ““~ u=u, u BBOAA nocrosuuyio f (%, ¢) (14%), noayuum
i 1 dy N\ 2n¢” L
(56) Y dut ==f (h, @) >, 1= el €0s 2 nuy,

n—1I

Cymmy B npaBo#t wactu (56) pasaomuM 1m0 creneHaMm ¢

001 2 " 1
(7) D
9

cos 2 nu; — C 9y,

H OyjeM HCKATb pelleHus BHAa

(s3) y=e" L1 g, J

n:=1

(6ykBoi 9, My, 0603HAYAIOT 34€Ch, OUEBHAHO, APYrue (YHKUHMH,
YeM B NpeAblAYIHX nHaparpadax).

[lpeanonaras BoamoxmocTh pasroxmenus f (h, 9) B pas Buaa
(14*) u noacrasasas (58) B guddepeHUNarbHOE YypaBHEHHE, (OAY-
YHUM psAA PABEHCTB

(39

1 i 7
2” "!’21';1’ 2, ’___':Jl’.?l ——1: —L' ":4‘2
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[Nocrosuubie @3, a3, ... GyazeM ONPeAEAATb U3 YCAOBMil, uTOGbLYF
cBo6oAHBIA uAeH B NpaBofi YacTH Kamaoro us paseHCTB (59) pas-
HAACSA HYAIO, @ [OCTOSIHHblE HWHTETPHPOBAHMA H3 YCAOBHEH, YTOGHI
Kaxaas M3 QyHKumd 91, P2, ... 6blAa NepHOAHMUYHOR ¢ mepuogoM T
H 6e3 MOCTOSHHOTO YA€Ha. |akoe ONpezeAeHHe, OUYEeBHAHO, BCErZa.
BosMoxHo. [lpn aToMm QyHkuus ¢  6yzer BHAa

L

(60) "3" — w, (}l, eZiuu)_ll_ o, (_ ,l, e 21'1¢,)

2iu,

’

rae o (A, e™") noausom crenenn n or e C KO3 PUUHEHTaMH—
paunoHaArbubiMH  pyrkuusaMu ot A. MDopmyay (60) ne TPYAHO J0-
KasaTb, BOCIOAb3OBAaBLIHCb TEM, 4YTO AeBble uacTH (59) He me-
HAIOTCA TP OZHOBpeMeHHOH 3ameHe h Ha— h wm i va— i Us
dopmyant (60) BoiTekaer crnpaBeaauBocTb (48). -

O6pawasce k AokasaTeAbCTBY cxoaumocTd psiaoe (14*) u (58),
yCTaHOBHM cllepBa ABE AE€MMBbI.

Aemma 1. Ecau B aundpepenunarbHoM ypaBHeHHH

& 20y = f
nmpasas 4acTb BHJAA
_ v 20 ku
=ZXbe " k£0,
npyu 4yeM
¥ (b, <B.

TO B NEPHOAHYECKOM HMHTErpaAre €ro, paBHOM

©—_—= —- v_iﬁ_ . eZikul — c e?ilm,
‘ L 4k (k— h) it -

KO3 PHUHEHTDbI C, YAOBAETBOPSIOT HEPAaBEHCTBY

: 1
o <ga=m?

‘Aemma 2. Ecan zaubi ase pynkuyun

I o 27ku,
f=Zb e,

NpH uUeM -

~ lbkl < B)
H

==X kez"k"‘,
NpH 4YeM

by !Cki < C’

TO B TNPOM3BEAEHMH HX
L 2k \
f.F=cpean. f.F--Sd ek +0
Ko uUMeHTb d, YAOBAETBOPAIOT HEPABEHCTBY

Y d| < B.C.
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CnpaseaanBoctb atnx Aemm oueBHaHa. O6osHauum uepes ¥

CyMMy MOZyAell KOI((HUHEHTOB NPH CTENEHSX € ' B QyHKUHH ¥,
upu uem 3amernm, uto ¥, Gyaer pasHo 3sHavenmio ¥, npu u; =0.

M3 nepeoro us ypasuennii (59) BbiBOAMM, Ha OCHOBaHHH mep-
BO#l AeMMbI
ol < g

4(1—h)

(moa cuMBOAOM ¥} moaApasymMeBaeM CyMMy MoayAeil KodddHIHEH-
“TOB B ?)).

M3 Broporo ypasuenus (59) BbiBoguM, puMeHsst ciepBa BTOPYIO,
a 3aTeM MEPBYI0 AEMMY

<(san) o

[

P2

41—h)) T4ad—nr

‘H TakK JaAee. BaKOH COCTABACHHA IIpasbiX yacre HEPaBEHCTB
AICEH; HMEHHO

461) {0} < k03(d. npu ¢ B BHIPAKEHHH ———%‘—P——"- )
— -9
4(1—4h)
Orcroaa caeayer cxozumoctb psiza (58) mpu ycaoBum
0 [ o]
j ”
(62) 1 NV 1 N 29
4(1—h) " 401 —h L1 —gq
n—l1 n—1
__K(K—E)
T 4=*(1—h) <1l
Uz dopmyast
a, = —cpead. (4 ¢, _1-= - - %, P1)

"
_2.
HETPYAHO BbiBeCTH NpH ycaosuu (62) cxoaumocts paja (14%).

OT™eTHM, YTO

KK—E) _ =

—

©3 1w 32

Aokaxem, uto psaa (18) ars unterpara M, cxoaures npu 3ua-
'YEHHSIX W, YAOBAETBOPSIOWNX HEPABEHCTBY

(64) —4K<a%<%j<2kc
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Ara storo, B cuay cBoMcTB nepHoAnyHocTH HETerpaiaz @,
ZOCTATOMHG HOKa3aTb cXojaumoctb paja (18) BryTpu npAMOYroAb-
HHKa.

INepenumem ypaeuenre (15) B Buze

d? | 1
{65) (Z{L%_ - { R 4‘5’;{;;1) y=y F(q, w),

rae F g, wy) FOAOMOp(QHas (QYHKUUA OT ¢ [PH 3HaAYEHMHE w,
vaOBAeTBOPsAOWKX HepasencTsy (64). Bsesem pynkumio

v="

V' sinw,
Myrxuus y f(w;} VAOBAETBOPAET HHTErPaALHOMY YPABHEHHIC

BHAG:

1

yle)y=c -c lgctgg -

v
Wy Cég__‘_
-~ | sinvlg @ Fg, v) y (v) dv,
g ctg’y’
mow weM axg cavuas y = @,
1 h 1 h° .
c.“._r(\ﬁ{ zv)r(‘}--—-g»),...‘.cz_e).

Momuo nokasaTb, 4To pelileHHe 3TOrO MHTErPaAbHOTO ypaBHe-
nuA 6yder roaomoppHo# Qynkuu#t oT ¢ B TOH xe obractH, B ko-
Topoit ronomop@sa F (¢, v), OTKYAa ¥ CAeAyeT CHPaBeZAMBOCTD
HAUIero yTBEepPAACHUS.

8. PaccmarpuBas peitecTBenHbil nNeproa QyHkuun p (ew), Mbi
noayuuan zas nocrosuuofi C yp. (5) Bbipamenne [popmyam (9)
u (14)) '

1 K—E , =

(66) C=— "5~ ", “im [ o
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Paccmarpupas me MuuMmblil nepHos QyHKuuu p (w) ¥ Apyryio
napy CTOPOH UeTbiPeXyrOAbBHHKa, Mbi HOAY4YHAM Gbl 4rxs TOH ke
FIOCTOAHNON BbipakeHHe

, g2 K —F a2
L —_ T e i’ /
rae (g', K', E'—peanunsbl, OTHOCANIMECH K JLOMOAHKHTEADHOMY MO-
AY A
2 == V1I—xl.

[lpuparunpas 8TH ABa BbIpa:KEHHS ¥ HOAb3YACH TOMIECTBOM
Aemangpa

E - E = 1 - _:-_._.,

IS Sy < <
HOAYHYHM (aBEHCTBO!
(67) K‘)f(h q)——Ko }((lp Q)—QKKI’

KOTOpPOEe MOXKHO, Nozo6HO yp. (54), paccMaTpHBaTh Kak TpaHCLEH-
JAEHTHO® YpaBHEHHE AAf ONpEAEACHNS OTHOUIEHHA NEPHOAOB: YpaB-
Henne (67) NPEACTABASET, OAHAKO, TO HeyA06CTBO, YTC PsAbl
ars f (h, q) n f (ip', ¢') o6raaaloT pa3sAnuHbBIME OGAACTAMH CXOAM-
MOCTH.

Sur la représentation conforme d'un domaine limité
par quatre cercles tangents sur un demi-plan.

V. Fock.

On obtient d’abord la représentation conforme du domaine
nommé sur un rectangle. D'aprés la méthode de Schwarz, elle
est fournie par le quotient de deux intégrales de Péquation de
Lamé

% 1 Q’y 1

) 7 P> it 4‘p(u)—}—c

qui contient deux constantes: le rapport =i des deux pério-

des de la fonction p (u) et la constante c. Pour déterminer ces
constantes, on exige l'existence de deux intégrales de (*), dont
P'une se multiplie par un facteur donné lorsqu'on augmente u
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par la période réelle, et l'autre—par un autre facteur donné
lorsqu’on ajoute & u la période imaginaire. L'équation (*) s’integre
par une série convergente ordonnée suivant les puissances de

g=¢"" et dont les termes sont des combinaisons, en nombre fini,
de fonctions hypergéometriques. On exprime d’abord la constante ¢
par une série convergente de puissances de ¢; puis on est con-
duit a une équation transcendante pour ¢ qui se résout aisément
par approximations successives. Toutes les séries employées sont
d’une convergence trés rapide ce qui facilite les calculs numériques.
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0 3aMKHYTBIX JBYXCTOPOHHHX TPEXMEPHBIX
MPOCTPAHCTBAX.

B. Avsoscxuii. Aenunrpag.

[IpeameToM HmKECAEAYIOWIMX pPacCMOTPeHHH 6yAeT CAYKHTD
WCCAEZOBaHHE OJHOTO KAACCa 3aMKHYTBIX JABYXCTOPOHHHX TPEX-
MEepHbIX MpPOCTPaHCTB (IpaBUAbHEd BCEro €ro HasBaThb KAACCOM
Volterra) u ero o6o6wenne. [IpocTpancrsa atn He mmeroT kpat-
HbIX TOYeK.

B n-mepHom mnpoctpanctse M, Bosbmem rumepcdepy, coaep-
Mamyio BHYTpH cebs k Apyrux runepcgep, BHEMHHX APYr OTHO-
CHTEABHO Apyra, ¥ mycTb 4acTb M, orpaHUYeHHas STHMH TrHmep-
cpepamu, 6yazer 7. Bozspmem T cummerpuunoe 7 OTHOCHTEABHO
THNEPNAOCKOCTH, He nepecekawoweii 7. Ecam coBmectuTp Toukm,
cocraBasiomgue rpauugbl 1 u 7', myTem HenpepbiBHOro mpeo6pa-
soBanus M, 8 M, (n' > n), To noayuum mpocTpaHCTBO KAacca
Volterra (Lefschetz—L‘Analyse situs, Paris 1924 p. 8),

Paccmorpenne cTpyKTypbl TakMX MNPOCTPAHCTB AadeT MOBOJ
K CAeAyIOIleMy MOAPA3JAEAEHHIO TPEXMEPHBIX 3aMKHYTbIX IPO-
CTPaHCTB: NPOCTPaHCTBO 1 obpasyercs:

1° nosepxnocramu poga p, (i=1, 2,..., k),

2° 3ayenneHHbIMH NOBepXHocTAME poAa p, (i=1, 2,..., k),
MpH 4YeM [eNodKa, rAe HOBEPXHOCTH poJa p, CAYAaT 3BEHbMH,
MOMET MMeTb QOpPMy OTPE3Ka HAM ZEPEBa,

3° saysaeHHbIMH MOBepxHOCTAMH poja p, (=1, 2,..., k), a
Takke sanaeTeHusmu roBepxHocTefl obwero Buga. Bo Bcex cay-
4asX COBMEUEHHE COOTBETCTBYIOIUMX NOBEPXHOCTEH MPOHUCXOAUT
0 , TOKECTBEHHbIM TOMOAOIHSM“.

- OxasbiBaeTcs, 4TO MPOCTPAHCTBA NEPBOTO BHAA CBOAATCA K IpO-
cTpaHcTBaM kKaacca Volterra aas n—=3; aanee okasmBaercs, uTo
MPOCTPAHCTBA BTOPOTO M TPETbEr0 BHAA MOTYT ObITb CBEAEHDI
K popmam, 6auskum K (popmam kracca Volterra. Takum o6pasom,
SABASIETCS BO3MOKHOCTb CAEAaTb HEKOTOPbIE MPEANOAOKEHHS OTHO-
CHUTEABHO [OCTPOEHHS HOPMAABHBIX (GOPM H, CAE€OBATEABHO, K yCTa-
HOBAEHHIO HEOOXOAHUMbBIX H AOCTATOYHbIX YCAOBUH romMeoMop@usMa.

Kypuaa Aenunrp. Mus.-Mar. O-sa. 7. 1, 8. 2 (1927). 169



Bonpocy o menpepbiBrbix  npeofpa3oBaHusX NOBEPXBOCTER
NOCBAIIEHO MHOTO paGoT 1 BOUPOC SABAAETCH OGOACE HAB MeHSE
pa3paboTaHHbiM; ¥MHAYe ZeA0 OGCTOMT ¢ HpeolPasOBaHUAMH [PO-
CTPAHCTE, O3TOMY UPEXKAE 4YeM DPHCTYNHMTB K UBAOKCHHIQ COAep-
#anua paboThl, HEOOXCIMMO IpeinocAaTh ocofoe BBEJEHHE, 3aka-
weit Koero OyJleT YCTaHOBACHHE OCHOBHBIX NPUEMOB Npeohpaso-
BaHHH ),

Cozepxanne.

Breaenue.

[peoBpasopanus NPOCTPAHCTE € HEIABUCHMBIMH OTPaMi-
YeHHAMH.

2. llpeobpazopanns NPOCTPAHCTE € NPOCTO-3EUEDAEHHDIMY
OrpaHuuECHHUAMY.

[lpeo6pasosanns npaCTPaHCTE €G CAOXHO-2ALENXECHHDIMM
OT PaRMYEHUAMH.

3akArtoueHise.

LA
)

> WL dn
NS

§ 0. Beeneunne.

00.—YcaoBmmics B 00O3HAYECHUAX: R-MEPHOE EBKAHAOBO BPO-
ctpaHcTBO Gyaem ofoshauatb E ; OObIKHOBEHHYIO 3aMKHYTYIO NO-
BEPXHOCTD B Ey Hmewowyo pod k oBosnawim Al Tax yro cdepa
6yaer obosnauena (fl.. Pasbepem cHavara mmuorooSpasue. ypas-
HEHUEM KOTOPOTO B AEKapTOBBIX KOOPJUHATaX 6yaeT CAYHHTD
X - xg? - X -~ x- == 1, 370 6VAET 3aMKHYyTOE TPEXMEPHOE NPO-
CTPAHCTBO — Tpe)LMC,pHaﬂ cdepa; aHAAHTHYCCKH ITO OYEBHAHC H3
YpAaBHEHHA., TICOMETPHMYECKH 3TO MOXHO DOACHHTh CAEZYIOHMM
o6pa3zoM: npeictasim cebe B £, chepy eaunmunoro paauyea, Gy-
JdeM CuMTaTb BCE TOYKM PBHYTPH ee JABOHHLIMW. NPUIHCHIBAS WM

pa3dbie 3HaKH B ueTBepTofi KoopauHaTe Xy ==V 1—{x;*-— .7,
Toria AcHO, 4TO TOuKE, rAe X, > o6pasyloT HesamkuyTOe Tpex-«
MEpHOE NPOCTPAHCTBO. OTpaRMueHHOe epepoit v, =0 x;7—— x?—
~Fx?-box2=1. npu uem TpaHula HE NPKHAANEAMT 06AGCTH, aua-
XOTHYHO TOYKH. rie x -7 O o6pasyloT HE3aMKHyTOE TPEXMEPHOE
NPOCTPAHCTEO, orpam{qem—me To# me cdepoil, npu 4eM NOoCAEZBAR
Takme o6AaCTH He NpUHAZAEHKHT; 3Ta cepa TakuM obpasoM eCTb
obwasn [rpannga asyx obaacteir My uw M n., ouesnamo. npucoe-
AMHSAS ee K HMM ODOMM. Mbl NOAYYHM Vike GE3rpaHHuHOe, T. €.
B AaHHOM ciyuae 3amrnyrtoe. M.—Il.. Ecan masto ne chepy, a
npousBoAbHyie I1;, To. NOBTOpAS NpUBEJEHHDIE pacCysAeHHs. Mbl
MOAYYHM 3aMKHYTOE TPEXMEPHOE IMPOCTPAHCTBO, KOTOPOE MOKHO
o6osnauurs ,I1.. Coxpamenso ato paccymaeHie MOxHO GOPMYAH-
poBatp Tak: 1° Gepem samkmyTyvio nosepxnocts M. ms E,; nome-
waem ee B £, Tam ona aeaut £’y Ha 1pe o6racTH! BHYTPEHHIOK

') Araac uepremell k HacTOAMleH CTaTbe MOMEHEH B KOHUE BBIEVCKA.
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M, n suewnoro M";; nomewaem ee B E£3", Tam oma cooTBer-
creerno xaer M3 w MY rorpga M, =M,--M,+ M, évaer
3aMKHYTHIM TPOCTPAHCTBOM (KOHEYHO, CAOKEHHE HMEeT yCAOBHbIH
CMBICA); HAH Tak: 2° 3aMKHYTYIO TOBEPXHOCTD M, nanoausiem oaun
pas DPOCTPAHCTBOM M, a;pyrou pas M,), Beakuit pas M, 6yaer
nx rpannuefi, torga M- -M, * M

01.—Knacc npocrpaucrs ,I1, 6yaer npeacrasrars npocrpan-
¢TBO 6€3 ABOHHDIX 3AeMEHTOB B E,, AN HarAAZHOCTH EF0 MOAHO
MHTEePRpeTHPOBaTh B £, HO TOrZa nosBATCA ABOHHBIE TOUKH; 3Ta
nHTepnperauns Oyaer BaxHa B Aarbnefimem. Ona 3akarovaercs
B CAEAYIOLIEM: OCHOBbIBafCh Ha BTOPOfl (OPMYAMPOBKE MOCTPOE-
wust J1;, Momno mpeacraButh cebe ero rtak: zano B E; I1.. npn
YyeM BCE TOYKH BHYTPH €ro CyThb ABOHHDBIE M NPEJCTaBAAOT COGOH
ABa PA3AHYHDBIX HENMPEPbIBHBIX TOYEHHBIX MHOrooGpasus, cOeZuHeH-
upie mMexay coboii mo moBepxmocrtu ,[I,, Tak uTo M3 oanoro B apy-
roe MOAHO HENMpPEePbIBHO RepefiTH He WHawe, Kak npoias uepes Il
Momuo o606wnTh OnpezeAeHHe, BBEAS HOBBIE 3aMKHYThie Tpex-
MepHble [POCTPAaHCTBa NGO BTOPOH (QPOPMyAHpoBke Tak: aado [l
8 E. u Buyrpu ero se nepecexalommecs , [l , Tl,.

“retoe 7,(»1)“2’

NPV YEM BCE TOYKM BHYTPH kﬂ._, H BHE kmﬂ, CyTb ABOHHDIE H Npej-

CTaBAAIIOT ABAa PAa3AHYHBIX HENPEPHIBHBIX TOYEYHBIX MHOro06Gpasus,
COEJMHEHHBIX MeXAy CO8ofl MO TOBEPXHOCTAM kﬂ, nk(‘.,ﬂg TaK, 4To

13 OZHOrO B JPYroe MOXHO HENPEephlBHO NepeiiTH He HHaue, Kak
npoias yepes OJHy H3 TOoUek knz AR ,/nnr YcAoBUMCA Ha3BIBATH

Thow T owpanuuenusmu, npu wem I, mas. ewewruws, a
kY a W

T-—snympernumu. Mox#o BbIAEAHTD H3 NPOCTPAHCTE € MHO-

AR
THMH OrpaHHYeHHsIMH OAKWH KAAcC IPOCTPAHCTB, KOTOPLHI ecTe-
CTBEHHO Ha3BaTh KAACCOM NPOCTPAHCTB C HE3aBUCHMBIME OrpaHH-
uenusMu. [lpesae Bcero ero orpaHuuenus He ZOAXHbI GbiTh 3ay3-
aenbl (He gomyctumo orpanuuenue puja ¢ur. 010); sarem. Beskue
ABa OrpaHUYeHMsl ero AOAKHBI GBITb HE3aBHCHMBI (He AONYCTHMbI
chysan ¢@. 011 1 012); naxoweu, He JoNyCTUMBI 3aOAETEHHA Orpa-
niuyennfi (He zonyctum cayuait manp. ¢. 013). Hccaezopanne ux
npusegedo B § 1. Cpean npoerpaHcTB HHOrO BHJa MOKHO PA3AM-
uaTh TPU THla 1) ¢ 3aHEMAEHHbIMH OrPaHHYECHHUSAMH, NPH YeM MO~
cAejHHe MOTYT lenkamMu oGpa3oBbIBATb J€PEBbs, HM NOCBALIEH
§ 2; 2) zanreTeHHbIMH OTpaHHYEHHSAMH, 4TO ABAsETCA 0606GieHNEM
3apenAeHn#t, Npu Yem 3anAeTeHHeM MomeT 06pasoBBIBATHCA KOM-
TAGKCHI POU3BOABHOR (GOPMBI, HANP. C 3aBUHTOBAHHBIMH CTOPOHAMH
# ap.; 3) 3aysAeHHLIMH OrpaHHYEHHAMH H OTPaHUYEHHUAMH CMe-
wansoro Buaa. JiBym mocAeanum kateropuam otseder § 3. Ko-
HEYHO TaKOe NOZPa3LEeACHHE MMEET CHAY TOAbKO ZAs TpeXMepHOH
untepnperauus. [Ipunumas takoe onpesenenue M, HyXHO NOMHHTD,
YTQ NOAy4YEHHble Pe3yAbTaThl GYAyT CIPaBEAAMBBI TOABKO IAfl T€X
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MHOroof6pasuii, KOTOpble TEeM HAH HHbIM cnocoboM moryT 6biTe
noaBeAeHbl M0J Takoe cummempuuHoe onpejierenue. Jleiicteu-
TEABHO, 3TO OmnpejeAeHHe CTaBUT TpeboBanue, 4TOGbl AanHoe M,
MOKHO 6bIA0 6bl HempepbIBHbIM 06pa3OM NIPHBECTH K BHAY, KOrja
OHO 6yZeT CHMMETPHYHO PACMOAOKEHO OTHOCHTEABHO CBOMX Orpa-
HMYEHHH HAM TO4YHee, KOrja MOcAe NMpeobpasoBaHMs MOXHO Gyaer
HaiiTn Takoe Ej; OTHOCHTEABHO KOTOPOro OHO 6yAeT CHMMETPHYHO
PACIIOAOKEHO, U OCTAETCSl OTKPBLITHIM BONMPOC: BCE AH 3aMKHYyTble
HenpepbiBHble ABycTOpoHHHE M3 6e3 KpaTHBIX TOUEK CUMMEMPUUHBL
T. €. BCEX AH MX MOKHO Tak npeo6pasoBatb. OzHako, aas mpe-
06pa3oBaHuil MPHBEAEHHBIX ONPEAEACHHE He AOCTATOYHO, OKAa3bi-
BaeTcsl HeoGXOAMMOCTb BBeJAEHHsi OCOOBIX MPOMEXYTOUYHBIX (POPM,
CYLUECTBYIOIIUX IMPUTOM TOAbKO B Ej;, 6e3 KpPaTHbIX 3AEMEHTOB;
B 3TOM HHYETO HET CTPAHHOTO, €CAH BCIOMHHUTb, YTO OCYIIECTBAE-
HUe npeobpasoBaHHil PUMAHHOBBIX MOBepPXHOCTeR Tpebyer E,.
02.—Yro Takoe HempepbiBHOe mpeobpasoBaHue 6yAeM CYHTATDb
H3BECTHDbIM; 3afiMeMcs BblIACHEHHMeM O6CTaHOBKH, B KakoBOH mpowc-
xoauT Takoe mpeobpasosanue. Koraa zano M, u ero HyxHO mpe-
06pa3oBaTh, TO CUYATAETCs CaMo COGOH pasyMeloWHMMCs, 4TO Mpe-
obpasoBanue cosepmaetcs B E; (A7 pUMaHHOBBIX NOBEPXHOCTEH
HyxHo E,), nostomy, coBepmas npeo6pasoBaHHE KaKOro-AHGO
reoMeTpPHYeCKOro 06GbeKTa, Haj0 BCerja HMeTb B BHAY 3TO 06CTOS-
TEAbCTBO, OTOBapHBas €ro 3apaHee, TaK KAaK TOAbKO 3THM MOHO
CAHKUUOHUPOBAMb 3aKOHOMEPHOCTb COBEpIIAaeMbiX MpeobpasoBa-
Huil. BBegem ocHOBHOe HemnpepniBHOEe Npeo6pasoBaHHE—OmMpaie-
Hue; OHO JaeT BO3MOXKHOCTb, IOAyYas MPOMeEXKYyTOYHblE (OPMBI,
TMEePEeXOAUTb OT OAHOH wuHTepnpertauuu zanHoro My k apyroi;
nyctp aaHo B E; mpoctpanctso 3[1; coraacHo sblumenpuBeAeHHbIX
onpeaerenudt (tm. ¢. 020), ompasum ero OKOAO MAOCKOCTH CHM-
MeTpuH Fj, npoxoasuieil yepes Bce Abipbl, TOrAA TOAYYHM INPOMe-
syTounyio ¢opmy ¢ur. 021. Cmbicn ompasenust 3akrrouaercs
B TOM, YTO Mbl BKAajblBa€M B HHKHIOIO YacTb BbIBEPHYTYIO HaH3-
HaHKY BEPXHIOI0 YacTb, COBMEWIash CHMMETPHYHble TOYKH, TaKHM
o6pa3som B To Bpems kak Ha . 020 kaxmaas Touka BHyTpH sl I, ABOMHAsA,
a Touku nosepxHocTH ;I1, opaunapubie, Ha ¢. 021 kaxzas BHyTpeH-
HAs TOYKAa YeTBEpHass, TOYKM BHYTPH 3alITPUXOBAHHOH M Hesa-
LWITPMXOBAaHHOW 4YacTH JBOHHblE, TOUYKH TpPaHHUL 3THX obiracTeit
OpAVHapHbIE; BCe CKa3aHHOE MOKHO IIOSCHUTb CAeAywoumied aHaAo-
rueil: B £; 6epem 3[1z, ompaxaem suus oxoro naockoctu P (¢p. 020)
TaK, 4YTOObl CUMMETPHYHbIE TOYKH COBMECTHAHUCD, IOAYYHM MOBEPX-
HocTb (. 021), BHyTpeHHOCTb KOTOPO# COOGIIAETCA C HapyXHbIM
DPOCTPAHCTBOM 4epe3 4eTblpe OTBEPCTHs (TaM, rAe 3alITPHXOBAH-
Hble YacTd), BCE€ TOYKH I3TOH MOBEPXHOCTH JBOfHblEe, TrpaHHULbI
opauHapHble. [loHATHO, 4TO ecAH XeAaTEABHO OTCYTCTBHE KPAaTHBIX
3AEMEHTOB, TO AAs 3aKOHOMEPHOCTH Haulero npeo6pa3oBaHHs MPH-
XOZUTCA JOMYCTHTb, YTO MOCAeAHssi TNOBEPXHOCTb Cywecmsyem
yxe He B £3, a B £, uTo ABe cOBMelleHHble 06AACTH HMEIOT Pas-
Hble 4YeTBepTble KoopauHaTol. [IpuMensss ato paccyxzaeHuwe K mpo-
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MexyTOuHOH opme @. 021, Mbl BHANM, YTO HCTHHHBIH CMBICA IIpe-
o6pasoBanusi 3aKAIOYAETCs B TOM, 4TO, Aedopmupys sll, B E; Tak,
4TO6b CHMMETPHUYHBIE BAEMEHTDI 3[1; OTHOCHTEABHO NPOCTPAHCTBA
cummeTpun E; coBnmaauw, HaM npuxoauTCs BBOZHTD HATYIO KOOPAH-
HaTy, Kak AAsl pasfeAeHHss TO4YeK, COBMECTHBIUMXCA B KOHEYHOM
pesyAbTaTe, Tak M JAAd TOYEK COBMeELdBIUMXCS B Ipoiecce Mpe-
o6pasoBanus. Torza scHo, uro: 1) mpeo6pasoBaHne HENPEPHIBHO U
2) npomexyTouHass (hopMa He HMeeT KpaTHbIX 9AeMeHTOB B £y
Moxer 6biTb Apyroifi BHA JAAA NPOMEXRYTOUYHOHR (POPMBI, KOrAa.
DAOCKOCTb OTPamMeHHs TPEXMEPHOH HHTEpIpEeTauud He SIBASETCS
NAOCKOCTBIO CHMMETPHUH AASl BHYTPEHHHUX OTrpaHUueHHH, COBEPIIEHHO
ocTaBAssl HX B cTOopoHe, cM. ¢. 022; Torga oueBmaHOo, uTO BCe
BHYTPEHHHE TOYKH MpPOMEXYTOYHOH ¢gopmbl 6yayt 4-kpaTHble,
HCKAIOYAsl Te, KOTOPbIE 3alOAHAIOT ObIBIIME NYCTOTbl BHYTPEHHHX
MAM BHEWIHUX orpaHuyeHnHd, oHu 6yayr 3-kpatHble. Takue yacTH
ycAoBHMCS 0603HayaTb H HasblBaTb IIyHKMUPHbLIMU; SICHO, 4YTO
B CAy4yae BHYTpEHHeH NYHKTHPHO# 3aMKHYTOH MYCTOTbl €€ MOBEPX-
HOCTb O6yJeT COCTOATb K3 2-KPaTHbIX TOYEK, YTO AAs BHeWHed
NYHKTHPHOM MyCTOTbl 6yAEeT MMETb MECTO TOAbKO Ha YaCTH MOBEpX-
HOCTH; NOCAesHee GyAeT HMETb MECTO, KOrza IAOCKOCTb OTpaxe-
HHUS HE €CTb MAOCKOCTb CHMMETPHH JAAsl BHEUIHEro Or paHH4YEHHs
cu. ¢. 023. Bosmomxen ewe BuA npomexyToyHolk popmbl, cM. ¢. 024,
NOAy4YaeMO# CHMMETPUYHBIM 'OTPaMEHHEM M [O BHEUIHEMY H MO
BHYTPEHHEMY OrPAaHHYEHHIO, TYT OYEBHAHO JONOAHHTEABHBIX Pasb-
sicHenuii He HyxHO. B zanbmefimem BcTpersTes Apyrue BuabI 1PO-
MEXYTOYHbIX (OPM, HO OHH HHMYETO MPHHUUIHAAbHO HOBOI'O COZep-
xaTb He 6yayT. JTO npeoGpasoBaHHE OTpPaMEHHs €ZHHCTBEHHOE,
KOMM [IPUAETCS [OAB30BAThCS, YCAOBHMCS €ro 0603HaYaThb CHMBOAOM
[O),, rae P yxasbiBaeT naockoctb orpamenus, O—onepaumo orpa-

-1
xenus. O6parnoe npeobpasosanne 6yzem o6osnauatp [O],, cm.

¢. 025.

03.—Yr106b1 3aKOHUNTD BBEZEHME HYKHO CKasaTb HECKOABKO
CAOB O AedOPMHPOBAHHH NPOMeXYTOuHbIX (popMm. [Jas Tpexmep-
HpiX uHTepnperauudi M; o4YeBHAHAZ BO3MOKHOCTD HENPEPBHIBHOIO
nepeMeIleHnsi BHYTPEHHHX OTFPaHUYEHHH OTHOCHTEADHO RHEUIHHX
B olpezeAeuHblx npezerax. Herpyano y6eautbes, uro npeo6paso-
sanus no ¢. 031 sakoHoMepHBI H, AeQOPMHPYS MPOMEXYTOUHYIO
¢opMy, Mbl [OAYYaEM BO3MOXHOCTb IepeMelaTbh B H3BECTHOM
Mepe opauHapHble (COCTOSIIME M3 OAHOKPATHBIX TOYEK) AHHHH.
Bce 3TO MOXHO HAAIOCTPHUPOBATD CAEAYIOLIMM NPHMEPOM: BO3b-
mem L[], T. e. ZBOHHOE mNPOCTPaHCTBO BHYTPH TOpa; NPHMEHss
HenpepblBHble npeobpasosanus mo ¢. 032, mb Buaum, uto (13
roMeoMopHO ABOHHOMY NPOCTPAHCTBY MeXAY ABYMs KOHIEHTPHY-
HbIMH CepaMyd, COeJZHHEHHOMYy 0O HHM (3TO mnpeoGpasoBaHue,
uHaue mnpousBeieHHoe, npusezeHo y Lefschetz 1. c.). Jaaee Boi-
SICHUTCSl BaxHOe 3HAa4YeHHe 3THX NpeobpasoBaHuM.
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§ 1. TlpeoSpasosamus npocTPaHCTB C HE3ABUCHMLIMH OrPAKH-
JeHUAMH.

10.— Teopema I-a. Cpepuueckue orpaHuieHHst B3aHMO3aMEHUMbL,
T, €. HEOpepbIBHBIM NMPeo6pa3OBAHMENM MOXHO TOMEHATb MECTaMK
ABa CPHepHYEeCKHX OTpPaHUYEHHS.

Pasbupaercs cayyail, xoraa Bce orpaunuesns cpepudeckne. Oue-
BHAHO. BC& BHYTPEHHHE OrQAaHWYEHWs B3aHMO3aMEHHUMbl, OCTAaeTC#
BONPGC O 3aMeHe BHYTPEHHEro orpaHuyennsi suemHuMm. Jokamen
crpaBeAAuBOCTb roMeomoppuama no ¢. 100. Aedlicreureanno, co-
Bepitas npeobpasoBanue no ¢. 101, mbl moayuaem Tpebyemmiit
PE3YADbTAT.

11.—Teopema [-b. Hecdepuueckne orpasnuenus szanmo3sane-
HHMBI.

3aecs npuaeTcs paso6path cAyYal ABYX H MHOTHX OrpaHHdYeHuH.

110.-—Cayua#i aByx orpaHnyeHuil: OAZHO CcdepHUECKOE, APYroe
Hecepuueckoe. JlokaxeM crpaBejAHBOCTD TrOMeoMOp(dHU3Ma MPO-
crparicts ¢. 1100. [peobpasosaune no ¢. 1101 gaer Tpebyemmit
pesyAbTarT.

111.—Cayuait aByx orpasuuenuil: oba necpepuueckue. [oxa-
3aTEABCTBO CHNPABEJAMBOCTH roMeoMoppuama npoctpancTs ¢. 1110
aano ¢. 1111, OTmetnm B 3TOM AZ0OKa3aTEAbBCTBE OAHO XapaxTep-
HOE [OAOXKEeHHEe, ecAH ero u3obpasutnp ¢. 1112; oo mokasbiBaer
NOAHYIO ,pABHOUEHHOCTb® OrpaHuWuYeHufi. 34eCb HAarAsAHO ycMa-
TPHBAEeTCA BO3MOXHOCTb BEeCTH npeo6pa3oBaHMe Ha AWHOE H3
3TUX ABYX OrpaHWYEHHH.

12. —Cayuaii mMuorux orpanudennii. BosbmeM caysaill uyeTbipex
OrpaHHyeHHH; K3 JOKA3aTEAbCTBA JICHO OYAET, YTO PacCy:XAEHUS
pacnpocTpanumbl Ha A06oe uncao orpanudenuil. Cosepuas npe-
o6pazosanne mo ¢. 120, Mbl NOAYYMM MHOTOKOHLOBYIO MPOMERKY-
TO4YHYIO (OPMy, KOTOpas, KaK ITO HETPYAHO BUAETb, e€CTb 0606-
wenue Qopmbl ¢. 1112 mpeasiaymiero cAyyas, Bce ckazaHHOE Tam
OYEBH/AHO NMPUMEHHMO U 34ech. [Ipeo6pasoBbiBas 3Ty MHOTOKOHLO-
Byi0 opMy Ha AOGOe W3 9THX UETbIpEX OrpaHHYEHHH, Mb! TOAY-
YHM BHEUIHUM orpaHudeHueM Au6o (1), Aubo (2), aubo (3), aubo {4).
fAcno uro azpyrne orpammuenus TyT 3aTpOoHYTHl He 6yAyT. [Jazm
nosicHesusi mpeo6Gpasyem no ¢. 121 npomexyrounywo gopmy Tax,
4TO6b! OrpanunueHHe (2) CTaAO BHEIIHHM.

13.—HM3 atux aByx Teopem I-a u I-b ecrecteenno BmiTekaer
caeayomias cuctema of6osHavennii, XapaKTEpPH3YIOWas 3aMKHyTbie
TPeXMepHble MPOCTPAHCTBA C HE3aBUCHMBIMU OTPAHMYEHHUAMU: YCAG-
sumcs | [1; xapakrepusosatb cucremoit uncea k = (a, a; @s. . . .a,).
A€ Q,— YHCAO OrpaHHYeHHH ero poja I; TYT yX He HrpaeT POAH,
Kakoe OrpaHHYeHHe BHelHee, a Kakue BHyTpeuume. O6paThHO,
AanHomy k OyzeT oTBeyaTb OZHa HAH HECKOABKO TPEXMEDHbIX
uHTEeprpeTauii (COOTBETCTBEHHO TOMY, KaKoe orpaHuueHve 6yaert
BHEIIHHM) IMPOCTPAHCTB, OMEOMOP(MHBIX B3aMMHO No TeopeMme .
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14— Teopema {I. Pop sBHewmero orpaHyueH#s MOXKET ObiTb
CBEAEH K HYALO.

Hyxno oroeopurp, urto npu astom: 1) poa oOCTaibHBIX Orpa-
HAUEHUR He USMEHHTCSH; 2) IpH 3TOM NOABATCA HOBbIE oOrpa-
unyenus. [lpuaercs pasgeAbHO 10Ka3biBaTbh CAYYaH OZHOTO ¥ MHO-
rux orpanndennit. JJokasaTeAbCTBO 11€pBOrO CAyuas JaHO Ha . 140,
IpH dYeM TYT [OABUAMCH TPH HOBBIX CEPHUECKHX OrpaHUYEHUS.
[lloxazatenbcTBo BTOpOro gawo Ha ¢. 141. Herpyaso sugers.
4TO0 BCA CYWIHOCTD nPeoOPa30BAHHA 3aKAICYASTCH B TOM, 4TO
IAOCKOCTb OTOAKEHHA HE 3aTParuBaeT BHYTPEHHETO OrpaHUYeHUs,
CA2Z0BATEADHO, ¥ B CAyYae MHOTHX OTpaHuHueHuii Hago npeobpasoc-
BAaHHE ISAMTH TaK. 4ToObl TPH OTpaMEHWH BCE BHYTPEHHUE Orpa-
HUYEHHS ,, 3ANYHKMUPOSAAUCD" .

Caeacmsue: Tlpu npeobpasosanusx Teopemst

X= Y’ 1—1) a,
/~

(2=Q
HEHUIMEHHO.,

JeficTBuTeAbHO, NyCTD BHEIWIHKM OrpaHdendeM cAyxuT 1, nocae
nprumenenus Teopemsbi 1l Mbl BHyTpu noAyukM Kk AMIIHHX cdep
4TO BMecTe ¢ Hapyxuao#l cocrtaBuT Ak — 1; mpeoGpasosaHue He
H3MEHHT OCTaAbHbIX OrpaHWyeHHi#, a notomy 5 cymme X 4YAeH
(1-+4)a, obparurcs B (1—k)(e,— 1). #o 3ato a, obparurcs
8 {a;, -+ k——1), caegoBaTreApEO. yncAo X He H3IMCHHTCH.

Teopema [Il. Bee orpaunuenus MoryT ObiTb CBegeHbl K che-
pUUYECKUM.

AeficTBuTEAbHO, GYAEM OCAE Z0BATEABHO BHELIHHM OrpAHHYEHHEM
6paTb OAHO W3 HeC(HEPHYECKUX BHyTPeHHHX ¥ ofpawaTh B cde-
puyeckne. B pesyabTaTe Bce orpaHHueHHA CTAHYT COEPUUECKAMH
¥ 4hcA0 uX OyaeT oueBugHo X,

Uucao X sasoBeMm xapaxrtepucTukoii iauworo My; ecau y M,
BCE OrpaHHYeHHs cgepUyecKue, XapakTepuCTHKa OyaeT pasHa
yucay orpanuuenufi. Ms teopemni Il BuiTexaer, uto Bce npoctpas-
CTBa ¢ HE3aBHCHMBIMH OTPAaHHYEHHIMH CBOAANTCS K NPOCTPAHCTBAM
kaacca ,I1; geficTBuTeAbHO, o Teopeme 1l Mbt momen yTBEPKAATD, 4TO
fIpOCTPAHCTBO, UMeloulee B TpexmepHoit unTepuperaund (k1)
ChepHYECKHX OrpaHuyeHHH, romeomopdHo 11,

Teopema V. Heobxoanmoe u 10CTaTOUHOE yCAOBUE IOMEOMOP-
$HU3Ma eCTb PABEHCTBO XapaKTEPHCTHK.

Hanomuum, uto aBa M; HasbiBa:oTCA rOMEOMOPPHBIMH, €CAH
MOXKHO OZHO f1peo6pas3oBaTh B Apyroe HernpepbsiBHbIM o6pazom. [Ipu
BeJeM CHAayaAa OYEBHAHYI0 AEMMY.

Aemma. JApa M, co cpeprueckHmMu or paHuueHHAMH TOMEOMOPHHDI
HAM HET B 3aBHCHUMOCTH OT TOrO. PaBHbi HAH HE PAaBHbI YMCAZ HX
OTrpaHuyeHHi,
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1° neob6xogumocmo. [Jano uro M’'; romeomoppuo M’;. Tpe-
6yercs zokasatb, yto X' = X". [lpeo6pasyem M'; B M'; Takoe,
YTO BCE OrpaHUYEHHA €ro cdepuyeckue, caeraem Toxe ¢ M’y
torga M"; npeobpasyercs B mo xe M, Tak kak MHaue OHH He

6b1AM 661 TOMEOMOpP(HBI, Ha OCHOBaHHH AeMmMbl; HO pas M’; romeo-
mopdHo M's, romeomoppromy M’;, To X' = X", Tak Kak 3TO €CTb

YHCAO cepuyeckux orpanudenunii M ;.

2° gocmamournocms. [awno, uto X = X”, TpebyeTcs Aoka3aTh,
utro M's romeomoppuo M”;. Pas X' = X", To M’y romeomoppnO
M3 u M;" romeomopno M:, a caegosaternno M'; roveomopduo M.

3ameuarnue. Bpeaenmbie 3zech npomexyTouHble (OPMBI He
HMEIOT BHYTPEHHHX NYCTOT M KaHaAOB, 3TO XapaKTEPHOE HX CBOH-
CTBO, 3J€Cb — NPHYHMHA TaKoH NPOCTOTHl B O6pallleHHH C HHMH..
[lynkTupHble nycTOTHI He NPOTHBOpEuaT 3TOMy, TaK Kak B3TH
NYCTOTbI OTHOCATCS K OZHOH TOABKO NOAOCTH.

§ 2. Nlpeo6pazoBanme HmPOCTPAHCTB € MPOCTO-3amENAEEHBLIMU
orpaEHYeHAAMHA.

20.—Tlepefizem Tenepb k paccMOTPEHHIO MPOCTPAHCTB € MPOCTO-
3alENACHHbIME OTPaHH4YEHUsIMH; CloAa GyAeM IPHYHCASTb TE€ CAy-
4aW, KOrja 3alleNACHHs MMEIT cAeayiomyio popmy: ¢. 200 u 201,
He cuntas aremeHTapHoro ¢. 202. Curauara pasbepem cayuait
OJHOTO NPOCTOro 3allelIA€HHsA, 3aTeM CcAyyall JAByX U, HakoOHel,
CAyya#t MHOrMX MPOCTBIX 3alenAeHHdl, 06pasyloOIINX LenKy.
B saknrouenne paccmorpum cayuafl Takux sauenaeHufi, rge LenmKu
obpasyloT Aepeso.

21.—Cayuait ogsoro mpocroro 3auenaenns. Teopema o p3anmo-
3aMEHMMOCTH 3alleDAeHHBbIX OrpaHHYeHHH OyJeT M 34echb chpaBej-
AuBa: Ha ¢. 210 pgaHO Z0Ka3aTEABCTBO CAyd4al0 B3aHMO3aMEHM-
MOCTH BHEINHETO OrpaHHYEHHs C OJHHM M3 3aileNAEHHBIX BHYTPEH-
HuX, Ha ¢. 211 npuBeAeHO JOKAa3aTEAbCTBO B3aNMO3aMEHHMOCTH
BHEIIHETO 3aleNAeHHOIO0 OrpaHHYEHHs C COCEAHHM BHYTPEHHHM
sagenreHsbiM. (OYeBHAHO, YTO MOXHO B3aHMO3aMEHATb M Hesa-
LEeNAeHHble OrpaHH4YeHHs, AAsi Yero JOCTATOYHO HEHYXHble Orpa-
HHYEeHHs 3anyHKTHpoBaTh, cM. ¢. 212. Teopema o nonnmenun
poJa BHEUIHETO OTPAHHYEHHS TOXKE MMeeT MeCTO; B CAyyae BHeMI-
HErO He3alleNAEHHOrO OrPAaHMYEHHs POJ TOHHKAETCA JO HYAs,
cM. ¢. 213, B cayuae sauenreHHoro A0 eauHuub, ¢. 214.

22.—Chayua#i aByx mnpoctbix 3auenrenuii. [JlokasateabcTBo
B3aMMO3aMEeHHMOCTH He3aleNAeHHbIX OrpaHuueHuii ouesmano. Ha
¢. 220 pasbupaercs cayyaii B3aHMO3aMEHMMOCTH BHEIUHETO He-
3alleIA€HHOTO OrpaHH4YeHHsi ¢ KpafiHUM 3allelAeHHBIM BHYTPEHHHM.
orpanmyennem; Ha ¢. 221 pasbupaeTcs cAyvyait B3aUMO3aMEHH-
MOCTH BHENIHEr0 HE3aleNAEHHOIO OrpPaHHYEHHS C CPEAHHM 3ale-
NAEHHBIM BHYTPEHHHM OrpaHuueHHeM, Ha ¢. 222—cayuail B3aumo-
3aMEHHMOCTH KpafiHe-3alleNAEHHOTO BHEUIHETO OrpaHHWYeHHs C CO-
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cegunm. Ha ¢. 223, 224 u 225 gokasbiBaiotes Te xe CAydad,
TOABKO KOTAa JABa MNPOCTBIX 3allelIAeHUsi UMEOT gopmy ¢. 226.
Teopema o mMoHMKEHHH POJa BHEUIHETO OrPAHHYEHHS U TYT HMeeT
MecTO; KOTAa BHelIHEe OrpaHHYeHHE HE3aleNAeHHOe, TO poj
MOHMMKAETCHA A0 HYAd, AOKA3aTEAbCTBO Takoe e, Kak Ha ¢. 213.
[Tpu sauenreHHOM B OZHOH pyuyKe BHEIIHEM OFpPAHHYEHHH POJ
nonumaeTcst A0 eaunuun; ¢. 227 pasbupaet cayual, koraa BHel-
Hee OrpaHMYEHNE NBASETCS KpafiHe-3allelIAEHHBIM H cocejHee 3a-
nenAeHo B ozHOH pyuxe, ¢. 228 — korza cocejHee 3ajenAeHO
B aBe pyukd, . 229 —korja BHelllHee OrpaHHYEHHME SBASETCS
cpeaHe-sauenAeHubiM. Poa moHumaercs A0 ABYX NpH 3alleNAeHHH
BHEINIHErO OrpaHMYeHHsi B JABe PYUYKH, JAOKasaTeAbCTBO ZaHO Ha
@. 2290.

23.—Cayuait MHOrMX NPOCTHIX 3aleNAEHMH; Lenounbie 3ane-
naenus. [lpu AokasaTeAbCTBE B3aMMO3aMEHHMOCTH OTpaHHYeRui
6yaeM pacCMaTPHBaTb Te 3aMeHbi, TAe BHEUIHMM OrpaHHYeHHEM
ABASETCA 3aUlelAEHHOE OIPaHMYEHME, TaK KaK CAvyail 3amMeHbl Heza-
HeNAeHHbIX AOKa3biBaeTcsi OGbIYHbIM CNOCOGOM.

230.—Cayuait ueTHo# uenu n3 TopoB. [ias pokasateAabcTBa
Hy®HO ycTaHOBHTb roMeomopousm ¢. 2300 c npeacraButersmu
psaga ¢@. 2301; ¢. 2300 ¢ npeacraBurersmu psza @. 2302, a Takxe
B3auMdbli roMeomoppusM mNpeacTaBuUTeAel psajzoB  ¢.¢. 2301
n 2302. /[as srofi ULeAM JAOCTATOUHO BBECTH B PAaCCMOTPEHHE
MHOTOKOHLIOBYIO NPOMEXYTO4HYIO (opMy, mogobuywo ¢. 1112
Ha @. 2303 agan ee sBoiBog uz 2300, ¢. 2304 aaet ee BoiBOZ
HENOCPEeACTBEHHO M3 mepBoro srementa paga ¢. 2301 (anarormuno
OHa moAayuaerTcs U3 Aw6oro saementra kak paza 2301, tak H
paga 2302). Dra MHOrokOHUOBas (POPMa MO3BOAAET BbiBECTH 06a
psija TpebyeMblx (opM, AAS 9ero ZOCTATOYHO BeCTH npeobpaso-
BaHHA Ha cooTBeTctBylomuii koHey. Jas mpumepa npueeaem
npeobpasoBanusl, Aalolle MEPBbIX NPeACTaBHTEAEH 00OMX pPRAOB
dopm, cm. ¢. 2305 u 2306.

231.—Cayuaii HeueTHOH UemM M3 TOPOB pa3BHPAETCA aHAAO-
FHYHBIM C€IOCOGOM, TOABKO 3aech OyAeT JABe NPOMEHYTOUHBIX
MHOTOKOHLOBLIX Gopmbl. M3 oanolt Mbl noAyunm nepenii psa, ana-
arormunbiil pagy 2301, ‘us apyrofi—eTopoii; gocraTouHo 6yzeT AaTb
BbIBOZA MHOTOKOHLOBBIX popm: cm. ¢. 2310 u 2311. Brisog mHoro-
KOHUOBOH (opMbl AAsS NPOCTPAHCTBA C HE3AUENAEHHbIM BHELIHHM
orpanuuenveM rnpuseged Ha ¢. 2312 aAs cAyvas moaydeHus BTO-
POt MHOIOKOHIIOBO# (OPMBI.

232.—Cayuaii yenounoro sauenaesus obuero suga. Paccmorpum
TOABKO cAydaH 4YeTHOH lenw, pasbop cAyuas HedeTHo# GygeT co-
BepIIEHHO aHaAoruueH. Kak 4 B TpejblAylIMX CAyuasx, cyule-
CTBEHHa MPOMEXKYTOuHasi MHOTOKOHLOBas (OpMa, M03BOAAIOULIAs
n3 Aro6oro sBeHa Uenu MOAYYUTb BHELIHEE OTPAaHHUEHHME, W AOKa-
3aTEAbCTBO OyAeM JOBOJUTb TOABKO JO BBIBOJAA 3TOH (opMBbI.
Arst uernoli uenu y Hac 6blAa OZHA NPOMEXKYTOYHAss MHOTOKOH-
1OBas (QopMa, AAs HeueTHOH-—zBe; B obuleM cayuae ux 6yazeT ABe,
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BcaeacTBue accumerpuu uenku. Ha ¢. 2320 nmpeacrasaeno moay-
yenue oaHo#l @opmbl, HA §. 2321—apyrofi. [loayuenue Gopmbi
u3 npeacrasutereit psagos, anarornunbix 2301 u 2302, He npmso-
AMTCA—OHO COBepUIeHHO oauHakoBo ¢ caydaem 230. QuesuaHo,
YTO aHAAOTHYHBIM mNyTeM OyaeT pasbupaTbcs W CAydyail HeyeTHOH
HenH.

234.—H1 B caydae uemo4HOro 3auenAeHHsl POJ BHELIHETO Orpa-
HHYEHHMs MoxeT ObiTb mnoHumed. He 6yaem ocranaBAuBaTbCs Ha
CAy4ae He3alelAeHHOrO BHEIIHErO OI'PaHHYEHHs], TAK KaK J0Ka3aTeAb-
CTBO BEAETCs TakK ke, Kak W B npeabiaywux ciydasx. [lepexoaum
Ha cAyyaH BHEIUHEro 3aleNAEHHOro orpaHudeHns. B aokasareap-
cTBe 6yAeM pasAMuaTb ueTbipe CAydas: 1°—koraa.BHeuHee orpa-
HUYEHHe SIBASIETCA KpalHe 3aleNnAeHHbIM H COCejHEe 3alelAeHO
B OAHY pyuKy, 2°—cocezHee 3alelA€HO B ABe PydYkH, 3°—BHell-
Hee OrpaHHYeHHe SBASETCSA CpejHe-3alenAeHHbiM u 4°—BHelHee
orpaHdueHHe CpejHe-3aleNAeHo B jBe pydku. JlokasaTeAbCTBO
npuseseHo coorBercTBeHHo Ha ¢. 2340, 2341, 2342 u 2343.
B mepmbix Tpex CAy4asx poj MOHHMAETCs AO €AMHHUDI, B MOCAE]-
HEM—J0 JBYX.

24.—Cayuait sauenaennl, korga uenu obpasytor aepeso. OTan-
yasg B JepeBe CpejHUe U KpalHHe 3BEHbsl OT 3BEHbEB PA3BETBACHMS,
AErKO BHAETb, UTO JAS NEPBbIX CIpaBejAHBA H TEOPEMAa O B3aHMO-
3aMEHHMOCTH OrpPAHHYEHHH H TeopeMa O NOHMMEHHH POAa BHEIU-
Hero orpanudenns. OCTaeTCs yCTaHOBHTD DTH TEOPEMbl JAAsi CAY-
yas LEHTPaAbHbIX 3BeHbeB (3BenbeB passeTsAeHHus). JIAs mpocToThl
pPacCMOTPHM pasBeTBAGHHE Ha TPH BeTBH. [lpu AokasateabcTBe
B3aHMO3aMEHHMOCTH OIYCTHUM CAy4al 3ameHbl He3aUelAeHHbIX Orpa-
uuuennii. Ha ¢. 240 npuBegeHo ZOKa3aTeAbCTBO cAydas B3auUMO-
3aMEHUMOCTH HE3aLENACHHOrO BHELIHEr0 OrpaHUYEHHsl C 3alelAeH-
HbIM BHYTPEHHHM, Ha . 24]1—B3aumM03aMEHHMOCTb 3aUeNAEHHOTrO
BHEIIHEro C COCEAHHM; OCTaAbHbIE CAyYaH OUYEBUAHDBL. |eopeMa
O TOHMMEHUWH pOJAa TaKie HMeeT MecTO; Ha ¢. 242 npuseaeHo
AOKasaTeAbCTBO €€ AAs CAy4as BHEIUHEro OrpaHM4eHHsi, 3alelAeH-
HOro B ABE PYYKH; TYT HeOOXOAMMO CKasaTb, YTO Y BHEUIHETO
OTpaHHYEHHs] MOKHO ,yAaAUTb TOADKO He3aleNAeHHble PYyYKH H
€CAM TAKOBBIX p WITYK, TO M POJ MOXMET ObITb IIOHHKEH TOABKO
40 p sTHMH npeobpasoBaHHAMH. V3 H3A0XKEHHOTO BBITEKaEeT, YTO
AAS CAyuas He3aMKHYThiX /M; HMMEIOT MecTO TeopeMbl B3auMO3a-
MEHHMOCTH H HE HMeeT MeCTa TeopeMa O IOHHAKEHHH pPOAa; AAs
ZOKa3aTeAbCTBA JOCTATOYHO 3aMEHHTb OrPaHWYEeHWs FpAaHHLAMH *).

§ 3. MpocTpaHCTBA CO CAOKHO-3aLENAEHHBIMY OTrPAHNYCHUAMH.

30.—Cayuaii, koraa saueniennss o6pasyloT [I€NKaMH KOMIIAEKC
obuiero Buaa. TyT, KaKk 3TO Aerko BHAETb, AOCTaTOYHO PACCMO-
TPETb TOADKO CAy4aH, KOTJa LHMKAbI KOMIAEKCA COCTOAT M3 Tpex

*) 8§ o, I, 2 goromennl 14 eBpars 1925 r. Ha XCIII sacezamnu Aenun-
rpaackoro Maremaruueckoro O6wecrsa.
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3BEHbEB; MPH GOAbLIEM KOAHYECTBE MX MOKHO ZOCAOBHO MOBTOPHTb
paccyxaenns 24. [lpn gokasaTeAbcTBe B3aHMO3aMEHHMOCTH MpH-
JAeTcsi BBECTH HECHMMETPHYHbIE IIPOMEXKYTOUHbIE (OPMbl, OHH
SABASIOTCS 0606LIeHHEM TPOMEXKYTOYHbIX (OPM C MyHKTHPHBIMH
obpasoBanusamu ¢. 022, ¢ Toit AMmb pasHuueHd, YTO pasaBosieMble
BCAEACTBHE ACCHMETPHH JAEMEHTbI MPHXOJAMTCS YCAOBHO 06O3Ha-
‘4aTh OAHH—CIIAOIUIHOA AMHHEH, Apyrue—nyHKTHpHOH; Ha ¢@. 300 aan
npocrefinét npumep pasgsoennsi. Ha ¢. 301 npuseaeno azokasa-
TEABCTBO TEOPEMbl JAAsi CAydyass B3aHMO3aMEHHMMOCTH BHEUIHEro
HEe3ale[IAEHHOTO OrpaHHYEHHs ¢ JABYPYYHO 3alleNAEHHBIM BHYTPEH-
HHM orpaHnueHneM. HecumMerpuunoe pasnomenme ocTaeTcs Bce
BpeMs B CHA€ H NpH npeoGpasoBaHHM HE HIrPAET HUKAaKOH POAH.
Ha ¢. 302 pas6upaeTcs B3anMO3aMEHHMMOCTb BHEIUHETO Hesalle-
fIAEHHOTO OrPaHMYEHHMsi C BHYTPEHHHM OJHOPYYHO 3alleNAEHHBIM
orpannuenneM. Ha ¢. 303 n 304 pas6uparorcs BsanmosameHwu-
MOCTH BHEIIHETO 3allelIAEHHOrO OrpaHHYeHHs € COCEAHHM BHYTPEH-
‘HHM, AASi ABYPYYHO 3allelIACHHBIX M JAS OZHOPYYHO 3allelA¢ HHbIX
orpannuenuii. OcTaAbHbIE CAyYan ONYCKAIOTCS, TAK KAK HHYEr0 HOBOT'O
OHHM He cozepxar. [Ipn AOKasaTeAbCTBE TeOpeMbl O MOHHKEHHH
poAa NPHUAETCS BBECTH ONATH TY HECHMMETPHUHYIO [IPOMEXYTOUHYIO
$OpMy, O KOTOPOH BbIllle TOBOPHAOCbH, TOABKO HECKOABKO HHOTO
‘Buaa. Cosepmas npeobpasosanust mo ¢. 305, b Buaum, uTo
TeopeMa crpaBeAAHBa 6yZeT W AAS AIOGOro caydas, Tak Kak Bce
‘3alelTACHHOE 3alyHKTHPHUBAETCs.

31.—Cayua#t HaAMYHOCTH B KOMIAEKCAaX 3anAeTeHuil o6uwero
BUJa. 3aech Heo6XOJHMMO HAIIOMHHTb, YTO BCSIKMH DAEMEHT 3amAe-
“TEHHSI MOXeT ObiTb COOTBETCTBEHHBIM HENPEPBIBHbIM Tpeobpaso-
BaHHEeM MpHUBEJEH K TAKOMy BHAY, 4YTO €ro OrpaHHYeHHe OyaeT
HesaysaeHHOH noBepxHocTbio poaa k. [lpuuse ato BO BHMMaHHe,
HETPYAHO A0UKa3aTb TEOPEMY O B3aHMO3aMEHHMOCTH OTrpaHUYeHMH;
‘Ha @. 310 npuBeseHO AOKA3aTEABCTBO B3aHMO3aMEHHMOCTH BHEUI-
HEro HE3aleNAEHHOTO OrpaHHYeHUs] C BHYTPEHHHM 3alleNAEHHDIM.
JArs nosicHenusi npHBeAeM JBa HacCTHBIX MPeoGpa3OBaHMs 11O ITOMY
Bapuauty, cMm. ¢. 311 n 312. JokasaTeAbCTBO B3aUMO3aMEHHMOCTH
‘BHEIIHETO 3aLEeNAEHHOrO OrPaHHYEHHWs C COCEAHHM ONYLIEHO;
Ha @. 313 aan wacTHBI npumep Kk dTOMy cAydaio. B gokasareab-
‘CTBE TEOPEMbl O MOHUAEHHH POJA BHEUIHETO OrpPaHHUYEHHA JOCTa-
“TOYHO paso6paTb cAydafl 3alleA€HHOrO BHEUIHETO OrpaHHYEHHs;
Ha ¢. 314 npuBeaeH X04 AOKa3aTEAbCTBA.

32.—Cayuaft saysneHHbix orpaHuueHni. Teopema o Bsaumosa-
‘MEHHMOCTH U 3Z€Cb OCTAETCs CHPaBeAAHBOMH; JOKa3aTEABCTBA MOKHO
‘He NPHBOJAUTD, TAK KaK AAsl 3TOTO AOCTATOYHO TOADBKO 3aNyHKTHPHUTD
3ay3A€HHYIO 4acTb, MOCTyMas Aaiee OGBIYHBIM COCOGOM; AAst MOsIC-
Henus cm. @. 320. JokasaTeAbCTBO O NOHHKEHHH POAA BHEIUHETO
-OrpaHHYEHHs TaK:XKe MPHBOAUTb He MPUXOZUTCSHA, TaK KAaK OHO COBep-
IIEHHO aHAAOTMYHO M3AOKEHHOMY JOKasaTeAbcTBY 31: onatb Hazgo
3aNyHKTHPHTb 3ay3A€HHYIO YacTb M Jaiee IMOCTYymaTb OOGbIYHbIM
cnoco6oM; AAa mosicHeHus cm. ¢. 321.
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33.—Cayuafi cmemanHbix orpanndennii. Kak Buano us npuse-
AEHHBIX NPHEMOB 1peobpa3oBaHuil, 9TOT CAyuail He CO3JACT HOBBIX.
TPYAHOCTEH, TaK KaKk BCErza HEHYXKHblE DAEMEHTbI MOKHO 3alyHKTH-
putb, B oTHOmeHMH Xe KAacCHpHKAULWH NPOCTPAHCTB BTOT CAyuait
BHECET OCAO:XHEHHE AHIllb B OTHOIIEHHH CYETA, TaK KAK OrpaHHYECHHS.
6yAyT BO3MOXHBI TpeX THNOB: 1 —3auenienune, 2°—3anieTennble 1.
3" —szaysaennne.

34—B § 2 coBepmenro 6biA onyuweH Bonpoc o npeo6pasosa-
HHMH TPOCTPAHCTB C MHOTOKPATHO-3aUENAEHHbIMH OrpaHHYEeHHAMH.
nanp. ¢. 340; Ho, kak 3TO HeTpyaHO BHaeTb, o6e Teopembi 1°—
O B3aHMO3aMEHHMOCTH OrpaHiMeHui M 2°—0 mNOHHKEHHH poJa.
BHELIHETO OrpaHW4YeHHUs OCTAHYTCS M 3J€Chb CHPAaBEAAMBBIMH, ECAH
Mbl BOCIOAb3yeMcsl NpHEMaM¥, NPHBEAEHHBIMH B JTOM MHaparpage..
Bce noayuennble pesyabTaThl O B3aMMO3aMEHHMOCTH OrpaHHYEHHH.
MOXKHO M 3J€Cb Cpasy MEPeHECTH Ha HEe3aMKHYTble NPOCTPAHCTBA,
AAsl 4ETO JOCTATOYHO BMECTO CAOBA OTpaHH4YeHHE NOCTABHTb CAOBO-
rpaHdla, HO Teopema O MOHHAEHMH poja yxe He 6yzer crpa-
BEAAHMBA.

§ 4. 3akacuennue.

Bce paccmorpennoe B aToli pabore aaer MoBOA K CAEAyIOWLEMY
BbIBOAY: NIPH CHMMETPHYHOM ONPEAEAEHHH 3aMKHYTBIX T{'€XMEPHDbIX
ABYCTOPOHHHX TPOCTPAHCTB KAACCH(HKAILMSA KX, a CAEAOBATEABHO:
¥ BBEJEHHE JAS HHMX TeX MAH HHBIX XapaKTEPHCTHK CBOAHTCS
K KAacchukauuu: 1°—aepesbeB, 2°—OTPE30UYHBIX KOMIIAEKCOB,.
3°—sannaertennii [, B E; u 4—ysnos I1; B E;. Takum o6pasom ator
CroCo6 MCCAE€AOBaHISI TNEXMEPHBIX MPOCTPAHCTB €CTe TBEHHBIM
06pa3oM HepaspbiBHO cBsasbiaeT Tonororuo My, M, n M,, Berea-
CTBHE 4€ro CTAaHOBUTCS XHU3HEHHO BamXHbIM HMCCAE€AOBaHHE MHOTHX.
BOIPOCOB KOMOHHATOPHOH TONOAOTHMH, OCTaBUWIMXCH A0 CHX MOpP:
B TEHH *).

Uber geschlossenen zweiseitigen dreidimensionalen
Réumen.

Von W. Lwowski.

» prenons une hyper--
sphére en contenant a son intérieur k autres, extérieures les unes.
aux autres, et soit 7 la partie de S, limitée par toutes les hyper-
sphéres. Prenons le symétrique 7" de T par rapport a un hyper-
plan ne coupant pas 7. Enfin faisons coincider, par exemple a

»-.. Dans un espace a n dimensions S

*) 8§ 3, 4 moromeunt 20 pespars 1926 r. na CV 3zaceganmu Aemnnrpag--
ckoro Maremartnueckoro O6wecrsa.
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T'aide d'une deformation dans un S, (n" >>n), les points corres-
pondants des frontieres de 7 et 7 '“... (Lefschetz-L’Analyse situs,
Paris 1924, p. 8) und erhalten wir den Raum der Volterraklasse.

Die Betrachtung der Struktur solcher Raume gibt uns die
Moglichkeit dreidimensionale Raume folgendermassen einzuteilen:
Raum 7 kann zusammengesetzt werden aus 1° Flichen des Ge-
schlechts p, (i=1, 2, ..., k) ohne Verkettung, 2° einfach verkette-
ten Flichen des Geschlechts p, (i=1, 2, ..., k), wobei die Kette,
deren Glieder aus Flachen des Geschlechts p, bestehen Strecken—

oder Baumférmig erscheinen kann, 3° verknoteten Flichen des
Geschlechts p, (i=1, 2, .., k) oder aus der allgemeinen Flichen-
verkettung.

Es ergibt sich, dass die Raume der 1° Categorie zu den
Raumen der Vol erraklasse wo n=3 gebracht werden konnen.
Ferner ergibt es sich, dass die Rdume der 2° u. 3” Categorie zu
den der Volterraklasse benachbarten Formen gebracht werden
konnen.

Bei der solchen Bestimmung von geschlossenen dreidimensio-
nalen zweiseitigen Riumen, kann ihre Klassifikation. sowohl als
die Definition ihrer Charakteristik, zu folgender Klassifikationen
gebracht werden kann: 1°—von Bdumen, 2°—Streckenkomplexe,
3°—Verkettungen I1; in £; und 3°—Knoten [, in £;.
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Sur un probléme des ensembles congruants.

M. Zaretsky.

Dans cette note je m’occupe de la résolution du probléme:
suivant: en suppossant qu’on puisse répartir sur un segment un
nombre arbitraire fini d’ensembles congruants avec un ensemble
donné, de telle fagon que ces ensembles n’empiétent pas les un
sur les autres, ne pourrait—on pas en conclure de la possibilité
de répartir sur ce méme segment une infinité dénombrable de
tels ensembles?

L’exemple suivant montre que la réponse es' négative.

Dans la suite, en désignant les ensembles divers par E (x),
E; (x), F (x) etc., nous désignerons les ensembles qui résulteront
par la translation de tous les points d’un ensemble donné a une
distance a (a droite si « > 0 et a gauche si «<<0) par E (x| a),
Ey (x -+ a), F (x-+ 2) etc.

Nous dirons que 'ensemble E (x) admet la translation 2, si
Ex).E (x+a=0.

Nous commengons par la construction d’'un ensemble qui admet
des translalions de nombres rationnels et seulement de telles
translations. La possibilité de construire un tel ensemble sera
démontrée plus bas. Montrons a présent la méthode a laide de
laquelle on peut passer de cet ensemble & Fensemble qui nous
intéresse.

Soit £ (x) un ensemble de longueur 1 dense partout sur le
segment (0,1) et qui admette des translations de nombres ration-
nels <1 et seulement de ces nombres. Par conséquent:

E (x).E (x+k)=0 pour tout k rationnel
E(x.E&x+k:£0 ” » » irrationnel

i condition que |k | < 1.

. o e 1
Enumérons toutes les fractions positives irréductibles << -

2
dont les dénominateurs ne soient pas des nombres simples. Il en
résulte une suite infinie:

L,bL,L ., 1, .

n
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Choisissons parmi les points de I’ensemble E (x) une suite de
points
Xy s Xy s Xgy wvey Xy oo
telle, que x, - - 1.
Désignons par E (x;, 4 /) I'ensemble des points

X1+ll, x2+[2, Xg—}—l;.;, oey X,"+ln, “ee

Formons un nouvel ensemble F (x), en ajoutant I'ensemble

E (x,~+ 1) a l'ensemble E (x), de sor.e que
Fx)=E (x)+E(x,+ 1)

L’ensemble F (x) se trouve évidemment sur le segment (0,1%),
les points 0 et 1% étant ses points limites.

Considérons ensuite le segment (0,2) et proposons nous la
question suivante: quelles sont les translations rationnelles < %
qui soient restées admissibles pour l'ensemble F' (x) sur ce se-
gment?

Il est évident qu'en vertu des propriétés de E (x) 'ensemble
F (x) peut admettre seulement des translations de nombres ration-
nels < %.

Soit £ un nombre rationnel et << %.

Pour que F (x) admette la translation du nombre k il est
nécessaire que:

Fx).F(x+k=0.

Mais, F' (x) étant la somme de E (x) et de £ (x,1[) nous
obtenons:

[E 0+E (x,+D].[E (x+ 8 +E (x,--1 -+ Bl1=0.

Autrement dit, il est nécessaire que les quatre égalités sui-
vantes
l1EWx) . E (x4 k) =0
NEG&x+k.E (x,+1)=0
ME (x,-+10).E(x,+1+k =0
WEWX.Ex-+L+kH=0
soient effectuées simultanemen®.

Les égalités | et Ill s’effectuent évidemment pour chaque k.
Quant a [‘équation II, elle montre Pexistence de I'inégalité:

x—+k £ x,-+ 1 oubien x —x;, £ [ — k
pour chaque x, appartenant & 'ensemble E (x) et pour chaque i.
Or, cette inégalité s’accomplit lorsque & %= /, parce que x et x,, en
appartenant tous les deux a 'ensemble E (x), ne peuvent avoir
une différence rationnelle.
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De méme, I‘équation IV nous donne:
x—x; 7 [, ——k ou bien k% - [,

Ainsi la translation de l'ensemble F (x) & une distance k
n'est pas possible que dans un seul cas a savoir: lorsque | & | 5=/,
pour chaque i; en d'autres termes, 4 doit étre une fraction a dé-
nominateur simple.

Il s’en suit que si nous avons sur le segment (0,2) plusieurs
ensembies sans points communs et congruants avec £’ (x), leurs
distances réciproques devraient étre exprimées par des fractions
a dénominateurs simples et seraient = %. Mais cela n’est possible
que dans le cas ou ces fractions seraient 4 dénominateurs égaux.
Donc pour le segment (0,2) F (x) représente 'exemple cherché.

Démontrons a présent la possibilité de construire 'ensemble E (x).

Construisons une base de Hamel contenant le nombre 1. On
connait alors la possibili*¢ de représenter chaque nombre x d'une
fagon unique sous la forme:

x:aa—l—b? —-‘- c‘,’-;— .o —+ nv,

ol la partie droite contient un nombre fini de membres, les nom-
bres a, 3, 7, ...étant membres de la base, et a, b, ¢, ... etc.
étant nombres rationnels.

Désignons par E; (x) 'ensemble des nombres qui s’expriment
par la base, choisie sans l'aide de |'unité. C’est un ensemble non
mesurable, dense partout et qui a la propriété de permettre les
translations de tous les nombres qui ne font pas partie de lui-
méme tandis qu'il ne le permet pas pour tous les autres nom-
bres *). _

En désignant par y un nombre quelconque qui n’'appartient
pas a £; (x), nons avons:

E (x). E (x+y)=0.
L'ensemble des nombres y se compose des nombres
|
g=x -k

ou x appartient a l'ensemble E, (x) et k est rationnel.
Transformons E; (x) de la fagon suivante:

Choisissons parmi les nombres 2, 3, 7, ... une suite dénom-
brable et énumerons. tous ses membres. Nous avons la suite:
1) Gy, By vy O

. . . m
Enumérons aussi toutes les fractions de la forme — ou m
n

prend toutes les valeurs entiéres y compris zéro, et n—toutes les

*) W. Sierpinskiy: ,,Sur la question de mésurabilité de la base de M. Ha-
mel“. (Fund. Math. T. I 1920).
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valeurs entiéeres excepté zéro. Ainsi chaque nombre rationnel (en y
comprenant zéro) se répéte une infinité de fois dans cette suite,
et peut avoir un numéro arbitrairement grand. Nous aurons alors
la suite.

@) k, ks ..., Kk

Choisissons maintenant ceux des nombres x qui s’expriment
au moyen des membres de la suite (1):

X = ala.‘i‘—j\—azoz{__’ I a, i %.

et remplagons chacun d'eux par x— %, ou %, est un des nombres

de la suite (2), sa marque i ctant le plus petit des nombres
ii, Iy, ..., I, En gardant tous les autres points de I'ensemble

FE, (x) invariables, nous obtenons ainsi un nouvel ensemble £ (x)
qui n'admet que des translations de nombres rationnels. En effet,
les translations ra‘ionnelles sont permises. Soit u un nombre irra-
tionnel. Dans ce cas nous avons:

=x,+ k

H
ot x, est un membre de l'ensemble £ (x) et & est un nombre
rationnel ou bien égal a zéro.
Examinons les deux cas suivants:

1) Supposons que l'expression de x, par la base contient,

outre les nombres o, 2, ..., encore d’autres nombres de la base
j=n(x)
x, = E IR e s i
Jj=1

Soit Iy T'une des marques du nombre (—%) dans la suite (2).
Alors, puisque k -+ k; =0, les nombres de la forme

(l »lﬂ"f....<l.

! 7 - —— —_—
X, = ki, T al'/'i, _!_ agg'i: o a, (xy) xz'm(x SR 2 n(xy, )

deviennent de nouveau, aprés étre additionnés a u, des inembres
de l‘ensemble E (x). Ainsi on voit que dans ce cas la transla-
tion n’est pas possible.

2) L'expression de x, par la base ne contient pas d’autres
membres de la base que a;, @, ... % ... c'est & dire:

x, = ]<J,‘ + az; + ay%; ——ag¥, o

Jso b

+ A (v Jm(,\. ) ('] j <- \']"” ’:»‘T’u.))‘



Soit encore — k=k,;. De la maniére dont nous avons con-

struit la suite (2), on peut supposer que i; >j;. Dans ce cas,
le nombre de la forme

x”"' - k‘} bi— G%, T J;_a’" (/1) aim(Xu)
aprés étre additionné a4 u, donne aussi un point de 'ensemble
E (x). Nous obtenons le méme résultat: dans ce cas, aussi bien
que dans le précédent, la translation est impossible.

Observons encore que l'ensemble £ (x), qui s’étend de
—oc 4 + oo, est pariout dense et que pour chaque nombre u les
nombres du type x,’ et x,” forment aussi un ensemble partout

dense. Il en résulte que chaque segment de l'’ensemble E (x)
conserve toutes les propriétés de cet ensemble.

06 oauoii 3ajajde OTHOCHTEABHO KOHTPYIHTHBIX
COBOKYNHOCTEH.

M. A. 3apeuxuii.

JaHo, 4TO Ha OTpe3Ke MOXKHO Pa3MeCTHTb Al6OE KOHEYHOoe
YUCAO COBOKYMHOCTEH, KOHTPYSHTHBIX AaHHOH, TakK, uTO6bI 3TH co-
BOKYNHOCTH He HaAeraiu ogHa Ha apyrywoo. OsmavaeT-Am 2710, 4TO
TaKHM-&Ke 06pasoM MOXKHO PAa3MECTHTb Ha TOM-Ke€ OTpe3Ke TaKHX
COBOKYMHOCTEH MCYHCAHMOEe MHOXecTBO? B HacTosmed 3amerke
JaeTcsl MpUMep, KOTOPbIA MOKa3biBaeT, YTO Ha MOCTaBAEHHbIH BO-
0pOC HaJo JaTb OTPHUATEAbHbIH OTBET.
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Démonstration élementaire d’'un théoréme de Gauss.
J. Winogradoff.

Dans le mémoire présent je donne une nouvelle démonstration
de 'expression assymptotique de la somme

R (—=Dh (—D+ ...k (—m),

ot h (—3) indique le nombre des classes des formes quadratiques
de premiére espéce du déterminant négatif — A.

Gauss (Disqu. Arithm. ari. 302) affirmait, qu’ il avait obtenu
la formule analogue par ‘des recherches assez laborieuses.

Le bt du mémoire présent esi de monrer, que la déduction
de cette formule peut étre obtenue par une méthode trés élemen-
taire, n'exigeant que le calcul des modules des sommes trigono-

metriques les plus simples.
3

Malgré la simplicité de la démonstration, I'ordre m* (lg m)?
‘du reste de la formule, obtenue dans ce mémoire, n'est qu'un peu
moindre. en précision que celui de ma thése de 1920 *) (m%) et
coincide au résultat de mon mémoire de 1916 **).

1°. La démonstration est basée sur deux simples lemmes sui-
vants:

Lemme I. Soit n un nombre entier > 1, p une racine primi-
tive de I'équation p* =1, a et b des nombres entiers.

Soit ensuite

n—1
S — p('x’ + b-‘f; (a, n)=d**¥),

x=0

*) Bulletins de 'Académie des Sciences 1921.

**) ,,Sur. la valeur moyenne des nombres des classes des formes quadra-
tiques de premiére espéce du déterminant négatif“. (Commun. de la Soc Math,
de Charkoff 1916).

*Z*) Le symbole (a, ) indique le plus grand diviseur commun des nombres
a et

Kypu. Aenunrp. Mus.-Mar. O-Ba, 1. 1, B. 2 (1927). 187



Ces suppositions faites, la somme S peut étre différente de
zéro dans le seul cas, ot b est divisible par d, et alors

S|V 2nd.

Démonstration. —Admettons a =a,d; n = n,d.
Nous trouvons:

n—1 n—1
. w4 b — ux? — by
S = o 7]
|t | ) ’
|
z_—"

XU
-d’ol, ayant fait la subs‘itution z=x - ¢ (mod. n),

n—1

-S- i at? 4 bt 2 3 G2
I l l()
t=2=u x =V

Prenant la somme par rapport a x, nous allons obtenir n ou 0,
ce qui dépend de ce que 2¢ est divisible par n, ou non.

@) Soit n; pair, alors toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles
2t est divisible par n, sont: 0, ny, 2n,...(2d—1) ns, ou n1==2n,.

Nous obtenons:

od - 1 2d— 1
. E oSt -l b, s E ) 1, 82 b,y
5‘SK'L::n : ['1( R L -”——n. (—1) 1, 8 P”'-
s—VU s=0

Si ain; est pair, alors la derniére expression s'annulle, si b n’est
pas divisible par 2d, et est égale a 2nd, si b est divisible par 2d.
Donc le lemme est démontré.

Dans le cas, ou a;n, est impair, nous avons:

s:.:251+3; EZO; 1, ................ (1)
d—1
S{E —n E p‘)huls (1 . ?I,u:)’»
sT”V

ce qui s’annulle, quand b n’est pas divisible par d, et est <2nd,
quand b es: divisible par d.—Ainsi dans ce cas le lemme est
démontré également.
B) Si n, est impair, ¢ doit &'re égal aun des nombres: 0, ni,
2711, e (d'_l) n;.
ous avons:
d-1

d—1
i g a2t bn,s ; hiys
Sf"—‘——‘n. p (2% 4 bns = n. : p; W,

|
1]

“
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La derniére expression s‘annulle, si b n'est pas divisible par d,
et est égale A d, si b est divisible par d. Notre lemme est ainsi
complétement démontré.

Lemme II. Soit n un nombre entier >> 2, 5 une racine primitive
de l'équation =1, a et B des nombres entiers, sa‘isfaisant
4 la condition 2 <3, et ¢ un nombre entier, non divisible par n.

Ces suppositions faites, on aura l'inégalité:

=
il
e

p <2

.
2

=<
[
o

iRl

ot v est le module du résidu le plus peiit en valeur absolue du
nombre ¢, suivant le module n.
Théoréme 1. Soi: n un nombre entier >2, 5 une racine pri-

mitive de P'équation 5" ==1, m un nombre entier quelconque,
2, hy, h, des nombres entiers, satisfaisant aux conditions:

0<h =n0<h,=n
Alors le nombre T des fractions de la cérie:
[m—+x*
U n
moindre que Ayn”', est exprimé par la formule suivan'e:
T o h_l_h?. Y1
z 2va)
ou d parcourt tous les diviseurs du nombre n.
Démonstration. Considérons une somme multiple

n—1 a+hl—-1hq—1 n—-l n—1

x=U s="u t__U u=0U s=UV

HEE A 1—;—1,..‘01-*:— /11—1,

b

-6 V2n Ign (.2,8 lgn

La sommation par rapport a u et s donne n? ou 0, selon les
nombres m-+x2 — z, x-—¢ sont tous les deux divisibles par n,
ou au moins l'un d’eux ne l'est pas.—Nous en tirons, que

Q—=—n2T.

Calculons maintenant la somme € d'une autre maniére. Admet-
tons d =(u, n); u=u,d; n= nd, et apprécions d'abord le module
de la partie de la somme €, correspondant a la valeur donnée
de u qui satisfait a la condition:

A 2<n1(

*) J’al considéré des sommes analogues dans mes ouvrages précedents
(p. e. ,Sur la distribution des indices“.—Bulletins de ’Ac. des Sciences, 1926).
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En effectuant la somma’ion par rapport & x, u ets étant don-
nés, nous obtenons la somme:

-1

S

nx? 4 sx
ot

) >

x=0

I

qui, en vertu du lemme I, peut étre différente de zéro dans le
seul cas, ou s est divisible par d, et alors le module de cette
somme est < ¥ 2nd. Mais toutes les valeurs de s, divisibles par
d sont:

§==8; b;31:0, 1, . 111——1-

Pour chacune d'elles la sommation par rapport a z—donnera
la quantité qui, en vertu du lemme II, sera moindre en valeur
absolue que n; (2v)™', ou v est le module du résidu le plus petit
en valeur absolue du nombre u, suivant le module n,. La som-
mation par raport a ¢ nous donnera une quantité, ne dépassant

-1 .
pas en valeur absolue n; (2v,)7, ou v; est le module du résidu
le plus petit en valeur absolue du nombre s; suivant le module
n;—si pourtant s; ne s’annulle pas.—Mais si s;==0, alors nous
aurons h..

Il en resulte que la partie de la somme @, correspondant a la
valeur donnée de u, est moindre en valeur absolue que la quantité:

u’\

L\a|

l w1 [ lgn . 1\ 1
V2nd - \ 2 , < n®V2n (ai/(‘j*: - Vd) %M

Le module de la partie de la somme @, correspondant a tous
les nombres u ayant le méme d est moindre, que:

2 v (UEn? !g_"_)
n*-¥2n (_d vd vdl

Le module de la somme des termes de la somme 2, corres-
gondant a tous les nombres u, qui satisfont & la condition
2 < n, <n, est moindre, que:

q

5 | V1
n . ]/271 lgn . (2,6 ]gn _ 2_}_/;)’

ou d parcouri tous les diviseurs du nombre n.

Dans le cas, ou n, =2, u; ne peut étre égal qu'a 1.—1I est
aisé de voir que la partie correspondan'e de la somme € ne
surpassera pas n.
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" Mais, comme la partie de la somme €, correspondant au cas
u =0 est évidemment égale & h; A, n, nous avons:

Q=h, hy n--6-n2-V2nlgn - (2,8 Ign —- S‘Vld) B <1
pra}

En comparant cette expression de @ avec celle, qui a été
trouvée plus haut, nous voyons que le théoréme est vrai.
Théoreme II. Soit n un nombre entier > 2, m un nombre
entier quelconque; @ et h; des nombres entiers; de plus: 0 < hy =n.
Alors [’ égalité suivante a lieu:

ath--1

A Slox? 1 : Zjl/
Z {ni‘n‘{—}:_— _2" h] —7—3 . V2n1gn (3 lgn S le-); '5 <\1,

X =12

ot d parcourt tous les diviseurs du nombre n.
Démonstration.—Admettons:

.
U= (28 e D)

Drapres le théoreme 1, nous pouvons représenter le nombre des
fractions de la série
m-—-x?

—_ 1; X =2, 1—?-1,...’1"L‘h1__1’
n |

. -1
moindres que in~ ", sous la forme:
hy h
0 i
A }1 T l)h U' i ehl < 1

pour chaque % entier, satisfaisant a la condition:
O<h=n.

Il s'en suit que le nombre des fractions, égales & An™", est:

‘]l"“ a ( 0 +177 0/:) U.

n

Par conséquent, la somme, considérée dans notre théoréme,
peut étre représentée sous la forme:

( b= 0).

ﬂ _lﬂ_vi_._.2._¢, !A..,n—ul\)_,.
. n ( n ' n - ' n J°
- (f’z:ﬁﬁ L 2%=2, =D _(’},—_1> U—
n : n ‘ ' n )
——e hl /ll 01 - ;-- 62 ’";" e T 07’,—1 y
=gt Ul

ce qui suffit 3 démontrer notre théoréme.
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Remarque.—Les théorémes [ et Il restent évidemment vrais
aussi dans le cas, ot le numérateur de la fraction au lieu de
m--x* est égal & m—ax’, ol a est un nombre quelconque,
premier avec n.

2°. Maintenant nons allons déduire la formule:

h (“— 1) }l(—— 2) . *"-h(—— m) el
— ?41'_~e m.'}'z_ _-22 m O ("‘ls'-4 ([gm).Z },

ol A (—J) est le nombre des classes des formes quadratiques de
premiére espéce du déterminant négatif — 2 et

[ee]

e N1
pa

k=1

La démonstration reste la méme que dans mon ouvrage:
wNouvelle méthode pour obtenir des expressions assymptotiques
des fonctions numériques” (Bull, de I' Ac. des sciences. 1917).—
Ce n'est que le calcul du reste de la formule qui est différent,
car & present pour l'évaluer, nous pouvons prendre (en vertu du
théoréme [} I'éxpression:

Vx - ng(lgx» ‘1 1)
aVd )

ou d parcourt tous les diviseurs du nombre x.—Par conséquent,
" ordre du reste de la formule, exprimant F(n). esi le suivant

x =t Xt
V Vx ((!gx)'—‘ [gx) E Vx (lgx)*® -1~
ol Vd
x-=1 x =1
dZ t x ET;-
N B 0 (i)
< Vd /
d=xxyx—=1

(nous admettons ici

f:-V/ in).

Il est facile a en tirer la conclusion que le reste de la formule
finale a le méme ordre.
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dremenTapHbIi BBIBOA 0ofHOH (hopmyast Taycca.
H. M. Bunorpagos.

B nactoswe#t pabore s Aaio HOBbIfi BbIBOA aCCUMITOTHYECKOrO
BbIPaKEHHUA CYMMbI

A(=1)4+hr(=2)—=... —h(—m),

rae h (— 1) o6o3sHaYaeT YHCAO KAACCOB YHCTO KOPEHHBIX KBaapa-
THYHBIX (OPM OTPHIATEABHOTO ONPEAEAUTEAS — A.

Tayce (Disqu. Arithm. art 302) yrBepaaaa, uto coorserctBylo-
mas (GOPMyAa MOAYYHAACb y HETO NyTeM JOBOABHO TPYAHBIX
H3bICKaHUH.

HacTosee ne6oabmoe uCCAeZOBaHHE MMEET LEAbIO MOKa3aTb,
9TO JOKA3aTEAbBCTBO 3TOH (QOPMYABI MOXeT 6bITb JOCTHUIHYTO
BECbMa JAEMEHTapPHbIM METOZOM, TPEGYIOIIMM AHMIlb  OLEHKH
MOAYASl MPOCTEHIINX TPUrOHOMETPHYECKHX CYMM.

Y

o
Hecmotps Ha kpaiiniolo mpocToTy BeiBoaa, nopsaok m* (lgm)?
OCTaTOYHOIO 4A€Ha, AOCTHraeMbli MHOIO Tenepb, AHMb HEMHOTHM
3

ycrynaer TakoBomy (m ) moeit amccepraumm 1920 r. u conazaer
c Hafiaennbim B moe#t pabore 1916 roaa.
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0 mexoTopsix 0000mennsnx 3agay Can Benana m Karebma
B TEOPHH YIPYrOCTH.

I'. B. Koaocos.

O6wenssectHo 3Hauenne 3azaud Cau Benama kak B Teopuu
ynpyrocTH, Tak ¥ B TEOPHUH CONPOTHBAEHHS MaTepPHAAOB M HEOJHO-
KPaTHO JEAAAHCh MONBbITKH O6OGILUTD 3Ty 3ajady, NOAYYHB pelle-
HHe, K3 KOTOPOro OHa BbITEKaAa 6bl KaK NMPOCTOe CAeACTBHE *).

Bo Bcex paborax aToro xapakTtepa HULyT OOGBIKHOBEHHO pelle-
Hull ypaBHeHHE TEOPHH YNPYrOCTH, PaCMNOAOKEHHBIX IO CTEHEHAM
OAHOH M3 KOOPAMHAT Z, IPH YEeM OCb 3TOH KOOPAMHATHI PACIIOAO-
MeHa 10 OCH UMAHHAPA, AedOpMalUs KOTOPOro HCCAEAYeTCs.

YacTHbIM CAyYaeM TaKMX pemeHHH SBASIOTCSH, KaK H3BECTHO,
u 3agaua Can-Benana u 3agaua Kae6ua.

B uacroswe#i pabore Mbl npuMeHseM AAA TOH ke LEAH HHOR
MeToJ, 3Ha4UTeAbHO obiervamoLinii BbIYHCAEHHS H OCHOBaHHbIH
Ha TNpPUMEHEHHMH O0cOo00ro KOMIIAEKCHOro mnpeobpasoBaHus, 0OpH
NOMOIIM KOTOPOro pelIeHHA IOAydYaloTCs M mpowe H B Hoaee
yao6HOH aaa npuroxeHuit (popme, Tak Kak HemocpeACTBEHHO
BBOJAATCS T€ TapMOHHYECKHE (YHKUMH, NPH MOMOILH KOTOPBIX
YAOBAETBOPAIOTCA KOHTYpPHblE YCAOBHS B 3ajavax TaKoro poja.

OCHOBHble YpaBHEHHs] TEOPHH YNPYroCTH Mbl HallMIIEM B BHAE:

0X, 0X, 09X,

T

% a0 K=
oY, oY, 9Y,

(1) e "'0;-;'*62- -~ pY=0
0z, 0Z, 9Z.
XY T o Z=0

Ox ' (9y 0z '

*) B. A. Crekros. K 3agaue o paBHoBecHHM ympyrHX H3OTPONHDBIX LHAWH-
apop. Coobuenus Xapbrosckoro Marematnueckoro O6igectsa, 2-a cepus, Tom VI,
crp. 166—193.
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x d Y 0y Ox

o Ju dv Ow

) Yu =20 @ Y. Z,=v (5:5 ' Oy)
ow dw Ou

— 3619y f— — e —e

Z —=15-+-2u s L, =X =u ( dx 0z>

rae X, Xy, X, Y. .. npoexuun HanpsseHHi Ha NAOWAAKH, Nep-
NeHANKYAsIPHbIE OCAM KOOPAHWHAT, U, U, W—TNPHUPAILEHUs KOOPAHHAT
Kakoi-Hu6yAb TOUKH, D—MAOTHOCTbD, A U w—KO3(pPHUMEHTHI ynpy-
roctH (Aswme),

ow n ov , dw

="+ _—-l - kybuueckoe pacuHpeHue.
ox oy oz pactiinp .
B aarbHefimem Mbl aAs COKpallleHHsi nucbMa Oyjem vepes
X, X, X, 7Y,
0603Ha4YaTb 3TH BEAHYMHbI, AEAEHHble HAa 2yu, T.e.
X X X Y
X,y LY
24 2u. 20 2u
. Ko 38
H BMECTO A, U BBeAeM KO3(P(PHUIUEHT & — - w TakKk 4YTO 3TOT KO-

v
3(PPUUHUEHT CBA3aH HEMOCPEACTBEHHO ¢ MoayAaeM [lyaccona 3 rak:

o ry 7 e—1
o) T 2
Beeaem Tenepnb B HalKM YPABHEHWs BMECTO X W Yy HOBble me-
pemeHHble L = x |+ iy, 7y == x — iy W 3amenuM ypasHenus (1)
ypaBHEHHSMH:
(X .
(1-a) (X 21X) s )—'!’- o2 pr=0
0.,1 "oz
6’7” | a'?ld 022
(1-b) [ S iy i

3aecp 9=X +iY, v=X--iY u B aarvneRwem mbr Gyzem
‘06bIKHOBEHHO NPEANOAATraTb OTCYTCTBHE BHEWHHX CHA B Z = X =

Y=0=0 %).

*) 3nauxoM , (BuHM3Y) MbI 6yaeM 0G03HAUATD 3HAUEHIE BEAMYMHDI. COZepmalyeit
MHUMDIH 3Hag { MPH 3aMeHe +ima —i

T
s
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TouHO Takxke cOBOKYNHOCTb ypaBHEHHH (2) Mbl 3aMEHHM ypaBHe-
RHSAMH!

2-a) X, —Y,+2iX =2 of

il

of  of,
(2-b) ___y__<f4_vf>f_(€_1)%,£
(2‘0) o= ; §{+3w
- of  ofy

(2-d) 6 (8~—1) ZZ——(C_.1)(#; 6:})
rae f—u-+tiv, f1:u—iv. Hs (2-d) u (2-b) caeayer:
, B 1 o .

Tlpu orbickanuu pelleHH# HAWHX yPaBHEHHUH MNPEANOAOKHM
uto f sBAsieTcs QyHUMEH TOABKO z W 5, T. €.

@) f=1z7).

Mo npuaem stum nyrem k 3agave Can Benana u ee memocpea-
cTBeHHbIM 0606IueHusM, Tak Kak H3 ypaBHeHHs (2-a) Mbl Haifizem

(4) X,=7Y,X =0,
M B YAaCTHOM CAyuae:
(5) X,=7Y, =X =0 (sasava Cau Benana).
B srtom cayuae n3 ypaBHenus (1-a) mbi Hafigem (tak kak ¥ =0):
09 _.
(6) i 0.

Mz ypasuennii (2-b) u (2-¢):
0w = ( of 0}‘,)

0z o o
0 aw Y
7T 2 0z
YcroBue unrerpupyemoctu ypassenuit (7) B cBsisu c (6) aaer:
23 azfl (Z, :l) - azf(z» ':.)
®) e—1 0% 0z
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Orcioza Aerko 3aKAIOYHMTb, 4YTO:
9) f (@) =2 (a+32) 1L (- 9d2) -
+4—ff<al+@1z ) d2,

rae @, B, ¥, 0—xakue-unbyap (Boo6lle ToOBOPS KOMIAEKCHDBIE) MO-
CTOSIHHbBIE, H

o . .
Tt =2 8+ 20 (s b By by e

s ypaBHEHHﬂ (2-d,)

1 1—

L=q [27 (@+4-B2) + 2% (314 B,2) + 7+ 32+ 1y - 342

W3 ypasuennii (1-b) u (2-c):
rw = 0 (0f Of; ,
2 “2(1——5)_6;<6—£+6'> T PR T2 At

0 . ,
O B e B e 2 ) e

{10

OTKyAa:
e . 322 z2\ .
w = 2—(1-—:5 { 4: <"£Z -{— — 2 )—[— 411 <a12'~— @l )-i—

- 2yz B2t 2y g2 — B — BT — (-H b)) 1 l+wo

TA€ W,—IlPOH3BOAbHAA (PYHKUHSA, YAOBAETBOPSIOULAS YPaBHEHUIO

S0,
s, 0
HAH
02200 R Ozwoﬂ
ox* ° 0y?

=0,

“© ompejeAuM U3 ypaBHeHHus (2-c)
€

€ — ! v a 0
e e e

M3 HalizeHHbIX pe3yABTATOB Aerko MOAYYHTb (POPMYABI, JaBae-
Mbie OGbIKHOBEHHO B Kypcax. J\erko o606wWwuTh 3ajadyy Ha CAydah:

{11) X=Y,=p X,=0.
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Mbi Hafigem Toraa us (1-a):

0o ap
T T e

Buecto (7) mMbl HafiaeMm ypaBHeHus:

_!Zw_:ls (a/_ ‘ afl)‘

0z dJ. - 0~
Ow 1 0f
0%, 7 2 0z

YcAoBHE HTErpHPYeMOCTH HX TpebyerT:

2 #fi(z,y) 4 dp 440_p L 0f(,2)
e—1 077 —1()31~ 0, ' 08z

HAH

(12)

2 a’fl(z,:,)_ 4= _(?&_ _6?f(:,z)
e—1 9872 e—1 04 0z

Tak kak p ecTb BeAHYMHa BelECTBEHHAas, TO AErKO 3aKAf0-
unth u3 (12), 4TO 3a Hee MOMHO B3ATh BELUECTBEHHYIO YacTb He—
KOTOPO#i (PYHKUMH KOMIAEKCHOro mepeMeHHoro : (z,7), Tak uro:

1 / : oyt
— : |
b= T (zy0) -5 (Z,'-l)/:

n (12) npumer BuA:

0fi(z,2) 04 (2,5) = —1 0%f(z9)
13 072 0% 9 o

{
YT10o6b1 yAOBAETBOPHTD 3TOMY ypaBHEHHIO, HEOOXOAMMO MO-
AOKHTD:

s —1 0 (z
(14) 5 “"‘g“—fx (2).
CaezoBaTEAbHO:
6 vl a" ;:
o f:a z,%) 0% E?Z; "')':fx (2)
HAH
0 Z
(15) lfz 20 _f () 529

[ToaTomy MoxHO noroxuTb:

1  f (z,:):fqa (2,9 d:-g-zsil-fff, (@) dz,
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rae @ (z,7) noaunom 1-oi#i cTeneHn OTHOCHTEABHO z C KO3QPH-
uMeHTaMH ¢yHkuuamu ot L. Ms (15):

oD (z,2) (2.0
dr - f (Z) T

U CAEJOBATEABHO!
an D (z,0) =" () 5 (=5 %)

Aerko y6eautbes, uto f (z) B 7 (z) AOAKHbI 6bITb AHHEHHEIMH
OT z, TaK 4TO:

(18) L @)= -tz f()=2 (x -B2),

rae %, B, ¥, 9 kak u B 3agaue Can-Benana, nocrosununie u, creszosa-
TeAbHO, He ToAbko M (2,%), Ho n £ (2,%) saBAsieTcs Aunedinofi Qymnk-
uueit ot z. B camom zere us (16):

-

Of‘(f,_,) ?_f’_d(:_zt’) =M (2,2 - D, (%)

H, cAezoBaTeAbHO, u3 (2-d,):

— _.3_:"31__.1_ 1-3 E / r Ty
Z:_ € — 1 p i 2 ( ) q) (~)‘) (Dl (Z)*l) -

1 e- 1 11— \,
='2‘ = E ( 72) -5 (‘ly ) ( T ) (D (Z,C) q)l (Z,Cl)/*
a, caegoBareAbHo, B3 (1-b) u(2-c)

0w S N
i L A
00 2(e- (c —1) a \q) e
1 1-e /03(R2) 04 () 0
1 0z 6z /)
a Ha ocuopanun (2-b):
6‘10 — € / vy » i 2 (zar;) —;_ E1 (zs:l) \
5; - 1 "::3" '\\q) (Zr ’) T CDI (Z, ‘l) o c—1 /:‘.
M3 stux ypasuennit cAeaye'r YCAOBHE HHTETPHPYEMOCTH

02 N
622 \ (‘) Z)““ ~1 (‘» 2)/)——0

H, CACIIOBaTe)\bHo u3 (17):
0z2 /‘f(z) ~lLfi(z) () /1(2)/,'5—-:0,

T. €. f(2) n 7 (z) AuHefiHble (YHKUHH OT Z, KOTOpPble Mbl MOXEM
npeanoroxuts B Buae (18), u

D () =2 (x+32) Ty E @D a k(e

AMHeHHast QYHKUHA OT z € KO?(HUUHMEHTAMH, 3aBHCALUHMMH OT &.
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ypaBHeHHﬂ AAS ONPEAEACHHA W NHPUMYT TOrZa BHA:

02w 1 Bp , .
A = — 27 018, -0+
T =T T ey CBEad)
ow .
E——’ZP -
b (2 ) 20 (o By ey LB
1—-e /
OTKYyAa AAA w Mbl MOAY4YaeM BbIpa:KEeHHE:
w=— QIP z “"’(1‘“"*—) { 2% 20z - 8z%) - 2% Qa2 - B12) +-
+2vz 2012 - 822 = 4y22 — BL¥ — B L2 — (8 -8y T

L (B g [ )
ER do- | s g
{ 4 (1[ 02 f az l, +w0

HAH, NOAaras
E(ZR) =28 (D)% (9), rae 5(C) u % (%)
HeKOTOpble (PYHKUMH oxHOTO &

2=z ()5 ()% ()G ()
== (100 ) —2(5 O €)) -
+54 _ﬂ)(2 (202 +B2%) 4 201 iz B12%) + 2z + 214z
B2t B2 — B, — 80— (B ) Ty )+

+—4~(c1f5<:> d:+:fsl ) d‘:x)J;-wo,

rie w,—MPOU3BOAbHAS (YHKUHSA, YAOBAETBOPAIOWANA ypaBHEHHIO:

0w, . 0w,

(18-bis) s _6?_ — 0.
Jn onpeaerenus o Hal'»’w,eM u3 (2-c)
I 1 6]((2) =) 6p
o= U T ] do-
__f (r) d- !_ . 1 (’X)
: 28— - 2¢e—1 .,
v _J_ i s s '3,
+2(e——-1)( : L g togs, g - )
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Kak wuactHpii cayua#l, moAydaloTcs (QOPMyAbl AAA  CAydas
t(2,0)= A— Bz (A n B nocrosusbie), COOTBETCTBYIOWLErO THAPO-
CTaTHYECKOMY AABAEHHIO Ha UHMAMHAP, Haxoasmmuiics B HecKuMae-
MOH TAKEAOA MHAKOCTH C OCHIO, HanpaBAeHHoﬁ BEPTHKaAbHO ¥).

BameruM ewe oAuMH OueHb OOILMA CAyyaH MHTErpHPYEMOCTH
ypaBHenuit (1) u (2), apastomuiics o6o6uwennem usBecTHOro peme-
gua Kae6iwa.

[Mpeanoroxum, uro: 1) ¢ ectv ¢ynxuus %, u 2) Z_ He 3aBHCHT
OT 2, TaK YTO MOXKHO MOAOKHTb

19 o= Pl 2
=1

0z,

20) oo

B atux npeanoromeHHsx NPH OTCYTCTBHH BHEUIHHX CHA, T. €.
&= Z =0, ypasuenue (l1-b) yaosaersopserca (19) u (20), a ypas-
neuue (1-a) npu nomowu (2-a) MHTErpUpyeTCA H AaeT:

(21) 2% X gy, Pl D)

rae F(z,2)—npoussoabnass ¢ynkuus ot z u - [loacrasass cioga
X, Y, us ypasnenusn (2-b,), naiizem:

- F(Z7 :)J

f —1 (0f | Of\ L 521,
(22) "‘—;—_'1_—‘1"‘ (0" 5 ) 2.7 Z,--
£ M?Lg; 2 _ F(z,%)

[lepemennB 3aecb i Ha — i U CAOXHMB NOAy4YEHHOE ypaBHEHHe

c (22), nasigem:
2 (6f +)=Fen+

1F (o) — i ~-(cb (42 + D 2) )

[ToacraBus 3710 BBIpakenne B (22), NOCAe NPHBEAEHHS MbI
Hafigem:

e  L=21 /F<,,>~——,.-—d)<w °y
T YR ey 4

*) Beipaxenne (16) Torza cosepumenno cosnagaer ¢ (9).

201



HAH, oOo3Hauas:
0 0
F(z.0)— bz D, 2)=y, F'x(zli.a%- 0z D, 2) =15
of S5e-1 . 3:—1_  1—:¢
@49 o 16 AT 16s M 4s L

[pexae yem onpeaersTb OTcioaa f 3ameTHM, uYTO AAR onpeze-
A€HHS w HaM nocAyxaT ypaBHenus (2-d) m aunddepenuupopanHoe
no - ypasHenne (2-c), oncyaa

ow 2 = —17 6]‘ f)fl . 0w 1 0%
@S G, =T =% 7 ) T 2 0
HAH, NPHHAMAs BO Bunmaﬂue, 4TO H3 (24)
of ofy : c
) R4
0*w

H 4TO W AOANKHA ObITb BellleCTBEHHA, a CA€AO0BATEAbHO Ha

ocHoBanuu (24):

AN YA
i = dz (BelleCTBEHHOE YHCAO),
Mbl TepenHuleM ypaBHenusa (25) B Buae:
w 1-—e .~ 1 -=¢
2 G o
0 OPw _ 1+- 0
oLoL T 16z
YcaoBHe HHTErpHpyeMOCTH 3THX ypaBHeHHi TpeGyer:
02z 102
@7) G T T8 02

Tak kak Z_ or z ne sasucur, us (27) caeayer, uto 2 ectp
AnHe#iHas QYHKUMA Z, M Mbl MOKEM NOAOKHT:

9—24 @) - - Fou( )) -FL (0 Fiu Q).
Toraa:

p=F(er)— P22
=2(F () Fu ) - 2(F Q) Fi () - Fo () +Fuy (),
/1'—'F1(Z;-1 —@a(i )

F(Z,Z)‘—— 2Z2FQ-+zF0Q--F©0)

z9

D (z,7) = — . F,() - z;_ Fi(Q)—zF, () —+— Dy ()
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w onpeaersieTcss M3 ypaBHeHuil (26), n mbl Haflzem:

w = -1";—? Zz— 11;*:: 2 %‘(F'z Q- FaulC)- -2 (Fi Q- Fa G)) -+

22RO Fa ) RO FaC) — (4 [Rod +

-7 [Fn (Z)do )+ wy.

0%w, 0*w,
rae Wy YAOBAETBOPSIET YPABHEHMIO: -5~ 5 5 =0

Ox? 0y*

e

H

Z=— 4 (v [Rod Ry, |- Fo+ .

YacTHbIM cAyyaeM 3TOro peweHust siBasercs cayyaid M. Aesu

(Journal de Math. 1877), rae
Z,=0{R({)=cF{)=0).

Eme 6oree uacTHbiM cAydyaem sBuTcs cayuail Kae6ma, korza
kpome Ttoro v ==0.

Sur quelques généralisations des problémes de Saint
Venant et de Clebsch dans la théorie d’élasticite.

G. Kolossoff (Kolosov).

L’auteur transforme les équations de I’équilibre des corps
isotropes de la théorie d’¢lasticizé en introduisant au lieu des coor-
données x, y les variables T=x—+iy, L, =x — iy i=y — 1), et
applique les équations transformées a la recherche des états de
équilibre des corps cylindriques ou prismatiques dont ’axe est
dirigée suivant OZ. Comme cas particuliers il retrouve d’'une ma-
niére simple les solutions de B. de Saint Venant et de Clebsch
et il indique une généralisation du probleme de Sain* Venant,
quand le corps est soumis a une pression laerale normale a la
surface du corps, et quelques généralisations du' probleme de
Clebsch et en particulier la solution de Maurice Lévy (Journal
de Mathématiques 3-éme série, t. llI, 1877).



3akoH B3aHMHOCTH KyOMYECKHX BBLIYETOB.
A. M. Kypasckui.

M3yuenne 3akoHOB B3aHMHOCTH CTEMEHHBIX BbIYETOB 3aHHUMAeET
BblAAIOEECs MOAOKEHHE B COBPEMEHHON TEOPUM YHCEA H HTpaeT
BaXHYI0 POAb B MCTOPHH €€ PasBHUTHA.

3aKOHDbI B3aHMHOCTH BbIYETOB OGHMKBaAPAaTHYHBIX M Ky6HYECKHX
6b)AH MPEeAMETOM HCCAEZOBAHMA BbIAAIOIMXCA MATEMAaTHKOB MPOUI-
AOTO CTOAETHS.

Ynomsauem Gauss'a, Jacobi, Eisenstein'a.

B nacrosmeli pabore azaeTcas HOBOe, YHCTO apupMeTHUECKOe
060CHOBaHUWE 3aKOHa B3aUMHOCTH BbIYETOB KyOHYECKHX, OCBO6O-
HACHHOE OT BCAKHX TPaHCUEHAEHTHBIX DAEMEHTOB.

[To ayxy ono npumbikaer k nccaegosanusm Gauss'a.

[lpeararaemass paGora mupeacraBAseT H3BAeYeHHE M3 MoeH
pyKkomnucHo# Auccepraunu 1922 r.

L.
O6mue csoiicTBa KyOuueckoroe aeumexeHTa.

§1

B ocHoBanue unccaepoBaHus 3aKOHAa B3aMMHOCTH KyGHYECKHX
BbIYETOB MOAOXKHMM aArebpauyeckyro ob6aacrth, 3aBHCALLYIO OT

KOpHs 0 *) ypaBHeHus
x24x41=0.

Lleabie uncaa o + Bo (rae « u 3 cyTb OGbIKHOBEHHbIE IIeAble
4ucAa) 3TOH 06AacTH MOrYT GbITh H306pameHbl TOYKAMH NTAPAAAEAO-

2=
rpaMMaTHYeCKO# CEeTH, COCTABAEHHOH H3 pPOMGOB € YrAoM 3
npu oAHOM M3 BepmuH. Bep.unbl ceTn 6yseM Ha3biBaTb LEABIMH
rToukamu ceTH. B paccmarpuBaemoii o6AacTH HMeeT MECTO aAro-

#) o= :‘ l_—j—z.i l/_?;__ i
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pHPM IBKAUAR W COXPAHAIOTCH OGbIYHbIE 3aKOHbl apH(METHKH
yHUCEA LEABIX.

[lousiTHeE O CpaBHEHMH M OCHOBHbIE TPEAAOMEHHS YUEHHA
0 CPaBHEHUAX [EPEHOCATCH Ha 3Ty 06AacTb 6€30 BCAKMX 3aTpyA-
penufi. CoOBOKYNHOCTb uHeAbIX 4HCeA o6AacTH pacnajaercs Mo
MoayA0 m = a -+ bp na kaaccel. Uucaa ozHOro m toro xe kKaacca
cpaBHMMbI Mexay co60l0 mo Moayiro m. lleabie Toukm, coorsert-
CTBYIOIIME YHUCAAM OJHOTO H TOro ke KAacca, GyjzeM HasblBaTb
9KBHBAAEHTHDIMH O OTHOINEHUIO K m. BbIGHpaﬂ B KaxaOM KAaacce
YHCAO, TMOAYYHM COBOKYHNHOCTb YHMCEA, HECPABHHMBIX MemAy coBOH
N0 MOAYAIO M H NpH TOM TaKHX, 4YTO KakJOe uHCAO O6GAacTH

CPAaBHAMO C OJAHMM M3 HHX [0 MOAYAI0 M. DTy CHCTEMY Ha3OBeM
OCHOBHOH cHcTeMoill uncea mo Moayaio m. CoOBOKyNHOCTD uHeAbIX
TOUYEK, COOTBETCTBYIOLIMX YHCAAM OCHOBHOH CHCTEMbI, MPHHAAAEHKHAT
K HEKOTOpoH o6AacTH. ITy COBOKYNHOCTb HA30BEM OCHOBHOH
obaacTbio o Moayaro m. Bribop ocHoBHOH cuCTeMbl # OCHOBHOMH
obaacTH MomeT Obitb NPOH3BEAEH OECYHCAEHHBIM MHOMKECTBOM
cnoco6os. Oaunm u3 Hawboree yAOGHBIX CHOCOGOB MPEACTaBASETCS
NPUHSATb 3a OCHOBHYI0O OOGAACTb .S COBOKYMHOCTb WLEABIX TOYEK,
AeXKalLuX BHYTPH ecTHyroabHuka A; A, A; A A; A¢ u Ha cro-
ponax A; A,, Ay Ay, As Ag (uepr. 1). U3 Bepmmn wectuyroapsuka,
6yAe OHH OKasaAMCb Obl LEADIMH TOYKaMH, K OCHOBHOH ofaacTn.
oTHOCATCA TOAbkO ToukH A; u A,.
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Bepunubt wecruyroabuuka A, 4. A; A, A; A; coorsetcTBytoT
yucAaM

PR 1Y S
Ay . 35— ‘1_3_2%’_ _;__2L_b 0
P a-é—b 2b;a{’
Apom 2 ai—_];ﬂ
A, 5= _?ﬁ_;___‘?__, b—'3 2,
Ay o= i—;‘é-"_ Qb—?;—a(’

Bepl.[.ll{libl WECTHYTOADHHAKA MOTYT 6bITh UEeAbBIMH TOYKaMH AHUIb
‘B TOM CAy4Yae, Korjga

a+4b==0 (Mod. 3)

TO-€CTb, KOTAa YHCAO M AEAHTCA Ha 1 — 0.

O6aactp S ectp AeficTBUTEAbHO OCHOBHas 06AACTb.

Ueable Toukm na cropomax A; A, A:A,; A; Ay coorser-
CTBEHHO 9KBHUBAaAEHTHbI lIeAbIM ToukaM Ha croponax A, 4, A; A,
A¢A,. Bepumum A, A,, A;, u Bepmmubt A, A, A; sxsuBa-
AeHTHbl. UHCAO LeAbIX TOYeK OCHOBHOH O6AACTH paBHO

N (a-+ bp)==a> — ab + b

[Mpeanoroxum, uto uumcro m ue aeautcas wa 1 — . Bepmunbi
obaacty S He MoryT O6biTb UeAbIMH TouxamH. K3 cummerpuu
0o6AaCTH BHAHO, YTO YHCAO TOYEK, MO YMEHbIUEHHH HA eJHHHLY,
pasjeAuTca Ha TPH.

[lpeanoroxum ocHoBHYI0 O6AacTb B3ATOR Kak-AM60 HHaue.
Yucao weabix Touek o6AacTH He 3aBHUCHT OT Bbibopa o6AAcTH H
M0 yAaAeHHH TOYKH, 9KBMBaAeHTHOHA Touke O, HeAble TOUKH OCHOB-
Ho#t of6aacTu MOryT 6bIThb pasfHUTbI Ha TPH KAacca.

[Mpu pasbuenuu HagremuT pykoBOACTBOBaTbCH NpaBHAOM. Ecau
K NMEePBOMY KAacCy OTHECEHa TOYKa %, T0 KO BTOPOMY U TPETbeMy
CAeJyeT OTHECTH COOTBETCTBEHHbIE TOUKH, 9KBHBAAEHTHbIE a0 H a0l

MsBectno, uTo, noAbsyscb 9THM NPaBHAOM, AEHCTBHTEABHO
BO3MOKHO JAOCTHYb pa36HeHHA 06AACTH Ha KAacchl.

Pas6uenne 06AacTH Ha KAACChl MOKHO NPOUBBOAHTL PABAHUHO.
B aanpnefimieM ™Mbl BCTpETHMCA € pasAMYHBIMH CHOCOGaMH pas-
Guennsi. Cefiuac xe OrpaHAuMMCs ABYMs MpHMEpPaMH.
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Cnoco6 1-i.

[MpumeM 3a OCHOBHYIO 06AACTb [I€AbIE TOYKH LIECTHYTOAbHHKA .S
K nepBomy kAaccy OTHeceM LEAble TOYKH BHYTPH TPEYrOAb-
uukoB O A; A,, O A, A; u ueavie Touku no aunuam A, 4,, 4, 4.;
k0 BTOPOMY — LieAble TOYKM BHYTpH Tpeyroabukos O Az A,,
As A\ u na anmmax A; Ag, A3 A; k TpeTbeMy — ueable TOYKH
suyTpu TpeyroabhukoB O A3 A, OA; A, u ua Amnmax A, A4,
As A,. Touka O uckarouaercs.
MoxHo npousBoAuTb pasbHeHHe HHadve.

Cnoco6 2-ii.

K nepBomy kaaccy upuHazremaT UeAble TOUKH BHYTPH pomba
OA A:A; n na auuax O A,, A, A>; ko BTOpOMy —UEAbIE TOUKH
saytpu pomba O A; A, A; v na annnax O A;, A: A,; x Tpetbemy —
ueAble Touku BHyTpH pomba O A, A;A, n na aumnax OA,;,
As As. U tem, u apyrum paszbuenuem 6yaeM MOAb3OBaTHCA B AaAb-
Hefimewm.

§ 2.

PacecmoTpuM 0aHOBpEMEHHO € uHCAOM m =a -+ by *) B3aumHO-
npoctoe ¢ HUM uucAo n—=c-ds. CocTaBUM aByMA KaKHMH-AHGO
cnoco6aMu ocHOBHble cucTembl uucer A u B no moayan m
M NpoH3BeAEM pa3bHeHHEe 4YHCEA STHX CHCTEM HA KAACChl.

, , , . n
a g e, ' {31, 2 A ]
q o P
A Wiy, %y e e it,_,p‘i-, 2,20 B" Pu oo, E;“_F?_ N ‘52” Bo=0
Fgy o1, Fop o, - r o3y ! I N M ;33:.1.
ay. “+ x == ax‘o; ;Slu <% :jx-()’
0 .
%y 4 =200 (Mod. m) 8,, .. 3.0 (Mod. m)
1/ \
w = —_—
¢ 3 {\N (m) 1}’
O6pasyem npoussesenus
(=) ne . N%s....n%, .

O603Hauum yepes 3, s’ u 3" uncao umceA B psay ( =), cpaBHH-
MBbIX C YHCAaMH TEePBOro, BTOPOro H TPETbEro Kaacca cucrembt B.

Yucro 0.54-1.5"4-2¢" nasoBem o0606eHHbiM Ky6HUECKHM
AeUEeJEeHTOM YHCAa N [0 OTHOWEHHIO K YHCAY M, COOTBETCTBYIO-
wum cuctemam A u B, u 6yzem o6osnauato

D(A. B) (n, m)=0.54+1.5 425" 35 — 3" (Mod. 3).

*) Uncao m mpeanoraraeTcs HeeAAmUMCA Ha [ — 0.



Moxer cayuutbes, 4TOo cHcTeMa A B TOYHOCTH COBMajaeT
c cucreMoit B, T. e. ocHoBHbie cucrembl A H B u crnoco6br pas-
6HEHHs MX Ha KAacChl OJMHaKOBbl. B aToM caywae coraacumcs
nHcatb Kopoue

D, 5 (n m)=D, (n, m)

u o606weHHbIl JelieA€HT -HasbhiBaTb MPOCTO KyOHUYeCKMM zeue-
ZEHTOM YHMCAa N 1O OTHOIIEHHIO K YHCAY /M, COOTBETCTBYIOIIHM
cucreme A uam npn ocuosanmn A. Uncaa m u n 6yzem unorza
Ha3bIBaTb, AAsl KPAaTKOCTH, YAEHAMH JelieeHTa.

PaccmoTpum TpM cHcTeMbl pa36HEHUs OCHOBHBIX YHCEA .Ha
KAaccebl, B3sTbie ToAbko uto 4, B u I'.

Iy ~r A

g =~
ar ar ~ J— b+ x Iyl
r w41, du 2, 22 o =V . =~ 2 (MOd- m).
- - fop 2~ iw’
120 L1, 12042 " 3

[lyctp =" wn3 umcea 2, 8,...8, nepsoro kaacca cucremnt B
CPaBHAMO C YHCAAMH BTOPOro Kaacca cuctembl 4 mo MoiyAro m
U =’ B3 HHX CPaBHHUMO C YHCAAMH TPETbEro KAacca cuctembl A

no moayato m. [lyete o n " 0603HayalOT 4KMCAO uHCEA MEPBOrO
KAacca CHCTEMbl |, CPaBHHMDbIX COOTBETCTBEHHO C YHCAAMH BTO-
POTO M TPETbEro KAacca CHcTeMbl A MO MOAYAI m.

Beezem, Hakouen, pasHocTH

' "7
-

o—0 — o

T="%

OTHOCHTEABHO 06061IEHHOTO KyGHUYECKOrOo JeueAeHTa AErko
QOKa3aTb TEOPEeMY.

Teopema 1.
1) D, (n, m)zD(B, 1 (n, m)— =+ o (Mod. 3)

Wz sroit TeopeMbl, KaK CA€ACTBHE, BbITEKAECT MNPEAAOKCHHE.

Teopema 2. Ky6uuecknii zeueseHT He 3aBHCHT OT BbiGOpa
OCHOBaHHUs

2) D, (n, m)==D, (n, m) (Mod. 3)

AefictBuTeAbHO, moAaras cuctemy | ToxzectsenHoRt c¢ B,
HmMeeM
D(B. r) (n, m):D(B) (n, m)

™=,

Hs cpaeuenns (1) caeayer cpasuenne (5).
B cuay sToit Teopembt 6yzem o6osHauaTb Ky6mueckuil zeue-
JAEHT TPOCTO

D (n, m),
6e3 yka3aHHsA OCHOBaHHSA.
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Ky6uueckuit zeuezeHT onpeaeaser Ky6uueckHil xapakrep
ypcAa n [0 OTHOLIEHHIO K /M, B CAy4ae, KOTJa /M €CTb YHCAO
poCTOE, YTO BHAHO M3 CPaBHEHHS

n'== pD ™ (Mod. m) *),

BLITEKAIOUIEro HENOCPEACTBEHHO H3 ONpejeACHHS JAelleJeHTa
(Aemma Gauss’a).

§ 3.

OrmeTuM ocHOBHbIE CBOACTBa KYGH‘leCKOI‘O AeuejeHTra, Joxa-
3ameAbCmaB0 KOTOPDBIX HE NPEACTABAAET TPyAd H ABASAETCSA NPSIMbIM
CA€ACTBHEM IIOHATHUA O JACLEACHTE.

Teopema 3. Ecau uncaa [/ m n cyrb uncaa B3aMMHO-NIPOCTble
c m, TO

D (in, m)=D (I, m)-+ D (n, m) (Mod.3)
Teopema 4. Ecau / 1 m cyTp uucaa B3aMMHO-NpOCTBIE C R, TO

D (n, ml)==D (n, l)-+ D (n, m) (Mod. 3).

Teopema 5. Ecanuncra m u m, n v n cyTp umcaa nomapuo
KOMIIAEKCHBIE COTPSAKEHHbBIE M YHCAO M B3aHMHO-NIPOCTO C N, TO

D (n, m)-+D (n, m)=0 (Mod. 3).
§ 4.

Paccmorpum npocrefimme cayyan, B KOTOPBIX ONpeAeAeHHe
deluezeHTa He NPEeJCTAaBASIET HU MaAeidllero 3aTpyAHEHHs.

Teopema 6.
D (—1, m)=0 (Mod. 3).

Paso6bem ob6aractb ocHoBHOro mectuyroavunka A14,A4,4,454,
(uept. 1) Ha KAaccel, npuHsB 3a 06AaCTb NMEPBOro KAacca o6AacTb
tpeyroaburkos O A; 4,, O A, A;, xak 6bir0 nokasano panee (§ 1).

YmHoxHM uHcAa mepBoro kaacca na—l.

Ymuoxenuio yncea Ha — 1 COOTBETCTBYeT MOBOPOT Ha Yroa =
Bokpyr Toukd O meAblx Touek, ux usobpamaromwux. Lleable Toukm
tpeyroabinka O A; A, nepefigyr npu sTOM B LeAble TOYKH Tpe-
yroabauka O A, A, u o6patHo; ueabie Touku Auwnnn O 4, —
B neavle Toukn AuHME (O A, m 06paTHO; LEABIE TOYKH AMHHM
A; A, B ueavie Touku ruunn A, A; skBuBareHTHblE Toukam A, A4,.

Bce ckasaHHOE NPHUBOAHT K 3aKAIOUYEHHIO

3) D (—1, m)=0 (Mod. 3).
Teopema 7.

D (p, m)=" ; (N (m) — 1) (Mod. 3).

*) Bachmann P. Die Lehre von der Kreistheilung s. 191.
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Bosbmem 710 xe pasbueHHe oCHOBHOH 06AACTH LIECTHYTOAbHHKA
Ha KAacchl, 4TO M B TMPEAbIAYILUEM CAyuae.

[TomuoxuM uncra mepporo kAacca Ha .

YMHO®eHHIO YMCAA Ha p COOTBETCTBYET BpalleHHe H306pa-

2%
Kawoled ero TOYKM Ha Yroa “g" BOKPYT TOUKH 0.

[Tpn TakoM moBopoTe yeAble TOYKHM mePBOro KAacca nepedayT
B COOTBETCTBYIOLIME [IeAbl€ TOYKH BTOPOTO.
Orcroaa caeayer, uto

) D (5, m)== %(N (m) —1) (Mod. 3).
Teopema 8.
_—3— (9+1) (I‘:_-_::—rl
D Q—p 9=\ ] (Mod. 3) (Mod. 3)
$a—1  g=-1

rA€ g — YUCAO BELIECTBEHHOE.

lNpumem npexunee pasGueHnme 06AACTH HA KAACCHI.

[lpunumas B pacuer reomerpuyeckue npeoGpasoBaHHs, COOT-
BETCTBYIOIUME YMHOXEHHIO Ha 1 —p, HETPyAHO MOHATb, KaKHe
ueable Toukd Tpeyroabuukos O A; A;, O A A; nepeitayr no
ymMHOMeHHH Ha 1 —p B Touku 1, 2 m 3 knaaccos. Pacnpegenrenue
TOYEK TPEYTOABHMKOB Ha KaTErOpHH BHAHO U3 [MPUAOKEHHOrO
uepresa (uept. 2), rae uuppamu 1, 2, 3 orTmeyennl Te obracrTy,
a snakamu I, I, Il Te Ammmn, uweabie Toukm xoTOpHIXx nepefiayT
N0 YMHOKEHHI0O Ha 1—0 B COOTBETCTBYIOILME LEAbIE TOYKH
1, 2, 3 knraccoB. 3ameTHM Temepb, YTO YHCAO LEABIX TOYEK
BHYTpH Tpeyroabnuka Ay A; C' paBHO UACAY LEABIX TOYEK BHYTPH
Tpeyroabuuka A, B' A;, m uTO 4HCAO umeABIX TOuYEK, MpHHAZAE-
wamwmx Ttpeyroapuukam A; CO, A, C' O, paBubl Mexay co6oro.
Heavte Toukn aumnii OC n OC' une npuHagrexatT o9THM Tpe-
YrOABHHKaM.

OTMeTnM, HakOHel, YTO YHCAO UEABIX TOYEK BHYTPH M Ha
cropore OB pom6a O B A; C (touka O wuckawouesa) BzABOE
6oablle uHMCAa TO4ek, mNpunajremamux Tpeyroavuuky O A; C,
KaK TO CAEeAyeT M3 CHMMETPHH TOYEYHOH CeTH OTHOCHTEAbHO AH-
sun O A,.

O603naupm  YHCAO [EABIX TOYEK, NpPUHAAAEKAIMUX pPOMOY
OBA,C, uepes 5 u uucAo Touek, npuHaaaexamux pomby A;B'A4,C,
yepes 9.

©) D (1—p, 9)==0—0" (Mod. 3).

Uucaa o u o' Aerko MoryT 6biTb MOACYUMTAHbI M TMOACYET MPH-
BOJHT K BBICKa3aHHOH Teopeme.
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Teopema 9. Ecau p u ¢ cyTb OaHOYAEHHbIE, BEUIECTBEHHbIE,
B3aMMHO-TIPOCTbIE YHCAA, TO

D(p, 9)=: 0 (Mod. 3),

PazobbeM 06AacTb OCHOBHOTO mecTHyroabhuka A; Ay A; Ay As A
#a KAACChbl BTOPBIM H3 CNOCO60B, yKasaHHBIX B naparpage nepBoM.

UYepr. 2.

OTMeTM 0CO6EHHOCTb, CBOHCTBEHHYI0 OCHOBHOH o6AacTH, COOT-
BeTcTBylomefi BewecTBeHHOMY 4HCAY. Lleabie Toukm cetn pacno-
AOMeHbl cHMMeTpuuHO oTHOcuTeAbHO AHHHE OA;, OA,......0A4;
H OTHOCHTEAbHO npsMbiX, npoBeieHHbX #3 O mepneHAUKYAsSPHO
K croponam mecTtuyroabnuka (uept. 3). Onpeaennm tenepn, kakue
1leAble TOYKH MEPBOrO KAACCa [O YMHOMEHHH Ha YHCAO p AAAyT
TOUKH, NPHHAZAEKAIUHE [EPBOMY, BTOPOMY H TPETbEMY KAAccy
COOTBETCTBEHHO (O MOAYAI0 ¢. Lak Kak yMHOXKEHHIO TOYEK
obracty OA, A; A; Ha BeweCTEEHHOE YHCAO p COOTBETCTBYET
yBeAHYeHHe O6AACTH B p pas, TO HE TPYAHO MOHATb, YTO pa3bHe-
uueM ocHoBHOfi obractu OA; A; A; Ha TPEYrOABHHKH ¢ MOMOIINIO
Aunuit, napaarersubix aunuam OA;, OA4,, OA; n npoxoasuux uepes
ToukH, aersmme orpesku OA;, OA,, OA; na p paBumx uacrtefi,
AocTHraeTcs paclpeAeAeHde WEAbIX TOYeK NEepPBOTO KAacca Mo
MOAYAIO ¢ Ha KaTErOpHH, AAlOIUde [PH YMHOXEHHH Ha p TOYKH
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OAHOrO M TOTO XK€ Kaacca. Lleable TOukm, Aemailve BHYTPH Ka-
XJOTO U3 TAaKUX TPEYTOAbHHKOB, [IpH YMHOMEHHMH Ha O AAIOT LeAble
TOUKM OJHOTO M TOTO ke Kaacca. Homep kaacca, B KoTophiil me-
pefieT Ueras TOuYKa NO YMHOXKEHHM Ha p, yMEHbUIEHHbIA Ha eau-
HUIly, Ha30BEM XapaKTEPOM TOYKH IO OTHOLIEHHIO K YHCAY p.

Herpyano y6eautbcs, 4To Ha CTOPOHaX OTAEABHBIX TPEYTOAb-
uukoB BHyTpH OA,A; u OA; A; Her yeabix TOuek.

Yepr. 3.

Ha ueprexme 3 xapakrep LeAbIX TOueKk BHYTPH TPEYTOAbHHKOB
3aKAIOUEHHbIX OoTMedeH uudpamu 1, 2, 3. DTH undpb ykasbiBaooT
TOT KAacc, K KOTOpoMmy 6yAyT MpPHHaAAEHaTb COOTBETCTBYIOWIHE
TOYKH N0 YMHOXEHHMHM Ha p. XapaKTep LEAbIX TOYEK Ha AHHHAX
OA4,, OA,, A,A; ormeuen nugpamu I, 11, 1IL

BruMaTeAbHOE H3yuyeHHe XapaKTepa TOUYEK B OTAEAbHbIX 06Aa-
CTAX MO3BOASIET CAEAATb 3aKAIOUEHUE

(6) D (p, q9)==0 (Mod. 3).

IL

06 unamenenunn yAeHOB KybGuueckoro aemesenTa.

§ 5.
“3 onpeaeJ\eHHa AeuegeHTa HenOCpeZlCTBeHHO BHAHO, 4TO
@ D(n--m, m)= D(n, m) (Mod.3) *).

Beanunna AcueleHTa MO MOJAYARO 3 He H3MeHsercs npH HU3MeE-
HEHHM NEPBOro 4YA€Ha JeueJeHTa Ha YHCAO, KpDAaTHOE€ BTOPOMY.

*) Uucaa n ¥ m npeanorarailoTes He AeAsmUMHcs Ha I — {.

212



Becbma BamHbIM NpejcTaBASIETCS PACCMOTPETh BONPOC 06 H3Me-
HEHHH JelleleHTa IpH HM3MEHEHHH BTOPOTO HYHCAA M Ha KPaTHOE
nepBOI‘O.

HauneM c oanoro BcmomorateabHoro mpearoxenus. Ilpun atom
aAs GOoAbllel HarAsAZHOCTH NPEANOAOKHM, YTO YMCAO n =c | dp
yaoeaeTBopsier ycaosuam O < 2d < c.

YcnoBue aTO MmO CymiecTBy He MMeeT 3HaueHHs, HGO BCe AaAb-
nefilllle pacCyXIECHHS COXPAHAIOT CHAy H B 60Aee obimux mpeano-
AOKEHHAX H CTaBATCA AHIIb B UEASX JAOCTHXKEHHS HanGoAbuieH
SICHOCTH M3AOKEHHs B €ro reoMeTPU4YecKod yacTH. 3a OCHOBHYIO

fy B

06AacTb, COOTBETCTBYIOILYIO YHCAY m, NpuUMeM O6AaCTb IIECTH-
yroavuuka A; Ay A3 Ay As As u paso6bem ee Ha KAaccol BTOPDIM -
M3 yKasaHHbIX cnoco6os (uepr. 4). 3ameHHM Tenepb 3Ty OCHOB-
Hylo o6aacTp o6racTbio S, oOrpaHHYeHHOH AomaHO#t AuHuefd
Al Bz Ag Bg A3 B;, A4 BG A5 Bg AG Bg.

O6Aractb noaydaercss M3 06AACTH UIECTHYOAbHHKA mpuGaBAe-
Huem TpeyroabuukoB A; B; A, A, B; Ay, As By As u yaanenuem
Tpeyroabuukos A, B A;, Ay Bs As, As By Ay. Bee atn Tpeyroapunku
paBHbl Mexay coboil. Mx onpezenenme 6yzeT zaHo zaabiue. 4

Leabte Touku Annmii A; By, 4> B, A3 B;, B; Ay, As Bs, Bs A
NPHUYUCAUM K LEABIM TOuYKam obracTd S u Gyaem roBOpHUTb, HTO
OHH eH NpHHaJAexaT. .
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O6aactp S pasbuBaem Ha TPU KAaacca, npoBozs aunanu OB;, OB,
OB;, Tak, uto6bl TpeyroabHukn OB;A;, OB, A;, OB; A; 6biAn
paBHbl TpeyroApHuky A; Bz A;. Ba 06AacTb LeEABIX TOUek NMEPBOTC
KAaacca npumeM o6aacto OB; A; By B; B4 O, oTHOCcs K Heil U neAnle
ToukH Ha AmnHHAX OB, A, B:, A;B;; 3a obAractb BTOPOro Kaacca
npumem ob6ractb OBy A; By Ay Bs B;O, oTHOCs K He#t 1eAble TOUYKH
aunuit OBy, Ay Bs;, Bs A;; HakoHen 3a ofAacTb TpeTbero Kaacca
npumeM o6aactb OB; Bs Bs Ag Bg B1O, mnpuuncass &k HeHl ueAbie
Touku AunMi# OB;, A; Bs, Bg As.

O603Haunm nepsoe pasbuenne uepes A, BTopoe 6ykBofl B.

[lycte s oGosHayaeT YHCAO HeAbIX Touek TpeyroaoHuka OB;A4;,
{—4YHCAO LEAbIX TOYEK TpeyroabHHKa A; B, 4,. M3 meamx Touek,
PacnoNOKEHHBIX Ha MEPHUMETPaxX TPEYrOAbHHKOB, K NMEPBOMY OTHO-
caTcs ueAble TOYKH AMHHM OBj, KO BTOPOMy—I€EAblE TOYKY AMHHH
A] Bg )44 Ag Bz. '

B cuay teopempr 1 umeem:

(8) D(n, m=-D,, , (n,m)—t+s(Mod.3).

Onpegeanm Tenepp TPEYrOAbHUKH, C TMOMOWIBIO KOHX MBI
BUJOU3MEHNM O0O6AACTb IIECTHYTOAbHHKA, TaK 4YTOObl BbIYHCAEHHE
D(B, 4 (n, m) MomHO 6bIAO 6Bl MPOM3BECTH BO3MOXKHO MPOLLE.

C s70fl weAblo, ocTaHOBHBUINCD Ha TpeyroibHuke OBA;, Bbifepem
BepmiHHy B; Tpeyroabmuka OB; A; B Touke Bj, cOOTBETCTBYIOLWEH
YHCAY

c—df2a—b  a+b )
( au

n )

HeTpyano nowsTh, 4uTO npH TakOM ONpPEAEACHHHM TPEYTOAbHH-
xoB Bbiuucaenue D 4 (n, m) csoautcs x paszerenmio obracTn

1epBOro kAacca pasbueHus B Ha TPEYrOAbHHKH IyTeM NPOBEAEHHA
IpAMbBIX, Napaareabunix OB;, OBy, A; By, 4uepes TOUYKH ZAeAEHHS
anHufi OBy, OB, A;B; na c—d paBHbIX YacCTel M 4Yepe3 TOUKH
aerenvss AuHu# A; By, As; B>, A;B; na d paBupix wacted. Touku
KaxJOr0 M3 TaKWX TPEYrOAbHMKOB MMEIOT OAMHAKOBbIH XapakTep.

O603naunm obuiee YHCAO MOAYUHBIUMXCS [PH TaKOM pasieie-
HUM TPEyroAbHUKOB uepes [V *).

[lepenymepyem TpeyroabHMk: B KakoM-AHGO NOpsiaKe H Has0-
BEM YHCAO IEAbIX TOYEK B *—OM TPEYTOAbHUKE uepes I, a U¥

&
obmmii xapakrep uepes A .

N
©) Dy, 4 (n, m):Z‘A.‘
2—=1

Bosbmem BMecTo m kakoe-au6o apyroe umcao m'=a + bp.

*) Herpyano y6eaurbea, uto N =2 (c® — cd + d?).
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[lponsBesem 3aMeHy OCHOBHOTO WIECTHYFOAbHHKA, CKaxeM
A A A AL A A, emy oTBedaromiero obaactbio S, BhiBOAs ee
COBEPIIEHHO TaKke U3 06AaCTH wecTUyroabHuKa A; A’ A Ay As' Aq',
kak o6racte S 6blna BbiBejeHa M3 O6GAAcTH WIECTHYTOAbHHKA
Ay A A3 Ay As As. Hosas o6ractb S'“ OTAMYaeTcs OT ob6aactu S.
TOABKO BEAWYHHOH M IOAOKEHHEM, COXPaH:AA Ty XKe CaMylo (opMy
Pasobbem obaractp S' Ha KAacchl TakuMm e o6pa3oM, Kakum Gbira
pasbuta obractp S. O6osHaunm nepBoe H BTOpoe pasbueHHE uH-
cer 1o Mozyrro m’ Ha kaacent 6ykBamm A’ u B'. Ilyctp s’ u ¢
0603HAYAIOT YHCAQ, aHAAOTHYHbIe s ¥ { B oTHomenun m'. Mumeem
cpaBHEHHeE.

(10) D (n, m)=D,, , (n, m')--s" — ¢ (Mod 3).

Anrs onpeaerenns Dy, 4, (n, m') magremut paszeruts obractp
eABIX TOYek MepBOro kAaacca pasGuenns B' Ha TpeyroabHuku
TakuM Xe 06pasoM, Kak 3TO GbIAO CAEAAHO MO OTHOIIEHHIO
K 4HCAY m.

Tak xax gopma obractu ocraeTcs B OGOMX CAydasX OAUHAKO- °
BO# U pa3bHeHHe Ha TPEYrOAbHHKH MPOU3BOAUTCA OZHHM H TEM Xe
€noco60M, TO SICHO, YTO YHCAO TPEYTOABHMKOB NOAYYHTCS OJHO M
to xe. [lepeHymMepyem Bo BTOpOM cAydyae TPEYrOAbHHKH B TOM ke
nopszxe, 4YTO M B NepBOM, M 06o3Haumm uepes o’ wm A', 4uCAa,
aHaACTHYHblE O H. A,

N

D, 4y (e m)= E N,

z=1
M3 ckasansoro ortHocuteabHO pasbuenuss B u B' caeayer, uro

11) M=k

X k4

STo paBeHCTBO HaM GyZAeT HYXKHO Jaree.

§ 6.

[Moromum Temepb, uTO MbI MOXEAaAH 6bl CPAaBHHTH MEXAY CO-
6oit Beanunupt D (n, m') u D (n, m). Aas pemenus artoro BO-
npoca, OCTaBAsisi [OK2a B CTOPOHE OUEHKYy pasHocTedi A—=—s"—3s,
A= ¢ — ¢ BHagrexHT TDpexAE BCETO CPABHUTh JeleAEHTDb
D(B’ 4 (n, m), D(B,, A,)(n, m').

Uro6bl ‘Aerue CpaBHUTb 9TH BEAHYHHDBI, U3MEHHM NPEXAE BCETO
pas6uenne A, O6aactb mecTHyroavuuka A, A4y A;'Ai As'As' same-
nuM o6aactoto 7 (wept. 5). O6aacto T moaysaercs us obractn
Ay A" As' A As' A npucoeaunennem Tpeyroannukos A;' Ci A4,
Ay'Cy Ay, A5'Cs As' n yaarennem tpeyroabHukos A.'Cy A's, A,/'Cy 45’
Ay Cs A,
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Bce atu TpeyroabHuku pasHbl Mexay coboii. Onpegerenne Tpe-
yroabHHKOB 6yaet aauo Aaree. Lleabte Touxm ammuit 4,' Cy, 4, Cy,
Ay Cs, C3 A"y, As' Cs, Cs A’ npuuncasem k obaactu 1. O6iracts
T pas6busaem Ha Tpu uacTu Aunmsamu OA; A, OA; As', OA4; A;'.

Tpeyroabuuku OA; A;', OA4; As', OA; As' paBHbl Memay coboit
H paBHbl TPEYrOAbHHMKAM, BBEJEHHbIM Bbimre. [leAbie ToukM Amumi
04, A4, A'1C, CiA;' otHocsTes k 06aacTu 04,4, CiA.'CoA,' 4,0,

Yepr. 5.

KOTOPyI0 npumeM 3a obAacTb mepBOro Kiacca. 3a obaacTb BTO-
poro Kaacca mnpumeMm obractb OA; As' C; Ay Cy As' A;0, ortHocs
K He#l meable Touku AunmMi OAs A; A's, Ay’ Cs3, C3 Ay'. 3a obractp
TpeTbero kaacca npumeM obracre OAs A;' Cs Ag' Co A, A0, npu-

ynucAsia k Hell 1eAble Toukd AuHHHE OA;, A5 As', As'Cs, C'5 A'.
OnpeaeruM Tenepb BBeAEHHbIE HAMH TPEYTOAbHHKH TakK, YTOObI

)
CpaBHeHHe D(B’ ) (n, m), D ay (n, m') 6pir0 6m1 nO BO3MOX-
Hocta npocro, OcranasauBasice Ha Tpeyroabhuke OA; 4,', Bbibe-
peM ero BepuldHy B TOYKe A;, COOTBETCTBYIOWeH BepimuHe OCHOB-
HOrO WIECTHYrOAbHMKA JAs uyHMcAa m. Bepummubl TpeyroabHuka
OA; A,' onpepersroTcs YuCAAMH
m (2 —l-—p)__2a—b_‘_a—{-ib

’ 3 -3 3
m'(2~]~p)_2a'-—b'+a’-{—b"

! 3 o 3 3
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Orpannynmesi, uto6bl 6biTh GAHKE K 4YEpPTEXY, NpPEANOAOHKE-
HHeM, 4TO yucro (m'— m): m==u- vp yaOBAETBOPSAET YCAOBHIO
0<v<u, T-e. uro amnus A, A obpasyer ¢ OA; yroa, meup-

T

wHi .
3

O603Hauum Yepes 5 YHCAO LEABIX TOYEK B Tpeyroabhuke OA; A,
OTHOCA K LEAbIM TOYKaM TPEYrOAbHHKA LeAble TOYKHM Ha AHHHUAX
0A4,. A; 4,'.

Uepes T 0603HaYHM YHCAO LEABIX TOYEK B TPEYrOAbHHKE
A, Cy Ay, npHYACAAA K LEAbBIM TOYKAaM TPEYTOABHHKA IIEABIE TOYKH
Ha aumnuax A;" C;, C; A:'. C atuMu uncAaMu Mbl BCTPETHMCA JaAee.
Breaennoe pasbuenue ormetum 6yksoit C. Ha ueprexe 5 obractu
nepBOTO, BTOPOrO M TPETbErsc KAACCOB OTMedeHbl uudpamu 1, 2
u 3. [lorpanuunsie aunun ormeuennt uudppamu |, II, Ill, coobpasuo
TOMY, K KaKOMY KAAQCCy OTHOCSATCS WEAble TOYKH 3THX AHHHMA.

O6nracte T moxer 6biTh pasbuta Ha psg obAacTeil: ¢ oaHOH
CTOPOHBI, 06AaCTb wecTHyroAbHuKa Ay A; Ay Ay A; As, a ¢ apyroi,
obaactu napaarerorpammoB A; 4" Cy A, As Ay’ Cs Ay, Az As' Cg A,
Az Cg A;;’ A;;, A; C4 Aal A.;,, AG C(; AI, A; v obaactu pOMﬁoB A2C1A2,C3.
A, C Ay Cy, As C; Ag' Cs kamaas M3 KOTOPhIX MOKET 6bITh pasbura
Ha ABa PaBHOCTOPOHHHX TPEYTrOAbHHKA.

O6o03nauyum O6AacTH NaparAEAOrPAMMOB COOTBETCTBEHHO I, I
, %, T, T 1 06AACTH TPEYTOADHUKOB Yepes 0, Wy ', 05 0" wy”.

Lleable TOYKM MOrpaHHYHBIX AMHHH PaCIpESEAHM CAEZYHOLHM
ofpazoM.

];l,ez\bxe TOYkH AMHMH A; As, A3 Ay, A5 Ag OoTHeceM K UIECTH-
yroabHuKY A; Ay A3 Ay As As. Lleavie Toukm Ammmit A4, Ay, A, C
OTHeceM K OOAACTH G; IeAble TOYKH AMHHA A3’ Az, A3 A, oTHecem
& obracTH T; ueAble TOUYKM AMHHE As 4y’ 4:C; Ci A, oTHecem
K TPEYrOAbHMKY ©;, H LeAble TOYkH AMHHH Ci A»—K TPeyroab-
Huky o CoBepuieHHO aHarOrmuHbIM 06pas’oM pacupeAeAHM LeAbie
TOYKM NOTrPaHUYHBbIX AHHHA MexAy NPOYHMH OOAACTAMH, Ha KOTO-
pble pacnagatorcsi ofaactu 2-ro u 3-ro kaaccoB pas6buenns C.

pu onpeaerennn Dy, ., (m, n') HamM npHXOZHAOCH MOKPHI-
BaTb 06AacTb nepsBoro kAacca pasbuenuss B' psAOM TPeyroabHM-
koB (§ 5).

CosepmeHHO OYEBHAHO, YTO MPH 3aMeHe O6AACTH IIECTHYIOAb-
puka A; A> Ay Ay As A obaactbio T poab Tpeyroabuukos OA; A,
0A; A3, OA; A;, OA A;, OAs; As, OAg Ay 6yayr wurpatb @u-
rypbl OA] All C1 Az Aglo, OAQ Alg Cg A3I A;;O, OA5 Agl C5 A’4 A(O,
OA AL CLA'5 AsO, OA4; As' Cs As' AsO, OAg Ag' Co Ay’ A;0.

3ameTuM, YTO HMHOrAa, MMEHHO B TOM CAydae, KOrja COOTBET-
cTBylOlLas Qurypa momnajer Ha rpaHuly o6AacTu, MOXeT OKa-
saTbcA, 4TO HeAble Touku AumHud A; Ci, A3 Cs, A;'C; He AOAXHDBI
6bITh NPUHUMaeMbl B pacyeT. B aToM cAyuyae Touku Amnui A; A,
Ay Ay, As A; 6yaem oTHOCHTb He K TpeyroabHuxkam OA; As, O4; Ay
0A4; As, a k naparArerorpammam o, 3, 3.

3I/
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Aara onpeaenenns D(B,, 49 (n, m') nagrexaro pasGurb obracts
nepBOro kKAaacca pasGuenus B Ha TPEYrOAbHHKM MOKa3aHHBIM
B npeabigyiieM mnaparpage cnocobom. [lpu pasbuenun C poas
TPEYrOABHHKOB OyAyT HrpaTh yKasaHHble TOAbKO 4To ofiacTu.
Mmu caegyer 3amMeHHTb Kamzblii M3 TPEYrOAbHHKOB, MOKPBHIBAIO-
mwux obractb mepsoro kaacca pasbuenus B'. YUumcao stux obaa-
creii 6yzer To xe, uTo M uucao Tpeyroabuukos N. [Ipuceoum um
TEe Ke HOMepa, 4YTO U TPEYrOAbBHHKAM, KOTOpble OHH 3aMeHHAH.
Uncro- geabix Touek *—oif obAaacTd HazoBem uepes ¢,. Xapakrep
ToueK O6AACTH paBEeH XapaKTePy TOYEK TPEYTOAbHHKA, a HMEHHO A

%—ass 06AacTb COCTOHMT M3 JABYX TPEYTOABHUKOB H NapaAArero-
rpamma. Yucao geablx Touek naparrerorpamma ofosHauuM dyepes @

YHCAO HEAbIX TOYEK TPEYrOAbHHKA, COOTBETCTBYIOLIEIO OJZHOMY
U3 TPEYIrOAbHHKOB @, uepes Bx H YHCAO L€AbIX TOUYEK TPEYrOAbHHKA,

COOTBETCTBYIOIIErO OXHOMY H3 TpeyroAbHmkos OA, A, .,, ue-
pes 7,.

, —— . ]

Y=Y, o, 1B,

3ameTrnm Tenepb, 4TO 3aMeHa pasbuenuss A pasbuennem C
Tpebyer usmenenus pasbuenus B'. B camom Jeae, nokpniBas
ofracTb mepBOoro Kaacca pasbuenuss B' BMECTO TpeyroAbHHKOB
3aMeHSIOIWHMH X o6AacTsAMH, MblI He MOKpoeM Bceell obraactu le-
A¥KOM, H60 rpasuygnl NOKpbiBalwux obaacreffl He coBmagyT c rpa-
HHU2MH NOKpbiBaeMoH. YTo6bl MOCKOABKO BO3MOXHO ZOCTHYD IO~
caezHero, 3amenum pas6buenne B’ mobim D. O6aactp mepsoro
KAacca pas6uenua [) noayyaercs u3 OBAACTH NMEPBOTO KAACCA pas-
6uennst B' 3ameHOfl NPAMOAHHEHHBIX YYacTKOB T'PAaHHL COOTBET-
CTBYIOIUAMH AOMaHbIMHM AMHHAME (4epT. 6)

.. Oglgl . 'gZ ((,_d)_lBI,»Bllhl }12. . .}12{1_1 Al,
.. .Allgllgg". . glz (¢ —d)y~1 Bg’,
By hi' hy'. . Wy A) Ay Ky Ko ...k By

1 1’ 1 1 1
...By'g 2¢-—0—1 8 sec—ay~2 & 242 By,
! glv) (1v) (
B, Sole—ay—1820—ai_2 -8 0.

© s/ 4 1 7
Ueaste Toukn ammuit Ogi gy ... gy _q_, B/, 4" gi' &) ..
! ’
€a0¢—a_1 By, By hy...hy,; , A, otnHocum k ofracTH mepsoro
kAacca HoBoro pas6uenus. O6AaacTH BTOPOro M TpeTbero kaacca
pasbuennss ) mnoaydaioTcs u3 06AacTM HEPBOrO KAacca Bpalie-
2% 4=
HHEM Ha YrOA -5 M - COOTBETCTBEHHO BOKpyr Touku O.
373
’
3a anumo Ogige..gs (.4 _1 Bi' npumem ammmo, orpanmun-
BAalOWYI0 KpafHHe OOGAACTH, 3aMEHUBLINE TPEYTOAbHHKH, MpHAE-
raromue k OB,
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’ ‘ ’ i ) ;

Auann A,'gi'. . .g Ye—d) — 1 By, Og,™.. 8 —(1,‘1}— , B ebibu-
paem kourpyautHoimd Auaun Ogigo...g» (6 wm ) m 1Bi'. Aunmio
By g _ay_1---8 "1 1By Gepem xonrpysutnodt By' gy, _ - -
c o -Gog 10 J\HHHPI Bll hl llz. .. h 24 _lAll, Bgl hll }lgl. . .,1(2(1 _ 144[2,.

+

! It 1 1
By hy"...h",, | A BbIGHpaEM KOHIPYDHTHBIMH AHHHN g, &0y _ ;- - -

...g1 0. He Tpyano y6eautbcs, 4To mpu TakoM BbiGOpe [pPaHHL
o6AacTb, MOCTPOEHHAs yKa3aHHbIM CNOCOGOM, eCTb JefiCTBHTEAbHO

ocHopHasi. Ee MoxHO moayuntb us mecruyroabnuka A;A;A4;44454s,
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npubaBAsif K HEMY M OTHHMas OT Hero oOAACTH, KOHIPY3HTHble
obractu  Og; g,. . 83— a)~1 B/ hy...h a1 Ai" O coBepmeHHO
TaK Xe, KaK OCHOBHasi o6AacTp pasbueHHs B' noayuaracp us
TOTO XK€ LIECTHYrOAbHHKA OTHATHEM M NpuOGaBAEHHEM TPEyTOAbHH-
KOB, KOHrpysHTHbIX OB;' A;- O603HauuM Npu TOM YHCAO LEABIX
Touek obractn Ogi1 g2 ..y, _g_1 Bl hi.. hy, A1, O uepes S
M 4HCAO leAblX TOYeKk obaacta 4;'gy .. &9 a- B Ay
- Ry 1A Ay uepes T. Leavie Touru Aunun Ogy...g,( _q 1B
otHocsaTea Kk neppoft. Lleante Toukm Ammmit Ay'gy'...g" 5 _s 18
By hy'...h',, | A orHOCATCA kO BTOpO# 06AacTn. Ha ueprexe 6,
cooTBeTCTBYIOLWeM n =7 --3p, rpanunbl 06AaCTH mepBOro KAacca
pasbueHuss B' OTMeYeHbl CHAOWHOHA TOHKOH AMHMeH, TpPaHHLIDI
06AacTH mepBoro kAacca pasbuenus [ TOACTOR AuHmed.

Aunnn cpeaHeit TOAWMHBI 0603HAYAIOT FPAHHUIbI OTAEABHBIX
obracTed, Ha KOTOpble pacnaZaeTcs paccMaTpHBaemas O6GAacTb,
ecAH ee pa3buBaTb Ha 4YaCTH C NoMoulbio o6AacTel, MOAOGHBIX
o6AaCTAM, 3aMeHHBLIIMM TPEYroAbHuWkH B pasbuennu C. Lleavie
TOYKH KakZoH M3 TaKUX obracTedl HMEIOT OZUHAKOBBIH XapaKTep.
Kamxaas us obracteil, sanorHsiromux o6AacTb

! 7 ' ’ i '
Ogl-.~g2(c_d}__1 Bl hl--~h2d_1A1 g1 "'g2(c——d)-—1 BZ hl
' X " )
Ry 1 ARy Bi'g Z(C_d)_l...B‘ 0,

go(c—ty—1"""
pasbuTa Ha 4acTHble OGAACTH AMHMSAMH NMyHKTHPHBIMH M OTMeYeHa
ocobpiM HOMEpOM.
OrmeTuM Tenmepp BamHOe OGCTOATEABCTBO, YTO MOCTPOEHHAs
Hamu rpanuga [

1 ’ ! 4 !
Ogi-- Gye—ay1 Bl b hyy (A g gy BR
’ ! )
N I A, h_”2d——1‘ s hl”B3/gm2 (c-dy—1 B{g(“ O,

2(c—ady—1"""

He COBNAAaeT, Boo6iue rosops, ¢ AMHHEH, orpaHuunsalolef obracry,
Ha KOTOopble pasbura ob6AracTb mnepsBoro kaacca pasbuenua D.
Hasosem aty nocaeguroio Ammmio I

Ogl---g2 (c—a —1 81' h1"'}l2d—1 Allgll...glz(c_d)_lB,lhll...
X 17 n 7 m
"'h2d—1A2 h”Zrl——l"‘hl B3g2(4:—d.)—l"'

—m 1 (v)
.. 'gl B4g2 (c—d)y—1"" .O'

Buumateabnoe pacecmorpenne obenx aummii I u ' mokasmisaer,
YTO BEPIIMHbI C YETHbIMH 3HaYKaMH coBnajaioT. Bepummbi xe
C HEuEeTHBIMH YKaBaTeAsMH MOTYT M He coBmaaaTth. Ecau aBe Bep-
IIHHBI C OJZHHAKOBbIMM HEYETHbIMH YKa3aTeAsMH He COBMAZJAloT,

cKaxeM, AAs mpumepa g', ., He COBNajaeT C g 4 TO MemAy
o6euMu AMHHAMH 6yZeT 3aKAIOYAaTbCA (QUrypa MNaparreAOrpamma-
THYecKoH Qopmbl g'y g'5 1 g g 4, & 4,41 NPH UEM OAHA Mapa
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CTOPOH HEMPEMEHHO PaBHa MO BEAHYHHE OTPE3KY g1ge. B ckasan-
HOM HETPYZHO YGEAUTbCS, PacCMaTpUBas XapaKTep FPAHHUYHBIX AH-
upit ocHoBHOR ofaactin pasbuennss C u ee uacret. O6aiacty,
sakatouenHbie mexzy I u [, Ha uepreme 6 samrpuxosanbt. O6o-
3HaYAM YHCAO TAKHX MaparAeAOTPAMMaTHYECKHX obAracTeil, Aexa-
KX BHYTPH OGAAcTH, orpaHuueHHoi [', yepes i/ W Aexawux BHe
ee—uepes j *). UucAo meAblx Touek M XapakTep NpHHAAAEHAUIHX
7—o# obAracTh nepBoil KaTeropuu 0603HaUUM Yepes &, H ., YHCAO

)
LIEABIX TOYEK, IPHHaZAEKAUX “—o0f 06AacTH BTOPOH KaTeropHu—
yepes M, W V.. Lleable TOYKH mNOrpaHMYHbIX AHHHA Napaarenro-

rpamma 6yAeM NPUYHCAATb K NaparA€AOrpaMMaTA4eCKOR obracTH
[0 NPABHAY: €CAH II€Able TOYKH Ha CTOpPOHax IapaiAeAOrpamma,
npuHagAexamux [, OTHOCATCA K OCHOBHOH o6AacTH, TO K mapaa-
AeAOTpaMMy MPHUYHCAMM LEeAble TOYKH Ha CTOPOHAX, MPHHajgAE€Xa-
wux [''; ecAu ke peable TOYKM Ha CTOpOHax, NPHUHAAAEMaWMX |,
HE NPUYHCASAIOTCSA K OCHOBHOH 06AacTH, TO OTHeCEM HX K MapaA-
Aerorpammy. CkasaHHOE NO3BOASET HamMCaTb CpPaBHEHHE!

N i J
(12) D(p,(:) (n, m)== Z I -+ Z w e, — Z v, M, (Mod. 3).
=1 2=1 =1
B cuay teopemnt 1 umeem
D (n,m)==D . (n,m)+S -~ T —c—+= (Mod. 3).

ConocraBassi 9T0 cpaBHeHHe co cpaBHeHHeMm (8), noayuaem
(13) D (n, m")—D (n, m)==D,,, ,(n, m')+ A — A" (Mod. 3),
rae AAA KPAaTKOCTH MOAOKEHO

A=S—s—0, AN=T —¢t—n.

Cpasnenne xe (12) nannmem nop,poGHee'TaK:

(14) Dy, (n, m');Zx 1, —FZ @ +2 NoBt

+=1 =1 =1

DI

§7

Msyunm Tenepnh 60oaee BHUMAaTEAbHO CyMMbl, BXOAAIUME B MpPa-
ByI0 YacTb cpaBHenus (14), npeznoroxus, uTO:

m=m-+31—o)n

*) i< 4c—2d; j<4c—2d
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[IpeaBapuTeAbHO OTMETHM ABa BCIOMOraTEAbHbBIX MPEAAOKEHHUS.

AAsL KPATKOCTH BEKTOP, COCAMHSIOIUHH HaYyaAO ¢ LEAOH TOYKOH,
fyaeM HasblBaTb L€AbIM BekTOpoM. EcAnm peaoe uncao, msobpa-
KaeMoe LeAON TOYKOM, AEAHTCS Ha Leaoe 4HCAO e fo, To 6yaem
rOBOPHUTb, YTO BEKTOP AEAHTCA Ha e fp. AHarOrHYHO BeAKHi
OTPE30K, PaBHBIA M MapaAreAbHbI LEAOMY BEKTOPY, 6yaeM Hasbl-
BaTb I€AbIM OTPE3KOM, H KOAb CKOPO BEKTOP AEAHTCS Ha LEAOe
4ucAo e | fp, 6yAeM rOBOPHTD, YTO OTPE3OK AEAHTCH Ha BTO YHCAO.

Aemma 1. Ecam oana us cropon napaarerorpamma ABCD
€CTb UEAbIH OTPE30K, AEAAUMACA Ha TPH, TO YHCAO LIEABIX TOYEK S,
NpUHAZAEKAIUMX NAPAAAEAOTPAMMY, AEAHTCS Ha TPU, €CAH LEAbIE
toukn AD npuuucaste, a uyeabie Touku B C He npuunCAATDL
K NapaiAeAOrpaMMy.

Aemma 2. Uucro meabix Touek, NPHHAZAEKAWUX TPEYTOAbHHUKY
C LEABIMH CTOPOHAMH, BEPIUIMHbI KOTOPOTO HE CYTb lIeAble TOUKH,
AEAHTCS Ha TPH, ECAH CTOPOHbI JeAsATcss Ha TpH. Lleabte - Touku
CTOPOH MO EAAHHIO MOKHO INPHYHCAATb, a& MOXKHO H He MPHUH-
CASITb K TPEYTOABHHKY.

Bepuemcs 1enepp k cpaBuenuo (20). 3ametum npesae Bcero,
4TO, TNpeANOAarass LEAOE YHCAO A YAOBAETBOPAIOIIKM COOTHO-
MeHUAM

AL n(l—op)

=u-twvo 0<ov<u,
m SUS

6yAeM HaXOAUTDCH B YCAOBHAX CAydas, pa3o6paHHOrO B Mpeabl-
aywewm naparpape. O6racTb nepsoro kaacca pasbuenus D no-
KPbITa O6AACTAMH, NOAYYRIOLIMMHCS U3 COOTBETCTBYIOIUX obracTeil
pasbuenus C nyTeM reoMeTPHUECKOro NpeobpasoBaHHA, COOTBET-
CTBYIOILErO AEACHHIO Ha YHCAO 7, TO-eCTb NYTEM BpalleHHs
sokpyr Toukn O M NyTeM TOMOTE1HYECKOrO mnpeobpa3oBaHus.
UTo6b1 MMETb BO3MOMHOCTb CYZHTb O NpeobpasoBaHHOH o6AracTy,
ONpPeAEAMM KOOPAMHATbl BEPUIHH TPEYTOAbHHKA, MOAYy4aeMOro U3
tpeyroabuka O A; A;" nyrem Takoro mpeo6pasoBaHus.
ATH BepUINHbI COOTBETCIBYIOT YHUCAAM

m@2--p m@2-+p) | . .
0, 3n' ’ 3n +3n

Cropona A A," cootserctayer 3 h. Takum o6pasom Bce naparre-
AOrpaMMbl, BXOJsIUHe B COCTaB npeobpa3soBaHHOH 06AACTH, HMEIOT
oaHy u3 ctopoH peroi. O pombax HAM Aydile O TPEYrOAbHHKAX,
Ha KOTOpble OHU pasjeAeHbl, BXOAAIIMX B COCTaB npeobpasoBaHHOH
ob6aactu 7, MOKHO CKasaTb, YTO OHH HMEIOT [eAble CTOPOHDIL.
OTMmeTuM ele, YTO BEPLIMHbI TPEYTOABHMKOB, Ha KOTOpbie pasbu-
BaeTcs poM6, He CyTb ueAble TOukH. [lpuHumas Bo BuHMaHue
CKa3aHHOE paHee O PAaCNPEAEACHHH ILEeAbIX TOUYeK, MPHXOAALLUXCS
Ha rpaHHLAX OTAEAbHbIX obaacTeil, MOXHO HanucaTb:

a, ==0 (Mod.3) 8, ==0 (Mod. 3)-
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Takum e 06pa3soM 3aKAIOUMM, YTO
e == (Mod.3), n, = 0(Mod. 3),

np¥HAB B COOGpaxeHne pacropedeAeHHe LeAbiX TOYeK Ha PaHHUax
NapaAAEAOTPAMMOB H TO OGCTOATEABCTBO, YTO OZHA M3 CTOPOH
paBua 31

Cxasannoe nossoasier npeacTtaBuTb cpaBHeHHe (20) B BHAC:
. N

Dip,¢y(n, m)= Z A7, (Mod. 3).

~=1

Pas6bepem cymmy, ocTaBmylocs B [paBOil 4aCTH CpaBHEHHS.
O6patumca K YepTexy 6 U NpoMsBeAEM Takyio ONepapuio. Y AaAuM
u3s %-0ff 06AACTH MaparAEAOrpaMM & H TPEYrOAbHHK B, (maparnero-
rpaMMbl ¥ TPEYroAbHHK 06O3HaueHbI TeMH xKe OyKBaMH, YTO H
YHCAO LEAbIX TOYeK, UM npuHazrexampx). OcraBlmmecs TPeyroab-
HHKH 7, CABHHEM, NepPeHOCS KaKJblH U3 HHX Ha LeAblfl BEKTOp Tak,

aro6bl OHM 3amoAnuau obracte O B; Ay B, A; B; B, O (uept. 7).

o

SN
\ N7
j{ _)t_l'l-_,,,l“__

\

\ / \ / \
s £\ 54\

B

’ N 7 \ v/ \ 7
_ WARZ VIR VA 14
ey /N3r 7\ 33
T ONTT SN

. 7 \

Yepr. 7.

dra o6AacTb, Kak He TPYAHO MNOHATb, €CTb O6AACTb MEPBOrO
kAacca pasbuennsi B nmo moayaro m. O6iracte pasbura Ha Tpe-
YrOAbHHKH AHHUAMH, napaareapipivu Anansm O B,, O B,, OB,,
npOBeAEHHBIMUH uepe3 ToukH zeaewuit ammmit O B, OB,, A, B,,
Ha ¢ —d paBHbBIX uYacTeR M 4epes TOuYKHM JeAenus Aunuil A, Bj,
A,B,, A, B, wa d paBubix uyactefi u Aunum B; B, wa c¢—2d
paBHbIX uacTefl (XapakTep LeEAbIX TOYEK %-OrO TPEYrOAbHHKA
pasen A\’ ). Ha ueprexe 7 xamabii H3 TPEyroAbHHKOB Y OTMeYeH
TEM ke HOMEpOM, 4TO M Ha deprexe 6.
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3ameuasn, ur0

N4
v o=o, N =1,
*x v x %

rae o, u A umer0T yKkasauHblie Bbime (§ 5) 3nauenus, mMomHO Ha-
MHCATD!

N
D(B, H= E ¥ 1, (Mod. 3).
=1 .
[Mocaeanee aaer
15) D, o m’)l—‘-D(B’ nn, m).
§ 8.

[lepefizem Kk ouenke BeAMuHH, OGO3HA4YECHHbIX HaMM 4Yepes
An Al

Paccmorpum crauara obracts O gigs. - -Zo(_ gy Bi b1

.o hy 1 AL O (wepr. 8).

Yepr. 8.

ATy obaacTp mMomHO pa3burb Ha uacTH. OTMETHM Ha uyepTeme
tpeyroaviuk O A; A" n tpeyroavnux O A; B, (§§ 5, 6). [lepe-
vectum Tpeyroabruk A; O B; napaAreAbHbIM nepeHeCeHHeM B TOAO-
xemne CC'B,’. Touxy A; coeaunum c¢ C, touky C coeaunum
¢ Touko#t A; u, nakonen, touky C’ coeamnum ¢ O. [lpunumas
B pacueT 4HCAa, H306paxaemble Toukamu B; u B

c—d mQ2-+9p) | c—d m@2-+yp)
. 3 . )\ ki ]
n 3 T3e—dh n 3 ’

Aerko Buaetb, uto O C’ ecto ueAnifi BekTop. Uncao meanix Touek

tpeyroabuuka B;' CC' paBHO YHCAY LEABIX TOUEK TPEYTOAbHHKA
OB, A,. Bextrop OC' pasen 3} (c —d), Bektop g;g> pasen 3A.
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Auuns O C' napaarervna gy g,. O603HauuM 9HCAO LEABIX TOYEK
p g! 4

obaactu Og;. .. 82c_ag—1 B C O uepes o, oTHOCA K Helt M
4

ueavie Toukn Og;....By". Bexkrop A, h, , , o6pasyer c Bekro-
s

pom O g; yroa, pasubiil 3> W TOTOMy NapareAeH B, C. Yucro

ueAbix Touek obractu By C A, h,,_; ....hy B, o6oznauum

yepes o', npuyHcAas k Hedl yeable Touku Ha AuHEME A';, C. Uucro
geabix Touek napaarerorpamma O A; CC' 0603HauuM uepes T,
npuurcass ueanie toukk OA; w A;C k mnapaarerorpammy.
Ukcao ueabix touek Tpeyroabuuka A;' A; C o6osnaunm uepes ='.

m (2 m(@2-p
CpaBuuBas umcaa - ~~(~3_t 2 + 2 A n, —*(—:,)t'“-)-—l—?’(c— d) A,
m (2
————(—#, coorsBercteytomue Bepmunam A;' C; A4;, Buaum, uto
cropouni Tpeyroabuuka A, A; C ueavie n zersTcs Ha TpH.
BBeaennbie B paccmorpennme ofracTH cpasy ke NO3BOAAIOT
HanucaTb PaBEHCTBO

(16) A=S—6—s=—n+}t7Fo—0o.
C nomowpio mnpearoxennsl, yCTAHOBAEHHBIX paHee, MMeeM
m==' =0 (Mod. 3).

Aerko y6eautbes, uTo
o=a'=0 (Mod. 3).

B camom zene, pasbusas o6racts Ogig:.. g, _q 1B/C O
u cbracte By CAy' h, ;_, ... hy B/’ Ha mnapaarerorpammsl, Kak

NoKasaHO BHa 4epT. 8, W NPHHAB B pacyeT, YTO KaxmAblH M3 3THX

naparA€AOrpaMMOB HMeeT OJHY H3 CTOPOH, AEAAWYIOCS Ha TPH,

npuzeM, B CHAy AeMMBl [, K BblIIEYNOMSHYTOMY pPE3yAbTATY.
Takum 06pasoM nMMeeM OKOHYATEABHO CpPaBHEHHE

(17) A=0 (Mod. 3).

Bamerum Tenepp, uto paseHcTBo (16), BBHIBEAEHO B npeano-
AOKEHHH, YTO OTAEAbHbIE 4YacTH, Ha KOTOpbie pa3buTra O6AACTb
Ogi... g, (6 @) — 1By Ay Lhy ,_; Al O, umeloT pacnoroxenue,
ykazanHoe Ha uepT. 8. He tpyano, oawako, BHAeTb, 4TO OHO
CPaBeAAMBO M NPH HHOM B3aHMHOM paclOAOXEHHH obAacTted,
CTOHT TOABKO YCAOBHTbCS CYHMTaTb YHUCAO LEABIX TOYEK, NPHHAZA-
A€HALUX OTAEABHbIM O6AACTsAM (Ha3BaHHBIM BbIIIE), MOAOKHUTEAD-
HbIM B CAydae, KOra mpu o6xoje KOHTypa o6AacTH B HampaBAe-
HHH, yKa3blBAEMOM MOCAEAOBATEABHOCTbIO OYyKB, KOHMH OTMedYeHa
o6aacth, 06AaCTb OCTAETCA CA€BA, M OTPULUATEADHOM—B NPOTHBHOM
CAyHae. -

Takum xe o6pasom y6exagaemcs, uTO

(18) A" =0 (Mod. 3).

15 Kypnaa. 225



Cpasuenusn (13), (15), (17), (18) npuBoasT okoHuaTeAbHO K pe-
3yABTaTy

(19) D <n, m-3% (1 —p) n> =D (n, m) (Mod. 3).

Teopema 10. Ecau uncaa n m m BsaumHO-mpocTble, TO Jeue-
aent D (n,m) He wmeHsieTcst OT npuGAaBAEHHS KO BTOPOMY YHCAY
KPATHOrO NEePBOTO YHCAA, yMHOMeHHoro Ha 3 (1 —p).

[Tpu BbiBoae cpasuenus (19) npeanoaaranroce, 4TO HHCAO

3h(1—p)n
————=u-uvp
CBS3aHO YCAOBHEM

(20) 0<v<u

Moxno nokasaTtb, YTO 3TO YCAOBHE HE CYILUECTBEHHO.
ﬂo.\ozng, 9YTO YHCAO

3h—pn
- =
YAOBAETBOPAET YCAOBHIO

(21) v 0L u.
[loroxus aas kpaTkocTH

m' =m-43\(1—p)n,
BBEJEM YHCAO

m'=m' +3m'n@2tp)(s—t) 1 —p)n;n-n= N (n),,,
rae s U t — MOAOKHUTEADHbIE LEABIE YHCAA, M MOAOKMM
M=m'n 2+ (s —tp?)

)\// —_
Yucao 3——(1m—,p)li =9 N (n) (s — £p?) yaoBAeTBOPsieT yCAO-

suro (20), u moToMy HMeeT MeCTO CpaBHeHHeE
22) D (n, m)Y=D (n, m") (Mod. 3).
Hanumewm Tenepp uucao m’ B /Bpme
m'=m-+3R-1-)(1—p)n.
He 1pyano y6eautbcs, uro npm HazremaumeMm BbiGope f u &

3(+4) (1—p) n

YUCAQ ——————— =u'+}v'p yaosaeropser ycrosuio (20)

¥ IOTOMY HMEET MECTO CpaBHEHHe:
23 D (n, m"=D (n, m) (Mod. 3).
Conocraerenne cpapHenndi (22), (23) npuBoguT K 3aKAIOYEHHIO
D (n, m)=D (n, m’) (Mod. 3)
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TMosTOpsis nmocaegoBaTeAbHO MOAOGHDBIE paccymAeHHs, y6eaumes
8 cnpaseaauBocti Teopembl 10 M AASL OCTaAbHBIX CAydaes.

Hapsay ¢ orpannyeunem (20), npu BbiBOAE TeopeMmbl npe zmo-
AaraAoch, YTO UHCAO N = C—+d & yAOBAETROPAET YCAOBHIO

0<2d <c

Hertpyano y6eautbcsi, u4To M 3TO ycAOBHE MO%ET GbITb CHATO.
BameTnM, 4TO H3 ABEHAZUATH 4YHCEA, COMO3HBIX C JAHHBIMH HAM
COIOBHBIX C YHCAOM, CONPSKEHHBIM C JaHHDbIM, BCETAA BO3MOKHO
8b16paThb YHCAO, YAOBAETBOPSIOLLEE MOCTABACHHOMY TpPe6OBaHHUIO.
[onoxum cHadana, 4TO OAHO M3 4YHCEA, COK3SHbIX C 7, YHCAO
n' =c -+ d'p, yAOBAETBOPAET YCAOBUIO

0<<2d < ¢
Ilycte n' cBszaHO ¢ n paBeHcTBOM
P
NG
n’ —n(l-+p).

MomxHo HanucaTb:
(24) D(n, m =31 (1—9) n")»:D(n", m') (Mod. 3),

rae

Aesas u mpaBas yacta cpasHenus (24) Aerko npeobpasyrorcs
D(n', m' +3h (1 —p) n'):.D (n', m+4-31(1 =) n)(Mod.3).
D(n',m-4-3(t—p) n>ED (n, m-4-3n(1—p) n)-+

- h ZY_(m,iIS’ﬁ(IE;_,f\)’lI)—_l_ (Mod. 3).
D, m)= D’ m)—Dim, m)h lV(Lgil_ (Mod. 3).
[lpunsp BO BHHMaHHe cpaBHeHHE
N (m-- 3_2\7?(;1» —g)—1__ N ('"3> =L Mod. 3),

MOAy4HMM U3 cpaBHeHus (24) cpaBHenne (19).
[loromnum Temepp, 4YTO 4YHCAO n', COW3HOE C CONPAKEHHBIM

4YUCAOM n, YAOBAETBOPAET I[NOCTAaBACHHOMY yCJ\OBI/IlO;
B stom CAyuae, COrAACHO TOAbBKO 4YTO JOKa3aHHOMY, HMEEM:

D{n m+3(1+p (1—0) n)=D(n, m) (Mod. 3)

rae uucAa A U m 0603HAYAIOT YHCAA, CONpPsSKEHHbIE C A U M.
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C HOMO%DIO TE€OPpEMbI 5 BbIBOJHUM OTCHOJAA cpaBHe}me
D(n, m-3h (1 — p) n)st(n, m) (Mod. 3).

Taxnm o6pasom, Teopema 10 cnpasearuBa npu Arobom uucae n
B3aHMHO-TIPOCTOM C /M W A KaKOM yroJHO LIEAOM.

1L

3akon B3auMHOCTH KyGH9ecKHMX BBIZETOB.

§ 9.

PesyabraTnl, noayuennnie B npeaoiaymux §§, Aerxko nospoasior
YCTAHOBHTb 3aKOH B3aMMHOCTH KyO6HYECKHX BbIYETOB.

Teopema 11. Ecau uncro a-}-8p rtakoso, uro B=0 (Mod.3)
u @, 3 CyThb YHMCAa B3aHMHO-NPOCTbiE, TO

D+ 8% a-8) =0 (Mod. 3). *)

B camom zaeare, noraraa §—33', umeem

(25) D@82 at-80)=D(p (-—1) 3¢, « + 38%) (Mod. 3).

3ameTum™, 4TO
ple—1D3=01—p3
[Toayunm us cpaBrenns (25) HoBoe cpaBHeHHe
(26) D (@87 at-Be)==D (B, « —38 (1—p)) (Mod. 3),
rae

o =a-|B.

B cuay reopembt 9 u 10, noayuum aanee:
D(g, o — 3¢ (1—0))=D @, «)=0 (Mod.3).

Orcioaa caeayer, uto
(27) D (a-+ 8o a-+Bp)==0 (Mod. 3).
28) D (-8, 3 s?) =0 (Mod. 3)
Teopema 12. Ecau uncaa a—8p, 7-0p cyrp umcaa Bzaumuo

NPOCTble, HE HMEIOUINE JEAMTEASMH OJAHOYAEHHBIX YHCEA, M NPH
N
Tom 3=38=0 (Mod. 3), To cnpaBearuso cpasHeHHE

D (2 Bp, v--0p) == D (y -8, a+Bp)- (Mod. 3). **)

*) Unero a -+ 2o ne geamrea na 1 — .
**) Uncaa o+ fp n ¥ -+ 3¢ ne geawresa na 1 — .
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Hannmem cpasuenne

D(@+80) (0%, @+86%) (v Bp)) =D (a - 8p, a—+5p%) +
D (v4-80% a+Bp2) -+ D (2 4-Bp, v--30) +
-+ D (y+ 892 v~ 3p). (Mod. 3).
[lpuuss B pacuer Teopemy 11, no.z\yun H3 Hero:
D (1 p? a-8p%) +-D(a--Bp, v-1-8p)==0 (Mod. 3)

HAH
(29) D (y--90p, a—-Bp)=D (a~-Bp, y--0p) (Mod. 3),

Teopema 13. Ecau p ecTb OAHOYAEHHOE BEIECTBEHHOE YHCAO,

B3aHUMHO-IIPOCTOE € uyHcAoM m ==& Bp u mpu tom 8==0 (Mod.3),
TO MMEET MeCTO CpaBHEHHE:

D (p, m)y=D (m, p) (Mod.3).%)

OGoanamm yepes gq oGtgero HauboAbLIETO AEAHTEAA 4YHCEA
aup
’ ’ I ‘
a:qa,‘:ql , m=—=qm.

Yucro B’ aeaurca na Tpu, H60 @ He MOKET AEAHTbCA Ha TPH.
[lpexae Bcero ormeruM, yrto

(30) D (p, my=D (p, 9D (p, m') (Mod. 3).

31 D(p, 99=D Q. p) (Mod. 3)
HanumeM Teuepb CPaBHEHHE

32) D (p, m')==D (p+3x (A —p) m, m') (Mod. 3).

Yucro h Boibepem Tak, uto6pl umcao p—43h (1 —p) m' me
AEAHAOCh 6bl Ha OZHOYAEHHOE HHCAO. lakolt Bbl6op Bceraa BOs-
MOXHO CAeAaTb, HOAOKHB XOTA 6b1 A= (2-}p) [ u B3aB [ Takum,
uyto6b1 uncaa p-Fqla’ u qlB' oxasarucb B3aHMHO-NPOCTBHIMH.
[Mocreanee moxno aocTuub, moAarasi [ paBHBIM [POM3BEAEHUIO
[POCTBIX YHCEA, BXOASLIUX B COCTaB 3 M He ACAAIHX .

B cuay Teopembr 13 umeem

33) D (p L3 (A —p)m,m )ED (m',p+ 31 — o) m") (Mod. 3).

u Jaaee

(34) D(m, p+3n (1 —p) m')=D (m', p) (Mod. 3)

Conocraass cpasuenns (30), (31), (32), (33), (34), noayuum

OKOHYAaTEAbHO

(35) D(p, m)==D (m, p) (Mod. 3).

*) Yucro p ue aeaurcs wa tpu. Uncro m we peamrcs Ha 1-—o.
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Teopema 14. Ecan uncaa m=a-+8p, n=748p cytp umcaa
B3anmMHo-npoctoie ¥ 3 7= 7= 0 (Mod. 3), To cnpaBezumBo CpaBHEHME

36) D (a—+Bp 1+ 3)=D (11 %, a ) (Mod. 3). %)

Hasosem uepes p — o6wuii Han6oabmni geanuterb uucer o u B,
yepes ¢—o6mufl HauGOABIMIHA AEAHTEAD YHCEA Y H 0.
[Toroxum, uto .
m=pm' n=gq-n'.

C IOMOLIbIO JOKa3aHHbIX paHEe TEOpEM I[IOAy4YaeM IOCAeAO0-
BaTEAbHO:

D (m, n)=Dm',n)--D (m',9)--(Dp,n")+-D (p, 9) (Mod. 3)
D (m7 n) === D (n' m/) ":' D (q) m/) ! D(nl, p) e
D (9, p)==D (n, m) (Mod. 3).
Cpasuenne (36) aaer 3akoH ky6uuecKOH B3aMMHOCTH YHCEA
B obwe# dopme.

B3aMMHO- npoc'rble TO
37 D(m, n)=—=D(n, m)—-=¢
rae ¢, (I=o-i-1p) onpeaersierca Tak:

{_5_1 5'=“0

LVQ)—I o N(m)
— —

n

(Ma’3)

(Mod. 3).

HO

?lf 1”

C ==

<

AoKasaTeAbCTBO NpeAAOKEHHs OYEBHAHO.
[TpuroxuM noayueHHble pe3yAbTAThbl K ONPEJEAEHHIO AeleleHTa
uncaa 1 —po. He tpyano ycrawoButh npearomenne.

Teopema 16. Ecan uncac 2--fp Bsaro B npumapHoii popme

(a==—1, 3==0) (Mod. 3), T0
D(—p ai i)=& G-b1) (Mod'3)
B camom azere, npeanonaras 3 > 0, umeem:

D A—poat+8p)=D <_|_1 L(B—1)p, g_i_lg,l0>
N }—Bo) —1

~D(a-.~ea, a--14 (3 —1)p ) (Mod. 3).
HAH
@8 D(—s a+ﬁp)"~‘:D(1— b 4146 — D)~
N(a-—ﬁo) (Md 3).

*) l-h»lc,'u:) a—+ %, 7+ %6 ue Aeautess ma 1 —p.
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Takum xe o6pasom, mnoambsysce cpasHenuem (37), moayyaem
HOCAeZOBATEABHO:

GND(1—p at14+E—1p)=D(1—p at2+E—2¢)—
_N@+H14+E—1p)—1_ N(42+E—2)p)—1
3 3

(Mod.3).

(40) D(1—p a2+ @—20)=D (1—9, a3+ —3)0)+
N(a+3+<¢—-3>o) L Mod. 3.

Caoxum nourenno cpasuenus (38), (39), (40) # npumem B8 coo06-
paxeHHe, 4TO:

Ne+f)—1 N(“T3+(3—3)P)——1
3

_N(a+1+(.3-—1)9)—1 N(a+2+(3—~2)9)—1
3

=4.

[Toayunm cpaeuenne:

(41) D (1 —p, a+8)=D(1—p, a3+ (E—3)p)+ 1(Mod3).
[loabsysice cpasnennem (41), noayuum paree:
@ D—patb)=D0—patOt o (Mod 3

B cuay teopembr 8 umeem:

D —p at-B= 5 @+8-+1) (Mod. 3)

Buocs Bpipaxenne aeueaenta D (1 — p, a |- B) B npasyro uacto
cpaBHeHus (42), moOAyYMM OKOHYATEABHO

43) D(1—p, a J,—Bo):—_—.—— (a—+1) (Mod. 3).

B npuBeseHHOM paccymAEHUH Mbl HPEANOAAraAH, 4TO YHCAO f
noroxuterbno. CoBeplieHHO, OAHAKO, SCHO, 4TO NOAOGHBIM xe
06pa3oM YCTaHOBUTCA CIPAaBEAAMBOCTb cpaBHenus (43) u mpu
OTPHLATEABHOM {.

B 3akalouenue 3aMeTHM, YTO KyOMYeCKHH JeLeAEeHT 4YHCAa
1—p MOXHO TOAYYHTb HENOCPEACTBEHHO, He NpHOeras K 3aKOHY
B3aHMHOCTH.
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Das kubische Reziprozititsgesetz.
A. Jouravsky.

In dieser Arbeit wird eine neue rein-arithmetische Methode
zur Beweis des kubischen Reziprozititsgesetz gegeben.

Zu Grunde der Untersuchungen ist der quadratische durch
den Wurzel der Gleichung

P+p+1=0
erzeugene Korper @ gelegt.

8§ 1, 2, 3, 4 enthalten eine Veralgemeinerung des Gausschen
Decedentsbegriff und seine fundamentale Eigenschaften. Da sind
Decedenten fiir einige einfache Falle unmittelbar berechnet.

§§ 5,6, 7, 8 sind zu Studium der Veranderung des Decedents
mit der Veranderung eines seines Gliedes um das Vielfache des
anderen gewidmet. Als Endresultat erhalten wir das Theorem

D (n, m)y=D (n, m-43k(1—p) n) (Mod. 3),

wo n, m, A ganze Zahlen des Kérpers @ sind.

Mit Hiilfe dieses Theorems ist in § 9 das kubische Rezipro-
zititsgesetz bewiesen und das kubische Charakter des 1—op
berechnet.
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0 HEKOTOPLIX TPHrOHOMETPHUECKHX HEPABEHCTBAX.
P. O. Kysomun.

”HOI‘A& IIPOCThI€ reoMeTPpHYECKHE MMPEeACTABACHHAA AAOT BO3MOX-
HOCTb CYAHTb O BE€AHYHHE CYMMbl TPUIOHOMETPHYECKHUX CAAraembix.
N

2mian
[Tpocre#muit npumep mnpeacraBaser E e rae 0<a<l.
n—=1

.

Caaraembie aTOff CyMMbl MOXKHO [PEACTaBHTb CTOPOHAMH
IpPaBHAbHOH AOMaHOH AMHHM, y KOTOPOH JAAMHAa CTOPOHBI paBHAa
eZUHHLE, a BHeUHUH yroa paseH 27a. Moayab cymMbr npegcrasurcs
IIPpH 3TOM JAAMHOM COOTBETCTBYIOIIEHl AHaroHaAu 3TOH AoMaHOH.
Orcioaa O4eBHAHO HEPABEHCTBO:

N }
eZtitm || < 2R — _4_!- o

!
| sinTa

in—=\V

rae R — paauyc kpyra, ONMCaHHOTO OKOAO yKa3aHHOH AOMaHOH.
Aumb HemHOrUM 60Aee CAOKHDIH MPUMEpP NPUMEHEHHS TE€OMETPH-
4YEeCKOro MpejCTaBACHHs KOMIAEKCHbIX YHMCEA JaeT

Y
_1 2=iun
ae ", rge0<a<luagy=a=a...>0
n=0

[peacraBum craraembie TOH CymMMbl B BHAE MOCAEZOBATEAD-
HBIX CTOPOH AOMaHOH AMHMH, BHEWIHHA yroA KOTOpOH paBeH 2ra,
a JAMHbl CTOPOH COOTBETCTBEHHO pAaBHBbI do, Ay, Q3. - - -

[lpoaorxmus kamayi0 K3 CTOPOH HA TaKyl0 BEAHYHHY, 4TOOGDI
AAUHA OTpe3Ka C ero NMpPOAOAKEHHEM paBHAAAcb Obl AAMHE MPEAbI-
Zywiero, IpOBeAeM OKPYXKHOCTH uepe3 KOHIbl MPEeAbiAYIIEero Hu
yepes MPOJOAKEHHE MOCAEAYIOIEro OTpeska. J\erko BUAETb, 4TO
HOAYYHM pSIJ OKPYXKHOCTEH, KamAas M3 KOTOPDIX KaCaeTCsA H3BHYTPH,
¢ npeaviaywed. [Ipn aTom koHey kaxzo#f M3 CTOPOH MPOBEAEHHOMH

Kypu. Aennnrp. Pus.-Mar. O-8a, 1. |, 8. 2 (1927). 233



AcMaHO# 6yzer AexaTb Ha COOTBETCTBYIOWIEH OKPYHHOCTH. Takum
o6pa3omM, Bce KOHIb! OTPE3KOB AOMaHOH paCHOAOXKATCA BHYTPH
nepsoit okpyxuoctd. CymMMmMa npejcTaBHTCH AMaroHaAbiO AOMaHO#,
O4YeBHAHO MeHbuiel AuameTpa nepsoil okpyxHocTH. CregoBaTeabHO.
HMEEM HepaBEHCTBO:

N

: 271an a,
. 2 a.e Lo

Sinwa
n=—yu ]

ﬂpocrbe CAE€JCTBHEM MOAYYEHHOTO HEPABEHCTBA SABAAETCA

AaBHC H3BECTHOE MNpeiAOXKEeHHe O CXOAMMOCTH TPHUIOHOMETPH-
N
2rian
4YeCcKOoTo psja ace , €CAH KOD((PHUHMEHTH! @, TMOAOKHTEADHDI,
n=1_0

HE BO3DAaCTAalOT H CTPEMATCA K HYAK NPH BO3PACTAaHHH N *).

Hs toro xe reoMeTpUYeCcKoro MnpejCcTaBAEHHA AErKO MNOAYHUTH
M elle OAWH BHIBOJ. .3aMblkawmlyas AOGOro 4YHCAa CAaraeMbix
KOHYaeTCs Ha OAHOM H3 BHYTPEHHHMX KPYroB, a BCE KPYI'H, Ha4YuWHas
€ TPEeThero, HE HMe0T obIIMX TOYEK C IepBHIM KPYTroM. Orcrona
A€TKO BHJETb, YTO CYLUECTBYET HEPaBEHCTBO:

N

driun
; ae F#20.

7 { %y,
n—=~0
KaK NPOCTOE CAEJCTBHE, OTCHOJA BbITEKAET H3BECTHAaA TE€opemMa:

oo
Vﬁ az' +0

n=~0

BHYTPH ¥ HA OKPYXKHOCTH Kpyra ¢ UEHTPOM B Ha4daAe KOOpAHWHAT
H pagMycoM, pasHbIM ezuHuue. [lpm aTOoM mnpeamoAaraeTcs, 4TO
HNOAOKMTEADHDbIE KOI(PMHUHEHTHl g, HE BO3PACTAlOT H CTPEMATCH

k 0 npu mospacrauuu n.
N

Ilpocrofi npumep: f(z) = ‘2", rae a —- NOAOMHTEAbHas
n=0
npaBUAbHas APo6b, NMOKasbiBaeT, 4to KopHH f (z), yAoBAeTBOpAOLEH
YCAOBHSIM TECPEMbI, MOFyT GbITb CKOAb YrOAHO GAH3KH K OKPYyX-
Hoern: |z | =1.

*j Kak ykasan B. M. Cuupnos, nourn taxoii xe BbiBOZ cXOZMMOCTH Hamu-
CaHHOTO TPHIOHOMETPHYECKOro paAjga paccmarpuBaica panpuwe. Cum. Maximilian
Krafft. Potenzrethen auf dem Einheitskreis (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker Vereinigung. 1924).
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B BHAE TNOCAezHerc U Hauboaee HUHTEPECHOIo mnpuMepa pac-

27t f (1)
e f

CMOTPHM CyMMY: , B KOTOpo# Beanuuna A f(n) = f(n)—

— f(n+1) moHOTOHHO usMeHseTcss, OCTaBasChb B MPOMEXRYTKe
(6,1 —0). Cymmuposanue npu 3ToM pacnpOCTPAHEHO Ha MOCAEAO-
BaTEAbHblE 3HAUEHHs R, NPH KOTOPbIX f(n) yAOBAETBOPSET cKasaH-
HOMY YCAOBHIO.

Takoro poaa cymma BcTpedaetcs BO MHOTHX COBPEMEHHBIX
paboTax MO aHaAMTHYecKOH Teopuu uncer. Brepsreie BaxHOe
3HaueHHe Takoro poga cymm samedeso V. M. Bunorpazosbim,
aaBuaM B 1916 roay ouenxky BeanunHbl MozyAs 3To# cymmbl. Ero
Z0Ka3aTEeAbCTBO OCHOBAHO Ha MPHMEHEHHH MHTETPUPOBAHUA MO
KOHTYPY C HCKYCCTBOM Y OCTPOYMHEM, CBOHCTBEHHBIM 3TOMY aBTOPY.
BnocaeacTsuu Takue ke cyMMbl BCTpeyaaucb B paborax Van der
Corput'a u E. Landau. B 6oabmoit pabore nocaeanero: Ueber die
Winogradowsche Methode zum Beweis des Wahring — Hilbert—
Camke’sche Satzes HaxoauTcs TILATEABHO OTAEAAHHOE ZOKA3aTEADb-
CTBO HEPABEHCTBA AASl PAaCCMAaTPHBAEMbIX CYyMM, OCHOBAHHOE Ha
npUMEHEHNH BHAOM3MeHeHHOA opmyanl Poisson’a.

3ameyaTeAbHO, YTO TeOMETPHYECKHE PACCYXKAEHHS MOYTH TaKOH
XKe NMPOCTOThbI, KAK M B NPeAbIAyLIEM NPUMEPE, AETrKO NPUBOAAT
K BECbMa MPOCTOMY M TOYHOMY HEPABEHCTBY AAsl yKa3aHHbBIX CYMM.

M306pasus nocaegoBateabHO craraemble ZaHHOR CyMMbl B BHAE
BEKTOPOB, MOAYYHM AOMaHYIO CO CTOPOHAMH, PaBHBIMH €JHHMLE,
H C BHEIIHAMM YrAaMH, MOHOTOHHO H3MEHSIOWMMHC B HpOMe-
xmyTke (270, 2= — 2%6). [IpoBeaem okpyxHOCTH 4yepes Kamabie TPH
IOCA€A0BaTEAbHbIE BEPIIMHbI AOMAaHOH.

[lycte A u B wawaro u xomey Aomanofi, a O;, O,....0,
LEHTPbl NMOCAEZOBAaTEAbHBbIX OKpymHocTed (uepT. 1). Aerko Bnaetn,
YTO NOKa BHEWIHHE YLAbl AOMaHOH YBEAHUYHBAIOTCHA B NPOMEXKYTKE
(276, =) y aAByx mocaeaoBaTeAbHbIX OKPYAHOCTEH, HMEIOWUX OBILYIO
XOpAy, pazuyc HOcAeayrowell MeHbule paguyca npeabiayliel, UeHTp
pacrnoAroxeH Oauxe K obuieit xopae M nMo Ty &e CTOPOHY, UTO M
LUEHTp NpeabiAyled OKPYAKHOCTH.

Asl° TOH 4YaCTH AOMaHOH AHHMM, TrJe BHEUWIHHE YrAbl 6yayT
M3MEHsATbCsA, Bo3pacTas B npomemyTke (%, 2x—2xb), paamycei no-
CAeJOBaTEAbHbIX OKpy#HOCTeH O6yAyT BO3pacTaTb, a ILEHTPbI HX
yAarsTbes oT obwux xopa. [lpum arom uentpml AByx mocaeaosa-
TEAbHBIX OKPYXHOCTeH 6yAyT pacloOAOXEHbI MO OAHY CTOPOHY
obuwe#t xopapl. Kpome Toro, ecan BO3bMEM TOT OTPE30OK AOMaHOH,
AASl KOTOPOTO MNpPeAbIAYWHA BHEWHHH YrOA MeHblIe T, a [10CAe-
ayowui 60AbUIE T, TO Y ABYX INOCAELOBAaTEAbHbIX OKPYXKHOCTEH,
MMEIOLIUX 3TOT OTPe30K obweld xopAoH, wueHTpbl 6yayT pacmoro-
#MEHDbl 10 pa3sHble CTOPOHbI ITOH XOPZAbI.

Ouesnano nmeem

%Zezm‘fm;:ABgAO] 02”.0”3,
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JArn ouenxku AAuHbI mOCAeAHeH AoMmaHOH paccMoTpuM ewe
cuctemy okpyxHocred (sept. 2) ¢ uenrpamm O, O)'...0 ' u

n
¢ obuie#t xopao#l, ArnuHA KOTOPO# paBHa eaunnue. [lycts A' u B' —
KOHUbl AMHHU II€HTPOB 3THX OKPYXKHOCTEH, PACHOAOMEHHbIE Ha
kpailuux okpyxHocTsax. [lpu atoMm paguycel HOBOH mocaezoBa-
“F€ADHOCTH OKpYyxKHOCTe#i Bbi6epeM paBHbIMH COOTBETCTBYIOILUM

Yepr. 1.

‘paguycaM npexHeHd MOCAeZOBaTEAbHOCTH okpymHocTed. Hakomey,
pacnoroxum okpysHoctn Tak, urober O m O, ,; 6biAm pacno-

AOKEHDI N0 OaHY cTOpoHy obuwiedt xopanl, ecan O, u O, | Toxe

IO OAHY CTOPOHY OT cBoe#l 06mefi XOpAbl, © MO PAa3HYIO, E€CAH

O, u Ok+1 TOXE MO pasHylo CTOPOHy cBoel obuiefi xopabi.
Tlpu Takux ycAOBHSX HETPyAHO BHAETD, YTO:

A0,0,...0,B=A'0,0,...0/ B <2R,+2R,,
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‘rae 2R; — auvametp okpyxHoctH ¢ uerrpom O;, a 2R, — anametp
okpyxHoctn ¢ uentpom O,.

B cuay ycroBus O BHEWIHMX yrAax M AAMHaX CTOPOH AOMa-
Hoit kamaas u3 BeAuunH 2R; u 2R, He DPEeBOCXOAUT BEAHUYHHDBE

1

“sin w0
B cBssu ¢ npeabiaymuM noayuaeM HepaBeHCTBO:

82:1' f(n) : < __,:g:.__ < 1 .
_j_ | = sin® 6

Yepr. 2.

B nassannoil pa6ore E. Landau gannoe nepasenctso sameneno

ApYrHMM, B KOTOPOM NpH CAEAAHHDIX MPEANOAOKEHHSAX —p- 3ame-

4
HAETCA llp06b}0 —O"-- Hs AOKAa3aHHOroO A€rKko caeayer, 4YTO IMpH

AKOGOM TOAOXKHTEABHOM & H NIPHA COOTBETCTBEHHO MAaAblX 3HaYCHHAX
BE€AHYHHDI 0 cCnpaBejgANBO U 6oaee TOYHOE HEPABEHCTBO!

2 ] , 2 1
e2::/(1:) < (.; + E.) ~6—-»
| "

C apyro#t cTOpPOHBI, MOKHO TNOKa3aTbh, NPUMEHSS FeOMETPHYeE-
ckHe coobpaxeHusa, NOAZoOHble MNPeabIAyIIMM, YTO MNpu A6OM
3aaHHOM MOAOXKHMTEADHOM YHCAE € MOMXHO HaHTH Takoe 3HauyeHue
ara O n mogobpatp Takyro ¢yHkuuio f (n), mpu koTopbix 6Gyaer
CyUIECTBOBaTbh HEPABEHCTBO:

2 1
D (I
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B Buae npuroxenus MOAYYEHHOrO HEPABEHCTBA, PaCCMOTPUM
BEAHYHHY

N

= f(n 1 17
|e2 ") rae f(n) yaosrereopser ycAOBHIO — 4 < f (%)

M

AAst BCEX YHCEA 3aJaHHOrO HHTEpBAaAa.

Pasobvem npomexyrok (M, N) Ha wacTu yucramu xj, Xx.. . X,
BbIGpaHHbIMH Tak, 4TO f (x,) pPaBHO LeAOMy YHCAY H X, < X,  ;,

Haligzem Bepxunii mnpeaen aas cymmbl pacnpocTpaHenHo#R
Ha 4YHCAa OJHOIO M3 4YaCTHYHBIX MHTEPBAaAOB. Bocmnoabsyemcs

{PaBE€HCTBOM
20 f () | ’ )
E»e = E + E - EI :
1 2 =3
1 B
npu 4eM CYMMHpPOBAaHHE B u pacrnpocTpaHEHO Ha Te
1 3

3HAYEHHUs n, NOpu KoTOpbiXx f (n) oTamuaercs or 6Giumaiiuiero
leAoro yncAa MmeHpuie, 4em Ha 9. Toraa, Ha ocHoBaHMH M3AOXKEH-

i !

: 2 ‘ i 1 E ' E '
HOro, Aerko BHAETb, 4YTO | !<,,0_. Samenss B H

| 2| 1 3

KaxJoe caaraemMoe eAWHHUEH W [OAb3ysCb HEPABEHCTBOM JAA
BTOPOfl MPOM3BOZHONH, HETPyAHO yOeAMTbCA B CIPABEAAHBOCTH

HEPaBEHCTBA:
i Ez . E' P
: | +: L 24042,
| 1 2
1
OTKyAa, Bbi6pas () = —=—, noayuum

V24 S e | <2y24+2,

MpH 4YeM CyMMHpPOBAaHHE pPACOPOCTPAHEHO HAa TaKOH HMHTEPBaA,
B npejerax KoTtoporo f (x) 3akAioueHa MexAy MOCA€AOBATEAb-
HbIMU LIEABIMH YHCAAMH.
OkoHuaTeAbHO AAS H3y4yaeMOHR CyMMbl MOAyYaeM HEPABEHCTBO:
| N .l
| 25t l e (/A
% Ee < 2p (V2A 1)
| "M

i
'
|
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Sur quelques inégalités trigonométriques.
R. Kuzmin.

L'auteur démontre par les considérations géométriques élémen-
taires quelques inégalités trigonométriques dont la plus impor-

tante est l'inégalité
; 2 ] ot 2
! 2o f (n) : e L
‘ € 1< sinw=0"’

ou f(n) satisfait & la condition A2f(n) > 0 et la sommation
s'étend sur une suite de valeurs entieres de n appartenant a
Iintervalle

O<8<Af(n)<1—0.

Les inégalités de cette espéce ont été introduites pour la pre-
miere fois par M. I. M. Vinogradov. On en trouve une seconde
démonstration dans les travaux de M. M. Landau et Vander-
Corput. La démonstration de l'auteur est fondée sur des princi-
pes entierement differents et donne une limite plus précise.
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06 ypaBHemmAX rujpOAAHAMHKH.
H. M. I'ormep.

1. JonyctuM, 4TO B MPOCTPaHCTBE TOUYEK (Xi, X2, X3) AAHA HEKO-
Topasi ob6aactp (D,) HeusmeHHoro ofbema, OrpaHHuYeHHas NOBEpPX-
HocThiO (S)), yaoBaeTBopsitoweit 3-m usBecTHpIM ycAoBusM AsnyHoBa
4 nepemeuaroiefcs B pOCTPAHCTBE, H3MEHsISE HAU HET CBOIO (hPOpPMY.

[loromumM, uTo zaHbl QyHKUMH uy, U, Uy OT X{, X2, X3, 1
3azaHHble BO BCskuH MomenT ¢ B o6aactn (D,). O6 atux dyHkuusx
Mbl OPEANOAOKHM, YTO OHH YAOBAETBOPSIOT YCAOBHSAM:

L. Myskuun u;, uMeroT wacTHble NPOM3BOAHBIE MO X1, X2, X3, 1,
noka cobpaHne 9THX uucer onpeaerser touky B (D), npuueM aTH
NPOM3BOAHBIE YAOBAETBOPSIOT HEKOTOPOMY ycAoBHio [€apzepa.

. Bo Bcex Toukax Buytpu (D)) cobrrozeHo paBeHCTBO
aul + Ou, 0113

ey e O

1)

. B xampoli Touke Ha (S,) cnpaBeAAMBO paBeHCTBO
2) u; cos (Nx,) - uy cos (Nxs) + us cos (Nx;) =W

B kotopoM W — mpoekuus ckopoctu Toukn(S) B ee aBmmeHmm Ha
Hopmaab IV k (S,) B aroit TOuUKE.

HMsBectro *), uto npu cobaroaenun aTHX ycAoBU#, Kakosa-6nbi
HA 6bira Touka (91, 92 q3) B (Do), cucrema yp-nmii

dx, .
3) d);":uj(x;, Xy x5, ), i=1, 2, 3,

umeeT pemende, B kotopom npu =0 Touka (x;, X3, x3) cosna-
aaet ¢ toukodt (g1, ¢a, g3).

*) H. T'rourep. O6 ypaBHeHuu +1 gi/ %V-}— dI’»- =f. Mar. Cé6. . 32.
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[Ipu aTomM, ecan
(4) x;,=x,(q1, 95 g3, 1), i=1, 2, 3,

3TO pemeHne, To QyHkumu (4) MMeIOT MPOMSBOZHBIE MO ¢y, §3, g3
u cucrema (4) AomyckaeT pelleHHe OTHOCHTEABHO ¢j, g3, ¢, Olpe-
A€Asii MX Kak (YHKUMH OT Xj, X, X3, !, 3ajaHubie B o6AacTH
(D).
s yparunenuii (4) porrekaer, 4to npousBojsble

0x; Ox, Ox; .

’a_‘.l- ‘6"—2, ‘0 3, ]:1, 2, 3,
9% 99, %;

YAOBAETBOPAOT CHCTEME ypaBHEHUii:

0x;

) dﬁ@_au. Ox;  Ou, Ox, Ou, Ox;

1 i i

Tdt ki 0g T 0x, 09 Ox, og T 13

Bcaeacrsue aroro, ecam 99, .9, 0,9 1pn HenpepniBHBIE
QYHKUHHA OT q1, ¢, ¢3, 3ajaHHble B obractu (D) u

©) o Ox; o 0xi+ o ox, | {93
.= w T (O) - == W =, =1, 2, 5,
i 1 [} aql T 2 6q2 3 69.}
TO q)yHKgHH @y, Wy, Wy YAOBAETBOPAT CUCTEME ypaBHeHHﬁ:
do, 0

7 ; u, + Ou, o Ou, —1 92 3
e —— @ — — g, [=— .
a'i 6)’.'1 ! ax2 2 aX3 » e
ﬂoACTaBAﬂa BMECTO Gy, @2, §; UX BbIPaXMEHWUA UEPE3 Xy, X3, X3, I,
Mbl o6paTtum @yHkuuu (6) B QYHKUMH OT X, Xp, X3, f.
Moroxum Tenepp, uTO (PyHKUMH ©f, W5, ®3 YAOBAETBOPSIOT
elule 3aBHCHUMOCTSIM: :
Ju;  Ou, Ou; Ouy ou, Ouy

0x, Oy 0T Bxy O

1v) ©

1= g~ —— 3, W=
6){2 013

Ecan paccmatpuBath u;, u; u3 Kak OPOEKUMM CKOPOCTH
YaCTHIbI HECKUMAEMON AMHAKOCTH, 3amorHsomwed obracts (D), To
®;, ¥, ®; 6YAYT COCTaBAAOWUMU BHXpA. loxAectBa (7) romopsr,
4TO0 cO6AIOZEHbl YCAOBHS | eAbMroabua.

Ho ars Ttoro, urobmr u;, us, u; npu cobArofeHHHM ycAoBHH
0, (D, dIl), (IV) aeficTBUTEABHO ONpeAeAsAH HEKOTOPOE ABHMEHHE
HeCKHMaeMOR KMAKOCTH, 3aHMMawoouel obaactb (D,), Hazo, 4TO6HI

MOXHO ObIAO YAOBAETBOPHUTD YPABHEHHAM T'HAPOJNHAMHKH:

g du, Ou, Ou; Ou, Ou, 010 1 2 3
@ W'—'&"}“UlBzﬁ‘uzgx—z—}*usé};é—’a;}»l~—— IR
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TO €CTb, 4TOOBI BbipameHHE

©) Bt e T iy - L e

6bir0 AnPPepeHIHaroM HeKOTopoil (yHkuuu II.

YpaBrenns (7) noayvarorcss u3 ypasaeHu#t (8) nckarouenuem II;
npu 3TOM HCKAIOYEHHH OOGLIKHOBEHHO MPEANOAAracTCA CYUIECTBO-
BaHHe 2-X MPOMSBOAHBIX Y (yHKUME Uy, uys, us. llpesnoromus cyme-
CTBOBAHME 3THX IPOU3BOAHDIX, HETPYAHO, UCXOAS OT yPaBHEHHH (7)
YyCTaHOBUTb, KaK 3TO OGBIKHOBEHHO zeraercs, 4To (9) — morHbift
andgpepennuar. Ho npeanmoroxenne 0 cyuiecTBOBaHMM yKasaHHBIX
[POU3SBOAHBIX HE HAXOAWTCA B UHUCAE TepPeuyUCAEHHbIX 4-X ycAOBHH,
OnpeAEASOINX (YHKUUH U, Uy, Uy, OHO K TOMY-XK€E NPEACTABAAETCH
yCAOBHEM, 4yAKABIM 3ajade MHTErpupoBaHms cuctemol (8) mnpn
co6aroaennn ycaouit (I) u (Ill), Tak xak sTu BTOpHIE NpOH3BOAHBIE
He BCTpedaloTcsa HH B ypaBHenusix (8), uu B ypasuenusx (7).

B moeft cratbe ,,O ABHXKEHMHM XHIAKOCTH, 3aKAIOUEHHOH B JaH-
HOM [epeMelIaonleMcs cOCyAe“ MHOI0 MOKa3aHO, YTO, HUCXOAS OT
ypasHenn#i (7), moxHO ycTaHOBUTb, 4TO (9) — moAHbidi auddepeH-
uuan 1), NPejNOAOKHMB TOABKO CYIIECTBOBAHHE IIPOM3BOAHBIX IO
G1, 92 93, @ 3HAYMT U 0[O Xj, X3, X3, ¥ (QYHKuHi

du, du, - du
(10) & dt A

Mbt mokamem B 3TO# cTaTbe, 4YTO H 3TO [PEANOAOKEHHE
H3AHIIHE H 4YTO (9)—r10AHbm auddepeHnran Kamabii pas, xoraa
cobaroaenn yeaosus (1), (1), (IIT), AV).

B wmoe#i cratpe ,O pemenusx ypaBHeHu#i ruzpoauHamMuKH® 2)
A TNOKa3aA, 3aHUMasCh CAy4aeM HKHJAKOCTH, 3alOAHsOUled Bce
HPOCTPAHCTBO, MPH HECKOAbBKO 6oaee OOIINX NPEANOANOKEHHUIX
0 (QOYHKUMSX U, Up, U3, 9TO €CAM 9TH (PYHKUHUH 06pasyroT pemeHue
ypaBHeHu#i ruzpojunamuku, To (yskuun (10) umeror yxasauubie
NPOU3BOZHBIE BO BCEX O6AACTAX, B KOTOPBIX MPOH3BOJHbIE OT
dyHxkuui uy, up, Uz MO Xy, X3, X3 HENPEPDIBHBI.

OTO 3aKAIOUEHHE HE TPYAHO PaclpOCTPaHHTb Ha CAydalt
orpannueHHO# o6aactun. TakuM 06pasoM, yCTaHOBHB YTBepHAEHHE,
coCTaBAsOlLlee LEeAb CTAaTbH, MOXHO OyzeT yTBep&AaTb, 4TO, MPH
co6arogenun ycaosuit (I), (II), (IIl) u (IV), ve Toabko (9) moAmbik
aupdepennuar, Ho u uro @yHkunu (10) umeror npomsBoaHBIE MO
X1, X2, X3«

2. Panee uem mepefiTH K AOKa3aTEAbCTBY BHICKA3aHHOr'O yTBEp-
KACHHA, CAEAAEM HECKOABKO 3aMedaHHH.

1) Useectun Axagemuu Hayx. 1926 raasa II, § 21.
?) Nasectun Axagemun Hayxk. 1925.
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Uz (4), 6aarogaps ycaosuio (II), rnerko moayuaem 1), uro

J . 6XI 6)(2 6x3 |891 ?Q2 OQ3 - 1
89, 09, 89; | 0x> Oxs 0x,

Ox, 0q; 0q, Ox;

_5(}; — MHH _3;;’ '*é"' — MHH a:}j—.

rZe 3HAaKd MHHOPOB OTHOCATCSA K ONpejeAruTeAaM J.
Janee, ecau popmyast (4) 1peoSpasyioT HEKOTOPYIO IOBEPXHOCTD
{s0) u3 obaactu (D) B nonepxuoc'rb (s) u3 obractu (Dt) TO 2)

cos (Nx)do= (cos (N, ql)é‘_xl. —-cos (N, qg) 6 —+cos (N, qg) E )doo,

rae N u N, — nanpaBaenuss Hopmanefl Kk noBepxsoctsim (3) m (39).

[Toabsysico oTuM, MMeem, Hanpumep, TPaKTys uU;, Uy, U; Kak
QYHKUME OT ¢y, G2, q3

Ou;, _ Ouy 09, |, Ouy 09, | Ouy 0gy

Pt A o 7l S v

Oxy  Ouy Oxy | Oup | Ox  Oxy Oy
109" 09,7 0qy |” Oxs | 097 09y,  0gs
oy — | 0x; Ous  0Oxy l ‘ 0x, Ox, Ou, |

| 09, 0g,’ 095 | |09  Oq, " 09y |

¥ aHaAOTHYHbIE BbIPAXEHHA JAA ©y, W3 IOAyYaeMble H3 HalHCaH-
HOro KPYroBofi mepecTaHOBKOii.

Cocpesotounm cBoe BHHMaHHEe Ha (QYHKUHH ©;; Pa3SAOKUB ©)
110 NPOMU3BOAHDBIM IO #:

i=3
62ng ) 62X2 6X3
Or= 0t9q, MHH: Oq 6t0qi MHH. "~ §q.
=1
umeeM, 0603Havasi uepes T npnpalgeﬂne {, uto
i—3 0~x3 ~x2
A dﬂ? 6t0
{11) ——?—1—: L MHH. ze — E 9 MHH. ?,;‘3 =+
: < 9,
i=1 i—=1
— — 0x;
i=3 MMH. = MUH.
(m%) ®1 (mn) 9,
+ 2o, ), } otdg <
i—1 i—1

rae 3Hak (1) ykasbiBaeT, YTO (YHKUHH COOTBETCTBYIOT NPHPALLEH-
HOMYy 3HaueHuio f.

1) O gBumenHun mmakocru u T. 4. Mssectnsa Axkagemun Hayx 1926 ra.l §4.
2) O aBumenun mmpkoctd ¥ T. A HMssecrus Axagemmn Hayk 1976 ra. ], § 8.
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BceaeacTeue cywecTBoBaHHA MPOHSBOAHBLIX MO f y (QYHKUMHE
Ox; )
4q.” BTOpas cTpoka paBenctBa (11) umeer npeger, xorga >0, u
J
3TOT NpPeAeA PaBeH, KaK AErko y6eAuTbCs:

| Ouy Ouy Oxg || Oy Oxy Ouy |
| 09" 09,7 095 | | 09:" 89y’ 09, |
dml

AeBas yactp B (11) umeer npeaerom dr - 3yaunT U nepsas

crpoka B (11) nmeer npeaea. O6o3naunm aToT npeaer depes

(12) K@ 92 95, 0.
Vlz (11) umeem:
| Ou; Ous Oxg

1’ -‘——:,, , =%
=5 109" 99:" 09 |

0111 Ox;g aug
0q, 0q,

Yeranosus ato, ymHoxum obe uactu paseHctBa (11') ma 1 moa
BHJAOM BTOPOTO ONpeAeAMTEAs J; Mbl 06paTHM AEBYIO YacTb paBeH-
erea (11') B

dwl f/ alll __I_ aUI

di 0 T ok, +“’5'a};)_

}=K(91,92, Pa

WMrak, ¢pynkuus (12) passa nyao.

Mbi 6yaem B AarbHefimieM CYMTaTb, YTO T TAKOBO, YTO PA3SHOCTL
mexay (12) 1 nepeMeHHBIM, HMEIOLUM DTOT HYAb [IPEAEAOM, MEHbIIIE &,
rae ¢ Hanepes Bbl6PaHHOE MOAOKHUTEABHOE YHCAO.

3. Ilepexoaum Temepp K AOKA3aTEAbCTBY BbICKa3aHHOTO yTBEp-
xaeHus. Bocmoabsyemcs Teopemoii 3-efi moeil pa6oremr ,O zeii-
CTBUSAX HaJ (YHKUMUSAMH, HEHMEIOIUHMH MPOM3BOAHBIX® !)

Ilo srtoit Teopeme, ars Toro, utobel Bbipaxenue (9) 6biro
TIOAHBIM AHQQEPEHIHAAOM, HEOBXOAUMO W AOCTATOYHO, UTOGBI AAS
BCAKOHR ob6ractn (o), BayTpu (D,), orpannuenno#t nosepxuocroio (3),.

6bIAH cOOAIOZEHBI paBEeHCTBA

/ dug

g Cos {Nx,) — = cos (Nx; ;)) ds—
(=
e ,/ d
13) J \Jp €O (Nxy) — —= cos(le)/ ds=0
[ [ -2 cos (Nx;) — —-= cos (Nx9) ds =

1) I/IaBecmx Axagemun Hayk 1924, 1925 .
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Msi . 6ysem cumrath, uto (5) He mmeeT obwux Touek c (S,).
KakoBa-6b1 HH 6bira Touka BHYTpH (D)), BCeraa MOXHO NOCTPOHTH
Takylo O6AacTb, OrpaHMdyeHHyIo (9), KOTOpas 3aKAIOYAET BHYTPH
BTy TOYKY.

Yeranasansas cnpaseaAuBocTb pasescts (13), Mbl orpasmumMes
PACCMQTPEHHUEM [I€PBOr0 U3 HHX.

[Toroxum, uro nmosepxHoctu (3) coorserctsyer B (D) mosepx-
HocTb (9)). [loabsyscp ¢opmyramu, ykasawHeiMH B map-ge 2-m,
‘Mbl npeo6pa3yeM AeByto yactb (13) B

E 0-x3 0xy _ 0°xy Oxq -
(14) f _09,~ — op MuH b0/ cos (Nyq,) ds,.

i—1
()

[Moroxum
t+= q+h @a+h g+ h

(15 Y= h’j dX fdplf fdp;x(p,,pz,pa, »,
t 7o

cudTas, 4YTO0 h H T HACTOABKO MaAbl, 4YTO, BO-TIEPBbIX, TOYKA
(»1, P2, P3) ocTaeTcs Bo BpeMs uHTerpupoBanus BHYTpH (D)) n, BO-

BTOpblx, COo6AI0ZCHbI HEPaBeHCTBA

2 i 02 02 !
e | 2% P o O 0N i1,0,3,i=1,2,3.
0p 0)\ 09,0t | | onz o |

Toraa cobarogenpl Takxke M HepaBEHCTBA

2 { 2 9
az | & %Y <e,‘fl O o j=1,23i=123.
090t 0qdt | or o |

[MoArcxkum zanree, uTo
q1th ’{2+h1 93+ M~y
18 x=,. [d [d [dixoorevao
71 Qe a3

rae h, HaCTOABKO MaAo, YTO, BO-NEPBBIX, TOUKA (P;, D2, P3) OcTaeTcs
BHyTpu (D,) H, BO-BTOPbIX, COGAIOZEHD HEPABEHCTBA

, Bx Ox.
'617 aqi
t<ls j=1.2,3,i=1,23,

(19)

Lsn<le

ow
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coGAI0AEeHHE KOTOPBIX BAedeT 3a co6oio coOAIOAEHHE HepPaBEHCTE:

(20) O 0%
09, 09,< |
Oy 0 1,23 i=1,2,3.
Gadt gt |
paCCMOTpHM Tenepb MHTErpaA
) 0 Y; 0X, 0%Y, 0X;
14) f o MuH. 0(][-—— e MHH'T(];,}COS(NO%) ds,..

(c0)
Bcaeacrsue uepasencts (17) u (20), unrterpan (14') oranvaercs
oT unrterpara (14) na uMcAo BHZa @, rAe @ OT € HE 3aBHUCHT.
[Mpumenss teopemy I'puna, mpi noayunm, uro (14') pasen
i=3 i—=3

Y, 0x, Y, 0x,
(21) f {Z 577, MHH. . — Z 517%q. MHH. - 0»91: }dwo,
i—1 i—1
(wg)

rae (wo)— ofAacTb, OrpaHMdYeHHas MOBEPXHOCTbIO (3)), TaK Kak
i—=3 i=3 ’

9 0X, 9 8x,
Z 56: MHH. —0—9—‘~ -—O, Z aql MMHH. aq‘ 0.

i—1 =1

MOynkuns, croswas B (21) nos 3HakoM HMHTErpaAa, paBHa
: wth th gk
22 [ [doe [

QU 92 93
=3 a IXs i =3 A Bzx_z
W ox, \Y oot 0%
H. qu p MHH. "‘(;ﬂ]; - } .
i—1 =
Ho Bcaeacrsue nepasencrs (20):
, Ox, 0X;
(20 MHH. 7. et
i 0?,
u BcaeactBue HepaseHcTB (19):
19) | . 25 P5| qre, i=1,2, 3, i=1, 2, 3
(19 MHH.-@;—MHH.ﬁ!<aTS, i=1,2 3, i=1, 2 3,

raa @ u a; N0 NPUYMHE OrPaHUIEHHOCTH NPOM3BOAHBIX OT X1, X3, X3,
a 3HA4YMT M NPOU3BOJHBIX OoT X;, X», X; He 3aBHCAT OT € H T.
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ChegoBatervno (22) 6rarozaps OrpaHHYEHHOCTH MPOUSBOAHBIX
2

0%x,

—-—— OTAHYAETCsi OT

ot Op,
ql"l"‘/‘l (Ig—-i—}l ‘73‘[’11 i—3 Aﬁz:x_d
op, ot 0xy
= _0_1‘2__

Ha uHcAO BHAa be, rae b He 3aBUCHT HH OT e, HH OT T.
Ho npeaea unterpara (22') npu 1> 0 pasen

g+h g+h 9+h
h3 jdpl f 172 fdp& K(pl- Da D3, f):O,

[

92 q3

npH 4eM N0 cAeraHHomy Bbibopy T uHrerpaa (22') oramuaercs or
ero mpejera MeHee 4YeM Ha &.

3uauur wuarerpar (21), a ¢ uum Bmecte u (14'), abcoaroTHO
MEHbILIE YHCAA €S, A€ C He 3aBUCHT HH OT &, HM OT T.

PaccmoTpum Tenepnp pasnoctp mexay (14) u (14'). Kak ckasano
Bbime, oHa BuJa ai. Tak kak (14’) Buaa ce, unrerpaa (14) a6co-
AIOTHO MeHbIe YHCAA ge, TA€ g HE 3aBMCHT OT & M, 3HAUHT, BCAEA-
CTBHE NPOMSBOAbHOCTH 2, uHTerpaA (14) paBen Hyaw, urto M Tpe-
6oBaroCh JOKa3saTb.

JoxasaB Takum 06pa3oM CHPABEAAHBOCTb NEPBOrO H3 pa-
BeHcTB (13), Mbl aHaAOTHYHBIM 06pa30M MOXEM AOKa3aTbh TaKke H
CNPaBeAAUBOCTb OCTAAbHBIX, YyeM OyZeT ycTaHorAaeHO, 4To (9) zefi-
CTBHTEABHO MOAHOH Au@epeHunan.

Sur les équations d’hydredynamique.
N. Gunther.

On demontre que l'expression
q p

d L d

—dlftldl uzd 2+ dt;dx(;

est un differentiel exact, si les conditions (I), (II), (Ill), (IV),
mentionnées dans le texte, sont satisfaites.
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0 uncae myaeil (pyHKOHE H €e HMPON3BOAHOI.
C. A. lepunopun.

B nacroswefi paGote aokasbiBaeTcs 04HO ofliee NpeAAOMEHHE,
yCTaHaBAMBAaIOLlee CBs3b MeXAYy 4YHCAOM KOpHed NPOM3BOAHOM
aanHoil ynkuuun W —=f(2) B nekoropo#i o6ractu C u BuAOM TO#H
kpuBOil L, koTOpasi npeacraBAsieT oTobpaxeHHe Ha mMAockocTb W
koHTypa S obaactu C.

U3 cpasuenns atoro npearomennss ¢ teopemoit Kowwn, ¢ ko-
TOPO# OHO NPEACTABASET HM3BECTHYIO aHAAOTHIO, BDBITEKaeT pPsA
CAEACTBHH.

B xonue pa6orbl saeTcs reoMeTpUYecKOe HUCTOAKOBaHWE Hauwed
OCHOBHOH TeOopeMbl B BHAE HEKOTOPOro COOTHOUIEeHHsi Ha Puman-
HOBOH MOBEPXHOCTH.

\

§ 1. O uncae myaeit npoussoaHoii.

[lycto aama nekoropas ¢yukuns W—=U-iV = f(z), mepo-
MOpQHas B 3aMKHYTOH KoHeuHoH o6aactu C naockocTd z, orpa-
HUYeHHOH npocTbiM KoHTypoM S. [lorosum, uto npoussoauas f( z)
aTOfl (PyHKUHH HMEET m HyAefl H { MOAIOCOB (COCYMTAHHBIX COOT-
BETCTBEHHO HX NOPsZKam), pacrnoroxeHsbix BHyTpH C, mnpu uem
HA OZWH W3 HHX He AEXHT Ha CaMoM KOHType JS. 3amerum, uro
p =V -, rae y—nOAHOe YHCAO OAIOCOB caMoii PyHkuuu BHyTpU C,
a |—4HMCAO OTACABHO AeXalIUX [NOAIOCOB.

Ecan z oboiiger xontyp S B TOAOKHTEABHOM HANpPaBACHHH
(to-ectb, Tak, uTo6m o6racTs C ocraBarach caeBa), To W —=f(z)
onumer Ha naockoctu W samkHyTyo kpusyio L.

[lycte 2 —yroa, o6pasoBanubifi kacaTeAbHOH K KpHBOH .S
B Touke z ¢ ocbio Ox, a 3—yro.z\, o6pa3soBaHHblil  KacaTeAbHOH
k kpueoit L B coorseTctByromeii Toukeé 1 ¢ ocbio Ou. B Takom
CAydae, KaK M3BECTHO,

1) p=a+to,

rae © — apryment npoussozHo#l f (z). Ilocae moanoro o6xoza
TOYKO# z KOHTYpa .S B NOAOKUTEAbHOM HANPABAEHHH, 3 NOAYYHT
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npupaueHde AB, cBasamHoe c mnpupameHusmMn Ao u Ao yraos
& M ® COOTHOUIEHHEM:

2) A3 =z o,

Tak kak S, no npeanoroxeHuio, npocToll 3aMKHYTHIH XOHTYP,
06X0asaWKA B NOAOKHTEADHOM HaNpPaBAEHHH KOHEYHYIO O6AaCTb,
TO, oueBHAHO, Aa=2%; Ao, Kak NPHPAILEHHE apryMeHTa QYHK-
uun [ (z), paBHO, Ha OCHOBaHMH TeopeMbl Kouwm, noMHOmeHHOH
Ha 2% pasHOCTH MeXAY YUCAOM HyAeH M MOAIOCOB 3TOH (YHKUMH,
OTKyZAa CAeAyerT

3) A8 =927 (m — -+ 1).

2%’
TOpoe AeAaeT KacaTeAbHas K KpuBo# L npu moaHom o6xoae aroit
KPUBOH B HaNnpaBAEHHH JABWKEHHS Touku W, HasoBeM uHCAOM
BUTKOB I Kpuso# L.

B cuay camoro onpeaerenns 3Hak I 3aBHCHT OT HANPaBAEHHsA
o6xoaa xpuBoit L. [loHaTHe O umcAe BHTKOB MOMET MPHMEHATHCH
M K He3aMKHyTbiM KpuBbiM. Ecam kpuBas samkHyTa, TO I Heo6xo-
AUMO YHCAO LEAO€, TaK Kak IocAe o6Xoja KacaTeAbHas BO3Bpa-
LaeTcss B NpexHee NOAOKeHMe. [IpH NOAb30OBaHHM BBEJAEHHBIM
o6o3HaueHHeM, paBeHCTBO (3) mpuHHMMaeT BHA

“4) i=m—pt+1=m—v—/7/+1.

Teopema I. Ecau W= f(z)—pyukuus mepomoppHas B KoHeu-
HOH obaactu C, orpaHu4eHHOH HPOCTbIM KOETYPOM S, TO YHCAO
BUTKOB KpuBo# L, onmcbiBaemoil Toukoit W mpu o6xoze Touxoit z
KOHTYpa .S B NOAOKHMTEADHOM HAampPaBAEHHW, Ha €AHHHUY 6oAbuIe
PABHOCTH MexkAy 4YHUCAOM HyAed W NOAIOCOB mpoussoiHolt f (2)
aTol (yHkuuH, 3akAtoueHHbix BHyTpu C.

TMETHM cefiyac Xke BecbMa BaXHbIH 4acTHbIE cAyya#l, korga
W = f (z) roromoppna B obractu C. Toraa

5 = m-1.

Ecau obracte C coaepxur 6eCKOHEUHO-yAAACHHYIO TOUKY, TO
HMEET MECTO CAejyroulasl Teopema.

Onpeaeaenne. OTHowenue paBHoe uHcAy 060pOTOB, KO-

Teopema Il. Ecaun gpynxuus W = f (z) mepomopdHa B o6ractu C,
coaepxalell 6eCKOHEUHO-yAaAeHHYIO TOYKY, TO YHCAO BHTKOB KPH-
Boii L Ha eauHHMLy MeHblle pa3HOCTH MexAy YHCAOM HyAe#k
MOAIOCOB NPoH3BOaHOR f (z), sakawouenusix BHyTpu C.

6) i=m=m—yp—1.

dto creayer M3 pasencrsa (2), npuHMMas BO BHHMaHHE, 4TO
B ZaHHOM CAyYae IPH MOAOKHTEAPHOM 06x0ze KOHTypa S ob6aactu C
da=—2%. Ecan W =/f(z)—roromoppua B obractu C, To

(7) i=m—1.
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O mopcuere WnCAa BATKOB JaHHOH KpuBod. Uucao BuTKOB [
KpuBofi L paBHO CyMMe 4YHCEA BHTKOB OTAEAbHBIX uacTedl aTol
kpuBoil. Tak, manpumep, ecan kpusasi L B xpatHo#t Touke A
(uept. 1) pas6buBaercs Ha ’2 uacTn AaA n AbA, xoropbiM €OOT-
BETCTBYIOT YHCAAa BHUTKOB { H i, TO

(8) i=i i

Paccmarpusas Tenepp uwactu Aad u AbA, kak oOTAEAbHbIE
3aMKHYTbIE KPHBbIE, Ha KOTOPble pacrnaracb Kpupas L, Mbl AOAKHBI
HOAOXKHTb, YTO HX YHCAA BHTKOB I[; H I PaBHbl COOTBETCTBEHHO:

(9 =14t ), b=10"—(t, &),

rae (t;, t;—musmepennniii B 060po-
TaX HaMMEHbWIAH yroa, Ha KOTO-

/0
4

Yepr. 1. Uepr. 2.

pbifi HyXHO MOBEPHYTb KacaTeAbHywo Afy AAst coBMmewenus ¢ Afy.
Hs (8) u (9) creayer, utO

(10) i=1i,+ 1

[poaorxas takum xe ob6pasom, Moxem pas3butb BClo Kpusyio L
Ha PAA 3aMKHYTBIX NPOCTbIX KoHTypoB. [locreaomaTeabnoe npu-
meHenHe pasenctBa (10) aaer:

(11) st

rae s— YHCAO NPOCTbIX KOHTYPOB, OGXOZMUMBIX B NOAOKHTEABHOM
HalpaBAEHHH, a —06X0JHMBbIX B OTPHIATEABHOM.

Onpeaenenns. Ycaosumcs _KpHBYIO L, umerowyio i BUTKOB,
HasblBaTb |i| — BUTKOBOH KpHBOH, rie |i| -— aGCOAIOTHOE 3HaueHHE
qHucAa 1.

Ecan npu atom i > 0, To kpuBasi HasblBaeTCs MOAOKHTEADHOM,
ecan xe [ <0, TO OHa Ha3bIBaeTCs OTPHUATEABHOH.

OTMeTHM HEKOTOpblEe CAEACTBHsI M3 BbIIIENPUBEAEHHBIX TEOPEM.

Caeacteue 1. Ecan dynkuus W =f (2) roromoppna B KoHeu-
HOoH ofaactn C, orpaHuyeHHO# NPOCTBIM KOHTYpOM .5, TO He-
06XOANMBIM H JOCTaTOYHBIM yCAOBHEM oTcyTcTBus BHyTpu C
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HyAell mpoussoaHO f (2) #BAseTC® paBEHCTBO EAVHHIIE YHCAA.
BUTKOB KpuBO# L, coortsercTByromweii na nmaockoctn W kontypy S
(i=—1).

Jt10 creayer mus paBeHCTBa (5). 3amernM, uyTO OZHOBHTKOBas
KpuBasi Heo0sA3aTEAbHO JOAXKHA ObITb NPOCTOH, KaK BHAHO H3:
yepr. 2. Yactup#i cayuait artoro caeactsms (koraa L — mpocras
KpuBast) GbIA M3BECTEH paHee.

Creacrue 2. Ecan pyuxuus W =Ff(2) MEPOMOp(pHa B KOHeH-
Hoit ob6aactu C, a mpoctomy koHTypy S aroif obracTu cooTset-
CTBYeT Ha MAOCKOCTH W NOAOKHTEAbHAst OZHOBUTKOBas Kpupas L,
TO uMcAo Hyaed mnpoussozHoit f (2) Buytpm C (ecam oum Tam,
Boo6iue, HMEloTCA) He MOXET ObiTb MeHee 2ByX. B mocaeznem
cayuae BHytpn C cywectByer, no kpafiHell Mepe, oaAMH mMoAIOC
oynkunn W=

TO cAeayer U3 paBeHcTBa (4), npuHHMMas BO BHUMMaHHe, YTO:
npoctomy noiwocy ¢ynkuun W Buyrpm C coortmerctByeT aBOHHORA
NOAIOC €€ MPOH3BOAHOM.

Careacreue 3. Ecam W =f(z) mepomoppua B obractu C
C TPOCTHIM KOHTYPOM .5 M €CAH COOTBETCTByOIWas kKpusasa L oTpu-
nareapna (i< 0), To uncaro moatocoB ¢yukuuu W smyrpu C no

1
MeHbIiEeHR Mepe PaBHO ~—1~—t
a) Ilycts o6aacto. C xoneuna. Tak kak B aToM caysae m >0,
v>1, a |i|= —1, To, npunuMas BO BHHManKe paBeHCTBO (4), upu-
XOAMM K HEpPaBEHCTBY:
i1

(12) 0>

b) O6aacts C coaepmut Touky z = cc. Heobxoaumo pasanuarn
2 cayuas:

1) Touka z==:c ecTp ToOuxa peryasipnas. Toraa B Helt umeercs,
no meHbmell mepe, ABOHHOH HYAb NPOM3BOAHOR U, CAE€AOBATEADBHO,
B 9TOM CAy4ae m_>2, @ p—v -+

2) Touka z=cv ecTb MOAC MOpAZKA P. loraa NPOU3BOAHAA
HMeeT B 9TOHA Touke noatwoc nopsaka ¢ — 1. MAerko Buzern, ute
npu atom w=v-}/—2 a m>0.

B o6onx caysasx cuoBa npuxozum k HepaseHcTBy (12).

§ 2. O yncae nyaeit dyaxoguu.

Mycts W =f(z) — dpynkuun mepomoppuas B obractu C, orpa-
BH4eHHOR mnpocteiM koutypoM S. O6o0snaunm uepes ¥— uucro
noatocos Pynkunn f(z) suyrpnu C, a yepes k,, — uncro sHaueHwuii 2,
obpawarowux pynxuuio W = f(2)B W n pacnoromennnix Buyrpu C.
B rakom cay4ae v 6yaer uncaom noawocos u pyskuuu W — Wy, a k&,
6yaer uacAroM wHyAel 2To¥ (yHKUHHM, 3aKkAatouenubix BHyTpu C,
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Hx pasmocrs &, —v 6yaer, coraacuo Teopeme Komw, pasua ze-
A€HHOMy Ha 27 [PUPAILIEHHMIO apryMeHTa 3TOH (PYHKUHH [PH IOAHOM
06x04e TOUYKOH z KOHTYpa .S B MOAOKHTEABHOM HAlPaBAEHHH HAH,
YTO TO %€ CaMoOe, YHCAY OGOPOTOB, KOTOPOE CAEAAET pPajHyc—
sekrop W,W npu norsom ob6xoaze rtouxkoit W kpusoit L, coormeT-
cTBylomlefi HauleMy KOHTYpy .S.

Onpeaenenme. Hucro j,. 060poTOB, KOTOpOE cAeAaeT paamyc-

sekrop W, W npu o6xoze touxoft W kpusofi L, mnasbiaercs mo-
paakoM kpusoil L otHocuteabHo Ttouku W,. 3amerum, uto 3TO
TIOHATHE MOMET MPUMEHATHCA U K HE3aMKHYTbIM KpPHBBIM.

Us npeabiaymux paccysaenuit caeayer:
(3) ku;, :jwu —+ .

Teopema III (Kommu). Yucro k. suauennit z, o6pamaromux

B W, gynkguio W=7 (z), mepomoppuyio B o6ractu C, u rema-
WHX B 9TOH O6AACTH, PaBHO MOPAAKY j, OTHOCHTEAbHO ToukH W
0

kpuBoii L, cootBercTByroweit npocromy koutypy S o6aactu C,
YBEAHYEHHOMY Ha YHCAO V NMOAKCOB 3TOH ¢yHkuuu pHyTpu C.

B uwactHOCTH, unMcAO n=k, Hyre#A ¢ynkguu f(z) BayTpn C
onpezeAsieTcsi PABEHCTBOM:

(14) n=js 4
Ecau ¢yuxuus W-=—=f(z) roromoppua B o6ractu C, To

(13) ij, =Jw,

Boiuncaenne nopagka paunnoii kpusoii. Ecan pas6urs L na paa
OTAEAbHBIX MPOCTBIX KOHTYPOB, TO HETPYAHO BHAETb, YTO

(16) j,,:):swo—-f”-o. .

TAe Sy, — YHCAO MONOKHTEABHBIX, a £, — OTPUUATEABHBIX MPOCTBIX
KOHTYPOB, okpyxatomux Touky W,. Bes naockocts W kpusoit L
pas6uBaeTcs STOH KPUBOH HA PAA 30H C PA3AUYHBIMH 3HAUEHHUAMH /.
a CAEAOBATEABHO, H C PAaBAMYHbIMH 3HAYEHHAMH K.

M3 cpasuenns teopem | u lll Boitekaer caeayromas teopema.

Teopema IV '). Ecau pynxuuas W —f(2) mepomopgHa B xo-
neuno#t ob6aactu C ¢ npocteiM KOHTypOoM .5, KOTOPOMY Ha IAO-
ckoctu W coorBerctByer mpocrtas kpuBas L (koTopas MomeT He-
CKOABKO pas HaAeraTtb Ha camoe cefs), cozep:ialias BHYTpH
touky W =0, TO uHcAO n HyArel OyHxkuuu f(z) B aTOii o6racTH

1) dra Teopema npegcraBaszer ofobmenne Teopemsl MakgoHaAbza, KoTOpas
OTHOCHTCA K CAyYaw, korga f(2)— roaomoppua, a L — okpyxHOCTD C UeHTpOM
W=0. Cm. Whittaker and Watson. A course of modern analysis. Cambridge
1915 (p. 121), a Takxke Proc. London Math. Soc XXIX (1898).
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CBS3aHO C YHUCAOM m HyAeil npousBogHoil f'(z) B To#l xe obracTh
COOTHOUIEHHEM

a7) n—m=1—1,

rae [— aucro oraerpbno Aexamux BHyTpH C noarocos pynkuuu W.
910 caeayer us paseHcts (4) u (14), npuHUMas BO BHHMaHHe,
4TO i:jo

PagenctBo (17) ocTaeTcs cnpaBeAAUBbIM, €CAU 3aMEHHUTb B HEM 1
uncaoM &y, ecau ToAbko Toraa W, pacnoromena mytpu L.

[Moromum, npu coxpanenun ycaosuit teopemn 1V, uro m=0.
M3 pasencrsa (17) caeayer, 4YTO mpH 2TOM BO3MOKHBI AMIIb
2 cayuasn: [==0 uan /=1 (rax xkak n_>0). Pas6epem 06a cayuas
OTZAEADbHO:

a) [=0, a ssaunt u v=0. Papenctso (4) azaer i—=-}1,
oTkyAa creayet, uto ¥ j,, =1, rae Wo— Touka BHyTpH L, B CHAY
vero pasencteo (14) aaer, uro k,, =1.

b) / =1. B o6ractn C umeeTcs € sAHCTBEHHDI TOAIOC, IOAOKHM,
kparHoctH & (2>1). B arom caywae i=—a, ky =0 u k), =2,
rae Wo— Touka, remamas uytpu L, a W) — cuapyxn.

Mb! npuxoAnM K CAeAylowlemMy pesyAbTaTy:

Creacrene 4 '). Ecau W=f(z) mepomoppna u me umeer
HyAe# npousBogHo# B o6aactu C ¢ npocTbiM KOHTYpOM .S, KOTO-
pomy Ha nmaockoctH W coorserctByer Takme npocras kpuBas L
(xoTopast Mo:mxeT, BoOGuWe roBOps, HaAeratb Ha camoe cebs), TO
W =f (z): 1) au60o orobpaxaer o6racTb C Ha BHYTPEHHIOW MO OTHO-
mwenmio k L wacte naockoctu W c coxpanenuem KOH(OPMHOCTH
BO Bcex Toykax, 2) am6o orobpamaer C o —kparHo («>1) Ha
BHEIIHIOI YacTb NAOCKOCTH W Takie KOHPOPMHO, 3a MCKAlO-
uenuem Toukn W =—=cc, rae B cayyae 2 > 1 6yzer Touka pasBer-
BAennst (nopsaka o — 1),

B cayyae 1) L 6yaer xpusoii moromureannoii (1 nputom o6s-
3aTEAbHO OJHOBHTKOBOH), B cAaydae 2) L 6yaer kpuBoH oTpuua-
TeAbHOH. IJTO OGCTOATEABCTBO MOXKET CAYAHTb YKa3saHMEM Ha TO,
C KaKHM CAy4aeM Mbl UMEEM AEAO.

Hexoroprie o606mennsn teopem I, II u III. Teopemor | u Il
HENOCPeACTBEHHO PACMPOCTPAHSAIOTCS H Ha TOT CAyuda#l, koraa
¢yukuuss W= f(2) umer B o6ractu C, kpome NOAIOCOB, U AOTapH(p-
MHYECKHE OCOGEHHble TOYKH [B KOTOPBHIX OHa NpPeACTaBAAET cO60r0
cymmy MepomMopdHO#i ¢ymkuuum u uireHa Buza Alog (¢ —a)].
Tax kak ee npoussoawas f'(z) ocraeTcs B 9TOM CAydae Mepo-
10p(HOM, TO BCE JOKA3aTEAbCTBO OCTAeTCH B CHAE. 3aMETHM, 4TO

1) Ykasannem Ha BO3MOKHOCTb ITOTO CAEACTBMA M3 paBeHcTBa (17) s 06s3aH
npop. B. Y. CmupHosy, B gucceprauum xoroporo: ,3agaua obpauieHus AnHei-
HOro Au(PepeHUHarbHOr0 ypaBHEHHS 2-TO MOPsAZKa“ JOKa3aH WYacTHbIA cAyuait
STOTO TPeANOKeHHA. YCAOBHA 3TOTO NpeaAOXeHHss 6yAyT BBINOAHEHbI, ecAn f(2)
€CTb OTHOLIEHHE ABYX HE3aBUCHMBIX peUIeHHWH AHHEHHOro YPaBHEHHA 2-TO MO-
psiAKa, M3 Uero BHAHA €r0 BaXHOCTb AR TEOPKH AHdPepeHNarbHbIX ypaBHEHHUI.
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B 9TOM cAy4ae Kpusas L yxe He 6yaer, BoOGuie roBops, 3am-
KHYTOH, TeM He MeHee €e YHCAO BHUTKOB I 6yJET YUCAOM LEABIM.’

Herpyano o606wnts teopemnr I u Il Ha cayualt nempocroit
samkuyTo#t kpusoft S. [loroxmm, uyro nogobuas xpusas S ¢ um-
CAOM BHUTKOB i pacloAroxeHa B o6AacTH 7 MNAOCKOCTH z, B KO-
Topoit pyukuus W =f(z) ocraercs mepomoppuoii. Kpusas S pas-
6uBaeT o6racTb / Ha psZ 30H, KOTOPbIM COOTBETCTBYIOT pasHble
3Ha4YeHHs mopsigka j aToi kpuBoH- [lyctb j o6osHauaer mopsizox

kpuBoii S OTHOCHTEABHO Touek r-off 30HbI, a m, H | COOTBET-

)
CTBEHHO O60O3HAYAIOT YHCAA HyAeH W NMOAIOCOB npouspozHai f(z),
PaCHOAOKEHHbIX B r-Off 30He. MokHO MOKasaTb, YTO YHCAO BHTKOB
I xpuBo#t L, koropas coorBercTByeT Ha naockoctd W Hauedt
KpUBO# S, ompexerseTcs caeayrowel QopMmyAroii:

—
(18) =i+ Z Jo(m.—w)

rae CyMMHPOBaHMe NPOU3SBOAMTCA MO BCEM 30HAM obracTu 7.
Touno Tak:xe MOXHO NOKasaTh, 4TO

(19) l JII’”_ E ;j1 ( k (ur: - V(r)) ’

I3

rae [/, —nopazox kpueoH L 0THOCHTEAbHO HEKOTOPOH TouKH W,

(r) (7)
mrockoctn W, a k', m V" cooTsercTBEeHHO 0603HAYAlOT uHCAA

HyAedl M noatocos ¢yukuun f(z) — Wy, pacmoromensbix B r-oft
30He.
Mopmyarer (4) u (13) sBasroTCs yacTHHIMEH CAyHasMH (POPMYA

(18) u (19).

§ 3. O PumannoBsIXx goREepXHOCTAX.

Teopemsr 1 u Il moryr 6biTh MCTOAKOBaHDBI, Kak OmpeAeAeHHbIE
cootHomenusi Ha PumannoBbix nosepxHocTax. OrpaHuuuMcs CAy-
yaem, xorga W ecTb pagHoHarbHAS QyHKUHS OT 2t

(20) W =R (2).

Ilpu stom 2z, paccmarpusaemoii, xak dynxuus ot W, coorser-
CTBYET OMpeJeAeHHasi pacrnpocTpaHeHHas no naockoctd W Puma-.
HOBa MOBEPXHOCTb R ¢ KOHEYHbIM YHCAOM AUCTOB 7, MeXAY KOTOPOH
M IIAOCKOCTDIO MEpeMeHHOH Z yCTaHaBAHMBaeTCS OZHO3HAYHOE CO-
orsercteue. [Ipn o6xoze Touko#t z mpocroro koHTypa S, orpanu-
yuBalomiero Hekotopyio o6aacte C (06racts C cumTaeTcs pacro-
AOMEHHOH cAeBa OT HamnpaBaeHds o6xoza), Touka W onumer
3aMKHYTyI0 KpuBylo L, koTopas 6yaer mnpoctoii Ha Pumanxosoit
TIOBEPXHOCTH H pacceyeT ee Ha 2 yacTH (Kak nosepxHocTb poaa 0).
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Ty u3 aTtux uacreil, koTopas pacnoroxeHa caesa ot L (u, caeso-
BAaTEABHO, cooTBercTByeT obaactu C), HasoBem uactbio R, a BTO-
pyto—uacTtbio R,.

Hyasm npoussoano#t ¢yukuum R(z), Haxoaswumcss BHYTpH
o6aacti C, COOTBETCTBYIOT KOHEUHbIE TOUKM Pa3BETBAEHHs 4acTH Ry,
a noawcam @ynkuud R (2) — 6eCKOHEYHO-YAAAEHHbBIE TOYKH 3TOH
4aCTH, KOTOPbIE MOT'YT GblTh OAHOBPEMEHHO H TOYKAMHU Pa3BETBAEHHSI.

Pas6epem nogpobuee TOT cAyuadl, xoraza obaacts C KoHEuHa
(cayuait Teopemnt I). Tloroxum, uto B wacte R, Bcero umeercs Q
TOUYEK Pa3BETBAECHHS, U3 HUX ¢— Ha KOHEYHOM PACCTOSAHHUH, a P — bec-
koHeuHo-yaarenHbix (Q = p -+ g). Ouesnaxo, uto
(21) g=m.

22) p=v—1

rae o603HayeHHs1 COXpaHeHbl Te xe, uTo u B § 1.

[loacraBass B pasencrso (4) sHauennss m u [ us paseHCTB
(21) u (22), npuxozuMm Kk CAeayOlEMy COOTHOWIEHHIO AAA YacTH R,
(23) i=Q—2v41.

3aecp { o603HayaeT YHCAO BHTKOB KpHBOH L, a v— uMcAo
6€CKOHEYHO-yAaAE€HHbIX TOYEK 4acTH R;.

Herpyano nokasatb, uto coornomenne (23) ars wactu R; co-
XpaHsieTcs ¥ B TOM CAyyae, Koraa o6ractb C colepxut 6ecko-
HeuHO-yAaAeHHylo TOuky. Mbl y6exmaaemcs, Takum o6pasom, B TOM,
uyto cooTHoweHue (23) npuMenumo k AwWGo#l wactu noBepxHocTd R
(kaxoBa 6bl HU 6bIra cooTBeTcTBytowas et o6aacts C). Mol moxem
MOTOMY COBEPUIEHHO OTBA€YbCH OT [AOCKOCTH z M BbIpa3sHTb
pesyAbTaT B Takoi ¢opme:

Tecpema V. Ecan R; ectp uacte Pumanxosoii noeepxmoctn
(poaa 0), orpannuensas kpuBo# L, mpocTo#l Ha 3TOH MOBEPXHOCTH
M KOTOPOH MPHIMCAHO TaKoe HampaBaeHHe, uTo6bl R; 6mara pac-
noromeHa caesa or L, TO MemAy 4YMCAOM BHTKOB [ KpHBOH L,
yucaoM (Q TOuek PasBETBAEHHS U YHCAOM Y GECKOHEYHO-yAAAEHHBIX
TOYeK 4acTH R CylIecTBYeT 3aBHCHMOCTb

i=Q—2v+|1.
B uacTtHOCTH, KOrga wactb KR; KOHeuHa
(24) i=Q-+1.

Coortnomenne (23) o6beaunsier B cebe popmyant (4) u (6). Bee
CA€ACTBHSI M3 B3THX (POPMYA HaXOAAT CBOI HHTEPIPETALMIO HA MO-
BepxHoctu R.

Hs coornomenns (23) upessbiyaliHO NPOCTO BbITEKAET CAe-
ayroulee cooTHoumeHne AAs PumanHoBbIX noBepxHocteii. poaa 0:

(25) P—2n42=0,

rae P—noAHOE HHCAO TOUEK PA3BETBAEHHSA, 2 n—TOAHOE YHCAO AMCTOB
paccMaTpuUBaeMOll MOBEPXHOCTH. JTO COOTHOLIEHHE MNPEACTABASET
co6010 uacTHbl cAyyali usBecTHOR QopmyAbl Pumanna, oTHOCS-
wefica K MOBEPXHOCTAM Al6oro poja.
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Uber die Anzahl der Nullstellen der Funktion und ihrer
Ableitung.

S. Gerschgotin.

Zwischen den Eigenschaften der Funktion W =f (2) in einem
Gebiete C der Ebene der Verinderlichen 2 und dem Charakter der
Kurve L, welche die Abbildung des Randes .S des Gebietes C auf
die W—Ebene darstellt, gibt es einen nahen Zusammenhang, und als einen
Ausdruck desselben kénnen wir den beriihmten Cauchyschen Satz iiber
die Anzahl der Nulstellen der Funktion betrachten. Die vorliegende
Arbeit dringt in diesen Zusammenhang viel tiefer ein. Hier wird ein
Satz bewiesen, welcher eine bestimmte Analogie mit dem Cauchyschen
aufweist. Dieser Satz lautet, wie folgt. Die Differenz der Anzahl der
Nullstellen und der Pole der Ableitung f (z) im Gebiete C ist um 1
minder, als die Windungszahl der Kutve L. Dabei wird unter der Win-
dungszahl der in vollen Umdrehungen gemessene Winkel verstanden,
um den sich die Tangente an die Kurve L bei voller Beschreibung
dieser Kurve dreht. Aus dem Vergleiche dieses Satzes mit dem von Cauchy
folgen auf sehr einfache und natiirliche Weise einige sovie neue, als
auch schon in weniger allgemeinen Form bekannte Resultate.

Am Schlusse dieser Arbeit wird eine geometrische Deutung unseres
Fundamentalsatzes in Form einer bestimmten Relation auf der Riemann-
schen Fliche gegeben.
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Ueber den Algorithmus der Erhéhung.
B. Delaunay.

Im lahre 1915 gelang es mir die unbestimmte Gleichung X3¢} Y3=1
vollstéindig zu 16sen *). Das war iiberhaupt das erste Beispiel einer
Losung einer (nicht trivialen) bindren kubischen Glelchung Der entschei-

dende Umstand lag damals in der Bemerkung dass aus & =P. V g+ Q
und den conjugiertgn Gleichungen man 2," 0.2/ 4.’ —o

i) 471 .
bekommt, wo 6§ —e3 —={; 4—e 3 —(* sind. Wenn man sich also
den Beweis verschafft dass m sich nicht durch 3 u 2 teilen léasst,
so kann man die Einheitswurzeln { und {* unter die Exponenten m
hineinfiihren und denn Schluss ziehen dass (.&) -F34%.g)" (oder

£2.2' +14 . &), als Teiler von &, éine Einheit ist, woraus man eine
neue nicht triviale Bedingung erhilt. [Das einzige wichtige Resultat iiber
die unbestimmten Gleichungen 3-ten Grades, welches nicht meinen in
Abhandlungen von 1915 und 1922 schon enthaltan war, erhielt
T. Nagell (1925) *¥) indem er diese meine Methode auf die etwas allge-
meinere Gleichung ‘AX? -+ BY®—=1 anwandt und mit ihrer Hilfe die
Losung dieser Gleichung auf diejenige meiner Gleichung X3¢+ Y3 =1
zuriickfiihrte]. Man sieht aber nicht wie man diese Methode fiir die
Gleichungen, welche nicht mit dem reinen, sondern mit dem allgemeinen
kubischen Korper verkntpft sind, verwenden koénnte, weil in diesem
Falle 6 und ¢ keine Einheitswurzeln sind. Darum habe ich noch seit
1916 eine zweite Methode verwendet (den Algorithmus der Erhéhung)
welche mich im lahre 1919 zum vollstindigen Beweise meines Haupt-
satzes iiber die Anzahl der Darstellungen der Zahlen durch bindre
kubische Formen von negativen Discriminante fithrte *¥*),

Ich will hier einige weitere Untersuchungen (welche in den C. R.

1921 und 1924 skiziert wurden) iiber diese meine zweite Methode
mitteilen.

m

*) Journal der Math Ges. zu Charkow. 1915, so wie Mem. der S. Petersb.
Akad. d. Wiss. 1922.

*x) Journal de Math pures et appliquées, 1925.
***) Memoiren der S. Petersb. Akad. d Wiss. 1922.

17 Kypuaa Aenunrp. Mus.-Mar. O-8a, 1. 1, B. 2 (1927). 257



. 1. Ueber eine notwendige Bedingung fiir die Lés
barkeit der unbestimmten Gleichung @® (x, y)=—=1.
Sei Ax®+ Bx2y+ Cxy*+ Ey* = (A4, B, C, E) = ® (x, y) eine gege-
bene binidre kubische Form, und seien ®;, nnd w; die Wurzeln der
Gleichungen ;3—Bo* + AC»,— A’E = 0 und 0,3 — Co*+ BEw, —
—AE* = 0, wobei w;0;== AF. Man kann leicht beweisen (s. dieses Jour-
nal S. 40) dass der Modul [, w; 1] ein Ring ist. Wir werden diesen
Ring O () oder O [w; wy 1] bezeichnen. Seine Discriminante ist der
Discriminante von ® gleich. Aequivalenten Formen entspricht ein und
derselbe Ring. Wie man es leicht aus der Theorie der Idealen sieht,
kann nicht jede Form ® als Norm (in € (®) = Qw,) einer Zahl von
der Form A- X+ .Y, wo X und ¢ ganze Zahlen aus 2 (P) sind,
dargestellt werden. Wenn aber @ die Zahl 1 darzustellen fahig ist,
so ist sie einer ,ganzen“ Form f (x, y),d.h. einer solchen, bei welcher

(]
E =1 ist, dquivalent, z. B. (4, B, C, E)=(q, ~—p, n, 1) <(}( '3) ,

und wenn p die Wurzel von p3= np*-pp-|}q ist, so bekom-
men wir (4, B, C, E)=NQ (. - X+ Y), wo h=ap—1; v =8p—+3,
d. h. hat dann @ eine solche ,ganze“ Zerlegung in seinem eigenen
Ringe, da O (P)= O [¢?, p, 1] ist. Wenn @ primitif ist, was wir
voraussetzen wollen, so sind die Zahlen A, p relatif prim. Wir haben.
aber —;:%— und also bekommen wir FE = pj; 0, =2 -J, wo j eine
ganze algebraische Zap] aus @ (@) ist. Die Zahl 2aE — . w; des
Ringes O(®) ist=(a.p—B8 1) j=j, weil a.p—fB k=1 ist.
Das Ideal (wg, E) des Ringes O (P?) muss also ein Hauptideal dieses
Ringes sein. Wenn die Form @ gegeben ist, kann man durch be-
kannte Methoden entscheiden ob das Ideal (»,, £) ein Haupt-
ideal ist, und im Fall wo dies ist, die zugehGhrige gahze algebraische
Zahl j berechnen. Dann kénnen nur A = u)_z und P = — sein, oder
von diesen Zahlen beide durch einen und denselben Einheitsfactor ver-
schieden sein. ,Fiir die Mdglichkeit der L6sung der Glei-
chung @ (x, yy=1 ist also das Vorhandensein einer
solchen Zerlegung von @ in seinem eigenen Ringe
notwendig®.

Beispiele zeigen aber dass diese Bedingung noch nicht hinrei-
chend ist.

2. Ueber zwei Kongruenzen welchen alle LGsungen
P, Q von ® (x, yy=1 geniigen miissen, wenn ® eine
bindre kubische Form vonnegativenDiscriminante ist.
Setzen wir voraus dass diese Bedingung erfiillt ist, und sei A= ro, +
+s0, + £ v=—uw, + oo, +w. Wenn wir ®(P,Q)= 1 haben, so ist
A-P—+up . Q eine positive Einheit des Ringes O (®). Wenn die Form ®
von negativen Discriminante ist, so hat der Ring O (®) nur eine ein-
zige unabhingige Fundamentaleinheit. Sei ¢,=—aw + bw, +c die
direckte positive Fundamentaleinheit d.-h. diejenige fiir welche 0<Te <1 ist.
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Man kann die 9 Zahlen a, 5, ¢ 7, s. & u, v, w aus den Zahlen
A B, C E durch bekannte Methoden berechnen. Man hat also

k-P+y Q=¢,”. Man kann annehmen dass m > o ist, weil, wie man
es leicht aus Zahlengeometrischen Griinden sieht, Losungen (P, Q) mit
m <o bei gegebenen },  nur mit solchen m vorkommen kénnen welche
absolut genommen eine gewisse angebbare (nicht grosse) Grenze A nicht
iibersteigen. Man kann sie z. B. sogar auch alle finden. Oder kann man
anstatt A und @, A €°_h. w . & " nehmen, und dann werden gewiss
schon keine Lé&sungen mit m <o vorhanden sein. Wir haben also
r-P+p. Q=P+ uQ) o, + (sP+vQ) 0y + P+ wQ) = Fo, +
+ Go,+H=1¢ =¢," = (ao; + bw, + ¢)". Wenn wir diese Glexchung
fiir die konjugierten Ringe schreiben und substragieren, erhalten wir
F (0 — )+ G (0 — 0"y = &) — """ = (¢, (Uo, +

+ Vio+ W)y=[a (o — o)+ b (032 —a ”)] (le + sz + W) wo
U, V, W auch ganze rationale Zahlen sind. Wir haben

. y AE(‘”z - ‘02) AE oy (03" — @) w)

0 — " = = — = (0, — wy").

o, 0,"” AE? E

Also bekommen wir, nach geeigneter Kiirzung, — Fo, + EG =
=(— aw, + Eb) - (Uw; + Vw;+ W). Die Vergleichung der Koefficien-
ten gibt 3 Gleichungen durch deren Lésung wir AU = a (6f'— aG);
A.V=b (bF—aG); A-W=b (aC—bE) G+a (atA—bB) F
bekommen, wo A=—=a34 — a’bB+ ab’C - b3F ist. Sei &==(a, b) und

A
a=—=a,8; b=="5b3 und bezeichnen wir 5 durch %, dann hahen wir

v 3 - U=a, bFE—aGy wV=b (bF—aG) x-5.W=
=b; (a,C—bF) G+ a, (aA—bB) F. Aus den beiden ersten
Gleichungen, da (a, b;) = 1 ist, bekommen wir b;F — a;G=0 (mod . x3)
-oder

P.K4+Q -L=0(mod. «3)........ ..... (1)
l
wo K=1% b I;L=Ia1 b ist, und aus der dritten
lr s ‘ lu v
P K4+Q L=0(mod. #3).............. (2)
Ca1 b1 Ebl N Bal b] bl Aal
wo K—-‘ s H
L: Ca; bl"—Eb[2: Ba1 bl—Aalz‘
u, v '

Diesen Kongruenzen (1) und (2) miissen alle Losungen P, Q der
Gleichung @ (x, y) =1 geniigen.

3. Ueber den Fall, in welchem die Kongruenzen (1)
und (2) identisch erfiilit, sind. Sei A, p. eine Zerlegung von @
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n O (D), dann ist h, =X e po=p- e0” auch eine solche Zerlegung.
Wenn wir die Zahlen K, L, K, L fiir diese Zerlegung durch K, L_
K, L, bezeichnen, so berechnet man leicht dass K K. c+38 K,
L1 = Lc+ 3L und Kl—"KC+8K9 L1 =L. C+8 L. © (mOd /’))v
ist, wo 9 = — ACaq,2+ (AE + BC) a1b, — BEDb,* ist. Wenn die Kong-
ruenzen (1) und (2) identisch erfiillt sind, d. h.K=L=K=L=—=o0 (mod. »0)
ist, so sind also die Kongruenzen (1,) und (2,) auch identisch

erfiillt.—Sei o ein gemeinsamer Teiler von K und L, dann ist ¢ auch
l; ; , da a; und b; relativ prim sind. !l: ;!ist der Index
des Moduls [A, p, 1] in Bezug auf den Modul [w;, ®;, 1]. Setzen
wir voraus®dass die Gleichung @ (x, y)=1 eine Ldsung hat, dann ist
A= (apty)-¢; p={Bp+9)-¢, wo ¢ eine Einheit ist, und eine Einheit

Teiler von

des Ringes [0;. @,, 1]=[p? p, 1], weil man «-p — B.L = ¢ hat.
Es sei ¢ =Ap?+Bp +I', wir haben dann

\rs| __ ' Aan+Ba+ Ay,

lu v| = | ABn-+B3+ A3,
Aap +Ta+By| |a 8| |An+B, A| \
Agp+T8+B3| = ‘l'iAp-i—I‘ B|=ABntB —A’p —Al'=

wo A’ der Koefficient von £,* bei m=re"" ist. Jeden g. g. Teiler von
K und L ist also Teiler von diesem A’. Wenn K=L =0 (mod x5)
und 9 das Produkt aller verschiedenen Primzahlen ist, welche in % auf-
gehen, dann muss A’ durch 5 - 8 teilbar sein. Die Zahl N[A'(n — p) + B']
ist der Index von 7 in Bezug auf O (p) und, da 7 eine Potenz von
60_1 ist, muss sie sich durch den Index 8% von &y in Bezug auf O (p)
teilen. Man sieht aber leicht, dass A’ und B' & als gemeinsamen Teiler

haben missen, d. h. A'=A’;-8; B’ =B, -8, und also muss
N [AY (n—p)—f-Bl] sich durch « teilen. Da aber A,'=o0 (mod. %)
ist, so muss B;'*=0 (mod. %) sein, d.h. By’ =o0 (mod 4) sein. Wenn

also die Kongruenz (1) identisch erfiillt ist, so ist 5 Teiler von A;'urd B';.
Wenn wir jetzt zu den Kongruenzen (1,) (2;) libergehen, so miissen sie
sich nach der obengemachten Bemerkung, wenn (1) und (2} sich iden-
tisch erfiillen, auch identisch sein. Wenn wir also ¢ - ¢ = A"p*+Bp+ TV

und &, ==ap® + bp + ¢ setzen, so miissen auch A,” und B," sich durch
a tellen Wenn wir aber A,”, B,” durch A/, B, I" und @, b, ¢ aus
driicken, so erhalten wir dass @l und Bl sich durch o teilen miissen,
wenn man a=a; & b=b, .d setzt, da _aber (a‘ b, () == 1 ist {da, wie

man es leicht sieht der g. g. Teiler von a und & ist derselbe wie der-
jenige von a und b, also 8) und T' nicht durch o teilbar sein kann,
wenn 0> 1 ist, so muss 5:== 1 sein. Daraus schliessen wir dass # = - 1

ist. Die Zahl ;—alml—f-b oy, in  O(®) hat demnach in Bezug auf
O(®) den Index =1, und also ist die Form (g, —p, n, 1), welche
die Wurzel p hat, eine ganze der Form @ iquivalente Form. Es ist so
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eine Losung der Gleichung ® = 1 gefunden. Wir werden aber gleich
zeigen dass es deren ja auch zwei gefunden werden kénnen.

In der Tat, aus K=L=K=L=o0 (mod. #8) bekommen wir
leicht dass r = s —u=v=o0 (mod. ») ist; z. B. K . (Ba;b; — Aa,*)—
Kby = (—Aa,* + Ba,?; — Ca;b* + Eb®) - s = —x - s. Es muss also
Al :,; Z =o0 {mod. 5?) sein. Die Einheit 7 und also auch & liegt
demnach im Ringe O (3p). Es sei ¢ =¢,", d. h. (a- 8> +b3p+¢) =
== A9%?+ B3 +I. Durch die vergleichung der Koefficienten von p?

T—1 B .
bekommen wir daraus dass T-a; 8 =o (mod. 82) ist. Da aber
(¢, 3)=1 ist und (r, 8) =1 vorausgesetzt werden kann (da man ander-

fals von A; p zu h - g"; v -&;" iibergehen kann, so dass man anstatt T
< —k hat, und dabei k so wihlt, dass (t— k, 8)=1 ist). So hat
man a;==o0 (mod. 8). Die Einheit ¢, selbst liegt also in dem Ringe
O (8p). Der Index von &, in Bezug auf O (p) ist gleich =23, da
v==""71 ist. Es ist also g, eine Einheit im Ringe O (3p) welche in
Bezung auf diesen Ring den Index =1 hat. Die dem Ringe O (3p)
gehdrige Form (3%g, — 8%, 3n, 1) ist also einer ,reversiebelen” Form
(1, —p’, n', 1) &quivalent. Die Gleichung (3¢, —2%p, on, 1) =1
hat also wenigstens 2 Losungen (0,1) und (3Xj, Y;) und folglich
hat auch die Gleichung (4, B, C, E)=1 2 Losungen, weil (4, B,
C, E)y=(4y, —p, n, 1) ist. Wir haben das Theorem: ,Wenn die
beiden Kongruenzen (1) und (2) identisch erfillt sind
und %=1 ist, hat die Gleichung ® (x, yy=1 keine
Lésungen, wenn aber x=7""1 ist,so hat sie zwei Lésun-
gen, welche man auch berechnen kann®,

4. Algorithmus der Erhéhung. Seien die Kongruenzen (1)
und (2) nicht beide identisch erfiillt. Sei z. B. (1) nicht identisch. Wenn
man dann durch d den g. g. Teiler von K, L und %3 bezeichnet und
wenn K= dK': L = dL'; 8 = d+’ ist, so wird PK' + QL' = o0 (mod. *').
Wenn jetzt weiter (K, L)=d uwd K=K -d; L=L" d
ist, so haben wir (d', ) =1 und also P- K"+ Q- -L"=o0 (mod *')
wo schon (K", L") = 1 ist. Wenn wir von der Form (4., B. C. E)
zu der Form (A4, B', C', E') durch die Substitution (? 'én) iiber-
gehen, wo & - K” +7v - L" =1 ist, so bekommen wir A’P? + B'P2Q +
+CPQ2+EQ?%*=1, wo P=o0 {(mod. %) ist, weil P =P . K"+
+Q L" ist. Setzen wir P—=P+ und A= A3 B=Bw2
C=C #; E=E, sobekommen wir die Gleichung(4, B, C.E)=1
auf deren Ldsung die Lésung der gegebehen Gleichung (4, B, C, £) =1
reduciert ist. Die Form (4, B. G, E) hat aber eine %6 mal grossere
Discriminante als die gegebene Form (4, B, C, E), und #' ist =1
weil wir vorausgesetzt haben dass (1) nicht identisch ist. Von der Form

(4, _Bi, C, E) schreiten wir in derselben Weise zu einer Form (zzl—, B,

5 E) u. s. w. Dieses Verfahren kann nur dann abbrechen, wenn auf
einem der Schritte entweder die zugehdhrige Form keine Zerlegung in
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seinem eigenen Ringe hat, und dan hat die Gleichung ® (x, y) = 1,
keine Lésungen, oder die Kongruenzen (1) und (2) identisch werden,
und dann hat die Gleichung ® (x, y) = 1, wie wir gezeigt haben,
entweder keine, oder 2 Ldsungen, welche man dabei auf diesem Schritte
auch finden kann. _

5. Erster Fall, wenn die Gleichung @ (x,y)=1 eine
und nur eine Losung hat. In deisem Falle, welcher sehr oft vor-
kommt, wird nach § 3 dieser Algorithmus gewiss nicht endigen. Die nihere
Untersuchung dieses sehr merkwiirdigen Umstandes behalten wir uns auf
ein anderes Mal vor.

6. Zweiter Fall, wenn die Gleichung ® (x, y)=1
wenigstens 2 Loésungen hat. In diesem Falle wird gewiss auf
einem Schritte des Algorithmus der Erhohung der Umstand auftreten
das die Kongruenzen (1) und (2) identisch befriedigt werden. Das sieht
man leicht aus Zahlengeometrischen Griinden welche wir im nihsten §
auseinandersetzen wollen.

7. Das Anndhern an die L6sungen mittels des Algo-
rithmus der Erh6hung. Wenn man das quadratische Gitter
(x, y), wo (x, y) alle Punkte der Ebene, welche in einem zu Grunde
gelegtem rechtwinkeligen Koordinatensystem ganzzahlige Koordinaten x
und y haben, betrachtet, so bilden alle Punkte (P, Q) deren ganzzah-
lige Koordinaten die Kongruenzen K - P+L" Q=o (mod. %) erfill-
len, oder der unbestimmten Gleichung K" . P+L" Q=% -t wo t
eine beliebige verinderliche ganze rationale Zahl ist, geniigen, ein paral-
lelogrammatisches Teilsystem in diesem Gitter. lede weitere Erhchung
durch unseren Algorithmus fiihrt immer zu einem neuen Teilsysteme.
welches wenigstens einen 2 Mal grosseren Inhalt seines Grundparallelo-
grammes hat und immer den Punkt (0,0) enthilt. Wenn eine Lésung
(P1, Qy) vorhanden ist, so reduciert sich die ganze Sache zur Wegschaf-
fung von Punktreihen, welche der Punktreihe (o0,0) (P;, Q;) parallel
sind. Das kann ohne Ende gehen, wie es im Falle wo es nur eine
Losung gibt, ja auch, wie wir es gezeigt haben, tatsichlich auftritt.
Wen es aber zwei Losungen gibt, (P, Q) und (P,, Qy), so kann der
Inhalt des Grundparallelogramms den Inhalt des Parallelogramms (0,0)
(P, Q1) (P, Q) nicht iibersteigen, weil dieses Parallelogramm in allen
Teilsystemen vorkommen muss, und also muss der Algorithmus endigen.
Wenn vir in jedem Teilsystem das Minimum, d. h. den Punkt (x, yo),
welcher der nichste zum (0,0) ist, bestimmen, so wird gewiss die
kleinste Lésung (P, Q) der Gleichung ¢ (x, y)=1 sich in der Reihe
dieser aufeinanderfolgenden Minima finden. So kann man die L&sung
auch im Falle des § 5, wenn der Algorithmus unendlich ist, aufsuchen.

8 Die Berechnung der Zahlen A, p fiir die erhéh-
ten Formen. Seien : und ¢ fiir die gegebene Form @ (x, y) schon
berechnet, wie dies in dem § 1 angedeutet wurde, also wie die Zahl =,.
Wenn wir nach § 4 von ® zu der Form ® ' durch die Substitution

<a /é//) iibergehen, so sind A" = ah-d-yp; v’ = pK" — AL”. Setzen
1
wir voraus das dies schon geschehenist, d.h. ) ==}; p’=—p. Dann ist
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(A4, B, C, E)=N (A v); (4, B, C, E)y=N (vh,_p)=(Ax3, Bx"?,
Cv', FE), die Basis dieser erhShter Form ist w; — x2w;; wy —=%'wy - %' - A -
und p ist eine Zerlegung von ® in O(®), sie muss aber eine Zerle-
gung A, u in seinem eigenen Ringe O(®) haben, dann muss aber
L=x"-A e w =1y e sein, wo T ein ganzer positiver Exponent
<v ist, wenn g, die erste Potenz ist welche in O (P) liegt.

9. Kriterium des Aufenthaltes. Es kann sein dass die
Gleichung ® (x, y) = 1 gar keine Losungen hat, man soll einen Um-
stand finden welcher auf einem oder anderen Schritte des Algorithmus
der Erhohung die Unniitzlichkeit weiterer Rechnungen ins Licht setze.
Wenn wir einen solches zuverldssiges Kriterium hitten, dessen Auftreten
auf einem von Forn herein von oben begrenztem Schritte auftreten solite,
wiare das ganze Problem geldst. Einen solches haben wir
bis jetzt nicht gefunden. Wir kdnnen aber die folgenden zwei Kriterien
anzeigen. Erstens kann es geschehen dass eine erhohte Form keine
Zerlegung in seinem eigenen Ringe hat, was man nach der Methode
des § 8 immer beurteilen kann. Zweitens kann es geschehen dass
die Kongruenzen (1) und (2) unvereinbar sind, was, wie man leicht
sicht, dann und nur dann auftritt, wenn l ’l; ; ‘nicht durch O teilbar ist.

10. Zwei Beispiele. Sei die Form (2,0, 3,2), D = — 648 ge-
geben; 0,3+ 60; — 8 =10; > — 30,— 8 —o0, ®;— 1=¢ ist eine
Einheit, die Zahlen » und p des Ringes O (2,0 3,2) miissen die Norm
2 haben; wenn man aber die bekannten Methoden benutzt, berech-
net man leicht, dass im Ringe O (2,0, 3,2) es keine Zahlen mit der
Norm 2 gibt. Die Form (2,0, 3,2) hat also keine Zerlegung in seinem
eigenen Ringe. Hier tritt also der Fall des ersten Kriterium des
Aufenthalts. Die Gleichung (2,0 3,2) =1 hat also keine Lésungen. —

Sei jetzt die Form (3.3, 4,2), D= —516 gegeben; ®;*> — 30,% +
+ 120; — 18 = 0; ®,® — 402+ 6wy — 12 = 0; wir berechnen die
Zahlen X und U, sie sind A=-—3+wy; p =2 — o;; die Fundamen-

r s .

taleinheit des Ringes O (3,3, 4.2) ist eg=23— 705 3= 7;| | =1

und ist durch 7 nicht teilbar, die Kongruenzen (1) und (2) sind also
unvereinbar. Hier tritt also der Fall des zweiten Kriteriums des Aufent-
haltes. Die Gleichung (3,3 4,2)=1 hat also keine Ldsungen. [Das ist
u. a. die Form mit der kleinsten Discriminante welche die Zahl 1
aus nicht trivialen Griinden nicht darstellen kann].

11. Algorithm'us der Erh6hung im Falle einer gan-
zen Form. Wenn die Form ® ,ganz* ist, z. B. (g, —p, n, 1), so
bekommen wir K=a;; L =o0; K=a;b;n—>5;2; L =0 und also, da
(@;, b)) =1 ist, reducieren sich die beiden Kongruenzen (1) und (2)
zu der einzigen P==0 (mod. %8), und wir bekommen so denjenigen
Algorithmus der Erhhung, welchen wir in unseren Abhandlung (1920 in
C. R) in den Memoiren der S.-Petersburger Akademie der Wissen-
schaften zum Beweise unseres Hauptsatzes, dass (4, B, C Ey=1
nicht mehr als 5 Lésungen haben kann, benutzten.
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12. Kriterium des Aufenthalts im Falle einer gan-
zen Form. In diesem Falle kénnen niemals die Kriterien des § 9
auftreten, man kann aber ein anderes Kriterium angeben (sein analoges
gibt es auch fiir allgemeine Formen). Wenn p® =np2-+pp+g ist und
ey = ap? 1 bp - ¢, so kommt die Auflosung von (g, —p, n, 1)=1 auf die
Auffindung aller Potenzen (ap? + bp + ¢)" welche von der Form Pp+ Q,
d. h. ,binom“ sind. Wenn a und & resp. durch 42 und % teilbar sind,
dann kann man anstatt p, k0 nehmen. Eine Einheit, bei welcher es
keine solche Zahl k> 1 existiert, werden wir deshalb ,reduciert“ nennen.
Keine Potenz von ¢, kann binom sein, wenn g redu-
ciert ist und wenn es eine ungerade Primzahl @ exisi
tiert durch welche sich a und b teilen. In der Tat es se
a—=a7; b=>57, aber a; =[=0 \mod. 7), dann ist der Koefficient von
p? in 2" gleich

m - Cm-l L al_'_ﬂ?_:;_:[_)cuxt—z L2 A2+

Lmmem—a) e

I.2A3

wo A,, A, ... ganze rationale Zahlen sind. Dieser Koefficient kann
nicht gleich o sein weil (a;, ©)=1 und (¢, *)=1 ist, und also,
wenn m genau durch © teilbar ist, so haben wir (wenn =>>2 ist)
>3, >4 u. s. w.—Wir werden jeden gemeinsamen Teiler von a
und b ,Teiler der Einheit &, nennen.—Sei =" die niedrigste Potenz
der Fundamentaleinheit €&y welche den Teiler ® besitzt. Es konnen dann

zwei Fille eintreten: entweder wird der Koefficient von p2 in &" nur
durch = teilbar, oder wenigstens durch ©2. Im ersten Falle werden wir
T von ,erster* Art und im zweiten Falle von ,zweiter” Art in bezug

. . . m
auf e, nennen. Es ist anderseits leicht zu sehen dass, wenn &, den

Teiler © hat, so ist, &, eine Potenz von aop' . Wenn wir also
auf einem (nicht durchaus auf dem ersten) Schritte des Algo-
rithmus der Erhéhung einen erh6henden Multiplica-
tor ® begegnen, welcher eine Primzahl der Ersten Art
in Bezug auf die anfdngliche Fundamentaleinheit ist,
so gibt es keineLésungen und man kann die Rechnung
aufheben. In allen Fillen wo wir diese Methode anwandten stiessen
wir auf einen erthohenden Multiplicator der ersten Art im, allgemeinen
auf dem ersten oder zweiten Schritte, und immer hat uns diese Methode
die vollstindige Losung der Gleichung gegeben. Wir haben aber bis
jetzt keinen Beweis gefunden dass es ind er Tat auf einem oder anderem
Schritte des Algorithmus der Erhohung, wenn es keine Losungen sind,
eine Primzahl der ‘ersten Art begegnet wird.

Da es fiir ziemlich grosse = die Potenz eo" modulo =2 zu berechnen
sehr umstandlich ist, so haben wir uns der folgenden zwei Determinan-
ten, welche diese Rechnung erleichtern, bedient. Wir geben hier diese
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Determinanten der Kiirze wegen ohne Beweis. Wir werden varaussetzen
dass = nicht ein Teiler der Discriminante von p ist. Dann kann die
Primzahl = in ©p nur entweder ein Produkt von 3 Primidealen P1P2Ps
des ersten Grades, oder eines Ideals des 2-ten q und eines des ersten
Grades p sein, sie kann aber nich selbst Primideal sein da sie ein
Teiler der Norm von — ap+ b+ an ist.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dass % von der zweiten.
Art sei ist, im Falle ™= pipsps, A=0 (mod. ™) und im Falle # = pq
V=o0 (mod. =), wo

_I__ v (xl) (2ax, '+‘ b)

S

o+ ‘“’;2) Lo td s

b (xs) (2ax3 + b)
€3 f, (x )

hier ist f(x):x3——rlzx?—px—q:(x—-x1) (x —x5) (x — x3) +

q,

|
]
|
|
i
|
F
|
t
|

y X3, I
i

:03_"—

[

+ﬁ - b (x); g, = : - eizax,‘.’—{—bx{—l—c (wo X~ X1, Xg, x3);

~

3

f(x)=3 x*—2nx—p

n—1

[ &y — 1 + ¢ (x1) (2;)6(1)6‘*)‘17) Xy 1
i T & 1

= |[A=BY" —v | 46) Gab+b)
| Ve TA+BY f(P)’
A+ By 46 aE Y
l vE TA=BY) @) "

wof() =(x—x)) (x> hx+R)+= d(x)wo—r<h<mh=2h
is; 0 =Vh?>— ;B8 =—h, B'=—h —6 a2+ bp+tc=
= A+ Bb; v= A>—B2(h,? —t), er=ax*+bx;+¢ f(x)=3x2 —
—2nx — p.

13. Beispiel. (2, 6, 3, 1)=1; D= — 216 (Ueber diese spe-
cielle Gleichung, welche mit % — /2= — 2 verkniipft ist findet man
eine ganze kleine Literatur, die erste Auflosung erfolgte 1926 durch
A. Brauer, s. Math. Zeitschr. 25 B. 3H. S. 499, welcher zeigte dass
im Falle wenn in der Gleichung U3 — V>*=—k, k=2 ist, kanmn
man sie durch eine specielle Methode auflésen. Ich habe aber durch
den Algorithmus der ErhShung unter anderem alle Gleichungen (4, B,
C, E)=1, deren Discriminanten absolut genommen kleiner als 301 sind,
noch im Iahre 1920 vollstindig geldst; also auch diese Gleichung). Man
hat (2, 6, 3, 1) (2, 3, 0, 1); 0*°= —3p+2; g = —p*—p+y;
—apt+btan=p—1, d. h. =2, 8 =1, also der erste Erhoherungs-
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multiplicator ist ®=2. Man muss_in den Ring O (p) wo p=2pist
iibergehen. Wir erhalten &y?= —p? — 30+ 5; — a—p +b+an=p—3,
und also der zweite Multiplicator ist #=47. Da 47 ziemlich gross ist
werden wir uns der augefithrten Detirminanten bedienen. 47 = pq in
Qp, wir miissen alsso V berechnen. x3+3x — 2= (x—25) (x> —
22x + 111) T 47 (@ — 14x T 59), d. h. x; = 25 & = 649;

_ 649 —1 L =
0__T:34 (mod. 47); 8" = 11+6, wo 6= 10; A+ Bb
= — 141 — 230, v=2872 (mod. 47?); die Zahl 872~ . 477 . [(— 141 T
+230)*8 — 872]=100 — 2 (mod. 47). Wir bekommen also V=
==180 == (mod. 47). Die Primzahl 47 ist also in Bezug auf eg=— p2 —p =+ 1
von der ersten Art, und also hat die Gleichung (2, 6, 3, 1) =1 keine
Lésungen. (Diese Gleichung bildet zufélligerweise das schwierigste Bei-
spiel zwischen allen in denen | D | =300 ist. In fast allen anderen
Fallen hat man keine Notvendigkeit sich der A oder V.zu bedienen.

Ich bin bis jetzt keiner einzigen Gleichung von der Form AX°®+
+BX2Y+ CXY*+ EY* =1 (mit D <o) begegnet welche durch die
Methode der §§ 9 und 12 ich allgemein nicht Lésen konnte. Und den-
noch habe ich keinen Beweis dessen dass diese Methode in allen Féllen
hinreichend ist.

Tabelle aller Losungen aller Gleichungen (4, B, C, E)=1 mit

o< — D= 300.
DA, B, C, E) X, V).
23; (1,0, —-1,1) |(0,1)(1,0)(1,1)(=1,1)(4,—3) 199!’ (1,4,1,1) | (0,1) (1,0)
31 (L,1,0,1) | (0,1) (1,0) (=1,1) (3,—2) [|200] (4,3,2,1) | (0,1)
4 (L1L,=1,1) |O,1)(1,0)2,~1)(—-108,56)11204] 3,1,1,1) | (0,1)
59 (1L,2,0,1) | (0,1( (1,0) (—2.1) 211:(1,10,6,1)! (0,1) (1,0)
6 (1,3,L,1) | (0,1) (1,0) (—36,13) 212 (2,4,1,1) | (0,1) (2,~1)
83 (1,7,—2,1) | (0,1) (1,0) 216/ (2,3,0,1) | (0,1)
87 (1,2,—1,1) | (0,1) (1,0) 2311,15,—4,1)| (0,1) (1,0)
104 (2,—1,0,1,) | (0,1) (2,—3) 236/(1,—1.2,1)! (0,1)
1070 (1,4,2,1) | (0,1) (1,0) (—7,2) 239'(3,—~1,0,)| (0,1) (3,—5)
108 (2,0,0,1) | (0,1) (1,—1) 248 (1,12,-1,1)| (0,1) (1,0)
116! (2,0,1,1) | (0,1) 244/ (2,4,5,1) | (0,1)
135 (1.3,0,) | 0,1) (1,00 (—3,1) 147'(1,4,—3.1)| (0,1) (1,0)
139, (L,6,41) | (0,1) (1,0) 255! (1,8,5,1) | (0,1) (1,0)
140 (1,5,3,1) | (0,1) (1,0) 263' (1,13,7,1) | (0,1) (1,0)
1520 (2,—2,1,1) | (0,1) 92791 (1,5,2,1) | (0,1) (1,0)
1720 (2,0,2,1) | (0,1) 283l (1,4,0,1) | (0,1) (1,0) (—4,1)
175 (1,3,—2,1) | (0,1) (1,0) 300 (2,2,4,1) | (0,1)
176 (1,3,—1,1) | (0,1) (1,0)
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06 aaroprdme noBbimeHEs.
B. H. Jeaore.

B nacrosiue#i cratbe aBTOp M3AaraeT B BeCbMa KpaTKoil opme
CBOHM JaAbHefllINe HCCACZOBaHHs, OTHOCSIIHECS K BBICHEHHIO TOTO
cnocoba mnepexoja OT 3ajAaHHOTO HEONPEJEAEHHOTO YpPaBHEHHS
K APYTHM cO BCe 6OAbWIHUM H GOABIIMM AHCKPHMHHAHTOM, KOTOPBIH
B memyape 1922 roaa, B Tpysax Poccuiickoit Akagemuu Hayxk, ar
aBTOPy BO3MOXHOCTb HalTH OCHOBHYIO TEOpeMy O YMCAe pelieduit
neonpeaerensoro ypasuenus AX3 +BX:Y+ CXY+ EY3=1, rae
(4, B, C, E) xyGuueckas JBOHHH4YHAs (OPMA OTPHIATEADHOTO
onpeAeAnTEAs.



Sur quelques séries de polynomes.
V. Smirnoff.

1. Dans ses recherches sur les figures d’équilibre d’un liquide en
rotation Liapounoff a rencontré le probléme d’analyse suivant: Py, Py,
P,, ... étant des polynomes en variables x;, X3, ..., x, le degré
de P, ne dépassant pas n, trouver le domaine de convergence par
rapport & X, (s=1, 2, ..., k) de la série

(1) Py+ P+ P+ ...,

si | P,| <L (L est une constante) quelque soit n et quelles que
soient les valeurs réelles des x,, appartenant a Pintervalle (— 1, + 1),
le paramétre o satisfaisant a la condition | « | < 1. La solution de
ce probléme a été donnée par Liapounoff dans son mémoire ,Sur les
séries de polynomes (Bull. de I’Acad. des Sciences, Petrograd, 1915,
p- 1857). Dans la note présente nous voulons faire voir que le résultat
de Liapounoff pourrait étre perfectionné et le probléeme généralisé. Nous
donnons une détermination exacte du domaine de convergence ‘de Ila
série (1) par rapport a x, dans le cas ot l'inégalité¢ | P | <L a lieu
quand les X, appartiennent a quelques ensembles E, de points. Nous

démontrerons dans la suite le théoréme suivant.
Soit P,—Iles polynomes en variables x4, x5, ..., X,

le degré de P, ne dépassant par n. Supposons que

n
inégalité

(2) | P, | <L (n=o, 1, 2, ...; L—une constante)
a lieu quand chaque x, est situé sur un ensemble
fermé et borné E, (s=1,2,. ., k), et que les ensembles

E' complémentaires &4 £, qui contiennent le point a
Vinfini, constituentles domaines simplementconnexes

avec le contour, ayant plus d’'un point. Soit

(o ]
0:(.’)
{3) x, =1z, Ej(szx.z,...,k)

g

7=0
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la fonction qui fournit lareprésentation conforme
du domaine £/ sur le domaine |z, | >1et soit C;s)——la
courbe sur le plan x5, qui est I'image de la circonfé-
rence |z | =p (p>1;s=1,2, ..., k). Dans ces condi-
tions on peut affirmer que la série (1) avec le para-

métre @ (| a | <1) converge absolument et uniformé-
ment, si chacun des x, appartient a un domaine, situé

avec son contour & lintérieur de C(;). On ne peut
Tal
pas perfectionner ce résultat, c. a. d. si un des x, au
. . T ) (8) .
moins est situé a Pextérieur de Cl, onpeut construire
fof

les polynomes P, qui satisfont aux conditions men-

tionnées, mais pour lesquels la série (1) diverge.
2. Considérons d’abord le cas k=1. Nous aurons les polynomes
P (x;) d’une variable x;. Substituons dans le polynome P (x), au

n

lieu de x; son expression (3). Le quotient

-~
‘ 1) —J ¥
Pn(’»lzl-{— Eag.)zlj>:zll,
Jj=0

est une fonction holomorphe dans le domaine | ;| >1, y compris
2, — 3, et quand 2; approche du contour de ce domaine, le module
du quotient susdit devient en vertu de {2) moindre que L, et par
conséquent ce module est moindre que L pour tous les points z; du
domaine | 2; | > 1. Nous aurioa 'donc I'inégalité

| P () | < Lg"

pour les valeurs de x; sur la courbe C(l,/) , et la convergence de la
série (1), indiquée dans le théoréme du n’ 1, serait la conséquence
immédiate de cette inégalité.

Démontrons maintenant qu'il est impossible de perfectionner ce
résultat. Soit

1 1y n—1 a .
TO) = + a7 .. +d (n=0o, 1, 2, ..)
1)

—les polynomes de Tchebycheff pour 'ensemble E; et m,’ — maxi-
mum du module de T,:l) (x1) sur cet ensemble. Supposons d’abord
que le contour de E; soit une courbe analytique. Dans ce cas les poly-
nomes auraient sur la courbe Cﬁl) I'expression asymptotique sui-

vante (Faber, Crelle Journal t. 150):
Tw) =21 +90e) G-,
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ot | ¥ (x;)] <1, G et y—les constantes et 0 <y <1. On sait aussi
que

. m'”
lim — =1.
n > 4 co itl}
1
7)) . -
Les polynomes ———— satisfont aux conditions du théoréme du
poiy 5]
"
n° 1, mais la série
)
)
—~;("1')
n=20 n

est évidemment dnvergente, si x; est situé a Pextérieur de C(l)'
[l

Dans le cas ou le contour de E; serait arbitraire, prenons au lieu

de E; I'ensemble E, , dont le contour est la courbe analytique

C(T‘l’ (n > 1). Introduisons les symboles

. C, R
e GO T, G my),
qui ont la signification précédente, mais se rapportent a I'ensemble £

Il est évident que la courbe C‘EU

A
1 1
est identique avec la courbe C! P) .
L
7

. ETSET . 1
Soit £, — une valeur de x; situé a l‘extérieur de C! )1 et { — la

fa]
I

m.

valeur correspondante de z;, d’ou il suit que |&;|>

Nous avons l'expression asymptotique

70 ey— (2 (e Gr*
»n, T,(xl) - Tn. 4 " [I + (xl) i ]

et

1)

. n,
lim —2 =g,

LA

Nous avons

T, (%)

\—”%3—— <1 sur Ey,

| m”~"’:

mais la série
)
TG
EO
= ™



est divergente, si le nombre 7 est assez prés de l'unité. Ainsi le thé-
oréme du n° 1 est démontré pour le cas des polynomes P, d'une

variable.
3. Supposons maintenant que P, soient des polynomes en variables

Xy, X3, ..., X_ et qulils satisfont aux conditions du n° 1.
Remplacons dans P, chacun des X, par Dexpression (3). Nous
aurons une série généralement infinie de la forme

. (n) mym, e
(4) P” - am1 Mo een My 21 22 e Zk
(mly m2$' Y mK)
ou la sommation est étendue a toutes les valeurs de m;, m,, . , m_

a partir de n a (—oo), et la somme de ceux des nombres m, qui

sont positifs, ne doit pas dépasser n.
Supposons d’abord que le contour de chaque ensemble E| soit une

courbe analytique. Dans ce cas la série (4) converge absolument et
uniformément pour les valeurs |z, | =1 (s=1, 2, ..., k). En rem-

i
plagant dans cette série chaque 2, par efs et en intégrant iPn |2
par rapport a chaque 6, de 0 & 2%, nous aurons en vertu de (2)
Iinégalité

(s) E B eme | <L

(ml) my,.. 'mK)

Supposons que chacun des X, soit situé & I'intériuur ou sur la courbe
Cfs).' L’application a la série (4) de linégalité de Cauchy nous donne
en vertu de (5) I'inégalité

(6) | P12 < L? E o2 (M5 g o)
(ml my.. ’mk)

ou la régle de sommation est celle qui a été exliqué plus haut. Si au
lieu de cette régle nous effectuons la sommation pour chaque m, a par-

tir de n & (—) avec la condition complémentaire
my+my—+. .4m ~<n,

I'inégalité (6) aura lieu d’autant plus. Le nombre des termes de la
somme, qui sont égaux a p”, s'éxprime par le coefficient binomial

<nk—j+k-—-1>,

k—1
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et par suite ~

) Bats (O )

Pour les valeurs de p, qui satisfont a l'inégalité
P q g

ppi> 1,
ol p; est un nombre fixé, I'équation (7) nous donne I'inégalité
(8) IPHI < chnk—lp2n

ot C est une constante qui ne dépend ni de p, ni de n. De cette
inégalité dérive immédiatement la convergence absolue et uniforme de

.. . Yy, 3 . 1
la série (1), si chacun des x, est situé sur le courbe C.i) ol p<7 .
. ;. . , o'
Par conséquent, la convergence de la série (1), signalée au n 1,
i I3
esti demontrée.

Rejetons maintenant la supposition que le contour de chaque £,
soit une courbe analytique. Le quotient

Pn

"N n
z,z,...2,
ou dans P chacun des X, est remplacé par I'expression (3), est une
fonction holomorphe de 2, dans les domaines |z, | > 1, et I'applica-

tion du principe du module nous donne, comme au n° 2, I'inégalité
! kn
(9) | P | < Lm
pour les valeurs X sur les courbes Cif) Mm>1 s=1, 2, ..., k).
Remplacons dans la série (4) chaque z, par 7z,’

- (n) 'my 'm‘2 1,
‘Dn— bmlmz...m,< Zl Z2 R

(my, my,... m) '
Dans cette série on peut poser z, =el ; et intégrer |P"[* par-
rapport 4 i de o & 2%, ce qui donne en vertu de (9) I'inégalité ana-
logue a (s5)

| (n) [2<L27]2’m‘

| Dmg g e My

(m1 Mye . .mx)

En reprenant les raisonnements précédents et ayant égard a ce que
la condition | 2, | = p soit équivalente 3 | 5, | = _&’ nous aurons

| .
pour P au lieu de (8) l'inégalité

(IO) ‘Pn! <L2 an—-l T]2(rc—— 1)n 9211.
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Le nombre 7 on peut prendre assez prés de I'unité et on peut tirer
de l'inégalité (10) la convergence de la série (1), signaleé au n° 1.

Il est facile de construire les polynomés P,, qui contiennent toutes
les variables X;, X;, ..., X_ et satisfont aux conditions du n° 1, mais
pour lesquelles la série (1) diverge, si un des X, au moins est situé a
Pextérieur de C(;) . Dans Ie cas ou Xx; serait situé a ['extérieur de

(1) Tl
C', et ol le contour de E; serait une courbe analytique on pourrait

[a]
prendre, par exemple,

1)
p T, (x1)

"+K_1:——(1')‘—X2X3...XK.
mﬂ

4. Si Tensemble E, est constitué par le segment (—A, +1) de

P’axe réelle, la courbe C:s) est, comme on sait bien, Dellipse

(11) 4x21 4 ‘,4y21 - =
2 I }\z 1
M(H-p) 3(9 p>

Supposons que la condition | P, | <L a lieu pour les valeurs réelles
des variables X, satisfaisant & I'inégalité

(12) xf—l—xg—i—...—{--xﬁil.

Limitons la variation de chacuns des X, par le segment (—,, + 4 )ou
A, satisfont & la condition

(13) Nl =1

L’inégalité (12) sera satisfaite, et nous aurons pour ces valeurs de
variables X la condition | P, | <{L. Par conséquent, en vertu du
théoréme du n° 1, la série (1) sera convergente a lintérieur des
ellipses (1 I)' On arrive ainsi & la proposition suivante.

Soit P.—les polynomes en variables xj, x5, ..., x.le
degré de P ne dépassant pas n Supposons que l'iné
galité (2) a lieu pour les valeurs réelles des variables
X, satisfaisant 4 linégalité (12). Dans ces conditions
ou peut affirmer que lasérie (1) converge absolument
et uniformément, si chacuns des X, appartient a un
domaine qui avec son cantour est situé a ’intérieur
de 1’ellipse (11), A, étant les nombres réels quelcon-
ques, qui satisfont a la condition (13).

Ce probléme a été traité aussi par Liapounoff dans son mémoire
susdit, mais le résultat de Liapounoff est plus restreint que le nétre.

18 Mypnaa. 273



Supposons en dernier lieu que la condition par rapport au degré

des polynomes P, soit remplacée par une autre, plus générale, a savoir

qu'on peut fixer deux entiers m et [ de telle maniére que le degré
de P, ne dépasse pas (mn+ /). La proposition du n° 1 serait encore

vraie, pour vu que l'on remplacit les courbes C(s)1 par les courbes
[a]
c® |
1 .
o
Vil
0 HeKOTOPHIX pRAAX MOAHHOMOB.
B. H. Cmupnos.

B macroseft sameTke Aoka3biBaeTCs Teopema:

[lycts P, — NOAMHOMbBI NEPEMEHHBIX xi, X3,- .., X,, NPH YeM
crenenp P ue npesocxoaur n. [lpeanoroxum, 4to umeer mecto

HEPABEHCTBO
|P |<L(n=o,1,z2,..., L —nocrosauas),

€CAM Ka®Aoe x, MPUHAAAEKHUT HEKOTOPOR 3aMKHYTOH, OrpaHUYeHHOH
cosokynsoctn E, (s=1, 2,..., k), H NpeanOAOXKHMM, YTO COBOKYI-
noctn E, pomoanmrenpHbie Aasi E, u coaepmaimue 6eckoHeuHo

JAaAeKYI0 TOUYKy, CYTh OJZHOCBS3Hble O6AACTH C KOHTypOM, cCOJep-
mamum 6oree ogHoR Touku. [lyctn

oo
x,=%,z,+ E a;.")zs—J (s=1,2,..., k)

j=0
®yuKuHs, coBeplIaoLias KOHPOPMHOe Ipeobpasosanue £’ B o6racTb
~. S
l2,|>1, u nmycrp CP( ) — kpuBas Ha mAOCKOCTH x,, ABAsIOLIAsicA
ns06paxeHneM OKpy®HOCTH |2,|=p (p > 1';s=1, 2,..., k). [lpn
9THX YCAOBHSX MOXHO YTBEP#AaTb, YTO psij BHAA
(8]
n
E P
n=20
c nmapametrpom & (|a|< 1) cxoauTcs abCOAIOTHO H pPaBHOMEPHO,
€cAu BCsKOE X, MPUHAZAEAKHT OGAACTH, KOTOpas BMeCTe CO CBOHM
L)
koHTypoM Haxogurcs BHyTpun C (1). [Moayuennyio o6ractp cxoan-
[al
MOCTH HEAb3Si PaCIIUPHUTh.
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Ueber eine Zahlentheoretische Anwendung
der Laguerreschen Polynome.

Von N. Koschliakov.

Es sei r_(m) die Anzahl der ganzzahligen LGsungen der Glei-
chungen

xi—{-—xi—{—~|—-...+xi:‘m, k> 2.
Bezeichnen also
—=e ™, a>o0

und stellen sich die Aufgabe den asymptotischen Ausdruck fiir die weit
stehende Gliedern in Entwiklung der Function

) S@=14r @ "+ ln)gte ™+

in Potenzreiche zu finden.
Die Formel (1) ergibt

oo
0= E 'J(—- A,

n=20
wo der Kiirze wegen

oo

1 — o
(2) An = ? rk (m) m'ﬂ e nam'
m=u

Um den asymptotischen Ausdruck der A, bei grossen n zu erhalten,
beweisen wir die Transformationformel

(@]
" —-T!a'l)l_
(3) E r.(mym’e =
m=—0
B M K
. t ——1 ~
. r(m)e“F’L(2 ) rm
- n n+£ * " a
™ - a 2
m=u

HMypuaa Aennurp. Ous.~Mar. O-za, 7. 1, 8. 2 (1927). 275



k
. &Y am . k .
wo die [, < -a—~) die zum Parameter o= -t gehorigen

Laguerreschen Polynome sind:
&x~ a dn e xxn+ a
n! dx"

Mittels (4) und der elementaren Formel !)

, e fpz\nt
PATS TR
da"| (Va)'] w77 d(v_z)” '

a
P'S

d" e o | (=1)n (“];“‘1)(}12 -

Differentiiert man die bekante Formel

) L=

y a>—1,

8|

erhalten wir

QO [V} T

Z r, (mye ™ = Z r, (m) (z—}/a_—a);

m—=0y m=u

n mal nach a, so kommen wir zur gesuchten Transformationformel (3}

Aus (2) und (3) folgt
s
(6) A4,= A % _I"
n! T (—;) d" Ty

Q0

+ % Zrn(m)l‘g?_l) (ﬁ—m)e*'ﬁaﬂ.
ﬂ:n.an—l--—z— a

m=1

Um den asymptotischen Ausdruck der Summen (6) bei grossen n zu

) durch

k
. (?—1) (mm
erhalten, ersetzen wir den Laguerreschen Polynom L pe

seihen asymptotischen Ausdruck.

1) Auf diese Formel fiir den Spezial Fall k= 1 hat uns H. P. Bernays
hingewiesen.

276



In einen neuderdings veréffentlichen Arbeit hat H. G. Szegé 1)
gezeigt, dass

(7) e xL()(«'t)'—17*__6—'2—»:_'2’"_Tcos(aﬁ/nx—20‘+I >+R

wobei
Romx v to(ni - D) it ot -4+)
und
TP<x<n’ 0 <8<, o<5<—;~, x>~35~.
sind.

Es gilt nach (7)

(V]

) Z rk(m)L(”"‘)( ” ) o

m=1m *

Lo(n )

wobei 7 eine beliebig kleine, feste positive Zahl ist.

Aus (6) und (8) folgt
k

n k
n! l"(k)ﬁ" a3
2

(o]
n E: ry(m) '/Tmn k-1 ) S
cos| 2 —_— e @
+ ”+k_+1 ,1+¥ ’_‘%1 ( a 4 +

|
A
|
)
X
~
Q.
»s'l
s
»‘I
. g )
|\

7. (m) — o
kk_lcos<2l/7tmn_k ‘Iﬁ)e g

a 4

+

1) Mathem. Zeitschrift. 25 Bd. 1 h. 1926.
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Mittels der Stirlingschen Formel -erhalten wir den asymptotischen
Ausdruck

k
F(n+7) s

(9) An= k41 3 r—1 +
nl (ra)* T 4 1"(_) a *
\ 2
1 o
11—k r. (m) ; — _mm 1
+n ¢ S] kk_lcos(z ‘r_r;’m__k Txle %4 0 FT)(
me=1m & 4 nt

Aus (9) folgt dann fiir geniigend grosse n

r(att) [ oo I
(IO) A%: x:{—l k k—1 +O(T—j> *
nl (ra)* t T4 r(;) a i n 4

Fiir k=1 muss die Function b (u) durch Iacobische Functionen

(o]

b (u) = 1+ 29 cos 2v+} 2q4 cosgv+ ... = Z(—-I)"Anuz"»

n=0

(]
Hiw)=12 ]4/(]_ cos v+ 2 ]4/q_§ cos3vt ... = Z (——1)"Bnu2",

n=0

QO
bw)=1— 29 cos 2v—|— 29* cos 4\,_1_ L == Z(__I)ncnuzn’

n=0

o
H(u):zf/q_ sinv—2 f/q—s sin3v+-. .. :Z(__ I)"D"u%"-l,-

n—=20

|
t
|
ol
]

&’
ersezt werden.
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Die asymptotischen Ausdriicke fir 4, B, C, und D, habe ich in

der Arbeit ,On Sonine’s Polynomials“ 1) erhalten Ich bew1ese dort das
folgende

en k J
(1) AF(:;@:) ml‘+
o0

i p—
~+2 cos [2m o ]e 2! —-}—V;—l ,

m—1

. erw k 1
B”—< gnkk' ) awnk' l -

(o)
v nvk .:”,1 2
+ 2 -;.1(—1) cos [2m‘/k, ] +l/n ,
—
C.=
- a0
ey S]]
4nkk’' amnk |° cos)lam—1 Vn{
m:
D —

[ oo
e nrk ﬂ:ﬂ
_(4nkk> ]/2nk l Z(—I) sin [(2m— 1)‘/ :l +

-

wobei die Gréssen ¢, (i—=1, 2, 3, 4) in Bezug zu n begrentz sind.

Die Hauptglieder in den Formeln (11) fiir die Koefficiente A, und
Cﬂ sind dieselben, wie in bekanten Stieltlesschen Formel, die er auf
ganz anderem Weg erhalten hat ?).

1) Messenger of Mathematics, February ,1926.
2) Correspondance d'Hermite et de Stieltjes. t. 1. lettre 227.
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0 npuroxkennu normHoMoB Aareppa K TEOpHH YHCEA.

H. C. Kowasixos.

ABTOp ZaeT acHMOTOTHYECKOE BbipaxeHHe AAS KO3(Q(PUUUEHTOB
pPasAOKEHHSA (DYHKIHU

b, ) =1+r, (1) ¢ e "+ tr () qgte L,
rae g=e  (@> o) u r, (m) 94ACAO LEAbIX pelIeHuHl ypaBHEHHA
X2t a2t .. Fx2=m (k> 2)

Mpu k=1 pynxgusa 6, (u) 3aMeHseTCH MIBECTHHIMH (QYHKIUAMH

Jacobi, 1 COOTBETCTBYIOLIME ACHMITOTHYECKHE BbIpaXeHHs OGbiAn
zaHbl aBTOpOM B ero cratbe ,On Sonine’s Polynomials“ (Messenger
of Math., February, 1926).
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06 acaMoToTHYECKOM BBIPAXKEHHM CyMMBbI JAPOOHBIX
gacreil (PyHKEUH ABYX HEPEMEHHBIX.

M. Tervbrke.

Bo mHorux Bompocax aHaAuanecxoﬁe'reopnn yuceA Tpebyerca
pafiTH acUMOTOTHYECKOE BbIPAMEHHE YUCAA ,LEAbIX Touek® (T. e.
TOYEK C LEABIMH KOOPAMHATAMH) BHYTPH HEKOTOPOTO [EPEMEHHOIO
o6bemMa, a dTO CBOJHUTCA K HaXOXKJEHHIO aCHMITOTHYECKOTO Bbipa-
MEHHUST CYMMbI ApOGHBIX YacTedl (QYHKUHAH ABYX NepeMeHHbIX. lo-
CAejHEMY BOIIPOCY H IOCBsALIeHa HIMEHU3NOXEHHas o6iuas Teopema.

[Npeararaemass Teopema JokasaHa BecbMa BAEMEHTAPHDBIM
crnocobom, OTAHYAETCS MPOCTOTOH YCAOBHi, PacCHPOCTPaHSAIOWHUXCS
AHIIb Ha BTOpble IPOHM3BOJHbIE, H CPAaBHUTEAbHO XOpoule# oueH-
KOl OCTaToO4YHOro 4AeHa. llocaeaHee s MOSCHIO Ha obieusBecT-
HOM I[IpHUMepe.

Gauss gan acHMNTOTHYECKOE BBIpAXEHUE CyMMbl:

hA(—D+h(—2)+h(—3)+... Fh(—m),

(rze h (— A) ecTb YHCAO KAACCOB YUCTO KOPEHHBIX KBAaAPATHUHbIX
dopm mokasaTeas — A) Ge3 JOKasaTeAbCTBa.

Bnocaeactsuu ¢opmyra Gauss’a 6pnina gokasaHa pa3sAMUHBIME
aBTOpaMH U C Pa3sAMYHOA TOYHOCTDHIO OLEHKH OCTATOYHOIO YAEHA:
Landau ') — 0 (m’ls Igm), Bunorpagos %) —0 (m® (lgm) *), Buuo-
rpazos®) —0 (m’l%), Van der Korput ) — 0 (m"), rae n HeckoAbko
MeHbIie, 4eM °/g.

MOMOILbIO NPeAAaraeMoil TeOpeMbl OCTATOYHBIH HYAEH MOAY-
qaercs 0 [m’/s (lgm)a/‘l].

YHTal0 CBOMM JOATOM BBIPa3HUTb HCKPEHHIOI 6AarozapHOCTb
moemy ray6okoysamaeMoMy yuuTeAro npodeccopy Msany Marse-
eBuuy BuHOrpazoBy, o6paTHBUIEMy MO€ BHWUMAaHHE Ha MeAAaTEAb-
HOCTb fIOAy4Y€HHs NOZOGHOro poja TeopeMbl W yKasaBlieMy B 06-
IIMX YepTax METOJA AOKAsaTEAbCTBA.

1) Sitzungsberichte der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien 1912.
2) Coobuenuss Xappk. Mar. O-Ba 1916 r.

3) Marucrepckast guce. 1920 r.

‘) Comptes rendus. 1922.

Kypnaa Aenunrp. Pus.-Mar. O-a, r. 1, B. 2(1927). 281



Teopema. [Iyctp of6racte @ orpasnyena TakAM 3aMKHYTBHIM
KOHTypOM, 4TO Atobas mnpsMasi, HapaAieAbHas OCH x HAH OCH y,
. ZeauT obracTb He GoAee, Kak Ha JBe 4YacTH. Becb KOHTYp HAH
YaCTH ero MOXKHO He IPHYHCASTb K OOAaCTH.

[ycto B o6ractun @ @ynxuus F (x, y) uMeer nepsble u BTOpPbIE
NPOU3BOJHDIE, NPH YEM:

1
A
1

" k
=F, (xy)s——-

b

p !
B = Fyy (e y) = 5

4

| Fl e 9) | <sY/ Fl (e ) Flylx )

rae A u B noromurerbHble BeAHUHHDI, yAOBAETBOPSIOIHE YCAO-
BHAM:

3/ 3

wy AT gapth=¢>0 £

B A

A MOryIiuHe NPHMHUMATb CKOAb yroasno 60}\blﬂﬂe 3Ha4YeHusa OJHO-

BPEMEHHO ¢ usmeneHnem obracth € u Buga ¢yukgud F (x, y),

6yxBbl #e k, [, s 0603HA4alOT KOHEYHblE NOCTOSAHHbIE YHCAQ, U3
KOTOPBIX

ls , ‘
T (gAB)’ls Z¢> 0O t=Const.

1
-
V kl
[ycte, cBepx Toro, pashoctp mexay kpafiummu abcguccaMu u
PasHOCTb MemAy KpafiHUMU opanHaTamMu o6AacTH & COOTBETCTBEHHO
ne 6oabme gA u hB, rae g u h nocrosHuble uuCAa.
[lpn aTtux ycrosusax cymma apobubix uacreit F (x, y), pacnpo-

CTpaHeHHasi MO LeAbIM Toukam obaactu £, moxeT GbiThb mpeacra-
BA€Ha B (popme:

DD Fe o) =g 1 olas ggans

rac Il ectp uucro ueamix Touek B obaactu. [log I moxuo pasy-
MeTb TaK&e M MAOIaAL obaacTH 2.
3ameuanne |. Ecan, B nporusonoromuocts ycaosusm (¥)

s<<1 s<

A’ls 3 ,
0 (lgAB)3/4 HAH -fll /;3 (lgAB)3/4

€CTb BEAHYMHA 6EeCKOHEe4HO-MaAasi, TO TeopeMa I[OAYYaeTCsl Hemlo-
CPEACTBEHHO M3 COOTBETCTBYIOUlEeii TeopeMbl ZASl QPYHKLUHUH OZHOrO
NepeMEeHHOro (4axe C MEHbWIHM OCTaTOYHbIM YAEHOM), TOABKO
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B 3TOM cAydae noa Il Heabss pasymeTb mAowazb o6Aaacty,
cm. 88§ 5, 6.

Bameuanne II. Bo muorux cayuasx, koraa ycaosue

1
s <
V&
HE COGJ\}OACHO, obractb MO®HO paSACAPlTb Ha KOHEYHO€ YHCAO

yacTe#l, B Ka®A0OH H3 KOTOPHIX YCAOBHA TEOPEMbI yxe COGAOAEHBI.
§ 1. Paccmotpum zBa cemeiicTBa KpUBBIX

7
F. ., y)=
F,(x,y)=D
JokaxeM, 4TO ABe KpPUBBIE PABAHYHBIX CEMEHCTB HE MOrYT

umMeTb 6oaee oaHOH obuiefi TOUKHM, a ABe KpUBble OJHOro ceMmeii-
CTBAa COBCEM HE MOTYT KMETb O6LHX TOYeK.

Bcaeacrsue Toro, uro F . (x, y) He paBHa HyAw, mepBoe ypas-

o X
HEHHe MOXKHO PEeINUTb OTHOCUTEAbDHO x H HAHTH ——

dy
| dx | F,(xy) (x; Y _ A
- |= —_ s = =s —
dy| | Flny) (6 9) B
Touno Tawkxe aas kpuBoil BTOpOro cemeficTsa
dy| v/ %8B
dx A

ITH HepaBeHCTBAa T'OBOPAT, YTO:

yraoBo#i KO?(P@PHUUHEHT KacaTeAbHOR B AIOGOH TOUKE KpH-
BOfi mepBoro cemefictea

S
~1,/3B
s IA
yraAoBo#t KOI(P(HMUUEHT KacaTeAbHOH B A060# Touke KpH-
Boft BTOpOrO cemeficTBa

ssl/kB’
OpH BTOM, TaK Kak s < 7—— 1 ‘/ s]/ :k—B—
’ 1/ | 1A A

N3 ckasansoro aerxko BuaeTb, uto ecau Touka M ectp obuwasn
TOYKAa ABYX KPHBBIX pasAnyHbix cemeficts (4ept. 1), TO xpHBas
nepBOTro ceMeHcTBa MPOXOAUT BHYTPH Napbl BEPTUKAAbHBIX yraos 1,
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a KpHBas BTOPOrO CeMeHCTBa MPOXOAUT BHYTPU Napbl BePTHUKAAD-
HbIX YFAOB 2, NpH YeM B BaIUTPUXOBAHHBIX YrAaxX TOYEK KPHBBIX
net. CaeaoBareapno, kpome M, kpuBble HE MOTYT HMETb HH OAHOMH
obwel TOUKH.

Tenepp nokaxem, uto uepes Toyky M He MOryT NPOXOAUTH
ABe KpUBble OZHOTO, CKaXeM MepBOro, CEMEHCTBAa, COOTBETCTBYIO-
W¥e PAsAMYHBIM 3HAYEHHsM NapaMeTpa.

[Toroxum B paBencTse:

F.(x, ) =C: y=uy..

Y

0

Yepr. 1.

Toraa, BcaeactBue Toro, uro F. :x (x, y) HEe paBHa HyAI0, MexAy
x u C ycranaBAMBaeTCs OJHO3HAYHOE COOTBETCTBHE, YTO U JOKAa3bl-
BaeT Hallle yTBepmJEHHE.

Beeaem o6o3Hauenus:

3 3

A%s Bl B

Zi—(lgABYlv= X;- = (lgAB)l*=Y; A"*B's(IgAB)~ s=G;

B /8 A /8

B'lsA'ls(lgAB)~*ls = H.

Boibepem u3 ykasaHHbIX CeMeHCTB KPUBBIX CAeZyIOIHEe JBe

CHCTEMbI:

F',x(x' y)=—%’
) d
Fy(x) y)z'f_{"
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rae ¢ u d npoberaior Bce ueaple uncaa. Cucremy Touek nepece-
yeHHsi DTHUX KPHUBBbIX Ha30BeMm cucreMoli Touek [

B nacrosmem naparpage ™Mbl pasgeAHMM H3BECTHbIM O6pasoM
0o6AacTh Ha paBHble IPSMOYTOAbHMKH M JOKameM, YTO B KamJoM
NPAMOYFOAbHHKE €CTb XOTb OAHa TOYKa cucTeMbl [,

PaccmoTpum kpuBOAMHERHDBI YeTbIPEYrOABHHK, 0O6pa3oBaHHbIH
KPUBBIMH:

F (x, y=C, F,(x,y)=D,

: 1 / 1
Fx(x,y):C‘:“?’ Fy(xry):D—l—_ﬁ'

npeanoAaras, 4To OH AexUT B obractu @ (uepr. 2).

0

Yepr. 2.

N !
Jasn xpuBoii nepBoro cemefictBa Fy (x, y) moxHO paccmaTpu-
BaTbh, KaK CAOXHYIO (PYHKIHIO OJZHOrO Y, NPOH3BOAHAas KOTOPOIii:

, [F,, (T

F ;! ' - 7
[F,(x9), F (o g)
+Fy, (6 )= —s) F), (x, g)=—, raes—=1—s,
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TOqHO TaK&Ke JAsA KpHBOﬁ BTOpPOro cemeiicTBa:
. ] o}
[Fx (X, !])]x = A

HOAbByHCD dopmyroit Lagrange’a, noayuaem:
, 1 Y
s —y0) 5 < F (x5, ys) — Fy (X0, yo) = gy uAK gs—yo < —

o

H BIMOAHE aHaAOrHYHO!:

e

!]2"‘“!]1\<~—Z;X1—xo gﬁ; Xy — X3S —-

o e g
Teneps omenum x3—xo, x2 = x1, y1—yo, ya—ys. Obpamas
BHMMaHue Ha mNapaArAeAorpaMbl, YKasaHHble Ha 4YepT. 2, U 3ame-
yas, YTO OPH JAAHHOM Ys—Yo, | X3— X9 | Hauboabmee TOTAA,
KOrAZa COOTBETCTBYIOIIHMH napaArerorpaMm obGpaTHTCA B MHPsAMYIO,

HaXOJHM:
/7
__xO|<_s /m 11X

U TOYHO TaKiXKe:

_ 7

Vi k k
Lxee—ox | <s—X |y — y0|<sVT Vilgo—ys | <s— Y.

,Zl,a)\ee CAOKEHHEM HaXOAHUM:

O603HayuM

1--2sVi 1--2sVEk
T ici—:)\; Ta —_J—cs — ==w;rae Yy u 72 > 1, HO orpa-
HHUYEHbI.

O'-leBI/LU,HO, 4YTO NPAMOYTrOAbHHK, O6pa30BaHHblﬁ NPAMbIMH:

[ k
SVXy yo—'(zl/ Y,

1+st

X=Xo—T1

/
xo+'f1 —}—sl/ ”“yo—l‘“{z

co cropoHamu AX u Yp coaepmuT BHYTPH ceGs HE TOABKO BCe
verbipe Toukdn Mo, M,, M, M;, so u Bce ueTbipe mnaparArero-
rpaMa, yKasaHHble Ha UepT. 2, a CAeAOBAaTEAbHO, H BCIO KPHBO-
AMHEHHYI0O QUTYpy, H MPHUTOM Tak, YTO HH OAHA TOYKA €€ He AEKHT
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Ha KOHType NpsMOyroibHuka. Ho BHyTpu kpuBoAunefiHOH @urypsi,
HAM Ha ee KOHType, B CHAY CBOHCTB KPHUBDBIX, HMEETCA XOTb OJHA
Toyka cucTembl . 3HAuUMT BHYTPH NPAMOYrOAbHHKA €CTb TOHWKA
cuctemnr .

Boo6iie, ecam aaH npPAMOYrOABHMK pPacCMOTPEHHOTO THMA,
AErKko Ha#TH TOUKY, KOTOPYIO MOXKHO B3ATb 3a TOouky M, Tak,
uTO6bl KPHBOAMHeHHas QUIypa Aexara 3aBejOMO BHYTPH Hero.
A 270 zOKasbiBaeT CylleCTBOBaHHE B KaXAOM TAaKOM IPAMOYTOAb-
HHKE XOTb OAHOH Touku cucTembl [.

Pasgeaum obracte 2 ceTbio mpsaMbIX:

x = AXu,
y=uYo,

rae u u v npoﬁerafor BCe UEAbIE YHCAA.

M3 me sazeThix KOHTYypoM £ NPAMOYrOABHHKOB HMCKAIOYHM IO
COOTBETCTBEHHOH Mape CMEXHbIX CTOPOH. B kamaoll Takof mpsmo-
yroAbHO# 06AacTH, MO AOKasaHHOMY, €CTb TOYKA CHCTEMBl I .

Boi6epem Y, u 72 Tak, uTo6b1 AX 1Y 6bIAM LEABIMH HHCAAMH.
Toraa uMcAO 1EAbIX TOUEK B He 3aJeThiX KOHTYpoM obAacTax
paBHO mAowazu 3THX obracreil. 3aze1biMu xe NPSIMOYTrOAbHUKAMH
MOMXHO npeHebperath MO cAeAyiolledl MpUYHHE: KOHTYp 2 MOXHO
pasburp HA YEThIpe YacTH, B KamAOH M3 KOTOPBHIX BO3PACTAHHIO X
COOTBETCTBYET MOHOTOHHOE W3MEHEHHEe Y; Kamzas TaKas 4acTb

KOHTypa 3ajeBaeT
o(412)
X + Y

NPAMOYTIOADHHKOB; IIO3TOMY, KaK naowmazb 3aJ€ThiX INPsSMOYIOAb-
HHUKOB, TaK H YACAO LEAbIX TOUEK B HHX paBHO

O (AY 4~ BX),

4710 npHu ycAosmax (*) ecTp BEAHUMHA NMOPSiAKA OCTATOYHOLO YAEHA.

§ 2. Urobnl zaree He OTBAEKATbCH, NPEXAE BCEIO BBIYHCAHM,
CKOAbKO 3HaueHHH B o6AacTH £ MOXKET NPUHHMATb € M CKOABKO
3HaueHuil MPU 3aJZaHHOM C MOXET NPUHHMATb d.

Ilycts A u L cyrp Touku obracts, B KoTopmix F ; (x, y) npu-
HUMaeT HaMMeHbllee M HauGoAbllee 3HaueHue. BeaeacTue cBoHcTB
KoHTypa obaactu, or K k L mMoxHO mnepefiTh mo tako#i AomaHo#
AUHMH, 4TOOBI COCTaBASIOILME ee OTPE3KH 6blAM 6bl MaparAeAbHbBI
oCsAM KOODAMHAT, & x U y HU3MEHSAHCb Gbl MOHOTOHHO.

[Tpu nepeasuxenun Ha o MaparreAbHO OCH x, F; (x, y) wusme-
HATCA He 6OAee, yem Ha
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a Npu mepejBHKEHUH HA  NapAAAEABHO OCH y U3MEHHTCs He 6oaee,

Y€eM Ha o
VI
AB "

[pu nepexoae or K x L Xa=<<gA, L8 << hB, cresoBaTeAbHO,
’
F, (x, y) namenurcsa He Goree, yem Ha

gk—l—hl/l?ll/% < gk+ AV kl=p,,

ecAn npeanoAroxutsb, uro B< A4, uro He HapymwuT OGLIHOCTH A0-
KasaTeAbcTBa. uCAO Xe 3HaueHMH C MeHblIEe HAM PABHO

pr G+1<(:+1) G

ITpu Bei6pannoM ¢, T. €. aasn onpeaeAreHsHofl kpuBoO# mnepeoro
cemeiicTBa,
l

B

CaeaoBaTeAbHO, n3MeHeHHE Fy (x, y) na aroit KpuBOH
<SAl(14s)=p

4ucAO me 3Hauenufi d meube mam pasHo (o + 1) H.

[F,(x 9], <(1+s)

[Tycte © ectb oana us npsamoyroabubix o6aacteit u M (x', y')
€CTb HeKOTOpas Haxoasuascs B Hell Touka cuctemsl [ . [Toromum:

x=x'-+& y=y' -} n u pasromum F (x, y) B paa Taylor'a 86ausu
roukn M (x', y')

Fi, )py=F&, y)+EF, (X, y)+nF/ (' y)+
0 (krexz 2y kDpXY | I Y>
— e =4 B £+ C -
Ty (T R =t ms et
6L (AB)~ "1 (lgAB)’",

L — xoHeuHoe umcao.

Pacemorpum
z2=A,+ B+ Cn+eL(AB)1(lgAB)ls, rae e == 1.

z oranyaercs ot F(x, y) Tem, 4TO BMECTO HCTHHHOrO 3Ha4eHHA
OCTaTOYHOTO YA€HAa B3AT ero Bbicliuit MAM Huamui npeger. Boi-
4YUCAHM CllepBa aCHMITOTHYECKOe BbipameHHE

IS i2],
Q@
rie z ONMpejeAsieTCs yKasaHHbIM ofpasoM B Kamao#h obractu ©
OTAEADBHO. ‘
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K F (x, y) BosBpaTHMCA AMIIb B CaMOM KOHUe ZOKa3aTeAbCTBa.
B uacrosmem maparpage OUEHHMM MOPSIAOK CyMMbl

Oy 2RImz
xye

rae m — HeaAoe 4YHCAO.

EZe orims | __ l 2 [Ay -+ L (AB)= "+ (19 B)a] ) ’( Zze 2i (mBy &+ mCym) | __
w ! I w
; i | 2 ‘
- Z 2rimB,, & z 2mimCy M | - 2 l -
= | e e - — =
‘ £ T‘ — emeBw - 1 t ezmma _ 1 I
2 2 l 1 1

sinwmC, IS (mB)) (mC))’
1
lo}, ecnm g <o
rae (¢) osnauaer 1 -
‘ 1—lof ecan 9>

QOueBngno, uTO mOCAE NEPBOro 3Haka << MOXKHO HAaNHMCATb
Takxe 2AX2pY.
Hrak:

)Z‘,Eez"im’ < EF, rae

N0 HalleMy YCMOTPEHHIO HE3aBMCHMO APYr OT Zpyra.
[Tpocymmupyem EF no Bcem obractsam ®

c

Bw = -'G"-;

c.=d SYEF—SEYF,
w H Q ¢ a

rAe 3HaueK ' O3HAyaeT, YTO CymMMa B3fTa NPH ONPEAEACHHOM 3Ha-
yeHuu c. 3Hauenus ¢ u d MOTYT MTTU He NOJ PAJ, TaK KaK He BCe
TOYKM cHcTeMbl || MoryT 6biTb MCIOAB3OBaHBI.

Ouenum Xd‘a’F. Yucao 3nauennit d ne 6oapwe (p, + 1) H. Ecan 6b1

d MeHSAOCD HENpepbiBHO OT CBOEr0 HAWMEHDbIIEro A0 CBOEro
HauGOADbILIErO 3HAYEHHS, TO %1[{ ob6paTHAca 6bl B LEAOE HUCAO He
6oree (p2+ 1) m+1 pas. Paccmorpum psig 3HaveHnH

(md

)
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npu }'CJ\OBﬂH
i<l ity

rae [ — LeAOe YHCAO. DTo OyaeT HEKOTOpas apuPMeTHYECKas pO-
rpeccus a). CpaBHuBasi ee ¢ mporpeccuefi

m
O,-ﬁ, 2

m
S )

HaxoJuM, 4YTO:

1) j-B ureH psaga a) He MeHblle j-ro 4AeHa psiga b),

2) ecAH pacMOAOKHTb B MOPAAKE BO3PACTAHHS JOMOAHEHHS JO
1-upi YAeHOB psifa @), TO j-blff YAEH NOAYYEHHOrO psja He MeHblue
j-ro uaeHa psza b).

Bcex mpomexyTkoB aasi d, B KOTOPBHIX

. md .
z_<_—H— <i+1,

rae [ TpUHEMaeT eAble 3HaueHus, He 6oree (p2-F1)m-+1,u

KaXAblE U3 HHUX JAAMHOH He 6Goaee gt

Mpu ig%{—gi—l— —% (npomexyTok I Tuna) F =

[pu l—f—% < m—]_;l < i+1 (npomexyrok Il Tuna) F = .

1— {m_dl'
H |
Ha ocuosasnu 3ameuenHoro, %’F 0 HEKOTOPOMY MPOMEXYTKY
I uan Il Tna

d d=1 H

TaK Kak
n=N1
n=1
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Tenepb yme AECI'KO BUJAETDH, 4YTO:
Y3 = 0[m2XY 4+ m(XH -+ YG)lgAB -+ GH (IgAB)),
e

§ 3. B aTom naparpage Mbl paspemM BOMPOC O HAXOXACHHH
aCHMIOTOTHYECKOTO BbIPaMEHHs CyMMbl

S5k,

fHOCTaBAeHHbIH B NpejblaylieM naparpade.

.

ﬂpeaBapmeJ\bno cjeAaeM CAeayroliue 3aMevyaHHs . I_IYCTD
y—= nga + a2x2‘+ aix + Qg

A

(-a1)

17, 7

N
BN

Yepr. 3.

ecTb HHTepnoAsguoHHast KpuBas Newton'a, yaosaeTBopsiomas
YCAOBHSM:

Opu X == Xo, Y = Yo, ¥ =yo;
npu x =Xy, y=y1, y =y
fIpE 4eMm
, : 1
x5 —x=0(), gou 51 =00, g0’ n ' =0().
rae A — 6ecKOHEYHO-ManoEe YHCAO.

1) Memay Xy U x; He 6oAee OZHOH TOuKU neperuba.

1) (1‘\_

—o /L —o(L
2) Aerko BbIYMCAHTD, uTOo a3 =10 \a3) @ =0 A
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3) He tpyano suaerb, uto unrepnoasuuosnas kpusas New-
ton’a He MeHsieT CBOEro BHJa INpHM MepPEHOCE HavyaAa KOOpAMHAT
M NpHY M3MEHEHHH HalpaBAEHHS OCH Yy Ha o6GpaTHoe.

iz}, xak QymxuEs oT z msobpaxeHa Ha uepT. 3 TOHKOH uepTofl.

OCTPOMM HOBYIO (QyHKUMI0 ¢ (z) caeayromwum o6pasoMm. Bosb-
MeM AOMaHyI0 AMHHIO, H300pameHHyI0 Ha 4epT. 3, H CKPYTAUM
yrabl Tak, 4To6bl KacaTeArHash MeHsiaacb HenpepbiBHO. Jlasi storo
COEJMHEM TOYKM AOMAHOH AMHMH, OTCTOSILIHE OT BEPIIMH Ha —%
uHTepnoAsunonnoft Kpusoit Newton'a.

Ha ocnoBannu sameuawns 1) aerko npeacrasutb cebe BO3-
MOXHBIE BHAbI KPKBOH U yCTaHOBHTb, UTO MEXAY z3 M 25 @ (z) > —1.
Janee, Ha ocHOBaHMM 3aMeuaHus 3), ACHO, YTO BCE KPHBOAH-
HefiHble OTpesKku 6yAyT COBMECTHMBI, ECAH PaCCMATPUBATh UX B NPO-
crpanctBe. [lpocymmupyem Bmecto {z| @pyuguio ¢ (z) no o6ractu 2,
a 3aTeM OUEHWM NOPAZOK CAEAAHHOR MOTPEIHOCTH.

Pasroxum ¢ (z) B paa Fourier

¢(z)= A+ E (A,, cos 2zmz -+ B, sin 2mmz).

m:l

Ha 1eopun psaos Fourier ussectno, uto ecam ¢ynkums u ee
NPOU3BOJHAs HENPEPDIBHbI, TO KOIQ(HUUEHTb PasAOXKEHHs 6yayT
nopsiAka

1

m?’
[loatoMy, BbluMCAs KODQPuEHEHTH! A H B,, MOMHO UAEHBI

¢ (z) Huxe BTOPOro mOpsiZKa He BBIMHCHIBATb, TaK KaK MPU HMHTE-
TPUPOBAHHH OHH JAIOT BEAHYMHDl NOPAJKA

1 1

m?2 m
TAKOro BHJA, 4YTO OHH JOAMHDI [IEAHUKOM HCUYE3HYTb.

Ho B gannom cayuae xosdpduuuentnl 3aBHCAT eme OT mnapa-
metpa A, Ouenum st KO3 PHUUHEHTHI:

1
A= | 9(z)dz= 5 (n3 reomeTpuueckux coobpaxeHui).

%1
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2y

2y
A,=2 f @ (2) cos 2rmzdz =2 f ? (z) cos 2mmzdz -

21 zy

24

—|—— 2 f f?(z)cos?“mzdz+ PR

23

:2f[1”—?(Z)]COS2T‘m["(Z+A)]dZ+
—%—2['_&(2)00521tmzdz+...:

%
=2 f (asz® + a»z?) (p cos 2emz + q sin2w=mz) dz +-..
%
rZ4e p M g OrpaHHYEeHbl HE3aBHCHMO OT m H A,
[Moao6upiM 06pasoM HaxoauMm, 4TO HPH
1 1
m>-— A, uB = 0 (_A?m3)'

1 s
[Tpu m< 4 TakuM cnoco6om npurozHoH oueHkH A u B, He

noayuaercs. B atom cayuae cpaBHuM A4, M B, C COOTBETCTBEH-

! !
HbIMH Ko3(puuneHtamu A, m B pasromenus ¢ (2), rae ¢ (2)
usobpaxaercs AOMaHOH AuHHeH Ha uepT. 3.

Ouesnzano
2y

A:n —A,=2 f [©1(2) — ¢ (2)] cos 2=mzdz -

21

21
-+ 2 f [¢1(2) — ¢ (2)] cos 2mmzdz.

Kamawit unrerpana, crosiyuil B npaBoll yacTu 3TOro paBEeHCTBA

eCTb
O(A):O(%) npu m_{%
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Henocpeacreennoe xe Bbiumcaenne A’ B -npeanoroxeHun

1 1y -
m = —— gaer 0 —) , TAe 3aBHCHMOCTb OT A yxe MNpUHATA BO
. m

A
BHHUMaHHe.
1
Takum o6pasom Haxogum, uTo mpu m< —-

A"Lan:0<i).
m

[Toroxum
A=(AB)~ i igAB

S
Q
-+ Z Amz‘ cos 2nmz 4B, ZZ sin2xmz |,
Q

m=1 Q
rae I—.[ €CTh YHCAO LEAbIX TOYEK obracTtu.

Buyrpennne cymmbl mamu yme ouenenor B § 2. Kpome roro,
04eBHZHO, uTO OHHM He mpeBocxoaaT 0 (AB)

1
m= —

A
DD =g ol > Jmar
Q - m=1
m =< AB )
+ m (XH+ YG) IgAB+ GH (IgAB)?] - Z At [mAXY -

m > IK
o \
AB
L m(XH - YG)lgAB -+ GH(IgAB)?] - Zm \
m > AB /

3awmeuas, uto
1 1 1
ERNE S R—TEY

noAyyaem

Q
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Ocraetcs ouenuTbh MOPAZOK CYMMBI E E (9(2) — iz}).

]
s uepr. 3 BuaHo, uto OCcb z pasbuBaeTcs Ha uepeayrOIMECHT
NPOMEXYTKH JABYX THIOB:

1) npomexyTku, B koTopnix | ¢ (2) — {2} | <A,
«2) Te, B KOTOPBIX 3TO He COGAIOAEHO.

leomsmy'raﬂ CcyMMa, PacnpoCcTpaHeHHass TOAbKO MO 3HAYCHHAM z
H3 NPOMEXKYTKOB II€PBOro THIia, OYE€BHAHO, MOPAZKA OCTATO4~
Horo uneHa. Yrobbl JoKa3aTb, 4YTO Ta ke CymMMa, PaclpOCTPaHEH-

Yepr. 4.

Hasi [0 3HAYEHHAM H3 OCTaAbHbIX [POMEXKYTKOB, TaKke NDopsaaka
OCTAaTOYHOI'o YA€Ha, AOCTATOYHO IIOKasaTb, 4YTO

Z Z ¥ (2) =0 [(AB)*/u(lg AB)*:],

rae ¥ (z) uzobpamenHas Ha uepT. 4 QPyHKIHA.

Touka (—24,0) u Touka (— 4, 1), touka (A4, 1) u Touxa
(-+24,0) u 7. 4. coeauHeHb!l NONAPHO HHTEPTIOAALMOHHOA KpH-
Boii. JokasaTeAbCTBO BIOAHE aHaAOTHUYHO H3AOMEHHOMY BbILIE.
Oranume aToro caydas B ToM, 4to Ay=0 (d).

ZZ {¢] :%H + O[(AB)"s(IgAB)].

§ 4. Bossparumes x F (x, y).
B § 2 6wbiro ycranosaeno z = F (x, y)+ 0 [(AB)~ s lgAB) 3],
Tpu stom z_, < F(x, y) <z Lp TA€ 3Hauex ompezeaseT BbIGOP e

Urax:
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ECAH MEXAY Z_, H Z-|-1 HET LEeAOr'O YHCAa K Z—H — Heé UEeA0€e YHCAO
TO:

fz_ it <IF o) <{z_,}

AJ\H AOKasaTeAbCTBaA TEOPEMbl JOCTATOYHO IIOKa3aTb, YTO YACAO
CAy4YaeB, B KOTOPbIX 3TO YyCAOBHE He COGJU'OACHO, 6)’116'1‘ nopajgka
OCTaTO4YHOI'O YA€Ba.

Uucao sTx caydyaeB paBHO

SRYIEE )Y

Q

S NN NN

[ Q Q

:EZ F (5,9)— 5 T+ O [A4B)"s (g B

TaKHM OGPaBOM, TeopemMa JOKasaHa:

DO )= g T Olan g s

§ 5. IMoabsysico Tem me MeToZOM, OuEHb NPOCTO JOKA3aTh
Teopemy, aausyio npop. Y. M. Bunorpazoseim 1).

Teopema: Ilycts B npomexyrke (R, Q) dynxkuus F (x) umeer
NePBYI0 M BTOPYIO MPOU3BOAHDIE, NPH HEM:

1k
Q_SF (X)ST4 ’

-

rae A-— NOAOKUTEAbHAs BEAMYMHA, UPEBOCXOZASALLas MOCTOSHHOE
YHCAO, GOAblliee €JWHMLBl, W MOTryNlas [PHHUMATh CKOAb YIOAHO
6oAbIIME 3HAYEHHs OJHOBPEMEHHO C H3MEHEHHEM NPOMEeXYTKa
(R, Q) u Buaa Qynkuum, 6ykBa xe k 0603HAYAET KOHEYHOE IO-
crosnHoe yucAo. [lycrn, ceepx Toro, Q — R < g4, rae g — nocTosH-
Hoe uHcAo. [Tpu aTux ycroBusx cywmma zpobubix uacredt F (x),
pacIpoCTpaHeHHas MO LeAbIM 3HaueHusAM x u3 npomexytka (R, Q),
MOXeT 6biTb NpejCTaBA€HA B (JOPME;

x<Q
D F@= 3 @—R+-0uhigat

x=R

1) Ussecrna Ax. H. 1917 r u Marncrepckas auce. 1920 r.
(OPMYAHPOBKE TEOPEMbI MHOIO CJeAaHbl HECYIIECTBEHHDbIE OTKAOHEHHA
ot ykasammpix pa6or M. M. Bumorpagoma. Ilpn gamHpIX yciosmsax mepBas pa6oTa
o 2 2/
aact ocratounniii unen 0 [(AlgA)’ls], a Bropan—0 (A”/3).
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ﬂ,oxaaa're/\bcrso He COCTaBUT 3aTPYJHEHHs, €CAHU NOAOKHTDH!
Al(lgA)s =X, A'ls(lgdy /s = G, A~ a(lgA) 3=,

3a MepBYIO KPHBYIO B3sITb AOMaHyK, H306pameHHyl0 Ha uyepT. 3,
a 3a BTOPYIO KPHBYIO — AOMaHyl0, NOAYYEHHYIO H3 KPHUBOM, us0-
6pameHHOR Ha uepT. 4, 3ameHoli OTpPe3KOB mapaboAbl OTpesKaMH
npsaMoH.

§ 6. Bossparumcs x namell Teopeme.

[peanonroxum, uto ozHo us ycrosuit (*) e cobawaeno. Ilycrn

3
B'ls 3
—~(lgAB)"4,
A''s
ecTb BeAHunHa 6GeckoHeudHo-marasgs U B> C>1, rae C— nocrosu
HOE HYHCAO.

HenocpeacTBeHHBIM pUMeHEHHEM TEOPEMBI NMPEbIAYVIIErO Mapa-
P P p

rpada moay4aeM

ZZ {F(x, y)}_—.—;—- I40 [Az/sB([gAf/s]’

rae Il — uncro geanix Touex. B gaHHOM cayuae ocTaTOUHbBIH ureH
6oAee HH3KOTO NOPAJKA, UEM

O[(AB)"s(IgAB)’/"]

¥ TeM 3Ha4YHTEAbHee, 4eM MeHbuie B mo cpasuenuio ¢ A. Toabko
B gaHHoMm cAyuae nod Il neabss pasymerp mrowazp obaacru. Ilpn
AeACHHH OOAaCTH CETbIO INPSAMbIX:

X ==u,
X =9,

rae u u v npoberaloT BCe LeAble YHCAA, 3amMedaeM, YTO Pa3HOCThb
MexAy NAOIazZbio O6AACTM H YMCAOM UEABIX TOHeK, BoobIue
rOBOPS!, TOI'O XK€ MOpAAKA, KaK YHCAO 3aJETbIX KOHTYPOM KBaJpa-
TOB; T. €. paBHal

O (A~ B),

4TO He ABASETCA B JAHHOM CAydae BeAHuMHOfl mopsizka ocrartou-
HOI'O YAEeHa.

B sakarouenue sameuy, YTO SIBHOE MAM CKPBITOE Y4aCTHE B AaH-
HOM BOIPOCE BTOPBHIX HPOMSBOZHBIX CyllecTEeHHO. [loatomy ma
BPsAJ AH MOXHO HafiTH moZo6HyIO TEOpeMmy MpH 3HAYUTEAbHO Gonee
MPOCThIX YCAOBHAX.

B umeasx kpaTKoCTH s He M3Aaralo HHKaKHX NPHAOKEHMH Joka-
3aHHOI Teopewmbl, TeM 6OAee, YTO NMPUMEHEHHE €e He NPeJCTaBASET
3aTPyZHEHHH.

297



Ueber einen asymptotischen Ausdruck fiir die Summe
der gebrochenen Teile einer Funktion zweier Argumente.

M. Gelbcke.

In vielen Fragen der analytischen Zahlentheorie ergibt sich die Not-
wendigkeit einen asymptotischen Ausdriick fiir die Zahl der Gitter-
punkte innerhalb eines gewissen variablen Volumens aufzustellen; dieses
Problem reduziert sich seinerseits auf die Angabe eines asymptotischen
Ausdrucks fiir die Summe der. gebrochenen Teile einer Funktion zweier
Argumente. In der vorliegenden Arbeit wird der folgende allgemeine
Satz bewiesen.

Es sei das Gebiet @ der Verdnderlichen x und y durch eine solche
Linie begrinzt, dass eine beliebige der x—Axe oder der y—Axe pa-
rallele Gerade das Gebiet € in nicht mehr als zwei Teile trennt. Die
Linie selbst oder gewisse Teile derselben brauchen dem Gebiete 2
nicht anzugehdren. Ferner soll die Funktion F' (x, y) im Cebiete @ die
ersten und zweiten Ableitungen besitzen, wobei

1

v k
A SFxx (x’ y)gﬁg

I ” [
BSES WwosE

|F,) & ) | <sVFE. &y £, & 9

wihrend A und B Grossen vorstellen, welche > C > 1 sind und bei
Verinderung des Gebietes € und der Wahl der Funktion F (x, y)
beliebig grosse Werte annehmen kénunen, C—eine Konstante und %, /, s
absolute Konstanten bedeuten, welche den Ungleihungen s <1 und

s < %/ L geniigen. Endlich sei die Differenz der extremen Abszissen—-
kl

und Ordinaten-werte nicht grésser als gA bezw. hB, wo g und h

Konstanten vorstellen. Unter den angegebenen Bedingungen kann die

Summe der gebrochenen Teile der Funktion F' (x, y) iiber simmtliche

innerhalb des Gebietes & befindlichen Gitterpunkte in der Form

LEAF (o ) = — [+0 (4B’ (g AB'h)

dargestellt werden, wobei Il die Anzahl der Gitterpunkte im Gebiete &
bedeutet. Unter den erginzenden Bedingungen

A’/a ¥ N
iy e AB)afazt>o;%/— (g 4BY'+>t>0; = Const.

kann unter I1 auch der Flicheninhalt von 2 verstanden werden.
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0 saxome mpuTAAKeHHS.
H. I1. Heponos.

§ 1. Ilpeacrasaenne moreHmMara CHABI NPUTAMEHUsT GeCKOHEY-
HBIM PAZOM.

[lpeanoromum 3aKOH MPHTSMEHHS TaKUM, 9TO NOTEHIUAA CHADI
NPUTAXMEHUS] MeAKAY ABYMsi MaTepHAaAbHbIMM TOYKAMH C MacCaMu
M (coanye), m (nnaaHeTa) W B3aUMHBIM PACCTOSIHUEM P BblpamaeTCst
GeCKOHEUHBIM PAAOM, A€ ONyLeHa [POMSBOAbHAs MOCTOSHHASA,

) U:me( + + + o pz>0

OTC}OI[a CHAA NPUTSAKECHHSA

<2)f=—‘§%=——me( +aE+E D4 Jeza>o

)

Koaspguuuentor A, {4, v, ... BIHOAHE ONPEAEAAIOTCA 3ajaHHEM
TOR UAM HHOH (OPMBI 3aKOHA AASl CHAbl NPUTSAHEHUs [OCAE pas-
AoxeHHs1 ee B GecKOHeuyHbI psg.

Ecau npuusito 3akon nputamenus Holotona (A=p=v=... =0),
TO OTHOCHTEAbBHOE JABHKEHME MAAHETHl MO OTHOWIEHHIO K COAHLY
6yseT onpeAeAsTbCS B QYHKUMH BPEMEHH { ypaBHEHHsMH 1)

l/f(M+m) C n (t_—t);u———eSl‘nll:C.;

3) r=a (1—ecos u);

k: 1te e e P
tang l/ 1 lang 3 r= 1 Fecosw’ P ™

BACCb BBeJeHbl 0603HaYeHns: @ U b—coOTBETCTBEHHO GOAb-
mas ¥ MaAas NOAYOCH PAAHIOTHYECKOH OPOUTHI MAAHETDbl; e—3KC-
LEHTPHUCHTET DAAMINCA; F—pPajUyC BEKTOP, COEAMHSIOIIUHA NAAHETY
C LESHTPOM TSDKECTH COAHUA; W-—HCTHHHAs aHOMaAHMA [AAHETDHI;

A%

) Tisserand: ,Traité de Mécanique céleste®, t. I, § 31.

HKypuaa Aenunrp. Pns.-Mar. O-8a, 1. 1, B. 2 (1927). 299



u—B3KCUEHTPUYECKAs] aHOMaAHus; [—cpejHsAs aHOMAaAHUS; T - MOMEHT
npoxosaeHus naaHeThl yepes nepurennii. Coxpanss o6ossavenus
He6ecHoii MexaHUKH ¥ COOTBETCTBYIOLLYIO TEPMHHOAOTHIO 1), BBEAEM
cAezylollue YLAbL, OMNpPeJAeAsiollNe IMOAOKEHHE MAAHETbl B MPO-
CTPaHCTBE, C TOH TOADKO pasHUIeH, 4TO POAb MAOCKOCTH 3KAHI-
Tk ars 1-ro smeaps 1850 roaa y Hac 6yger urpaTb MAOCKOCTD
COAHEYHOTo 3KBaTOpa: f—z0AroTa BOCXOAALIErO y3Aa MAOCKOCTH
OpPGHTDl OTHOCHTEADHO MAOCKOCTH COAHEYHOTO DKBATOPA, P—HAKAO-
HEeHHe [AOCKOCTH OpOHTBI K TOH #®e IAOCKOCTH, ®—JOATOTa Ie-
pUreAnsi, V—JOArOTa IIAaHeTbl Ha ee opbure.

Torza ncTuHHAasi ¥ SKCUEHTPUYECKAs aHOMAAHH MPEACTABATCA
B BUZE, €CAH BBECTH &—CPEZHIOX JOATOTY BIOXH,

“4) w=V—0; (=n ({—")=nt-+e— o,

Ecan sakon mputsaxenus otauden or sakona Hoiorowa, To
noctosHubie a, e, @, §, ® ¢ B ypasuennax (3) saaunTHYECKOTO
ABUAEHHA TNAAHETI MOKHO pPAacCMaTPHBATb, Kak HEM3BECTHbIE
(YHKINM BPEMEHH, NOJAEKAWME ONPEAEAEHHIO.

[lpuuss, 4TO cUAA NPUTAXEHHA MeXAY ABYMsl MATEPUAABHBIMU
TOYKaMH Bbvipamaercsi paaoM (2), BbIUACAMM ee NOTEHUHMAA, CYUMTASA
COAHIIE CIAOIIHBIM TEAOM, a MAAHETy MO NpexHeMmy Toukofl. ['Aas-
Hbl LEHTPaAbHbIl DAAMICOMA MHEPUUM COAHLA MPHUMEM 3a DAAMI-
COMJA BpAIUEHHs.

Byaem umetn

U:fmf<%+;—‘,+§;—+p%+...)dM=
P |

—fm { LM +2}L’M—1—3'isin;r(3v_—9)-sin2%° +[ 1 L};

=4-C

(5)

W= gy

3aeco r umeer npexnee sHadenne, a 4 n C cyrb raaBHble
UeHTpaAbHble MOMEHTbl HHEPUHH COAHLA: A OTHOCHTEABHO OCH,
Aemaiell B mAockocTH akBaTopa, i C OTHOCHTEABHO OCH BpalleHus
SAAHNCOHAA,

[Tpumenss meroa ycuAauBamOIuX (QYyHKUUH, MOKHO [OKA3aTh,
utro psg (5) ara U Gyaer cxopswmmcs, ecam r>py 0,
rae C,  oGosHayaeT HaHGOAbUIEE PACCTOSHHUE OT UEHTPA TAKECTH

COAHLA A0 €ro MOBEPXHOCTH.

Touno Takum e o06pasoM JOKaspiBaeTCA CXOAMMOCTb pPsiAa,
NOAyueHHOTO U3 psija (5) Aud@epeHUUPOBAHHEM ero Mo MPsSMO-
YTOABHBIM KOOPAMHATAM IAGHETHl HAH 110 KaKoMmy-An60 mapameTpy,
(yHKIUuefl KOTOPOro ABASIOTCA 3TH KOOPZHHATDI.

1) Tisserand, ibid., § 32.
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B o6uwem cayuae cuna npuTsmeHHs nepecraer GbiTb LEHTPaAb-
vofi. OHa npeBpalaeTcs B LEHTPaAbHYIO, €CAH CUHTATb COAHIE
MaTEPUAABHOR TOUKOH HMAM, HanpuUMep, MPUHATH, YTO OHO OrpaHH-
4eHO cepUUeCKOH MOBEPXHOCTbI0 H MAOTHOCTb €ro B Kamaoh
TOYKE €CTb (PYHKUHS TOABKO OZHOT'O PACCTOSIHHSI 3TOH TOYKM ZO
neurpa orpannunBaromed cdepw (i==0).

§ 2. [lepsbifi wacTHbifi cAyuail ).

Ecau B pagax (1) u (2) Bce xoapduuuentor U, Y, ..., Kpome A,
paBHbl HYAI0 U KPOME TOTO COAHLE M DAaHETa PaccMaTpPHBAIOTCH,
KaK MaTepHaAbHble TOUKH, 6AAroAaps ueMy CHAA NPUTAKEHHUS TIOAY-
YaeTcsi LEHTPAAbHOH, TO MOXKHO NOKasaTb, HCXOAS M3 HHTErpaioB
KUBOH CHABI M mAowWaZed, YTO ypaBHEHUs] JABHMEHHS I[AAHETHI
6yAyT OTAMYATBCA OT YypaBHEHHHA DAAMNTHYECKOrO ABHieHns (3)
AMIIb TEM, YTO HCTHHHAs AHOMAaAHA w MPHOGPETET MHOKHTEAD

{5)_. EcAn 2TOT MHOXHMTEAD ABASETCH PalMOHAABHbIM
p \

YHCAOM, TO TPaeKTOPHs NMAaHeTbl OyjaeT 3amMKHyTOH# aare6paude-
ckoft kpueoi. Cwmeuleuwe nepurerns 3a o0auH 060POT MAAHETHI
BOKPYT COAHLIa MPEJCTaBHTCS B BHJE, ECAH BOCIOAL3OBATbCS pas-
AOKEHHEM B PAJ (PH MaAOM A,

(6) 2= (l/:i’—1>= 2;}‘ 4.

§ 3. Bropoit yacTHbili cayuaii.

Cuuras cuay nputamenus uentparbHoft (§ 2), moroxum, yro
B psaaax (1) u (2) Bce koapPuuueHTH Y, ..., KpoMe A H {, paBHbI
Hyato. [loabsysich muTerparamm xuBOH cMABI B TIAOWAASHR, TMOAY-
YaeM ypaBHEHHE TPAEKTOPHHM fIAAHETbl B MOAAPHBIX KOOPJHHATAX
ruw ?)

_ bo __
@) "Tap (o Fw—b

3aech uepes p (o' - w) o6osHaueHa IAAUNTHYECKAs (YHKUHA
Befiepmrpacca ¢ naBapnantamu

12 (82— boby) 3bobyby — 263 — bibs
® = = o

1) Routh: ,A treatise on Dynamics of a particle, 1898, § 359.

2) O6man TeopHs OTHOCHTEAbHOCTH ZAeT ypaBHEHHE TPAEKTOPHH TAKOTO e
suga: Forsyth, ,Proceedings of the Royal Society, Section A, vol. XCVI], 1920,
p. 145; Morley, ,American Journal of Mathematics®, yol. XL, 1921, p. 29;
Jans, Académie Royale de Belgique, Classe des. sciences, 1923, Mémoires.

t. VII, fase. s.
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B cBoto ouepean

O a0 gy 2 O

M
36, = ZA Dﬂ___’{’), by = th

mh
Yepes —— u D 0603HayeHDbl 1POUSBOAbHBIE IOCTOSIHHbIE HHTE -

2

rparoB XHMBOH CHAbI M NAowazed

(10) %[(-‘(‘%)24— <‘f1’;’” U+t rz%:D.

Hakoneu, 20 u 20" cym Belgecmeﬂubxﬁ M YHCTO-MHHUMbIi
[epUOAbl DAAUNTHYECKOR (QYHKUUH, a e;==p (0), e, =p (0 o),
es = p (®') (e;>>e; > e;) BelleCTBEHHble KOPHH NOAHHOMa 4x3—
goX 83

Koraa moasipubiii yroa w Bospacraer ot HyAS 40 ©, QYHKIUA
p (o' 4 w) Bospacraer oT e; A0 e;. [Ipu Aanpuefimem BospacTanuu
yraa w A0 °°, usmeHeHne pyukuun p (o' - w) 6yaeT 3akAyaTbCS
B Tex xe rpanuuax. CooTBeTCTBYIOIME 3HAYEHNS paAnyca BEKTOpa ¥
nAaHETbl GYAYT 3aKAIOYEHbl MEXAY 7, . W I, . .

3akoH ABHAEHHs NAAHEeTbl Mo ee opbure BbIpamaeTcs ypaBHe-
HHEM
[ u=w'

lo 2ul (v
16Dp’ (%) )| e +)+ ©

TR t=9= %] p () o J

(11)

Baecop BBeaeHbl o6biuHbie o6osHauenus o u { @yuxuuil Befiep-
mTpacca. [locTosnHbIi mapameTp v omnpeaeAsseTcs ypaBHEHHEM

p ()= —4—'. [Monaaras s pasencrse (11) w = 20, noayuum spems 7,

npoTeKawllee MexAy ABYMA MOCAEJOBATEAbHBIMH MNPOXOXKACHHAMU
IAQHETbl 4Yepes NePHreAHH,

by  d el()—ol()
4Dp' (v) dv p' (@)

(12) T=

C‘lHTaH A n " MaAbIMH, IpEeACTaBASAEM CMEUIEHHE I[EPpUTreAHA
3a OJHH 06OPOT IIAAHETbl BOKPYr COAHLA B BHJE psja

2mh 67
St

[Tpn marbix A m p mapameTp p MOXKHO CYHTATb HMEIOLIUM
TO e 3HayeHHe, YTO ¥ B DAAMNTHYECKOM ABHKEHHH.

13) 20— 2r =

302



§ 4. VurepBan cxoaumocTH mpouecca MOCAEJOBATEAbBHBIX MPH-
GAMKEHUH.

[lepexoas or pasobpaHHbIX 4YaCTHbIX CAyuyaeB K o6weMmy,
NPUMEHHM METOJ BapHalH¥ IIPOHSBOALHBIX IIOCTOSIHHBIX M 6yxem
CUNTaTh, UYTO HHTErpaAbl H3YYAaeMOro ABHKEHHs COBMNAJAIOT C HHTe-
'rpaAaMH IAAMNTHYECKOTO ABHzeHHs (3), HO IIECTb NMPOM3BOAbHBIX
TOCTOSHHBIX TIOCAEAHErO a, e, 9, 0, @, ¢ cyrb HenmssecTHble QyHK-
uun Bpemenu f. Byaem wunTerpmposatp moayuaromyiocs cHcremy
aupdepeHuHarbHbIX YPAaBHEHHH 10 METOAY IIOCA€ZOBATeAbHbIX
npubauxenuii, NPUHHMAs 3a HAYaAbHOE 3Ha4YeHHe HE3aBHUCHMOTO
MepeMeHHOTO #j, a 3a HayaAbHble 3HAYCHHs HEM3BECTHbIX QYHKIUH
ay, ey, g, By, ®o, 5. BafimeMcst mpemae BCETO BOMPOCOM O CXOAHM-
MocTH 3TOro npouecca. Jasi ynpouenusi BBIYACAEHHH OTPaHHYHMCs
CAy4aeM LEHTPaAbHOH CHAbI, PacCMAaTPUBas COAHLE M NAAHeTy,
KaK MaTepHarbHble TOukH. BBoaum nepryp6aumonnyio dynkuuio R

U=t (gt bt et )=

:m(l—i— —{—R); k=V f (M~ m)

(14) R— i (%4_%4-%4—)
F:—mk2<%+%+§—r-+%+ )

Juddepenunarbibie ypaBHEHHs, ONpPeAEARIOLIHE HEU3BECTHble
YHKIMH, TPEACTABAAIOTCA B BUAE !
da _ 2 OR 9 _ 1 IR
Y& " a0 B FET na® Vi —elsine 09’

[éo]

ydo_ R yi—e R
OF= na® y1-—-e 09 nale  Oe’

de V1—e® 0R — 1—)Y1—e 4R.

4 —_—_ = — = — —_—e?2 v - —

as ()dt na’e. Ov Vi—e na’e 0O
ol 1 0R_

dt na® Y 1—esing 09

?
B tang o (_65_'_ oR
oo 3

na*y'l —é*

);

1) Tisserand, ibid., chap. IX, X.
303



o
d__ 2 R 73 R
®) T =" ha Ga naty1—e 07

+‘/1—_‘_e2 Vl—e~ aR

na’e Oe
Tak kak neprypGaguonHas ¢yHkuus R ne COAEPHUT TepeMen-
HbIX ¢ u 6, 1o 2-0e u 5-0e ypaBHeHus npeAbAymed CUCTEMbI
2awT w__const b= const., T. e. ABHMeHHE MOAy4YAETCS NAOCKMUM.
O6osnauun yepes A VCKOMYIO BEAHYHHY HHTEpBaAd BPEMEHH
(te, t,-+h), B mnpeaerax KOTOPOro Mbl MOxeM ObITb YBepeHbI
B CXOJHMMOCTH Ipolecca NOCAEAOBATEAbHbIX anGAumeHnﬁ.

[Ipeanoaaras Boimoanesne ycaoeus 0 <ey < »V—;A, 6yaeM UMeTb
ABa CAyyas B 3aBHCHMOCTH OT BEAHYMHbI Ha4aAbHOTO BKCLEHTPH~
cHTeTa.

Ecan
3
o/ 3Matn|i—2)/ L e ate)]
(16) €°<7‘ 11 1 ’
an <1—~9— 80>
TO
EY
=z apeo (1*—’%-‘ e0> _ 8

1 7\2
17 k= () A
17 9.9 o [N (A7 Tk
Hpn 3TOM nepemeﬂubxe a ue Gy\ll,yT 3aKAKUYEHb]l B nm‘epna}\ax

(12 2)
T 9/ 3 & T 9y

Ecan

/ s age (1_260\4
2 3 /4 o0 5 J 4
We|atat) e’ +3(5) —rary- >l/—s

HAH, yCHAWBai#A,

. /o -
5 3 SIMA+n
/ 4
(19) &> 3a, (\1 —% e )
TO
ae/l 66\\’1
. 3/4 4 00\ 5 0
20) h=g — B
20) & ety 0—e+3{5) —ray |
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3naueHus QyHKUMA a M e He BbIHZYT H3 HHTEPBAAOB

1 1
[ 1} <1i?> 5 € <1i—5—>
Ars onpeaeneHnst KoadPHUUHEHTa ¥ HYKHO COCTaBATb QYHK-
guio S ()
ey SH=—-L 1 2 S 4

mk? r? r rt P

Tak xak r=a (1 —ecosu), To nHanboree MWUPOKOMY H3 ABYX

npeabizyIUX HHTEPBaAOB JASl 4 H € COOTBETCTBYEeT CcAeayromuit
HHTEPBAA JAAS 7

7 [ 11 1/ \
(22) Vonin — ? ao I\\l - T e()); max™— 9 273 U 1 + — eo/: .

Koadguuuent y onpesersiercs HepaBEHCTBOM

(23) 1790 S(r) <r<r,

7)1? n

[Tpn 6ecnpeserpHOM BO3pacTaHMH @, YHMCAO ) MOXKHO B3ATDb
CKOAb YIOJZHO MaAbIM.

B ocHoBy Hammx paccyxzenuii 6BIAO NOAOXEHO, 4YTO KO3(-
uuueHT A He paBeH Hynl. Ecau 6b1 OH 6bIA paBeH HYAIO, TO
BMECTO HEro B (pOpMyAbl BomeA 6bl KO3(@UIUEHT (., NOAaras
nocaezHuit He paBHbiM HyAw. Kak u pasbme, Mbl uMeAn 6b1 ABa
cAyuas B 3aBHCUMOCTH OT BEAHYHHbl Ha4aAbHOrO SKCUEHTPHUCHTETA.

Ecau
3 11
121 (p! (1) [1—2]/ e (1+e)]
(24) e0<~1—1 / 13 5
36 a? \\1 1 eo)
TO / \
’ 13 5
(25) h 2/9) S A T

33\11/ no v (142

nepeMeHbee a ue 6y.£l,yT 3aKAIOUYEHDbI B HHTEPBaAax

Ecan

[ ae /1 ! )5
\ 5 0 ‘
(26) e, | (1--e0) +V (1+-e0)*+ é\( 2/ 5 >‘/ :

20 Kypnana. 305



HAM, YCHAHMBafd,

s/ .
@7) 0>y B
‘/ 5a2 (1 — ¢ eo)
TO
175y ageo 1 e"/
@8) h= | —(te)+}  (ter+33) —raTy

BHaqeﬂnﬂ cpyﬂxguﬁ a # e He BbIAAYT U3 HHTEPBAAOB

i =1):m(1=)

Myskuus S (r) umeer Bua

F 1 3 4
(29) S=—tn—t A=t

mk‘.). r2
KOSCI)(I)HQHCHT /. onpeAeAsieTcsi HePpaBEHCTBOM

(30) 7> —%S(r)’; <r<y

l Fonin max ?
rage

Bl rp = 191 @ (1 —‘% e0>; P s Z—i% ap (1 —}—%— €o>

Jrs Gorpmmux 3HaveHnt @) HMeeT CHAy MNpexHee 3HauYEHHe
OTHOCHTEADHO MaAOCTH Y.

Ecan orpannunsartbes ToAbKO NepBbIM MpHOGAMKEHHEM, TO OIIUGKa,
NOAYYAIOIIAACA PH BBIYUCAEHHHM KaKOH-AMG0 M3 HCKOMbBIX (QYHKUIHH
AAsl MOMEHTa BPEMEHH, He BbIXOASIIEr0 U3 Bbllle ONPeJEAEHHOTO
HHTepBaAa, OyjeT 1m0 aGCOAIOTHOR BeAHUWMHe MEHbIle, YeM

(32) M . _e(A—i—B) =t _ 1 ——(A+ B) (t— to)] ,

ALB

rae monromuTeAbHble koandectsa M, A, B umeror Te xe 3HaueHus,
uyro u y Goursat 1); e=2,71828.......

Ws nafinennpix opmya aas h caeayer, 4To BeAMUHHA MHTEPBaAa
CXOZMMOCTH MPOLECCa NOCAEAOBATEAbHbIX [PHOAHKEHHA 3aBHCHT

apey a\eo
OT OTHOUIEHHUS YK ecan A & 0, uAm oT oTHOWeEHHSA —I ; »I-, €CAHU

=0 u p + 0. Huxe 6ysyr npusezenor mexoTopble coo6pameHus
OTHOCHTEABHO upesBpryaiHoi ManrocTH gpobu | A | : ao(§ 6). Ho,

1) Goursat: ,Cours d‘Analyse mathématique®, 1925, t. II, § 388.
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Boo6Ille roBopsi, KAKOBb! 6bl HY GBIAM KO®(QHUHEHTH . M 1, OpH
HayaAbHOM 3HAYEHUM DKCUEHTPHCHTETA, 6ANZKOM K HyAIO, HHTepBaA h
6yaer uypessbiuafino man. Cayaait e, = 0 mbl He paccmaTpuBaem.

§ 5. O6wuit cayuaii.

B ofuwem caydaé wmbi He 6yzeM UPHUOHCBIBATD KaKUX-AHGO
YaCTHbIX 3HAYEHMH KOBQQHUUUEHTaM A, 1, Y, .., a TakKe CUHATATb
CHAY NPHUTSXEHUS 1eHTPaAbHOM.

ITpenebpemem, 6Grarozaps maroctd m mno cpapsenuro ¢ M,
BAMAHHMEM NAAHETH! Ha JBUKEHHE COAHLA.

[lepryp6anunonnas @yukuus 6yzeT uMeTb BHA
)
G

sin® (v —0) - sin? 0 .. s k=VfM;

k=t ()
(33) 8_—_3—f£;
2

73

"2—117; i:A—'C.

p =p—

M3 ¢popMyr 3AAMOTHYECKOrO ABHAEHHS HOAYYAEM CAEAYIOLIUE
PasAOKEHHs '), CXOAAIIMECS MPH MaAbiX 3HAUEHHAX e:

r.——

2
—a~—1~ecos’C_~{—%(1—cosQi)—}—...; L=nt+e—0

r o2 p e? .
(=) =1+2cos {4 5 (L+5c0s2) + ...

/

©4) Ci —3 3é
<~a— :1—|—3ecos'f__—}—7(1—}—3cos2'f_,)—{—...
I . Se* . ..
w=Vv— w:Q—l—Qeszn-’;—l-—fszn 204
Orcroaa

sin® (v —0) = —;—— [1—cos 2 (nt+=—H0)] +

(35) ~+2e sin (nt+ & — ) - sin2 (nt +=—b) -
+ 5 [cos 2@ —6) -
+ 8cos2(nt-+e—0) —9cos 2 (2nt -2 — o — O] — ...

1) Tisserand, ibid., Chap. XVIL
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Jeras noacraHoBKy, moAyyaem BblpazeHHe NepTyp6allHOHHON
(YHKIMM B BUJE 1LEAOTO psifla OTHOCHTEABHO €

= e N —cos2 (e — 0
T {(21& +3_’3’i)cos(nt+a_e)
osznzo

-+ —— [6 cos (nt -+=—w) — 7 cos(Bnt+ 3= — @ — 26)

-cos (nt 42 4o —20)] 4 ... | -

N
(36) Lo { kA
3k2;¢"

s —w)] +

Bszn ©

[6+ 5cos?2 (0 — 0)+18 cos2 (nt+ = — w)+

10 cos 2 (nt-+ =— ) — 39 cos 2 (2nt -+ 2e— & — )]+ . . .}+

[oacraBasiem 3Hauenus nponsBoAHBIX NePTypOaUMOHHOH QyHK-

UMH 10 NepeMeHHbIM a, e, ¢, 0, , ¢ B cucremy anp@epeHunarnp-
Hbix ypaBHenu#i (15) n npurmcmsaeM STHM IlepeMEHHbIM Ha4yaAbHbIE
3HayYeHHs. 10raa npaeble 4acTH ypaBHeHH 6yAyT cozepxarb, Kak

nd 21‘ 21»
NepHOANYECKHE YAEHbI C MNEPHOAAMH — , —~—, -, «., TJ€
ny’ 2n,” 3np
3

no=ka, 2, Tak U HeNePHOZHYECKHE.
Tak kaxk nHac unTepecyroT upmpaimenus QyHkuui a, e, 9,0, o, =
2n
3a BpeMsi OAHOrO 060pOTa MAAHETHl BOKPYr COAHHa / =-—, TO
no
Mbl BO3bMEM B KBajpaTypax NepBOro NPUOAMKEHHS 3a NpPeAeAbl
HHTErpupoBanus %, u £, + 1.
Onepauus nnrerpupoBanus Tpe6yeT paBHOMEPHOH CXOAWMOCTH
PSAOB, KOTOPbIMH BblpakalOTCsl YIOMSAHYTbiE IPOUSBOZHbIE EPTYP-
6aunonnoii QyHkUHH !).

1) Cunras coAHLe M NMAGHETY MaTepHaAbHBIMHM TOUKAaMH, HE TPYAHO IOKA3aTh,
noabsyscb pagom Aaurpanma (Goursat, ibid., t. Il, § 302), uto, Hanp., unrerpar
¢

*oU

Ba df ecTb roroMOpdHas (QYHKUNS BKCUEHTPUCHTETA €.
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Mpupamenns Qynxuuit a, e, ¢, 6, ©, ¢ 3a oxuH 060poT mnAa-

¥

HEThI npeacrtaBsTCsa CTCIMECHHbIMHU pAAaMHA  OTHOCHTEAbBHO €

M —, B KOTOPbIX HMKE BBIIHUCAHbl TOAbKO NEPBBIE YAEHDI:
(24}

t+ T b T 3ricos ¢,
@pT =0 @ T="0

o Ma;
=A 6wy’ 15nisin? @ | —
® to+ T e 2__ — attthindhgi A 2 —~ cos 2 wa — 0 e
@ T = T T e R eos 20— ]
v 15zeyisin® o, . sin2(w,— 0j)
37 et =120 ©0 LA
@n @ e +
, 15meni sin 2y . sin 2 (wo — f)
oot T 0 70 0 0
(n)to 8Mag +
to+ T 87:)\ 12‘~P« f
@ptT=S T
© ao a,
3wi sin? 20 5 90 . 0 |
Waz—“ [7—tg 5 3 cos 2 (noty +20—0g)] +. ..
0

Pasnoctp ® — 0 usmepser yraoBoe paccrosHMe MemAY FEPH-
reAMEM ¥ BOCXOASIUMM Y3AOM mAockocTH op6uthl. CwMemenne
nepureans 3a oJuH 060POT MAAHETHI

(38) (@— 0T 7= 2=k bru] +

ty a ! 2
0 a;,
4?;‘53- {5 sin? 9y - [2 4 cos 2(6, — by)] — 4 cos ',90} +...

+

Aror pesyavbrar npu i =0 corracyercs ¢ HafiA€HHBIMH HHbIM
nyTeM M AAs YacTHBIX cAydaeB BbipameHusmu (6) u (13), ecam
B HHX TOMAOXHUTb JAAA OpOUT HOYTH KPYroBBIX p = dj.

[lepBbie ureHbl MOAYYEHHBIX psAAOB NOKa3blBAIOT, YTO H3Me-
HeHue yraa 6, 1. e, npegeccuoHHOe ABHEKEHHE MAOCKOCTH OPGHUTHI,
H USMEeHeHHe yraa ¢, T. €. HyTallUOHHOe JABHKEHHME TOH xe ImAo-
CKOCTH, O6YCAOBAMBAIOTCS HMCKAIOUHTEABHO KO3(Q(HUHUEHTOM I, Xa-
paKkTepUsylOmuUM. pacnpeaereHne Maccbl Ha coAanue. Caeacrtsuem
H3MeHeHusi yraoB 0 W 9 sBAsieTCs ABMKEHHE Y3AOB IAOCKOCTH
op6uUTHI.

Vsmenenune skcueHTpuCHTETa e TaKke 3aBHCHT HCKAIOUHTEABHO
oT KO3(dHuUHeHTa I.

o _

Yro ke KacaeTcs yraoBoro cmelleHns mepureaus o — 06, o
OHO 33aBHUCHT M OT KO3()QHUHWEHTa [ ¥ OT KOIPPUUHEHTOB A, W
psza (2), BbIpamalonlero CHAY MPHTAXKEHH.
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§ 6. O uucaeHHOM 3HAYCHHH KOIPPHIHMEHTOB A, &, 4.

Omnpeaeants ¢ yA0BAETBOPUTEABHOH CTENEHBIO TOYHOCTH YHCAO-
BYI0 BEAMYHHY KOI(QQHUHEHTOB A, (%, { BOSMOXKHO TOABKO MNpH
HAAMYMH JOCTAaTOYHO TOYHBIX aCTPOHOMHMYECKHAX JaHHbIX. B mpo-
TUBHOM CAy4yae 4YHMCAOBasi OlleHKa 6yaeT HOCHTb o6IWui K npuban-
meHHpifl xapakrep. Caeayiomue coo6pameHHsi NO3BOASIOT OLEHUTD
MOPAAZOK BEAMYHHBb! KOd(MHUUUEHTA A aﬁI-mITeﬁHy NpUHAAAEKUT
BbipaxeHHe '), BbITeKkaromee u3 oflleil TEOPUH OTHOCHTEALHOCTH,
AAsl CMEIIEHMA IepUreAds IIAGHETbl 3a OJZHMH ee 060pPOT BOKPYr
COAHLA

(39)

24w3q? 2= 3fM (p— bZ)

T2c2(1 — e?) - p ¢’ a

rae ¢ o603HauaeT CKOPOCTb CBETa, a OCTaAbHble OGO3HAauEHHS
cosnagaror ¢ HamuMu. Jasi op6HT NOYTH KPYroBbIX p = @, Hro
KacaeTCs TOYHOCTH (POPMyAbl OfiHmTeHHa, TO, KaK U3BECTHO, OHA
JAaeT MpeKpacHbll pe3yAbTaT, B CMbICAE COBHNAJEHHs C acTPOHOMU-
YECKMMHU BBIUHCAEHHAMH, AAsi MepKypus u, NOBHAHNMOMY, He CTOAb
YAOBAETBOPHTEADHBIH JAAA JPYTUX IAaHET, GbITb MOXKET, BCASACTBUE
HEJOCTATOYHOfl TOYHOCTH PE3YAbTATOB YNOMSAHYTBIX BbIllle BbIYHC-
Aenunil gAs mocaeauux (mAaHET).

Ecau caerato OPejHOAOKEHHe, YTO KOa(pduuueHT A He paBeH
HYAIO, TO Al AOCTaTOYHO 6oApmnx 3Hauennii a, B pagy (38)
MOXHO OrPaHUYHTbCH €ro NepBbIM YAEHOM. lorja cpaBHenye
c popmyro#t DfiHwTeliHA ZaeT NPHOAUBUTEABHYIO BEAUUHHY KO3(D-
¢punrenta A
3fM

) .

c

(40) A=

Sur la loi de 'attraction.

: N. Neronoff.

Posons la loi de Vattraction ayant telle forme que le potentiel de
la force d’attraction agissant entre deux points matériels de masses M
et m s'exprime par la série (1), ot p est leur distance?2).

La force d'attraction a l’expression (2).

Déterminons la position d’'une planéte dans I'espace par le procédé
employé en Mécanique céleste. Mais le plan de l'équateur du soleil

1) Einstein: , Sitzungsberichte der Preuss.® Akademie der Wissenschaften®,
1915, p. 831. . o .

%) Voir la Note précédente (p. 299) dont le résumé a été énoncé a la Soc.
Astron. de Leningrad au janvier 1926.
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jouera le role du plan de D’écliptique au 1-er janvier 1850. Conservons
aussi la terminologie correspondante !).

Considérons la planéte comme le point matériel de masse m et le
soleil comme le corps continu de masse M/ dont les moments d’inertie
principaux relatifs a son centre de gravité sont A =B et C.

Le potentiel de la force d'attraction se présente sous la forme de
la série (5), ou r désigne la distance de la planéte au centre de gra-
vité du soleil, 8—la longitude du noeud ascendant du plan de I'orbite
par rapport au plan de I'équateur du soleil, ®—7/’inclinaison de I'orbite

par rapport au méme plan et v—la longitude de la planéte dans son orbite.

Etudions la convergence de la série (5) par la méthode des fonctions
majorantes (§ 1).

Examinons deux cas particuliers quand la force d’attraction, le soleil
et la planéte étant regardés comme les points matériels, est centrale
et dans les séries (1) et (2) seulement quelques de premiers coefficients
sont différents de zéro (§§ 2, 3)-

Dans le cas général nous considérons les éléments du mouvement
elliptique a (le demi grand axe de l'orbite), e (I’excentricité), ¢, 8, ©
(la longitude du périhélie) et e (la longitude moyenne de I'époque)
comme les fonctions inconnues du temps  prenant les valeurs initiales a,
€y, 9o, 60» Wy, &y pour t:to ’

Déterminons ces fonctions du systéme des équations différentielles (15),
ot R désigne la fonction pertubatrice ?).

Employons pour-I'intégration du systéme (15) la méthode des appro-
ximations successives et trouvons lintervalle du temps (fo, t+ h) pour
lequel le procédé sera convergeant en supposant, pour simplifier les for-
mules, la force d’attraction comme centrale (§ 4).

Cette restriction n’a pas lieu plus loin.
3

Quand le temps recgoit I’accroissement T=2" , o ng—ka, 2 et
— o
k=ViM, égal a la durée de la révolution de la planéte sur son
orbite, nous avons de la premiére approximation (§ 5) les expressions
pour les accroissements des fonctions inconnues qui se présentent sous

. ” . . I
la forme des séries (37), ordonnées suivant les puissances de et e
0

Le déplacement du périhélie & chaque révolution de la planéte a la
forme (38).

Les premiers termes des séries (37) et (38) montrent que:

1) le changement des angles f et ¢ ne dépend que du coefficient i
caractérisant la distribution de la masse du soleil. A cause du change-
ment de ces angles a lieu le mouvement des noeuds du plan de'orbite;

2) le changement de I’excentricité ne dépend que du coefficient 7

3) le déplacement du périhélie dépend en méme temps du coeffi-
cient I et des coefficients A, u. des séries (1) et (2).

1) Tisserand. ,Traité de Mécanique céleste, t. I, §§ 31, 32.
3) Tisserand, ibid., Chap. IX, X.
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Si le coefficient A est différent de zéro, nous ne retenons dans

la série (38) pour les valeurs deFI— et e, suffisamment petites que
0

le premier terme. La comparaison a la formule d’Einstein (39), déduite
de la théorie de la Relativité, ot ¢ désigne la vitesse de la lumiére et
pour les orbites presque circulaire p — ay, donne la valeur approxima-
tive de X\ (40).

Les valeurs exactes des coefficient A, 1, 7 ne peuvent &tre recues
que des calculs astronomiques.
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Ueber einige asymptotische Formeln.

A. Dymmann.

Herr Professor J. M. Winogradow hat in seiner Abhandlung: ,Ueber
eine asymptotische Gleichheit der Theorie der quadratischen Formen*“
(Perm, 1918, russisch) einen asymptotischen Ausdruck fiir die Summe:

O (a+b)+0 (a+200+...+6 (a4 2b)
gegeben 1) Unter (D) wird folgendes verstanden:

1) O(D)=h (D), d. h. der Classenanzahl quadratischer Formen
erster Art der Determinante D, wenn D <o; ' ’

2) O(D)=o, wenn D ein vollstandiges Quadrat ist;

3) O(D)= Lk (D).Ig (T+U VD), wo T, U die Kleinsten

positiven Auflésungen der Pell’schen Gleichung x2 — Dy?=1 bedeuten
wenn D > o und kein vollstindiges Quadrat ist.

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung besteht im Vorfinden analoger
asymptotischer Ausdriicke fiir Summen beliebiger Potenzen der Funktio-
nen © (D), d. h:

O (@+8)]" +[0 (@t 20)]" -+ ... +[0(a+ Zb)".
Der Vereinfachung unserer Unrersuchungen halber aber, wollen wir,
tatt der Progression a+ bx, die natiirliche Reihe betrachten, denn
unsere Methode bleibt dieselbe auch fiir den Fall einer Progression.

1°. Bezeichnen wir mit <%—> entweder das Jacobi'sche Symbol, oder
Null, jé nachdem die Zahlen lza und 8 relativ-prim sind, oder nicht, und
mit /4 (D) eine folgendermassen definirte Funktion:

QO

(1) H(D):E<§')}I{'

n=1
wo D kein vollstindiges Quadrat ist.
1) Diese Abhandlung war Herrn Winogradow’s Kandidat-Dissertation,
nach der Idee Herrn Prof. J. W. Uspensky (jetzt Akademiker) die Dirichlet’schen
Reihen an die Berechnung asymptotischer Ausdriicke fiir die Funktion © (D) zu

wenden, geschrieben.—Die vorliegende Abhandlung stellt dieselbe Anwendung
der Dirichlet’schen Reihen dar.

:0* IHKypuaa Aenunrp. @us.-Mar. O-Ba, T. 1, 8. (1927). 313



Da die Reihe (1) bedingt convergent ist, wollen wir unter [H (D)I"
folgendes verstehen:

w_ D : m
[H D" = lim (Z<T 1+9)’p>0.

Zeigen wir die Existenz dieses Grenzwerths.
Es ist leicht zu ersehen, dass:

@) ( (2 ) Z\D\T”Iff)

=1 n=1

. (n) die Anzahl aller Zerlegungen der Zahl n in m Faktoren

bedeutet. Im Falle, wenn m—=2, stellt © (n) die Divisorenanzahl der
Zahl n dar.
Da die Reihe (2) eine Reihe von der Form

§ D T, (n)
i'an * l:Jn (p)’ (\/WO an = <—~n_)’ ':J% (‘O) = #) ’

st, und fiir sie folgende Bedingungen gelten:

1) S, =a;+a,+ ... +a, bleibe bei unendlich wachsendem Index
n stets unter einem endlichen Werthe .S;

2) ¥, () sei reell und positiv;

3) %, () nehme mit wachsendem Index n ab und convergire gegen

Null;
4) ¥, (p) sei eine stetige abnehmende Funktion von p,—schliessen

wir, dem §.4 Abschn. III der Bachmann’schen ,Analytischen Zahlen-
theorie“ zufolge, dass die Reihe (2) eine stetige Funktion von p sei.
Um den Grenzwerth der Reihe (2), wenn p—- 0, zu erhalten, setzen
wir in den einzelnen Gliedern der Reihe p — 0, und dann erhalten wir:

°-°-1 »(n) "/ D\ <. (n)
[ mr Yy m 7
ot N(2) 0 N(2)
n—1 n—1

Wenn aber D ein vollstindiges Quadrat ist, wollen wir die endliche

Reihe:
m EQ D T'm (n)

n—1
betrachten.
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2°. Beschéftigen wir uns mit dem Vorfinden des asymptotischen
Ausdrucks der Summe:
X)) =H " +[H "+ ... + [H X)),
wenn X unendlich wichst.—Wir setzen voraus, dass die frither genannte
Grésse Q eine bestimmte Funktion von X sei, deren Gestalt wir spiter

definiren.
Der Definition der Funktion H (D) zufolge, erhalten wir:

X Q
® (X)=ZZ (\%) —"%l)—JrRO (X),
x>0 n=1

wo

. X
R [ < X, BV (2) S
n>Q
Wir setzen hier, wie auch iiberall im folgenden, X>4 und Q> 3.

Berechnen wir zuerst das Restglied, und dafiir bestimmen wir den

Werth der Summe
D
§ :;i\ -
S— '\ n ) m (n)'
n—1

Im besonderen Falle, wenn m =2, und, folglich, = (n) die Anzahl
der Zerlegungen der Zahl n in 2 Faktoren darstellt, hat die Summe .S
die Gestalt:

S=(Z)+2 ()4 ({_)* 2 5 )

(4) .
o (=X (X ) ra (5.
l—2<d181>+2 \d282>T... 1—2<dKBK/

wo d,, 3, reziproke Divisoren der Zahl D ‘bedeuten. Aus dem Aus-

drucke (4) sehen wir, dass die Summe .S sich folgendermassen darstellen
lasst:

n=[V D] o \
5= DG+ ()
n—1
+2 () {(_;‘)+(’;\+ N +<T5’j~])}+
o Y N
Tt ( (VD] — 1> "Dl >Jf([v’z)] + g >}
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Da die Anzahl \_'ollstéindiger Quadrate in der Reihe 1, 2, 3, ... D

nicht grdsser, als |/ D ist, jede von der in den grossen Parenthesen
enthaltenen Summen aber, dem §.3 der Winogradow’schen Abhandlung:
»Ueber eine asymptotische Gleichheit der Theorie der quadratischen

Formen® gemiss, die Ordnung_[/ x—lgx hat, die Anzahl dieser Sum-
men aber nicht grosser, als |/D ist,—erhalten wir:

| S| <F.yx lgx VD
Wenn aber m> 2, stellen wir T, (n) durch die t—Funktion dar.

Fangen wit mit m=3 an. — Die Zahl 73 (n) ist gleich der Anzahl der
Auflésungen in ganzen Zahlen der unbestimmten Gleichung:

(a) X1 - X2 . Xz —n
diese in der Form:

n
(b) Xy o Xg=—

X3

geschrieben, sehen wir, dass, fir jede angegebene X3, die Anzahl der

Auflésungen der Gleichung (b) gleich T(%) sei; da aber x; simmtliche
3

Divisoren der Zahl n durchliuft, erhalten wir, T(-%>: 7 (8) durch alle
3

Divisoren 8 der Zahl n summirend, dass die Anzahl der Auflésungen
der Gleichung (a) gleich Lt (3) sei

Darum wird die Summe S = E { Yz (3)} in diesem Falle

folgendermassen dargestellt:

S=(E)+(E) ( @+e (5 @r+em)+

I

+(Z)F W @S @t

A CaCRCARRNCH I (a"g*) (= @) += (a,,))

Schrelben wir S in der Form:

() 0+
+ (%)(r D)+ )] +(E)(=

2 >
+ .+ [Di/{]) (2 )+ @)+

316



und fiigen die Symbole mit den gleichen T (k) zusammen. Dann wird
die Summe S in der Form:

(D:2]
S=r (I)Z\” o) D) DD ()
n—1 n=1

dargestellt. .
= (n) =0 (n°), (wo & beliebig klein ist), erhalten wir:
| S|<F .-YxlgxV D D
Ebenso handeln wir im allgemeinen Falle, (m sei eine beliebige

positive ganze Zahl). Dann ist: <, (n) = . Lt (@), wo das L —

Zeichen (m — 2) Mal wiederholt w1rd und d1e erste (ausserste) Summe
auf simmtliche Divisoren der Zahl n, die zweite auf sdmmtliche Divi-
soren jeden der letzen,—u. s. w. bis zur letzen Summe,—ausgedehn:
werden.

Nach denselben Betrachtungen, wie frither, erhalten wir:

|S|<F.Vxlge VD.D" "
Die Grosse (—i—)

t . (n) lasst sich folgendermassen darstellen:

(%)‘T'm(n =Py Care

wo

b=6, FVx lgx V. " Y5 16,]<s

(e)
x\ ()
und darum gehen wir von der Summe (—-) zu der folgen-

n n
n>Q
den Summe:
pn, pn—l ‘OQ | <__I_ J— __I _~\
___n _—_——Q;b_—l-—r pn n n+1)
= =

iber. Daraus erhalten wir:

N [ * ) T, (n) | C X" ilgX Qr**
\n

| R, (X) IS ; n | VQ
n >
Beschiftigen wir uns jetzt mit der Berechnung der Summe:
X @
ok, T, (n)
’ NN e
x »0n =21
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Dem §.2 der frilher genannten Winogradow sehen Abhandlung

gemiss, gilt fiir die Summe:
X
=> ()
- n
x—=1

die Gleichheit: S =X .T1 (I ——A-} + T (wo p sdmmtliche Primdivi-

soren den Zahl n durchliuft),—wenn n ein vollstindiges Quadrat ist,

und die Ungleichheit: | .S | <_Z', wenn n kein vollstindiges Quadrat ist
(in beiden Fillen | 7| <y'n.lgn).
Darum wird die Reihe (5) in der Form:

X @ Va I_ o ()
220 6) Z +o
x >on=—1 n—1
dargestellt. Hier ist:

o9
lel<:2 m()lgn
;f Vn

n—1

<C.VQ Q- Q" "

Wenn wir, statt der Summe:

] '\
I _
(=) =@
ne
n=1
die Summe:
=y I1 (I'—L> <, (n?
"
n—1

betrachten, wird die bei unserer Bergchnung erlaubene Abweichung die
Grosse

00

Tm (nz) Q('m —1) ¢
2 e “YTya
n>V Q

nicht iibertreffen.
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Das Restglied unserer asymptotischen Formel wird die Gestalt:
C-X' . IgX Qe
Vv Q

. . Q (m—1) e
+G vV [gQ'Q(m_ G X —ﬁ—
haben. Q = X": gesetzt, erhalten wir:
(6) B R (X)| <K.X¥t"

und schliesslich:

'ﬂl( 2 3 '-I
0 & (X)= Z _(’f)_ () Lk X

n=1

+

| R (X) | <

wo ¢ (n) die Euler'sche Funktion bedeutet und |p | << 1 1)

3°. Bezeichnen wir mit 4 (D) die Classenanzahl quadratischer Formen
erster Art der Determinante D, so haben wir, den Dirichlet’schen ,Vor-
lesungen tber Zahlentheorie“ gemdiss:

) h (0)=-=.yID] H (D),
wenn D << —1,
@) h )= —2VD g,

lg (T-+ UVD)

wo 7, U die kleinsten positiven Auflosungen der Pell’schen Gleichung
— Dy? = 1 bezeichnen,—wenn D >> O und kein vollstindiges Quadrat ist.

!y Wenn m — 2, haben wir im Hauptgliede der Formel (I} die Divisorenan-
zalh der Zahl n%. Wenn m =3, haben wir:

53 (n%) =7t (n? = (n).

Die letzte Gleichheit folgt daraus, dass <3 (v) =2% (3) (wo die Summe auf
sammtliche Divisoren der Zahl v ausgedehnt wird); der Ausdruck 2t (8) aber
lasst sich mit Hilfe derselben Methode, welche in den Dirichlet’schen ,Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie“ fiir den Beweis | der Gleichheit 2¢ (3) == n benutzt
wird, in der Form:

2% @ =1 0y +z>( F1) wo v=Tip/y

darstellen,

Fiir v = n?, ist also:
35 (B)== (n?) .= (n).
(Sie Dirichlet, 1871, I. Abschnitt, §.14).
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Beschiftigen wir uns mit dem Vorfinden des asymptotischen Aus-
drucks der Summe:

O @"+0 @I"+... +6 @),

wo O (D) die frither definirte Funktion bedeutet, — wenn Z unendlich
wachst.

Dafiir finden wir zuerst den asymptotischen Ausdruck fiir die Summe:

m m

W (Z)=[H ()" +2° [H@)"+...+2° [H @)",
wenn Z unendlich wichst.

Aus der Formel (I) sehen wir, dass:
[HX)"=P+R (X)—R X—1), X=s, 6, ... 7,

wo P die im Hauptgliede der Formel (I) stehende Konstante, R (X)
aber das Restglied bedeuten.

Z > 4 vorausgesetzt, erhalten wir die folgende Formel:

m m m

W (2)=[H (1)]"+ 2 [H@]" 435 [H )"+ 1" [H )"

) ‘Nl 777 1". m

FPG 6. +ZH—sR () +Z R (©2)—

m m

6 —sH R~ ... (2" —z—n") R@—),
woraus ist es leicht zu finden:

m—42 2») -|—3

() W (2)=

m+

Beim Uebergange zu der Funktion ©O(D), bemerken wir, dass, ihrer
Definition gemdss, verschwindet die Differenz:

m m

[eO)" — =5 D* [HDI"

nur im Falle, wenn D ein vollstindiges Quadrat ist, nicht ).

1) Zwischen den negativen Werthen von D gibt es D == —1, wo die ge-
nannte Differenz auch nicht verschwindet.
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die Anzahl vollstindiger Quardrate in der Reihe 1, 2, 3, ... Z abe

nicht grosser, als |/_Z ist, hat die Differenz zwischen der Grosse
m
2

— . W (Z) und der Summe:

1O M0 @ + ... 410 @)"

. + 1 ..
die Ordnung Z °

Daraus erhalten wir:

8 W+ 10 @' +.. 0 @ =2 pFr
a TG o : 7" (m+2) +

2m-|—§_
AN 7 & +n

Dieselbe Methode, wie frither gesagt, gilt auch fiir das Vorfinden
asymptotischer Ausdriicke solcher Summen beliebiger Potenzen der Funk-
tionen O (D), wo D die Werthe der Glieder einer arithmetischen Pro-
gression von der Form @+ bx annimmt '), und liefert fir die Summe

E [O (at+ bx)]m einen folgenden Ausdruck:
x—=1

A 7—:— m--2

0 RN
Z[ R

n=1
2m4-3 # 1
+e.N.Z v bﬁ,+;—+n
indem wir, der Einfachheit halber, a = —;j b gesetzt haben. —In der

letzen Formel soll b hinreichend kleine Werthe annehmen.

Leningrad, 25. V. 1926,

|

|2

1) Denn die Fundamentalungleichheit <l/x lgx gilt auch

£,(3)

21 Kypuan. 321
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O HeKoTOPHIX acHMUTOTHYECKHX (opMyAax.
A. Avimmarn.

B nacrosme#i paGoTe AaroTCA aCHMNTOTHYECKHE BbIPAKEHHSA AAA
CYyMM BHZA:
zZ

Z [0 o)™

D=1 ‘

z
Z 18 (@ bx)]",

x=1

u Goaee obliero BUAa:

rae O (D)=h(D), T. e. YACAy KAACCOB KBaApaTHYHbIX GOPM I-TO
puaa omnpeaerureas D, xoraa D < o;

8(D)=— h(D) - g(T+UVD),

korga D > o0 u He ecTb mnoAnbifi kBaapat (uepes 7, U obosua-
YeHpl HAHMEHbIINE NOAOKHUTEALHble pelteHus ypasHenus Pell's
x? — Dy?=1), u, Hakonen, 8 (D)=o, xoraa D ectp xBajpar ue-
AOTO 4YHMCAa.

[peacrasus ¢yukuuio h (D) B Buae psaaa Dirichlet u zeran
HeKoTOpble MpeoGpasoBanus ¢ QyHkuwed T (n), Bbipamarouielt
YMCAO pasAOAeHMH uMCAa n Ha k COMHOXUTEAeH, Mbl mMOAyuaeMm
OKOHYATEABHYIO (OPMYAY:

mn (&)

zZ
Y n_ zm-)—lb_z Z ¢(n)- <, (n? m—;—z
Dy ator= 5 Y SR Sy

x=1 n=1

2m 38 m 1 .
+6NZT+" 6—2—+T+Q

’

NSl
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 COHCOK JOKAAJOB,

npountannbix B 3acepamusx Aemmurpagckoro Mmamico-
Maremaraueckoro O6mecrsa ¢ 1922 mo 1927 rog.

1922—1923 roa.

1. H. U. M aeabcon. AcrpoHoMHuecKkHe BOMPOCH! CBA3AHHbIE C PUH-
LUNOM OTHOCHTEABHOCTH.

. A. A, Dpugman. O kpusu3He NPOCTpPAHCTBA.

.A. C. Besukosuu Hosbe 'ocHOBaHHA TeOopuM HHTerparoB
Ae6era. ‘

. 5. B. Yecnenckuit. O dynkyuonarpHoM ypaBHeHud [exxke.

. 10. A- Kpyrkos u B. A. @ o x. Maaruux ropaa Panes.

A 4. Tamaprun. O6 accCHMNTOTHYECKHMX BHIDAKEHMAX AASA pelle-

. HU# AHMHEHHbIX Au(]PepeHIUaAbHBIX YpaBHEHHH.
7. B. A. Mox. O HexkoropbIX m-l"i‘il‘pahbl-lblx ynpaBHenusax Volterra,

TWN

(o A0 -8

oo

. A. A. llloxar. O pasroxenun f Lx(i)(:—y B HENpepbIBHYIO Apo6b.
i a ’ .

9. A. A. Tamapxun. O npubrumeHHOM cCnocobe AAsT BbIYHCAEHHS
peleHuii MHTErpaAbHbIX YPaBHEHHH 2-TO poja.

10. B. U. Cmupuos. K Teopun ayromopgpmubix rpymm.,

11. . H. Jeaxone. leomerpuueckas unrepnperauuss airropugma
Boposnoro. .

12. H. M. Trourep. O neaarornueckoit sesreavnocrn A. A. Mapkosa
(saceganue mamaru A. A. Mapkosa).

13, B. A. Crexaos. Ouepk musun u gesareabnocru A. A, Mapxosa
(sacepanne mamaru A. A. Mapkosa).

14. . B. Ycneunckuit. Ouepx nayuno#t gesreabnoctn A. A. Mapkosa
(saceaanne namsaTn A. A. Mapkosa).

15. A. C. Besukosuu. Pa6orm A. A, Mapkosa no Teopun BeposT-
Hocreit (3aceganme mamstu A. A. Mapkosa).

16. B.'"Jl. AbBoBckuii. O 3aMKHYTBIX NOBEPXHOCTAX IOCTOAHHON
KPHUBHU3HDI. '

1



17. B. M. Kosaosnu. O HeompezereHmbix AuddepeHunarbHbIX ypa-
BHeHusx (Tpu coofwenus). :

18. A.T. Aodiganckui. O npuveHenus KOMIAEKCHON nepeMeHHOH

| K peweHHI0 o6wWell 3ajauM TEOPUM MeXaHU3MOB. '

19. b. M. M 3BexoB. Ycaopus annamuueckoil BOSMOXHOCTH ABHKEHHS
BA3KOH CEKHUMaeMOH KHUIKOCTH. ’

.20, H. M. TronTtep. O6 ocnosroii 3agaye ruzpoguHaMuky.

21. [ M. @uxtenroabpu. O samkuyTofi cucreMe OpTOroHaAbHBIX
yHKIHi.

22. A. B. Bacuanes. O6 wusganum cobpasns coumnenmi H. H.
Ao6auescxkoro.

1924 roa.

1. A.T. Aosinancku . O npubauxensom obpawenvn pyHKUHE.
2 H. M. T'iourep. O geficTBHsix Haz QyHKIMAMM HE HMEOILMMH
POU3BOZHBIX.
3. B. A. Mok O6 oguoii sazaue TEOPHH BEPOATHOCTE. .
4. b. H Jdeaone. O6 wuccaegoBanusix Boponoro, = kacawowuxcs
NPABHABHOTO 3aNOAHEHHS MPOCTPAHCTBA.
5. A. @. Taspuaos. [Ipumencune Meroga XapaxTepHCTHK K HHTe-
TPHPOBAHMIO YPABHEHHS Ie0je3UUYECKMX AWHHIL.
6. b. H. Jleaone. O mycrom mape.
7. . B. Yenenckuit. O xoapuuuenrax popmyant Cotes’a.
8. B. 4. AbsoBckuii. O6 0cobbix TOUKaXx OZHOCTOPOHHHX NOBEPX-
HOCTEH .
9. A. A. Tamapxuun. K teopun unrerparpHbix ypaBHeHHH.
10. B. A. Cnepancxuii K Teopus KOHeUHBIX OPTOTOHAADHBIX mpe-
o6pa3oBaHMii.
11. A. C. Besukoeuu. O6 orHocurerpHpIx maxima u minima Hbro-
HOBAa MOTEHI{HAAA.
12. A. A. CuabBepmen. O HEKOTOPBIX ONPEAEACHHAX CyMMHpye-
MOCTH. .
13. A. T. Aostiganckuit. O6 oanom rpapuueckoMm cnocobe perre-
HHA ypaBHEHUH.
14. H. M. TriouTtep. O6 ocHoBHOII 3azadye THUAPOAUHAMHKY.
15. B. H. Jeaxone. Homoe poxasareabcTBo kyGuueckoit reopembl
Fermat.

1925 roa.

1. B. 4. AvBoBcruil O ‘3aMKHYTBIX TPEXMEPHDLIX MPOCTPAHCTBAX
Kaacca Volterra u 06 ux -06061eHunsx.

2. b. H. Jexone. 'O6 onpejeAeHny KBaZpaTHYHOR opMbI TO ee

' noc¢AejoBaTEABHBIM minima. -

3. . B. Ycnenckuil. 3avéuanne mo nosojy OAHOro cBoicTBa
HPPAUHOHAADHDIX YHCEA.

4. H- M. Tioure p- O wmerozax peureHus ruzpoZHHAMHYECKOH 3aJauH.
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5. H. M..Tronrep. O.aemme Ilyanxape.
6. B. A Taprakosckuii. O pemennn B 1eAbIx  9ucrax  ypabHe-
* 2n 2n )
s x—Ay=1.
7. A. @®. Taspuaos. 3ameuanne o yentpobexHoi cuxe.
8. M. A. Bapeuxunii Pacno.\omeﬂnc Konrpyenmmx COBOKYIHOCTE
Ha OTpesKe.
9. O. K Kurtomupckuii Feome’rpuﬂ KPYrOB C MPOEKTHBHOH TOUKM
‘apenus (Heesxkanzosa _reomerpus KPYToB).
10.C. A. Tepuro pUH. I'Ioc'rpoeuue (PYHKLMHA KOMIIAEKCHOrO nepe-
MEHHOTO NOMONIbIO INAPHUPHBIX MEXaHU3MOB.
11. B. U. Cmupuos. Pa6ormt Browera u Weyl's o6 OCHOBaHHUAX
MaTeMaTHuKH. :
12. B. U. CmupHos." Hoame paGOTbI Hilbert’a 06 ocroBanmsix mate-
 martukm. ‘
13. A. A Fe6epr Hosoe azokasareancrso Teopcmm Betti.
14. H . M. Troutep. O gBuikeHHM XUZKOCTH, 3aKAIOYEHHOH M Tmepe-
MeWameMcs Cocyae. h
15. P. O. Kyssmuu. O6 aare6panueckom ypaBHenuy, BCe xopHu
"' KOTOPOro OTPULATEABHBI.
16. B. M. Cmupnos. Pa6orsr ®. Kaefina no reopnn  dysxumit
 (saceganne namstu . Kaeiina).
17. H. B. Aunun. Pa6ort @. Kaefina no aJ\rere (aaceaaﬂne
‘namatu @. Kaeiina).
18. C. A. Boromoaos. Pa6orer M. Kaelina mo reomerpun  (sace-
' ganne namata @. Kaeiina).
19. B, K. ®peaepuxc. Paborm . Kaetina no o6memy npuELMITY
T OTHOCHTEABHOCTH (sacepanue namsaru (. Kaeiina).
20. B. B. Muorposckuii. Pabersr M. Kaeina mo peopme npe-
nozaBanusi Marematuku (saceganne namsartu (. Kaeina).
21. 0. A. Kpyrkon. Oano sameuanne 06 oTHOCHTEALHOM ABUHEHUH
TOUKH.
22. B. H. CMMpHOB "Buorpagus A. A. CDpuamaHa (saceaaﬂue
- nawarz A. A. d)puamaﬂa)
23. M. B. Memepckuit Tpysm A. A. Mpuamana no mapo;muamnxe
(saceganue,; namatn A. A. Mpugmana),
24. B. H. Uasexos. Pabormt A. A. Mpuamana no 'reopemqecxou
meteoporornu (3acezanne namsru A. A. MDpuzmana).
25. B. K. @pegepukc. Paborn A. A. Mpuamana no obweit Teopun
OTHOCHTEABHOCTH (saceganne mamsatn A. A. MDpuavana).

\ 1926 roa.

1. B. A. Mok O xougopHOM H306paXKEeHHH UETHIPEYTOABHUKA C HyAe-
BbIMH yrAamu Ha moiymaockoets (23/1).

2. B. . Tarepkun Ogaun cayuait paBHOBeCHﬂ TPEYrOABHOH NAa-
crunkn (20/I).

3. E. AL Hukoarau O xoaebanusx corHyToro crepanst (20/I1).
’ \
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4. B. A. ApBoBcknii. O 3aMkHYTBIX TpexMepHbIX npocTpaHCTBaX

kaacca Volterra u 06 ux o6o6menuax (coob6menue II) (20/1N).

5. B. H. Jle rone. Pemenne 3ajaun SKBHBaAEHTHOCTH H Tabyas-
pusagus KyGHUECKHX JBOHHHYHLIX (OPM OTPHUATEABHOrO ompeae-
aureasn (13/10). '

HU. M. Bunorpajgos. O pacnpeaercHun ' gpo6HbIX aOAeii 3Ha-
yennii pynxuun oanoro mepemennoro (27/IH).

.. U. Usanos. O asyx cpasuenusx (27/Il).

. H. H. Cemenos. O6 oanoii apoiinoii cymme (27/1I).

B. H Jeaone. K reopun mnapaarerceapos (c aemoHcTpaumeii
Mozeaeit 4-xmephbix mapaareroeapos) (10/IV).

-10. T. B. Korocor. O6 ozuom o6o6mennn 3zagaus Saint Vénant'a

(8/V).

11. H C. Komaskos. O HekoTopbix CBOACTBaX NOAHHOMOB
Laguerre’a (8/V).

12. H. M. Tiontep. O JABmKeHMM XHMAKOCTH B 3aMKHYTOM cCOCyAe
(22/V).

13. A. @®. Taspuaros. K reopun cerox Ye6pmosa (22/V).

14. B. N. TauBenko. O6 usobpamennn muozecrs F ; B napamerpu-
ueckoii @opme (5/VI).

15. C. H. Bepumreiin. O Beposarnocru cobbiTii, cBs3aHHBIX B L€Nb
(25/1X)

16. A. B. Ammman. O mnekoropbix acumnroTHueckux —QopMyArax
teopun uucer (25/1X).

17. M. A. Teabp6re. O6 acuMnTOTHHECKHX BBHIpAMEHHAX CYMM JpPO6-
HbIX uvacredi Qynkumii AByx nepemenmbix (25/I1X).

18. B. U. Cuupnuos. Buorpagus B. A. Crexrosa (saceganue namsaru
B. A. Crexaosa 9/X).

19. B. T. Taxepxun. Pa6ore’ B. A. CrekioBa no Teopuu ynpy-
rocrn (3acezanne namatun B. A. Crekaoma 9/X).

-20. U. B. Memepcknii Pa6orer B A. Crexrosa no ruapogunammke
(sacepanue mamsru B. A. Crexaosa 9/X).

21, H. M. Tiontep. Pa6orsi B. A. CrexaoBa no maremarnueckoil
¢usuke M Teopum 3amkHyTocTH (3aceganme namatn B. A. Cre-
kaoa 9/X).

22. P. O. Kysbpmun Pa6orst B. A. Crexaosa no Mexanuueckum
Knagpa-rypam (saceganue mamsru B. A. Crexaopa 9/X).

23. . Meauxos. Oano sameuanue o Qpyuxuun paccesnus (23/X).

24. B. A M ox. TllpuBeaenne naockoit 3agauM TeopuMm ymPyrocTy
K MHTerpaibHoMy ypasuenuio (23/X).

25. P. O. Kysemun. O HEKOTOPBIX TPUrOHOMETPHUECKAX HEpaBEH-
creax (23/X).

26. B. U. Cmupuos. O6 oguoii 3agaue Asanynosa (13/XI)

27. H. Il. Heponos. O 3akone npurszenns (13/XI).

28. C. A. fAnueBckuii O reopemax kore6aHus AuHeHHDIX ZuPPepen-
umarbapix ypasuennit (27/XI).

29. C. B. A6oapunk. O mpocreix uncaax suga (14 Nx) u o ne
KoTopbix aareGpamueckux Teopemax (27/XI).

v

>

© o



30.
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I0.
II.

12,
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P. O. Kysbmun. O6 oanom Bompoce HeompeJereHHOro anaausa
(r1/X10).

.B. A. Taprakosckuii. O noaunomax, snaueHus KOTOpbIX Mpes-
CTaBAAIOTCA APYTMMH NOAMHOMaMu oanoii nepemenHoit (11/XII).

1927 roa.

(Becennmii cemecrp).

OpurHHAALEBIE ZOKAAALI.

.C. A.Tepmropun. O uncae Hyaeit npoussogHoii BuyTpH aan-

Horo komrypa (29/I).

H. M. Tionrep. O6 oaHOM mpuAOmEHMH TEOPUM 3aMKHYTOCTH
(12/I0).

. H. M. BunorpagoB. ODieMeHTapHOE JOKa3aTEABCTBO OAHOI
gopmyant Taycca (r2/I).

B. . Avsosckuii. O ceuenusx TpexmMepHOro mnpocTpaHcTBa
(5/10).

.B. H. leaone. O6 arxropugme noswmenns (26/1I).

. H. M. Tiourep. O6 ypaBrenusx ruapoannamuxu (9/IV).

. B. A. Cnepancxuit. Hexoroprie sameuanns x Teopun rpynn
(9/1V).

B. B. Toay6es. Onpeaerenne aHaauTHyeckoil (PpyHKUMM ee 3Ha-
uenusmu Ha xourype (14/V).

H. U. MycxeanmBuan, EauncreesHoctb peinenus mnaockoi
3ajauH  TEOPMH YNPYrOCTH B CAywae O6€CKOHEYHOH IAOCKOCTH
(14/V).

B. A. Kpeumap. O6 oanom cpasrennu (14/V).

I A, Tpuubepr. O pasromenun aHaAuTHUECKOH QYyHKUMH
B PAAbI MO (PYHKUWAM OT apryMEHTOB, IPONOPUUOHAABHBIX KOPHAM
ZaHHOTO TpaHCUueHAeHTHoro ypasuenus (28/V).

B. H. Cuupros. O nexoropbix pauuoHaAbHBIX ripeoGpasoBaHUAX
ypasuenun [aycca (runepreomerpuueckoro psaa) (28/V).

063opusie (ueTBeprosuie) AOKAAADI.

.H. B. Aunun. O paspemnmoctn aireGpanyeckux ypaBHEHHId,

B paumca.nax (ucropuuecknii ouepk) (2 coobwenns).

B. JAerone. Teopus NOAOKHTEABHBIX KBajPaTHYHBIX q)opM
(2 cooﬁlgeﬂuﬂ)

. H  H. Xyaexos u B. A. Absosckuii. CoBpémennoe cocroa-"
uue analisis situs. (2 coo6uenus).

P. O. Kyspmun. O pa6orax M. M. Bunorpagosa.

B. A. Taprakosckuit. O npeacraBrennn uucean OGUHAPHLIMH
popmamu.






NPABAEHHE
Aennnrpaacxoro Musmaxo-Maremarnueckoro O6mecrsa.

1. Ipescesarean Hukonait Maxcumosru T'ronTep.
Aennnrpag. B. Ipebeuxas a. 4, kB. 10, Tea. 469-62.

2. Bawm. npeacesareas Slkos Buktoposnu Y cmeHck u i
Aennnrpag. Ilupokas a. 16, kB. 14.

3. 3am. mpeacesareasn Baagumup Hanosdu CMupmnoB.
Aenunrpgag. Tonuapwas 4. 18, kB. 3, Tea. 202-94.

4. Ynen npaBrenus [puropuit Muxaiirosny M uxreHroanu.
Aenunrpag. ¥Ya. Kpacubix Bopbp 73/75, Tea. 42'04

5. Kasnauei Bopuc Muxaiirosuu Jenrone.
Aennnrpaz. B. O. 5 auums g. 16, k8. 9, "re.»\. 92-02.

6. Bu6anorexapo Koucraurnu Benegukrosnu Meauxos.
Aennnrpaz. B. O. Cpeguuit mp. 27, k8. 2.

7. Cekperapn Anexcangp MeAuxcosuy [aBpuaos.
" Aenunrpag: Anrekapckuii mpocn. i. 6, kB. 37, Tei. 58-53.

Peensnonnas komnccns Aeumnrpaacxoro Musuxo-Maremarn-
yeckoro O6mecrsa.

1. [peaceparerr ‘Hazempa Huxoraesna Tepme'r.
~ Aennnrpas. Coesmuuckas 4. 24, kB. 26.
2. Uren Pesus. Komuccun Poamon OcueBnu Kyspmun..
Aenunrpag. Aecnoii, Bexaemonckas 8-a.
3. Unen Pes. Komuccuu Omuy@puii Koncrantunosnu K utomupckuii
Aennnrpag. Bponnngxaﬂ 19, Tea. 202-20.

Mouernste arenns Aenunrpagckoro Musnxo-Maremarnzecxoro
O6wecTna.

1. Hilbert, Dawid, Goettingen..

Klein, Felix (ckonuaaca 22. uions 1925 r.).

[Tocce, Koncranrun Axekcangposnu. Aenunrpag.
Coxouxuit, FOanan Bacurvesuy. Aenunrpag. .
Crexaos, Bragumnp Amngpeesuu (ckoHuaica 30 mas 1926 r.).
XBoabcon, Opecr Jannrosuu. Aenunrpag.

7. Kpotaos, Axrekceit HuxkoraeBua. Aenunrpaa.

8. Usanos, Mean Vanosuu. Aenusrpag.

9. Bacuabes, Arexcangp Bacuavesnu. ‘Mocksa.
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CcCnmnHuHCOK

AeiCTBHTEABHBIX uAeHOB Aemnarpaackoro Puamxo-Maremarn-

1.

2.

I0.

II.:

12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.
19.

20.

21,

geckoro O6mecrsa ma 1/IV 1927 roaa.

A xamos, Axexceit Arekceesnu. Aennnrpaz. Cocnoska, IToan-
rexuuuecknii Mucruryr.

Axumos, Muxanr Msauosuu. Aennurpas, Kpecrosckuit ocrpos,
Anexcangposckuit npocn., 4. 18, kB. 4.

Amocos, Cepreii Vsanosuu. Aenunrpas, Maa. O6beagnas 18.
Ba6anckuii, Esremnii BacuabeBuu. Aenunrpas, 8-a Kpacno-
apmeiickaa 5.

BesnkoBuu, A6pam Camoiirosuu. Arrans, Ausepnyan.
BesukoBuu, fkos CamoiiroBuu. Aesnnrpag, INerponasaosckas 6.
Beanesckuii, Bragumup Arexcanaposuu. lapus.

Bepr, Bopuc Anapeesuu. Aenmnrpag, B. O. Cpeaunii np. 10,
KB. 29, Tea. 76-79.

Bepumreiin, Cepreii HaranoBuu. Xapokos, Mucr. Hapoanoro
O6pasosanns. ‘ '
Buan6un, Anekcanzp flxoBreBuu. Aemmnrpag Ilayrarosa 20,
KB. 2, TEA. 523-30.

Boromoaos, Crenan Arexcanaposuu. Aenmirpag, [Terporpaa-
ckas cropona, Maawii mp. A. 71, KB. 4, Ter, 636-53.
Boaanipes, Bacuanit Bacurbesuu. Aenunrpas, 3aropoambriii 28,
KB. 37.

Byarakos, Hukoaali Axexcanaposnu. Aennnrpag, B. O. 2-51 au-
HHA 4. 51, KB. 2.

Bypcuan, Buxtdop PobeproBnu. Aeuumnrpas, Tpouukas, a. 29,
KB. 4.

Bunorpagos, Heau MarseeBuu. J\emmrpaa, Cocnomca, IToan-
rexHuueckuit Mucruryr.

Boponeukui, Barearun AAeKcaHapoanq, Aenunrpag, B. Ilym-
Kapckas, 4. 67, kB. 5.

BopoHnosckas, Exusasera Baagumuposna. J\eﬂunrpaa, duro-
Aoruyeckuét, J. 3, KB. 93.

By Ainx, 3axap 3axapoBuu. Aenunrpag, Manras [Tocagckas, a. 26.
Faspa, Jmurpuii Aasapesnu. J\e}mm‘paa, CocHoBka, [Iloan-
rexunueckuii Mucraryr.

FaBpuaros, Arekcangp Mernxcosnu. Aenunrpaz, Antexapckui
npocn., a. 6, kB. 37, Tea. 58-53.

lFarepxun, Bopuc Ipuroppesnu. Aewmunrpas, Kpomsepcxan ya.,
&. 20-6.
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22.

23,
24.

29.

30.

31.

‘32.

33.

42.
43.
44.
45.

Facres, Bragumup Anrexceesuu. Aenunrpas, Mourauka, 1. 110,
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