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0 KOHCl>OJ»MHOM uso6pazeBHH -ieTwpexyroAhHHKa 

c eyAeBhlMH yrAaMR Ha DOAYDAOCKOCTh. 

B. A. (/Joi{. 

OycTh ,D,aH 'leTb1pexyroAhHHK ABCD (qepT. 1), cocTaBAeHHhiii 
HB ,11;yr KacaroignxcH KpyroB. Koeq>opMHoe HBo6pameHHe ero ea 
IlOAYDAOCKOCTb ,11;aeTCH, KaK H3BCCTHO, OTHOIIICHHeM .AByx HHTe
rpaAOB AHHeueoro ,11;nq>q>epeegHa./\hHoro ypaBHeHHH BToporo no
pH,11;Ka 

(1) _!} __ [cxi - a) (xi - b) (x1 - c) dyi] +(xi+ A) Yi= O. 
dxi dx1 

3a,11;aqa apHBO,ll;HTCH, C./\e,ll;OBaTe./\bffO, K onpeAeAeHHIO IlOCTOJIH
HbIX a, b, c, A no napaMeTpaM, xapaKTepnsyroignM 'leTh1pexyroAh
HHK, H K HHTerpnpoBam110 ypaBHeHHH (1). HccAe,11;0BaHHeM aToro 
ypaBHeHHH 3aHHMaAHCb MHOrHe aBTOpbl *); no,11;po6Hble yKa3aHHH 
AHTepaTypbl sonpoca Momeo HaHTH B ,11;nccepTagnn B. YI. CMnp
HOBa **). 

,lLoKaBaHo, 'ITO JJ;MI Kamp;oro 'leTbipexyroAbHHKa cyr,gecTBYIOT 
cooTBeTcTsyror,gne BHa'leHHH nocTOHHHbIX a, b, c, A, Bonpoc 06 
onpep;e./\eHHH 0THX IlOCTOHHHblX H HHTerpaAOB ypaBHeHH.H (1) 
eeAbBH, OJJ;HaKO, C'lHTaTb BIIOAHe peIIIeHHbIM, B BHJJ;Y TOI'O, 'ITO 
,ll;AH HHX He 6bIAO yKa3aHO . aeaAHTH'leCKHX Bblpameenii, npnro,11;
HblX JJ;MI Bbl'lHCAeenii. HacTm1r,gaH pa6oTa npe,11;cTaBA.HeT nonhlTKY 

· peIIIeHHH aToro Bonpoca •. 
1. Mb1 6y,11;eM HCKaTb HBo6pam.eHH11 ea noAynAOCKOCTb ee 

Bcero 'leThlpexyroAbHHKa, a OJJ;HOH 'leTBepTH ero, noAyqaeMOH 
cAe,11;y10ignM o6paBoM. DpoBe,11.eM ABa Kpyra Ki H K2 TaK, 'lT06b1 
cTopoHa DC .HBAHAaCb oTpameeneM cTopoHbI AB B Kpyre Ki. 
a CTOpoea AD oTpameHneM DC B Kpyre K2. 

*) CM. Hanp., D. Hilbert. Crundziige einer allgemeinen Theorie der line
aren lntegralgleichungen, p. 258. Teubner. Leipzig-Berlin. 1912. 

**) B. l1. CMHpHoB. 3a.n;a•rn o6pa!J!eHHH AHHeHHoro Amt>q>epeHj!HBJ\bHoro ypaa
HeHHH BToporo nopH.n;Ka c qeTblpbMH oco6b!MH TO'IKBMH. fleTporpa.n;, 1918 r. 

10* lB.ypHa.J\ AeHHHrp. <l>Hll.-MaT. 0-aa, T. I, B. 2 ( 1927). 



4eTb1pexyroAbHHI< ABCD pa:ao6beTc.H TaKHM o6pa30M Ha 

4 qeTBepTH, H3 KOTOpb!X K32KAa.H 11peACTaBA.HeT 'leTb!pexyroAbHHK 

c TpeMH 11p.HMbIMH yrAaMH H OAHHM yrAoM, paBHbIM HYAIO. 4To6bI 

Ji. 

I 
I 

--------1------
1 

I 

l..J.epT. I. 

c 
---- ~ 

i. 

D. 

110.11.yqHTb H3o6paiKeHHe aToro 'leTb1pexyro.l\bHHKa Ha 110.11.ynAo

CKOCTb, cocTaBHM 011epaTop Wsapga: 

d2 ds 1 ( d ds )2 

{s. x} = dx2 lg £,(-2 dx lg dx · 

B eameM cAytJae OH 6yp,eT paseH: 

(2) \s, x} = ~ r (x 1 e~)2 + (x-= e2)2 + (x-= e3)2 ]-

sx + c 
8 (x- e1) (x-e2) (x - e3) ' 

rJJ,e e11 e2, e 3, C- BeJMeCTBeHHbie nocTO.HHHbie, npH 'leM M02KHO C'IH· 

TaTb, 'ITO ei + e2 + e3.= 0. 
AMI p,a.11.bHeiimero 6yp,eT YA06Hee HCKaTb KOHCIJOpMHoe H30--

6pameHHe Hamero 'leTwpexyrOJ\bHHKa He Ha llOAYllAOCKOCTb KOM-

11.1\eKCHOH 11epeMeHHOH x, a Ha np.HMoyro./\bHHK KOMil.l\eKCHOH 

nepeMeHHOH w, TaK, qT06b1 yr./\bl 'leTblpexyro.l\bHHKa 11epeXOJJ,H./\H 

B yr.l\bl npnMoyro./\bHHKa. 

DpoH3BeAeM IlOACTaHOBKY 

x 

(3) 

co 



npH qeM 6y.11eM cqi-iTaTb, qTo BeigeCTBeHHbIH H MHHMblH nepHO.llbl 
<PYHKJ!HH p (w) paBHbI 2 K H 2iK'. YpasHeHHe (2) npHMeT BH.11: 

1 
(4) js, w) = 2 p (w)-2C. 

CTpHMoyroAbHHK nAOCKOCTH w npe.11cTaBMieT OAHY qeTsepTb 
napaAAeAorpaMMa nepHOAHqHbCTH cpyHKJ!HH p (w). HeTPYAHO y6e· 
.llHTbCH, qTo H3o6pameHHeM HCXOAHOro qeTb1pexyroAbHHKa ABCD 
6y.11eT Beeb napaAAeAorpaMM nepHOAHqHOCTH p (w). <PyHKJ!IUO s (w) 
MOlKHO npeACTaBHTb, KaK OTHOIIIeHHe ABYX HHTerpaAOB .l\HHeHHoro 
ypaBHeHHH 

(5) J_ !1:2y_ = _ J_ p (w) + C, 
y dw2 4 

npe.11cTaBAmoigero qacTHbIH cAyqaif ypasHeHHH AaMa: 

1 d2 
-- _ _!L = n (n _L 1) p ( w) +cons!. 
y dwi I 

1 
npH n=---2· 

0TMeTHM 3.lleCb ABa npeo6pa30BaHlrn ypaBHeHHH (5). no.11cTa-
HOB Ka 

(6) 

npHBOAHT ypaBHeHHe (5) K Bl1AY (1), a IlO.llCTaHOBKa 

(7) y -Y 
l/H (w)- ' 

r.11e H (w) =a, 1 ( 2~ )-.HKo6HeBCKaH cpyHKJ!HH, npHBOAHT ypaB-

Hemrn (5) K BHAy: • 

(8) H(w) :z_; +H'(w) :~ +[ ! .H"(w)-c1 H(w)] Y=O, 

rAe IlOAOlKeHO AAH KpaTKOCTH 

(9) C1 = c+ 1 t;x~ K-E 
4K 

B .11aAbHelirneM MbI 6y.11eM noAb30BaTbCH BHAOM (5), xorn 
B HeKOTOpbIX OTHOllleHHHX BH.11 (8) HB.l\HeTCH 6oAee y.1106Hb!M. 

2. y paBHeHHe (5) co.11ep1KHT ABe IlOCTOHHHbie. a HMeHHO OTHO
rneHHe nepH0,11,0B cfJYHKJ!Hlf p (w) H IlOCTOHHHYIO c. c ~pyroii CTO
pOHbl, qeTbipexyroAbHHK ABCD xapaKTeptt3yeTCH, KaK H3BeCTHO, 
TaKlKe ,11,BYMH napaMeTpaMH, H Hallla 3a,11,aqa COCTOHT B TOM, 
qTo6bI no ClTHM napaMeTpaM HaihH nocTOHHHbie, BX0,11,HigHe B ypaa-
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HeHHe. B Ka'lecTBe napaMeTpOB MbI B03bMeM BeAHIIHHbI, xapaKTe· 
pHaywigHe B3aHMHOe noAomeHHe ,l(BYX nap npOTHBOn0.1\0iKHbIX 

CTOpOH IIeTbipexyro.1\bHHKa. 

I 

. N" .. 
L---

311. +ill.'. 

• N, K.+<\{', 
I 
I 

EcAH ;'(Be npoTHBonoAomHbie 
CTOpOHbl, 6yJJ.yIIH npO,ll;0.1\meHbl, 
nepeceKyTcH, Mb! 6yJJ.eM HX xa
paKTepHBOBaTb yr AOM nepeceqe
HHJI (yrAOM Mem.l(y KaCaTe.1\bHhlMH 
K KpyraM B TOIIKe nepeceIIeHHJI), 
KOTOpbIH Mb! o6o3HaIIHM qepea 

(10) 27'h. 

EcAH me npH npoJJ,oAm.emm 
Kpym, 06paay10ig11e npoTHBono
AOmHbie CTOpOHbl, He nepece
KYTCJI, TO OHH MoryT 6b1Tb JJ.po6Ho
AHHeAHoH noJJ,CTaHOBKOH npeo6pa-
30BaHbl B KOH!!eHT.PH'leCKHe KpyrH. 
B aTOM cAyIIae napaMeTpoM 6y
JJ,eT cAymHTb .1\0rapmpM OTHOille
HHH paJJ.HJCOB aTHX Kpyros; Mb! 
ero o6oaHaIIHM qepea 

(10*) 

TaKHM o6paaoM, IIeTb1pex-
yroAbHHK ABCD 6yJJ.eT xapaK
TepuaosaTbCJI napaMeTpaMH p H 
p', ecAH o6e napbI nponrnono

AOmHbIX CTOpOH He nepeceKalOTCJI, H napaMeTpaMH h H p', ec.1\H. 
OAHa H3 HHX nepeceKaeTCH • 

• 
i.K' K+<K £K+i.K'. 3K+lH 1 

r--------....--- --------T------- - I 
: I 

I 
N r/, 

I I 

0. 3K. 

Bb16paHHb1e HaMH napaMeTpb1 HHBapHaHTHbI no OTH0111eHH10 
K JJ.p06HO-AHHeHHblM npeo6paaosaHHJIM nAOCKOCTH tieTbl pexyroAbHHKa 
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3, nepeHAeM Tenepb K C006pameHIDIM, Il03BO.ll.JllOigHM CBH3aTJ> 

IlOCTOJIHHbie, BXOAHigHe B ypaBHeHHe, c napaMeTpaMH h H p'. 
npeAil0.11.0mHM, 'ITO ABe npOTHBODO.ll.02KHhie CTOpOHbl nepece

KalOTCJI, H paCCMOTpHM cnepBa ElTH ABe CTOpOHbl. nepeHeCeM DO· 

cpeACTBOM Ap06HO-.ll.HHeHHOH IlOACTaHOBKH TO'IKH HX n~peceqeHHJI 
B TO'IKH 0 H co. Haw 'leTbipexyro.11.hHHK npHMeT BHA, yKa3aHHhIA 

ea llepTeme 2. Tol!KH 0, K, K + iK', iK' qepTema 2 6yAyT co

OTBeTCTBOBaTh OAHOHMeHHbIM TO'IKaM qepTema 3, npeACTaB.11.HIO

igero Il.11.0CKOCTb w. 
PaccMoTpHM 1<a1<yio-HH6yJth TO'IKY (N1) B ttaweM qeTb1pex

yro.11.hHH1<e; ec.11.H MhI ee oTpa.aHM cnepBa OT np.11Moii (M, K + iK'), 
a 3aTeM OT npHMOH (M, 2K + iK'), TO B peay.11.hTaTe OHa noBep

HeTCJI Ha yro.11., paBHhlH 2rch BOKpyr Halla.II.a KOOpAHHaT (M), HHatJe 
-2nih 

roBop.11, KOMD.11.eKCHaJI nepeMeHHa.11 s no.11.ytJHT MHOmHTe.l'l.h e 

. N~. 

J1306pameHHe me aTOH TO'IKH B D.11.0CKOCTH w (tJepT. 3) nepen,AeT 

H3 no.11.omee1rn Ni. B noAomeeHe N1", T. e. BeJ!!eCTBeHHa.11 tJaCTh 

yBe.11.H'IHTCJI Ha nepHOA 2K. 
PaccMoTpHM Tenepb JtBe ApyrHe, eenepece1<a10igHec.11 CTopoHhij 

nocpeJtCTBOM Apo6eo-MrneliHOH DOJtCTaHOBKH MOJKHO npeo6pa30-

BaTh tJeTblpexyro.11.bHHK TaK, 'IT06b1 OHH o6paTH.ll.HCb B KOHgeHTpH

tJeCKHe KpyrH. nycTb HatJa.11.0 KOOpJtHHaT D./'l.OCKOCTH S .l'l.eJKHT 

B IJeHTpe ElTHX KpyroBj Haw tJeTblpexyro.11.bHHK npHMeT BHA, 



yKa:aaHHbIH Ha qepTe2Ke 4. ToqKH 0, K, K + iK', iK' qepTe.lKa 5 
6y.rr.yT coOTBeTCTBOBaTb OAHOHMeHHbIM TOqKaM qepTema 4. Pac

CMOTpHM KaKyIO-Htt6yp,b TQqKy (N2) B HallleM qeTbipexyrO.l\bHHKe; 

eC.l\H Mbl 0Tpa3HM ee cnepBa OT Kpyra (iK', 2K + iK'), a :aaTeM 

OT Kpyra ,(2iK'' 2K + 2iK'), TO B pe:ay J\bTaTe OHa OCTaHeTCH Ha 

TOM .lKe pa,11;ttyce-BeKTOpe, a paccTOHHHe ee OT Haqa.11.a KOOpAHHaT 
2rrp 1 yBe.l\HqHTCH B OTHOllleHHH e : ; HHaqe f'OBOpH, KOMII.l\eKCHaH rre-

peMeHHaH s rro.11.yqHT MH02KHTe.l\b e 2"P ¥1:io6pa2KeHHe me aToli 

I 

I 
I 

?i ~ ~ - - - - - - - - - - - - - - - - - -1' \~ + 3 i K I 
I 
I 

I I 
2<f{ I • 

- - - - - - - - - - - - - - - - - _, f{ + 21\{ 
I 
I 

I I 
.. • •l\I, : ' 

_L_.~~ .... :__· _.-=c 
lo I~ 

Toq1rn B n.11.ocKoCTH w (qepT. 5) rrepelip,eT H3 rro.11.0.lKeHHR N2 

B no.11.oa>.eHHe N 2", T· e. MHHMaH qacTb w yBe.11.HqHTCH Ha ne

pHOA 2iK'. 
PaccMoTpHM, c Apyroli cTopoHbI, ypaBHeHHe (5), KaK ypasHe

HHe, KOacpcpHIJHeHTbl KOTOporo HMeIOT rrepHOA 2K; H3BeCTHO, qTo 

o6igHH HHTerpa.I\ STOf'O ypaBHeHHH HMeeT BHA 

(11) y=Aie-irrh 2'; 91 (w)+A~einh 2'; 92 (w}, 

rp,e 91 (w) H 92 (w)- rrepttop,11qecKHe <t>YHKIJHH c nepHOAOM 2K. 
4To6b! MOJl\HO 6bJ.l\O rrop,o6paTb He:aaBHCHMbie qacTHbie HHTe

rpa.11.bI ypaBHeHHH (5) TaK, qTo6bI HX OTHOllleHHe rro.11.yqH.l\O MHO-

- 2rrih 2K 6 6 2KHTe.l\b e rrpH yne.11.HqeHHH w Ha ' Heo XOAHMO, qTQ bl Be-

.11.11q11Ha h cpopMy.11.bI (11) pasm1.11.acb earneMy rrapaMeTpy h. 
Ec.11.H Mbl 6yp,eM paccMaTpHBaTb ypaBHeHHe (5), KaK ypasee

HHe, KoaqicpHgHeHTbl KOToporo HMeIOT rrepHOA 2iK'' TO 06ig11ii 

HHTerpa.11. ero 6yp,eT BHAa 

- w - w 

(11*) y=A1e rrp 2iK' ~ 1 (w)+A~e-"P2;x• h (w), 



rAe •}1 (w) H •}2 (w) HMeIOT rrepHo~ 2iK'. Atta.11.orwrno rrpe;'{bIAy

l!!eMy, 3aKJ\.IO'laeM, qTo Be.11.HlJHHa p AOJ\.lKHa paBHHTbC.R HarneMy 

napaMeTpy p'. 
yfa IIpHBe;'{CHHblX paccym,zieHHll RCHO, 'ITO BeJ\.11lJl1Hbl h2 H-p2 

HrpaIOT BII0.11.He aHaAorH'lHYID pOAb, TaK qTo cpopMy.11.bl, BbIBe,'{eH

Hb!e AMI c.11.yqaj{ rrepeceKamigHXCR CTOpOH, OCTaIOTCH crrpaBe;'{.11.11-

Bb!MH H AMI C.l\yqaH HenepeceKalDigHXCH CTOpOH, ec.11.11 B HHX 

3aMeHl1Tb h Ha ip. 
4. nepeXOP,H K HHTerp11poBaHHID ypaBHeHirn (5), II0.11.011\HM 

(12) 
'ITW 

2K=w1 

H BOCI10.ll.b3YeMCH H3BeCTHbIM pa3J\.Oll\eHHeM cpyHKQ,HH p (w) B TpH

roHOMeTpH'leCKHtt pHA· Mb1 6y.n;eM HMeTb 

p (w)-4C=-4c1+ 4-K"\ { l 
sin2w 1 

K' 

r Ae q = e - "·x, a c 1 HMeeT 3Ha'leHHe (9). 

Pacrro.11.om.HM aTOT pH.n; no cTerreHHM q, rro.11.omHB 

(13) 

TaK qTo 'fn eCTb IIOJ\.HHOM CTeIIeHH n OT sin 2W1-

KpoMe Toro, Mb! npeArro.11.om.HM, 'ITO rrocTOHHHaH Ci. Bepuee Be-

4K2 
MOm.eT 6bITb pa3.11.omeHa B pHA no cTeIIeHHM q2, 

a HMeHHO 

(14) 
4K2 
- 2 c= I (h. q), 

1t 

00 

(14*) I (h, q) = - h2+ ~ Cl,, (12) q2". 

n=I 
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TorAa ypaBnenHe (S) MOiKeT 6bITb nanHcauo B BHAe 

(15) J_ dty --h2- 1 + 
y dw1 2 - 4 sin2w 1 

00 

+ ~ q2n [ ~" (sin2w1) + o:,. (h)]. 
n=1 

noAOiKHB 

(16) 

DOAY'IHlll 

(17) l (1-t)~~ +(1- ; t) :% -( 1~ - : 2 )9= 
00 

= Y • f ~ q2n [~n (t}+ 0:,.], 
n= I 

06o3HaqHM 11epe3 Cb1 HHTerpaA ypaBHeHIUI (17), He COAep
iKaig.1dt !gt, H 6yAeM HCKaTb pa3AOiKeHHe ero B p.11,11; BHJJ;a 

(18) 

noACTaBJ\jU'I 8TO pa3AOiKeHHe B ypaBHeHHC (12) ff npHp&BHH
Ba.11 nyA10 Koacpqrn!!HeHTbI npH pa3AH'IHbIX cTenem1:x q, noAytJHM 
pHA pasencTB 

t.<f'o = 0, 

(19) 

(20) 
d2r_p dr_p 

t.r_p = t (1- t) dt2 + [1-- (o: + ~ + 1) t] dt - o:~r_p. 

npH 'leM 



nm~aJKeM, 'ITO ypaBHeHHH (19) MOI'YT 6b1Tb, npH HaJ_\AemaigeM 
ah16ope nocTOHHHbIX a,, (h), noc.11.eAoBaTeJ\bHO npoHHTerpnpoaaHbl 

npH nOMOIJ!H <f>YHI<ynit 

(21) 

r,11;e h ecTb :ge.11.oe no.11.omHTe.11.bHOe <Jnc.11.0 HAH HYAb, a F - 3HaK 
rnnepreoMeTpH<Jec1wtt <JlYHKYHH *). 

PerneuHe o,11;Hopo,11;uoro ypaaneHHH 

(19-a) ~rio=O 

eCTb O'leBH,ll;HO 

(22) (fi0 = /1 (h, 0, f). 

PaccMoTpHM perneHHe ypaBHeHHH c noc.11.eAHHM q.11.euoM 

(19-b) ~<p = f, 
rP.e f eCTb CTeneHHOH pH,11;, KOTOpb1A MbI uam1rneM B BHAe 

00 

(23) ! = '1f(n+a+1) f(n+ ~+ 1) 
.L..J fi (n + 1) 
n=O 

00 

(24) r:; = '1 r (n+a) r (n+~> c " 
' .L..J f2 (n + 1) " t 

n=O 

y,11;oa.11.eTBopHeT ypaBHeHHIO (19-b), ec.11.H KOa<Jl<JlH:gHeHTbl ctt y,11;0-

B.11.eTBOpHIOT ypaaHeHHIO B KOHelJHblX pa3HOCTJIX 

(25) 

OpaaaH qacTb BToporo H3 ypaaHeHHii (19) MomeT 6bITb, oqe
(1) 

BHP.HO,' npe,ll;CTaBAeHa B BHP,e (23), npH lJeM KOacpcpHQHeHT g" (Ko-

•j 0TMCTHM 3JteCb H3BeCTHOe npeo6pa30BflHHC 

F(-1-+J!__ - 1--__!!__+k k+1 sin'w-)= 4 2'4 2·'. 1 

= F ( + + h, + - h + 2 k, k + I, sin2 :
1 ) , 

y11e.J1H'IHB&10Iyee 6bICTPOTY CXOAHMOCTH p.11.ita A.JI.II !1. 
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TOpblH Mb! o6o3Ha4.H.l\H 3Ha4.KOM 1 Hasepxy, 4.T06b1 noKa3aTb, 4.TO 

OH OTHOCHTCR K cpyHKgm1 91) 6yp,eT. pagHOHa.l\.bHOH cf:lYHKJ!HeH 

OT n, a HMeHHO 

( 3 h \ 2 

11 ·,-4 - -2) 1 1 
g·~I= - -h.(T=7,_)- [n+a -- n+a-=-1]+ 

+ 1h l2r/ h-2y-- a1 (h)J ~-i~ +etc, 

r,11,e etc, OBHa'laeT aHaAOrH'lHOe BbipameHHe c BaMeHoii: h Ha - h 
H a Ha ~. EcAH Mb! noAOIKHM 

(26) 

TO c(~) TaKlKe 6y,11,eT pagHoHa.l\bHOH 'tJYHKl,lHeH OT n, a cf:lYHKJ!IUl 'ri 
6yJJ.eT pauHa 

(27) 

C.l\e,ll,OBaTe.l\.bHO, npaBaH 'laCTb TpeTbero H3 ypaBHeHHH (19) TaKme 

MOlKeT 6bITb npe,11,cTaB.l\eHa B BH,11,e (23), npH 'leM · l; 6y,11,eT 

OIIHTb pagHOHa.l\bHOA cf:lYHKJ!HeH OT n. 
4oKaJKeM, 4.TO B ypaBHeHHHX (19) nocTOHHHbJe a,, (h) (k = 1, 2, ... ) 

MOIKHO IIOCAep,osaTe.l\bHO no,11,06paTb TaK, 'lT06b1 see cf:lYHKgHH '.Pim 

Bbipam.aAHCb qepeB 

/1 (h, k, i) H /z (h, k, f) (k = 1, 2, . . . m). 

npe.nno.l\.OJKHM, 'ITO aTO YTBepm.,nem1e ,l(OKa3aHO ,ll.l\.H cf:lYHKJ!HH 9 
..no 9m _ 1 BK.l\I04.HTe.l\bHO. CocTaBHM npasyw 4.aCTb m + 1-ro H3 

ypaBHCHHH (19) 

(19-c) 

B cf:lYHKJ!HHX % ..no 9m _ 1 KOacf:lcJ:lHJ!HeHT II pH in paBHHeTCH npo

Hase.zi;eHHJO 

r (n -+-a) r (n + ~) 
P (n+ 1) 



Ha pagHOHa.l\bHYIO cpyHKJ!HIO OT n, ge.l\aJI tiaCTb KOTOpoii: npHBO

;'l.HTCJI K CTOCTOHHHOH H KOTopan HMeeT npoCTbTe CTO.l\IOCa, Bo-nep

BbIX, B TO'IKaX n = - Cl.+ 1, n = - ll + 2 H T. IJ .• H, BO-BTOpbIX, 

B TOtI1<ax n = - [3+1, n--'- - p + 2 H T. p;. CAep;oBaTe.l\bHO, Toro 

me xapaKTepa 6yp;eT H Koacpcfrn:gHeHT npn tn B npasoH: qacTH (19-c). 
Ec.11.H o6oBHalJHTb aToT Koaq>q>HJ!IfeHT qepea 

(*) 
1 r Cl. (h) : ( + ) 1 r.) -~--+A (n, h)j, 

n ll (n1P . 4 ! 

rp;e A (n, h) - pagHoHa.l\bHaH «ipyHRJ!HH OT n onrrcaHHoro Bbillle 

THna. 11.s (*) c.11.ep;yeT, 'ITO cyMMa BbilJeTOB cpyHKJ!ffH i:', OTHOCH

IgHXCJI KO sceM noAJOCaM, paBHa HY.11.IO. OoaToMy, ec.11.H MbI Bb1-

6epeM CTOCTOJIHHYIO Cl.m (h) Tai<, lJT06bI cyMMa BbilJeTOB, OTHOCH-

IgHXCH K 00.1\IOCaM n =-a, n =-Cl.+ 1, H T. A· paBHH.11.aCb 

HYAIO, TO 6y.11;eT pasHHTbCH HY.II.JO H cyMMa BbI'IeToB, OTHOCJ1-

rg11xcn K noAJOCaM n = - ~. n = - p + 1 H T • .11;. A B TaKOM 
Im) 

c.11.yqae Be.l\HlJHHY g" M02KHO npe,ll.CTaBHTb KaK cyMMY q.11.eHOB BH,ll.a 

b(m) [ . 1 --,_!_ __ l +etc., 
n n-t-ll-k+1 n--r--a-k_I 

(m) 6 U M 

OTKyp;a c.11.e.11;yeT, lJTO c n yAeT pagHOHa.l\bHOH cpyHKJ!ffeH OT n 
c npoCTblMH CTOJ\fOCaMH B TOlJKaX n = - ll -+ k H n = - p + k 
(k =-1, 2, ... m), TaK 'ITO ee M02KHO npe,ll.CTaBHTb B BHJl,e 

(28) 

Ec.11.tt Tenepb noTpe6osaTh, lJT06b1 c(~ = 0, TO cpyHKJ!HH 9m 6y

.zi.eT paBHa 

m 

(29) 9 ,,,= ~ (/;:» (h) /1 (h, k, t) + 
k=l 

m 

+ ~ d~m) (-h) / 1 (-h, k, i), 

k=I 
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3aMeTHM, qTO npH t = 0 

(30) 'fo=f(a)f(~); 'fm=O (m=1 1 2, ... ) 

06paTHMC.H Tenepb KO BTOpOMY HHTerpaAy ypasHeHH.H _(17). 
noJ\.OlKHM 

(31) /2 (hi kl t) = ~ lgt/1 (hi k. t) + 
k~-1 

k-l ( 1 h) ( . 1 h). l + (-1) r -k+1+-+- r t+--- r(k--t)---+ 
4 2 4 2 ru+1) 

f =O ., 

co ( 1 h) ( 1 h ) r .n+-+- r n+---+ k k"'1 4 2 4 2 . 
+t .LJ f(n+1)f(n+k+1) 

n = () 

Ha csolicTB rHnepreoMeTpHqecKOH lf>YHKgHH BbITeKaeT1 t!TO 

IlOCJ\.e 06xoJ1,a BOKpyr TOqKH t = 1 B 00.1\.0IB.HTeJ\.bHOM HanpaBAeHHH 

HHTerpaA /1 (hi kl t) o6paTHTC.R B 

(32) 1 - /1 (hi k1 t) +-cos" h fdhl k, l)1 
r. 

a HHTerpaA /, (h, k, t) He H3MeHHTC.H. 

noaToMy, ec.i\.H Mb! o603Hat!HM t!epe3 <lJ2 p.RJl.1 KOTOpbIH IIOAy

qaeTC.H H3 p}"IJJ.a (18) JJ;A.H <Pi. ecAH Mb! B <f>YHK!!H}"IX %1 911 .•. , 

3aMeHHM / 1 (h, k1 t) Ha / 2 (h 1 k, t}1 TO HOBbIH pHA <P 2 6y;11;eT TatoKe 

HHTerpaAOM ypasHeHH.H (17). OpH aTOM nocAe 06xo;11;a BOKpyr 

TOt!KH HHTerpaA <P1 o6paigaeTC.H B 

(33) 
1 -<P1 +-cos'- h <P2, ... 

a HHTerpaA <P2 He Mem1eTc.H. 

TaKHM o6pa30M Mb! cpopMaAbHO n0Ay11HAH-06a HHTerpaAa ypaB

HeHH.H (17) B BHJJ;e pHJJ;OB1 pacnoAOIB.eHHblX no CTeneHHM q2• 4o
Ka3aTeJ\.bCTBO CXOJ);HMOCTH aTHX pHJJ;OB, a TaKJKe p.HJJ;a (14) J);J\.H 

ITOCTO.HHHOH 6y;11;eT npHBeJJ;eHO HHIB.e. 



5. CTpeJK,11;e •ieM o6paTHTbCH K H3yqeHHIO KOHcpopMHOro H30-

6paJKeHHH, ,11;asaeMoro OTHOIIJeHlteM Haii,11;eHHbIX HaMH HHTerpa.11.oB, 

Bb!IlHIIJeM qiopMy.11.bl ,ll;.11.H aHaAHTHqecKoro npO,ll;OAlKeHHH <PYHKJ!Hii 

/ 1 ( h, k, sin 2 ;K) H / 2 ( h, k, sin2 ;~) 
BHYTPH qeTb1pexyro.11.bHHKa (0, K, K + iK', iK') nAOCKOCTH w. 

Bse,11;H nepeMeHHYIO 

(12) 

noAOJKHM cnepsa v1 = O; w 1 = u 1• MbI 6y,11;eM HMeTb 

(34) / 1 (h, k, sin2 u1) = 
- (3 h 3 h 3 ) = - 2Y 1t cos u1 F - - - - +-- k - cos2 u1 + 

4 2' 4 2 '2' 

r (1- + ~) r (1- - ~ + k) 
__J__ v= 4 2 . 4 2 

1 "r(~-+~) r(1__-h-+-k). 
A 2 4 2 

( 1 h 1 h 1 ) 
. F 4-2·4+2-k•2• cos2 u1. 

(35) /2 (h, k, sin2 u1) = 

= < - 1>7' r (1- + !) r (l - !) r (k + l- ~) r (- k + _! + !) y; 4 2 4 2 4 2 4 2· 

( 1 h 1 h 1 9 ) . F 4 - 2 , 41 +2 -k, 2 , cos~ u1 . 

(36) / 1 (h, k, t) = /1 (h, k, t) - 2: (ei<th + i) /2 (h, k, t); 

(37) f, (h, k, t) = /1 (h,k, t)- 2: (e -i;rh + i) /2 (h, k, t). 
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(1 h) (1 h - ) 
- ~ r:i + nih r 4 - 2 r 4 - 2 + k 

(38*) Is (h, k, - sh2 Vi)= e 4 2 r (k + 1 - h) 

+-h -v,(+-h) ( 1 1 1 -2v,) 
. 2 e F 2 - h, 2 - k, k---, 1 - h, e . 

_ k _ ! r:i _ "~" r ( ~ + ~) r 0 + ~ -- k_) . 
(39) / 4 (h, k, -sh2 vi)-(-1) e f (--k+ 1 +h)-

_ _2_ _ _h_ + k (1 h 3 h 1 ) 
(ch 2 v1) 4 2 F -+--k ---+----k-k_J._ 1+h --

. 4 2 ' 4 2 ' 1 'chi V1 . 

(39*) / 4 (h, k, - sh2v 1) = 
3 _ -dh r (1-+ !!__)- r (__!__ + !!__ - k \, 

k --47'•--2- 4 2 4 2 J 
= (- l) e r ( - k + 1 + h) 

+ + h - 2k - v, ( + + h - 2k) 

- · 2 e · 

· F\1-~ - k _!-+h-2k h-k+1 e- 2v') \ 2 '2 ' , . 

OTH q>opMJAbI H ,n.aJ-OT Tpe6yeMoe aHaAHTHqecKoe npo,n.oA
memrn. 

6. CTepexo,n..H K KOHq>opMHOMY H3o6pameHHJO, BBe,n.eM <PYHKIJHH 

(40) ,-n ,-n 1 ( fall + ·)·rn 
41 • = 4-'! - - e z 4-1?' • 2rc ' _, 

(41) rh rh 1 ( - -ir.h + ') rh 
4-'4 = 4-'1 - -2rc e z 4-'2-

cPyHKIJH.H cP3 IlOJl.yqaeTC.H H3 cP1 3aMeHOH /1 (h, k, t) Ha 
/3 (h, k, t) H /1 (- h, k, t) Ha / 1 (- h, k, t.). cPyHKIJH.H cP4 IlOAy
qaeTC.H H3 cPs 3aMeHOH h Ha - h. 

Yl3 q:iopMyA (38*) H (39*) CAe.ll,yeT, qTQ npH yseJl.HqeHHH w Ha 

2K <PYHKIJH.H cPs IlOJl.yqaeT MH02KHTe.l\b ie -ir.h' a <l>YHK\!H.H cP4 MH0-

2KHTe.l\b ieir:h. TaKHM o6pa30M npH HarneM Bb16ope nocTO.HHHOH c1 
[qiopM. (14)] HHTerpa.ll.bl cPs H cP, .n.ettCTBHTe.l\bHO 06J1.a,n.aIOT Tpe-
6yeMbJMH CBOHCTBaMH nepHO,ll;HqHOCTH no OTHOlIIeHHIO K seigeCTBeH
HOMY nepliOAY· 

PaccMoTpHM KOH<l>OpMHoe H3o6pameHHe, p;aBaeMoe <PYHKIJHett 

(42) 
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w=u, 

«l>YHKJ!HH Cll1 H Cll2 o6e BelJ!eCTBeHHbJ; HS cpopMyA (40) H (41) 

(43) Is (u)- __ _!:-- 1
1 
= sin 'lrh 

1 - sm Trh 1 - sin rrh 

Kor Aa w 'lHCTO MHHMoe, 

w=iv, 

cpl BelJ!eCTBeHHO, a Cll2 = - iTrCll1 +Bel!!· BeJ\. 0TCIOAa CJ\eAyeT, 
'ITO 

(44) 

Korp;a 

arg s (iv)= 1th. 

w=K+z.u, 
iClls, a TaKme i$4 BelJ!eCTBeHHbJ [ea OCHOBaHHH (38*) H (39*)]; 
CJ\eAOBaTeJ\bHO, TOrAa 

( 45) s (K + iv) = BelJ!. BeA. 

CllopMyAbJ .(43), (44) H (45), OTHOCJllJ!HeCJI K TpeM CTopoeaM 
tJeTbipexyroJ\bHHKa, cnpaBe,ll;J\HBbl npH J\I06bIX BelJ!eCTBeHHbJX 

KOa«J>«J>HgHeHTax a.<;) (h) B «J>opMyJ\e (29); "!TO KacaeTCJI 'leTBepTOH 

CTOpOHbl "leTblpexyroJ\bHHKa 

w=u+iK', 
TO ea neft MOAYJ\b s 6yp;eT OCTaBaTbCJI DOCTOJIHHblM 

(46) ! s (u+ iK')/ =R 

J\Hlllb B TOM CJ\y'lae, eCJ\H Koaq>q>HgHeHTbl ct;> (h} IlOA06paHbl TaK, 

'lT06b1 YAOBJ\eTBopBAOCb ypaBeenHe (4). 3aMeTHM, tJTo ycAOBHe (46) 
MomeT CAymHTb AJ\JI onpe,!teJ\eHHJI KoacpcpHgHeHTOB nesaBHCHMO OT 
AH.PIJ>epeegHaJ\bHoro ypaBHeHHJI *). 

Ha oceoBaHHH reoMeTpH'leCKHX coo6pam.eHHH eeTpyp;eo Bbl
BeCTH, 'ITO nocTOJIHHaJI R .AOAmea Bb1pamaTbCH qepes napaMeTpbl p' 
H h, xapaKTepH3YIOIJ!He 'leTbipexyroJ\bHHK, CJ\e,11,ylOIJ!HM o6pa30M: 

(47) R=tg(~-+-r;) (ch1tp'tgTrh+vchz"P'tg2"h+1). 

c ,11,pyroft CTOpOHbI, J\eBaJI 'laCTb ( 46) npe,11,CTaBJ\HeT onpeAe
J\eHHYIO IJ>}'HK!!HIO OT h H OT q; npupaBHHBaJI ee BbipameHHIO (47). 
Mbl noAy'lHM Tpaecgen,1teHTHoe ypaseeeHe AJ\H onpeAeAeeHn no
cToneeoft q, T. e. OTHOWeHHH nepHOAOB ABOHKo-nepHOJJ.H'leCKOA 
IJ>YHK!!HH p (w). 

*) IIpH BTOM y,1to6Hee no.it6HpaTh KoacpcpHj!HeHThl d(~) (h) TBK, 'IT06hl 'IH~H
TeJ\h H SHaMeHaTeJ\h ,1tpo6H ,!µH • (w) YA~8,,Jl~T80pH.11H ypaaueHHIO (8), a He (5). 

II fKypHaJ\. 



Mb1 nor>.am.eM, ttesaBHCHMO OT TeopHH Waap11a, '1TO Aesa;ii 

'!aCTb (46) ,ll,eHCTBHTe.llbHO ocTaeTCS! ilOCT051HHOH, H Haii,iJ,eM 3Ha"!e

HHe 31'0H l!i!OCTOflHHOH. 

· M1b1 ysu,11,HM HHJKe [qiopM. (60)], '!TO '.?/w) H '.J~(w) qiopi-
MY r..01 ( 11) 6y AyT, np11 w = u _J__ iK', BHP.a 

(48*) 

(48) 

'~ 1 (u + iK') =--= l )1, e if -,- /. ·. - h, e 

'~~ (u -r iK') =---= l .- h, e '}r': ,- I. (_h, e 
}( 

rti;e / (h, z)-roAoMopqrnafl cpyHK!JHR OT z, npH z' = 1, c seige

CTBeHHbIMH K09¢<tJHQ,HeHTaMH. 

E 7.U 
CJ\11 Mb! ilOAOlKHM 2K = U1, TO 113 cpaBHeHHSI sb1pam.emu1 JI.Mi 

$3 c cpopMyAoH (11) BblTeKaeT paBeHCTBO 

(49) v 1· - --·2j;,~ - i11,(-} - I<) rh - L (h ) ,. 
1 qe e · - 4-'3 -- , q . -;1 1 

2K I 'K' - _ U1 -- z 
\ .. 

rµ;e L (h., q) HeKoTopa,51 nocTO.RHHm:i. 
0Tcl0,ll,a no.11.yqaeM 

( 'O) 2,1.,,,, cP:i L ( h, q) 
:, e ©: = -r(=--h~-qf 

I. (h, e~''")-'- l (- h,e - 2''") 

x(i,:-~~-2,u,) --~ j_ ( - h, /;,,,) 

(51) R i ct>, : L (h, q) 
-1---- ' -- '------
- i ct>4 --- L (- h, q) · -

C +'.lpyroii CTopoHbI, ec.J\H MbI o6oaHa'IHM qepea M (h, g) rm
CTOHHHblH 'IJ\eH pa3.ll.OlKeHHfl AeBOH qacn1 ( 49) no il0.'1.0lKHTeJ\b-

2·£t1 
Hb!M u OTPHBaTe.l\bHhIM cTeneHRM e ', Mb! 6y.zi;eM O'IeBH,ll.HO HMeTb: 

(52) M (h, <J) = L (h, 9) . i /. {h, 0) +I. (- h, O)j 

H CAe.o;oeaTe.J\bHO 

(53) 
i M (h, q) R--. ----------· -1 M(-h, <J) 

-h 
=<J 

CT{-h,q) 
n (h, q) · 

r.zi;e n (Ji, q) eCTb pR,11; *) . 

.. ) nepBblC 11ea KOB<!>lf>Hj!HCHTa :noro p1111a Bbl"IHCJ\CHbl no MOCH npOcb6e 

r. A. faMOBblM. 
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(55) n (h, q) = 1 + -2· (19~-:-- hP + 
~--,J\-[-(I~~hfi---·-(1 -4h);· (2~h)2 ]+ ... 

y paBHem1e (54) H npeACTaB.l\HCT HCKOMOe TpaecgeH,'l,eHTHOe 
ypaseeHHe ,lAH onpe,11;eAemrn OTHOUiemrn nepHO,ll;OB. Oeo MomeT 
6bITb 6e3 Tpy.ci;a perneeo no cnoco6y noc.11.e,40BaTe..l\bHbIX npR
OJ\JfJKeH HH. 

3aMeTHM, 11TO ecJ\H 6bi Mb! paccMaTpHBaAH TOT cAyqaif, KOr,'l;a 
o6e napbl CTOpOH tJ:eTblpexyro.l'lbHHKa He nepeceKalOTCH, Mbl IlfHIWA!\{ 

6b1 nyTeM cosepUieeeo aea.l'lon1qHb!X paccym.,11;eHHM K To111y ll'\e 
ypasHeHHIO (54), Ho c 3aMettoli h Ha ip. 

HmKe 6y,'l,eT Bbrne,11;eeo ,11;pyroe ypaBHeHHe, CBH3bJBaIOIQee no
CTOHHHbie h H p' c OTHOllleHHeM nepHOP,OB. 

7. ,ll;mrntKeM Tenepb cnpasep,AHBOCTb !JlopMyA (48) H cxo,11;111-
MOCTb pR,'l,OB (14*) H (18), KOTOpblMH MbI Il0.11.b30Ba.l'lHCb, 

AJ\11 aTorn paccMOTpHM no,11;po6eee yp. (5), Kor,11;a w = u -·- iK. 

CToAaraR 2~ u = u 1 H BBOP.H nocTOHHHYID f (h, q) (14*), no.l'lytrnlllI 

(56) 

CyMMY B npasoli qacTH (56) pa3AOJtrnM no CTeneHHM fJ 

(57) 

H 6y,11;eM HCKaTb peweHHH BHP.a 

{58) ilw, r 1 ~ " J-I/= e -- L q <r .. 
· n:..=l 

(6yKBbl ?,, H ·~.. 0603eaqaIOT 3,ll;eCb, oqeBH,ll;HO, p,pyrHe lt>YHKQ;Hrl, 

GeM B npeP.bIAYJ!!HX naparpaqiax). 
Upep;noAarafl B03MOlKHOCTb pa3Aoi&eHHH f (h, q) B p.11.it BHAa 

(14*) H IlOP,CTaB.l\HH (58) B p;mpqiepeHgHa.l'lbHOe ypaBHeHMe, noAy
tJ:HM pHA paseHcTB 

(59) 
Cf/'~- 2ihr.p1' == ·t1 
9/' - '.- 2ih~'2 1 == !~l "~1 ~- 11 --+- '~2 



nocTO.RHHbie O:i. 0:2, ..• 6yAeM onpeAe.IUITb H3 JCAOBHH, 'IT06bt 

cso60AHblH 'IAeH B npaBOH 'IaCTH KaJKAOrO H3 paBeHCTB (59) paB

H.R.i\C.R HJAIO, a IlOCTO.RHHbie HHTerpHpoBaHH.R H3 ycAOBHH, 'IT06bI 

Kaa>AaH H3 cpyHKQ,HH 9i. 92. ... 6bIJla nepHOAH'IHOH c nepHOAOM -r.· 
H 6ea nocTOHHHoro 'IAeHa. TaKoe onpeAeAeHHe, O'IeBHAHO, scerJ(a. 

B03MO»rno. npH EITOM CjlyHKQ,H.R 9,, 6yAeT BHP.a 

(60) (.? - (h 2111,)_L (-h - 2i"') . u - Wn , e 1 Wn , e , 

r,11,e '°n (h, e 2i"') IlOAHHOM CTeneHH n OT e 2iu, c KOacpejlHQ,HeHTaMH

paQ,HOHa.i\bHblMH <l>YHKQ,H.RMH OT h. CIJopMYAY (60) He TPYAHO AO
KaaaTb, BOCil0.i\b30BaBWHCb TeM, 'ITO AeBbie qac·TH (59) He Me

HHIOTCH npH 0,11.HOBpeMeHHOfi aaMeHe h Ha - h H i Ha - i. l13' 
<JlOPMJAbI (60) BbITeKaeT cnpaBe,ll.AHBOCTb (48). ' 

06paJ!!aHCb K ,ll.OKa3aTe.i\bCTBY CXOAHMOCTH pHJ(OB (14*) H (58),. 
ycTaHOBHM cnepBa ABe AeMMbJ. 

AeM111a 1. EcAH B ,11.HcpejlepeHQ,HaAbHOM ypasHeHHH 

-:," _:__ 2ih'-£-' =! 
• I l 

npH 'IeM 

TO B nepHOJ(H'IeCKOM HHTerpaAe ero, paBHOM 

9 = __ ~4k (:k-,_h") e2iku, = ~ ck e2iku, , 

Koa!pcpHQ,HeHTbI ck YAOB.i\eTsopHJOT HepaseHCTBY 

AeMMa 2. EcAH JJ,aHbI ,11.se cpyHKQ,HH 

I ,, b 2il.u1 

=- k e ' 
npH 'IeM 

H 

TO B npoH3Be,ll.eHHH HX 

I F I F 1 ''d 2iku, k -J-. "· . = cpe.IJ.H. • -;- - k e -t- v-

K oacpcpHQ,HeHTbI dk YJJ.OBAeTsopHroT HepaBeHCTBY 

12 ldkl < B. C. 



Cnpase.ZJ;AHBOCTb aTHX AeMM o'IeBH,IJ;Ha. 06o3Ha'IHM qepe3 W,. 
2ikt' 

•t:YMMY MO.ZJ;yAeH KOa<J>q>HgHeHTOB npH CTeneH.llX e l B <l>YHKJ!HH •},., 

npH 'IeM 3aMeTH:M, 'ITO \f n 6yp;eT paBHO 3Ha'IeHHIO 't,,, rrpH U1 = o. 
~fa nepsoro H3 ypaBHeHHH (59) BblBO.ZJ;HM, Ha OCHOBaHHH nep

.BOH AeMMbl 

( I I u 

. no,11; CHMBOl\OM f'f1 I nop;pa3yMeBaeM cyMMY Mo,11;yAeH Koaq>q>HgHeH-

:J"OB B 91). 

yfa BTOporo ypaBHeHH.ll (59) BblBO.ZJ;HM, npHMeH.ll.ll cnepsa BTopyio, 

.a 3aTeM nepBYIO AeMMY 

b.I < ( _ __!_1 )' _J_ 1¥2 
1 ' ~ 4 (1 - h) I 4 (1 - h) 

H TaK .a;aAee. 3aKOH COCTaBAeHH.ll npaBblX 'IaCTeH HepaBeHCTB 

.llCeH; HMeHHO 

·(61) i?.,,' < Koaq>q>. npH q" B BblpalKeHHH 
1 

1-
,, q:· " 
~ ,,q 

4 (1-h) 

0TCIO,IJ;a Cl\e,11;yeT CXO.ZJ;HMOCTb p.11,11;a (58) npH ycAOBHH 

.(62) 

Via q>opMy Ahl 

a = - cpe.a;H. (•11 '"' 1 -'-- •.•. --;- •) 1 m1) u r , n- , , 1 n- T 

HeTpy,11;Ho BbIBeCTH npH ycAOBHH (62) cxop;HMOCTb p.11Aa (14*). 

0TMeTHM, 'ITO 

(63) 
K(K-E) x2 

4 ., < 32 '·). 7:-' Y.. .... 

AoKalKeM, 'ITO p.11p; (18) .ZJ;A.ll HHTerpaAa ©1 cxo,<tHTCH npH aaa

·qeHH.llX w, y ,'J;OB.11.eTBOpHIOigHX HepaBeHCTBY 

(64) -2K' <Re ( ~) < 2K'. 



AJ\$11 aToro,, B CHAY CBoilicTB rrepHOAH'IHOCTH HHTerpaAa $ 1,. 
.zn,ocTa:ro'll.HO li"IOKasaTb cxo;1,11MOCTb p>i.11.a (18) BHYTPH 111pH:Moyro.'lD>· 
JilHKa. 

-'2K<.:Re(w) < 2K 

- 0 K' . ..--- R (.' w ') __ ,- C) K' 
.t::,, -.......... e ~ -...... _ - . 

\ L . 

nepemmieM ypaBHeHHe (15) B BHAe 

(65) ·· --·--1-) y =y F(q ~t·) 4 • 2 1 L J ' 
Sln W1. 

r .Ae F (q, w1) roAoMopqrnaH cpyHKQHH OT q npH 31-1atte1:UilllX. w, 
y,11,oBAeTBopHIDI!!HX tteparneHCTBY (64). BBe,11,eM cpymq~m:o 

©yH!l:J!HH g (w1} y.cr,osAeTBOpReT 11tt1·erpaAt>HOMY ypaHllleHMl-0 
JBM.11,a: 

'Jill v 
I cfg2 

_;_ ( sin t• lg --_- F (q, v) y 
'<1'1 

ctg2-
(v) dv, 

= f' I 1 
IC: \ 4 

J\~m1uw no1ti:1L:aiaTh.. •ffo perneHHe aToro HHTerpaAbHoro ypaime
Hm'I 6y ,zu.eT J:'O.l\OMOpqmoli lf'YHKgHH OT q B TOH me o6Aa!CTH, B KO

Topoii ro.11.oMopefJHa F (q, v), oTKy,11.a H cAe,11.yeT cnpasep;.11.HBOC'fh 
Ramero yTBepm,,2Ite1:rnm. 

8. PacCMaTp1maa BeigecTBeHHbIH nep110A cpyuKg•m p (w), MbI 
JTJOJl.Y<i111.l\H JJ;.1\$1 llOCTOHHHOH c yp. (5) BblpameHHe [cpopMJ.'\bl (9) 
H (14)] 

(66) 
1 ·-.- x2 . K - E , , -;:~ j h ) c = - -f2- .. - 4 k - - 4 K2 ( ' q . 



PaccMaTpHBa.H me MHHMbIH nepHOA <flYHKJ!HH p (w} I' .Jtpyryw 
napy CTOpOH "ieTblpexyro.l\hHHK<l, Mbl CTOJ\Y"IHAH 6bI ,!l,JU~ 'fOM lflC 

flOCTO.HHHOH BbXpam:eHHe 

(66*) 
1 z' 2 K -E 

C= I'.i- -~··-.fl:'-
-;r::' I. I I 

41<'~ (zp, q ), 

n~e <{, K', £'-ae.\Hl'iHHbl, oTHOC.ll!J!!Hecg K .11,orro.l\H1.ne.\t>HmRy MO· 

4Y·'\lo 

DpHpaBHHsa.i:r EJTM ,ma BbtpameHHR H 110llb3Y.RCb Tom . .21e«:TBOM 

AemaHA.pa 

110.11.y•mM paseHC'rso: 

(67) 

E 
K 

E' 7. .. - -··- 1-·- . -----
K --- 2KK'' 

KOTOpoe MOmHO, nop,o6Ho yp. (54), paccMaTpHBaTb KaK 1'p11.HC;!eH

AeHTHOe ypaBHeHHe ,ll,Mf onpe,zte.l\eHMH OTHOllleHHH rrepHO.ll,OB: ypas

HeHHe (67) ripe,ll,CTaBAHeT, OJJ,HaKO, TO Hey,zto6CTBO, '!TO j'.}$iAbl 

AAH f (h, q) H f (ip', q') 06Aa4aroT pa3AHqHbIMif 06Aacn1~rn ccxo4H
MOcTH. 

Sur la representation conforme d'nn domain.e limite 
par quatre cercles tangents sur un demi-plan. 

V. Fock. 

On obtient d'abord la representation conforme du diomaine 
nomme sur un rectangle. D'apres la methode de Sch•wmrz, eile 
est fournie par le quotient de deux integrales de !'equation de 
Lame 

('') 
1 d'y 1 --- ··· -- = - p (u) + c 
y du 2 4 

K' 
qui contient deux constantes: le rapport <: = i -K des die:ux perio· 

des de la fonction p (u) et la constante c. Pour determiner ces 
constantes, on exige l'existence de deux integrales de (*), dont 
l'une se multiplie par un facteur donne lorsqu'on augmente u 
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par la periode reelle, et l'autre-par un autre facteur donne 
lorsqu'on ajoute a u la periode imaginaire. L'equation (*) s'integre 
par une serie convergente ordonnee suivant Jes puissances de 
q = e"';~ et dont Ies termes sont des combinaisons, en nombre fini, 
de fonctions hypergeometriques. On ex prime d' abord la constante c 
par une serie convergente de puissances de q; puis on est con
duit a une equation transcendante pour q qui se resout aisement 
par approximations successives. Toutes les series employees sont 
d'une convergence tres rapide ce qui facilite les calculs numeriques. 
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0 aaMKRYTblX JJ.BYXCTOpOBBBX TpexMepawx 

npOCTpaRCTBax. 

B. Jl.bBOBCKuu. AeHHHrpati;. 

CTpeti;MeTOM HHm.ec.l\e.ztyioigHx paccMoTpeHHH 6yti;eT cAym.HTb 
·HccAe.ztoBaHHe op;Horo K.l\~cca 3aMKHYTbIX ,ztsyxcTopoHHHX Tpex· 
MepHbIX npocTpaHCTB {npaBH.l\bHeH scero ero Ha3BaTb K.l\aCCOM 
Volterra) H ero o6o6igeHHe. CTpocTpaHCTBa aTH He HMeIOT KpaT· 
HblX ToqeK. 

B n-MepHOM npocTpaHcTBe M,, B03bMeM rHnepccpepy, co.ztep· 

m.aigy10 BHYTPH cefo1 k .ztpyrnx nmepccpep, BHenrnHx p;pyr OTHO
CHTe.l\hHO .ztpyra, Ii nyCTb qacTb M,,. orpaHHqeHHa.H aTHMH rHnep-

ccpepaMH, 6y.zteT T. Bo:abMeM T' CHMMeTpHqHoe T OTHOCHTe.l\bHO 
rHnepnAOCKOCTH, He nepeceKa10igeli T. EcAH cosMeCTHTb ToqKH, 
cocTaB.l\HIOigHe rpaHHJ!bI T H T', nyTeM HenpepbIBHoro npeo6pa-
3osaHH11 M,, B M,,, (n' > n), TO no.I\ Y'IHM npocTpaHCTBO K.l\acca 

Volterra (Lefschetz-L'Analyse situs, Paris 1924 p. 8), 
PaccMOTpeHHe CTPYKTypb1 TaKHX npocTpaHCTB ,11,aeT nosop; 

K C.l\e,ztyioigeMy no.ztpa:ati;e.l\eHHlO TpexMepHbIX 3aMKHYTblX npo· 
cTpaHcTB: npocTpaHcTBO T 06pa3yeTc11: 

1° nosepxHOCT.HMH pop.a P.; (i = 1, 2, ... , k). 
2° 3agen.l\eHHblMH nosepXHOCT.HMH pop;a p, (i= 1, 2, ... , k), 

npH qeM geno'IKa, rp;e nosepxHOCTH pop;a P; cAym.aT 3BeHbffMH, 

MOIK.eT HMeTb CflOPMY 0Tpe3Ka H.l\H p;epesa, 
3° 3ay3AeHHblMH nosepxHOCT.HMH pop;a p, (i = l, 2, ... , k), a 

TaKme 3anAeTeHliffMH 1fosepxHOCTeii o6igero BHp;a. Bo scex cAy
qa11x COBMeigeHHe COOTBeTCTBylOigHX nosepXHOCTeH npOHCXOAHT 
no "TOIK.eCTBeHHbIM roMO.l\OrH.HM u • 

. 0Ka3bIBaeTC.ll, qTQ npocTpaHCTBa nepsoro BHp;a CBOAffTC.ll K npo· 
CTpaHCTBaM K.l\acca Volterra AAH n = 3; p;aAee OKa3bIBaeTCff, qTo 
npocTpaHCTBa BTOporo H TpeTbero BHp;a MoryT 6b!Tb CBe.zteHbl 
K cpopMaM, 6AH3KHM K cpopMaM KAacca Volterra. TaKHM o6pa30M, 
.ffB.l\ffeTC.ll B03MO.lKHOCTb cp;e.l\aTb HeKOTOpb!e npep;nOAOIK.eHHff OTHO
CHTe.l\bHO nocTpoeHHff HOpMa.l\bHblX cpopM H, C.l\e,ll;OBaTe.l\bHO, K ycTa· 
HOB.l\eHHlO Heo6xop;HMblX H ,ll;OCTaTOl!HblX yc.l\OBHH roMeOMopq>H3Ma. 
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Bonpocy o HenpepNBHbJX 11peo6pa30BZ!HMjjX. 11osepxttocTefi 
flOCBHigeHO l\UiiOfO pa6oT I! sorrpoc H:BJ\Het'C.:HI 60J1.ee H ... H MeHee 
pa3pa6oTaHHblM; JiHa~e .l,eJlo o6cTOHT c npeo6pa30BaturnMH npo· 
C'll'paHCTB, U03TOMY Dlj)<eit£J.1.e '!eM rrpacTymnb K H3.'lOlt\:el:UUO COAep
ma1urn pa60Th1, Heoi6ixo.,m.HMO ;-rpe,iJinocJ1.aT1:> rn::o6oe sse,11,.ee111.e, 3a~a
~eif Koero 6y.leT yic·rnHo:s.'\eH11e OCHOBHbiX llij:>HeMOB npeo6paao·· 
s.aHHH 1). 

C o .l e p at a H n e. 

§ 0. Bse,!l,eHne. 
~ 1. npeo6pa310B<i•MHi< OfrOCTpaHCTB C He3<!1.il<!iC.MiMblMM orpa1m· 

11eHJUlMH· 
§ 2. Opeo6pa30B>ill.Hl!UT npoc:rpaHCTB c Klipono-3alJ!e1uemi1>1MH 

orpamv-1eH'11$llllNH. 
R 3. Opeo6pa30B<1.H1ttR npocTpaHCTB co c.11011t1to-?a!Jef!JceHHblMJ.1 

orpaHtt'l!e1im~.M11. 

~ 4. 3aKJH04tlillf. 

§ 0. BaeAeHHe. 

00.-YCAOBHMC!> B 0003Haqemrnx: n-Mepuoe eBKo\11,21.0BO 11po· 

CTpaHCTBO 6y,ll,eM o6o3Ha'laTb £,.; 06blKHORe1:rny1-0 3aMKHYTYKl no

BepxHOCTb B £-. 1rneroi.gyio poA k o6o3Ha'liHM "n2. TaK 1no cqi,epa 

6y.11.eT o6o3Haqe•rn cft. Pa36epeM cHa'iaJ\a MHoroo6pa3tte, ypas
Hem1eM KOToporo B .;:ae1<apTOBbIX KOOp.lJ.HHa'l:'ax 6y.11.eT cAyllmTb 
-'1:!-T-x2 2 -·;-X:,~---x,~::::..:l, 3TO 6y.11;eT 3aMKHYTOe TpexMepHOe npo
CTpaHCTBO - TpexMepHa.1! cq>epa; a.Ha.'\HTM'leci.rn: :no O'leBH,ll,1::10 H3 
ypaBHeHH.11. reo~~eTpW<eCKH 3TO MOa\HO l'lO!JCHHTb C.l\eAy!OtgMM 

o6pa3oM: npeACTaBHM ce6e B £.ii cqiepy e.11.:mi:wrnoro pa.zv~yca, 6y
.AeM c'lI1TaTb Bee TOYKH BHYTPH ee ABOttHbmtt. np11aHCbJBajl aM 

j!)B3Hble 3HaKI1 B Y.enepTOH KOOp.Z!;HHaTe X4 = l r=-=c:\';:1:_--;:¥2 2 _::_,:_::_~~-:J}, 
'l"Or,!l;a HCHO, •no ·rn~KI!, •Ae x, > 0 o6paayroT He3aMKHYTOe Tpex-· 
MepHoe npoCTpaHcTBo. orpaH11t.le1rnoe ccpepo.:1 x~ = O; x 1 ~ ---x2:!-,--

·-l· X:\?_:-.x," =: 1. npH lieM rpaHH!Ja He IIf>HHaA.lleli>l1T o6AaCTI1, aHa
.\OrHlIHO TO'IKE. r At x t <:: 0 o6pa3yEOT nesal\nrny'Ioe TpexMepHoe 
npocTpaHCTBO. orpaH.11l!eHHoe Toil lf{e ccpepou, npH l.!eM noc.11.e.11,1u111 
TaKme 06.11.acn1 He npmia.11.r.eamT; aTa cqiepa TaKHM o6pa30M ecTb 
o6J!!ajl ~rpaHH\!a .ll.BYX o6AaCTeH i'vf' ~ H M'~; n .. oqes11.11,Ho, rrp11coe
.llHHHH ee K HHM 06011M, Mb! DOAY'IHM yme 6e3rpaHH'IHOe. T. e. 
B ii;aHHOM cAyqae 3aMKHyToe. M:;-0fl.,. EcAH B3HTb He cc}lepy, a 
11pOH3BOAbH)'lO ;,n,, TO. IIOBTOpm< rrp1rne;i;eHHble paccym;J,eHH.11. Mb! 

fWAYl{HM 3aMKH)'TOe Tj)CXMepttoe npocTpaHCTBO, KOTopoe MOll\HO 
o6o3Hal.!HTb kn,,,, Cm<:paigeHHO aTo paccyiK21.eHMe l\WIKHO qiopMy.1111-

poBaTb TaK: 11' 6epe~1 3aMKH)!TYIO noBepxHOCTh li1:. H3 EJ; rroMe
!f!aeM ee B E':, TaM otta ,<11e.'l.HT E :i Ha .lBe 06.-.acni: BHyTpeHHl-OJO 
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M':i 11 BHemmmo 111"~; noMergaeM ee B £~1 ' 1 , TaM oHa cooTBeT

<CTS:eHHO 21;aeT Af3tJ u 11{{') TOrAa A(,= M':1 +M2 + M/' 6y,11,eT 

3\aMKHYTblM npocTpaHCTBOM (KOHeqHo, C;\OJKeHHe HMeeT ycJ\OBHblM 

<CMbICA); HJUI Tare 2'.) 3aMKHYTYIO nosepxHOCTb M 2 Hano11.HHeM OAH'H 

pa:a npocTpaHCTBOM M' 3 , ,11;pyroti pa3 M3<'l, BCHKHH pa3 /1-12 6yAeT 

llX rpaH11:gei:f, TOr,11,a M'J - M'::~-f-- M2 , M 311 • 

Ol.-K11.acc npocTpaHCTB kn:~ 6yAeT npe.11.cTaBMITb nponpaH

CTBO 6e3 ABOHHblX 3!1.eMeHTOB B £;, AJUI HarMl.ll;HOCTH ero MOJRHO 

1mTepnpen1poBaTb B E:i. HO TOrAa IIORBHTCH ABOHHbie Toqi:al!; aTa 

;unepnpeTagm1 6yp,eT Baarna B p,aAhHeihueM. 0Ha 3aK.'\IO'!aeTcH 

\Bl CAep,ywrgeM: OCHOBbIBaR'Cb Ha BTopofi c}JOPMYAHpOBKe rllOCTpoe

l!ll,!UI 1,n:" MOJKHo npe,ll,cTaBHTb ce6e ero TaK: p,atto B E:; kn,,. npH 

~eM Bee TO'IKH BHYTPH ero cyTb ABOHHble H npe.11.cTaB,,HiOT co6oH: 

-'!,Ba pa3AH'IHbIX HerrpepbIBHblX TO''Je'IHblX MHOroo6paam1, coe.11;HHeH

Hble MeIB.,11,y co6oii no nosepXHOCTH ~.n2. TaK 'ITO H3 0,ll.HOrO B: Apy-
lf"Oe MOJKHO HenpepbIBHO nepeiiTH HC HHa'le, KaK npoH.ll,H <iepe3 kn2. 

Moarno o6o6igHTb onpet1.eAeHHe, BBeAH HOBbie 3aMKHYTble Tpex

~-~epHb1e npocTpaHCTBa no BTOpoH: cpopMyAHj)OBKe TaK: j.\aHo "n, 
ll: £:, H BHYTPl1 ero He nepeceKaK>lJ!HeCH k nc, k n2 .... ' "("jn2. 
llllifllH 4eM Bee TO'IKH BHYTPH kn.1 11 sHe .1<,,,n 2 cyTb ABOHHb1e H rrpeA

('TaBA Hl:OT ,ll,Ba pa3.l\H'IHblX HeripepblBHblX TO'le'IHblX MHOroo6pa31:UI, 

icoe~HHeHHblX MetK.'IY co6ott no ITOBepxHOCTHM kn2 Hk(l)n:! TaK, 'ITO 

;r3 0.J;HOro B .a;pyroe MOtKHO HenpepblBHO nepeliTH He HHat>eJ KaK 

ripow,ll,R qepe3 0.11.tty H3 To'leK J1~ HAH i/' 1n2. YcAOBHMCH HaBbIBaTb 

,,n~ H ;,(i)n~ ozpaHU'leHU>lMU. IlpH 'ICM ;.-02 Ha3. BHeWHll.lfU, a 

(i·n.,.---eHympeHHu.Mu. Moamo BbJAeAHTb 113 npocTpaHCTB c MHO-

rttMH orpaHH'leHHHMH OAHH KAacc npocTpaHCTB, KOTOph!h ecTe

C'J"BCHHO HaaBaTb KAaCCOM rrpocTpaHCTB c HeaaBHCHMblMH orpaHH

'l!eHHHMH. Opem.a.e Bcero ero orpaHH'IeHHH He AOAlK.HbJ 6b1Tb aay3-

.,eHbl (He AOUYCTHMO orpam1'leHHe Bli.11;3 qrnr. 010); .:aaTeM. BCRKHe 

.nma orpaHH'leHHH ero ,ll.OAiKHbl 6bITb He3aBHCHMbl (He ,ll.OCTYCTHMbl 

<:::.JtyqaH cp. 011 n 012); HaKoeeg, He .11,orrycTHMbI aarrAeTemui orpa

Hu<reHHH (He AonycTHM c.11.yqaw Hanp. cp. 013). HccAe.11,oBamte nx 

nfHl.Bep;eHO B § 1. Cpe.11,H npocTpattCTB HHoro BH.11,a MOlKHO paaAH

'llaTb TPH nma: 1) c sagerrAeHHbIMH orpaHH'leHHHMH, nprr l!eM no

<r:.l\.e,J,HHe MoryT gem~aMH o6pa30BbIBaTb p,epeBbH, HM flOCB71'!!eH 

~ 2; 2) 3arr.l\eTeHHblMH orpaHH'leHHHMH, 'ITO HBAHeTCH o6o6igeHHeM 

sagerI.l\eHHH, rrpH 'leM 3anAeTeHHeM MOIKeT o6paBOBblBaTbCR KOM

lil.l\eKCbl npOH3BOJ\bHOH ¢opMbl, Hanp. c 3aBHHTOBaHHblMH CTOflOHaMH 

w Ap.; 3) 3ay3AeHHblMH orpaHH'leHHHMH H orpaHH'!eHll..HMH CMe

W&HHOro BH.11,a. )lByM nocAeAHHM KaTeropHHM OTBeAeH § 3. Ko
He•rno TaKoe DO;'l,pa3,ll.e.ll.eHHe HMeeT CHAY TO.\bKO AMI TpexMepHOH 

mnepnpeTagHH. Dpntt0MaH TaKoe onpe,a;eAeHHe M,, Hymno noMHHTb, 

'>TO IIOAy<IeHHble peay.llbTaTbl 6y.ztyT crrpaBe.ll;AHBbl TOJ\bKO J:.\11 Tex 



MHOroo6pa3HH, KOTOpbie TeM HJ\H HHblM crroco6oM MoryT 6b!Tb 

rroii;sep,eHbI rrop, TaKoe CUMMempuimoe orrpeii;eAeHHe. _llelieTBH

TeAbHO, aTo orrpe.11;eJ1.eHHe eTaBHT Tpe6osaHHe, qT06b1 ii;aHHoe M 3 

MO.lKHO 6bI.ll.0 6bi HerrpepbIBHblM o6pa30M rrpHBeCTH K BHAy, KOrp,a 

OHO 6yii;eT eHMMeTpHqHO paeIIOJ\O.lKeHO OTHOCHTeJ\bHO CBOHX orpa

HHqeHHH H.11.H ToqHee, Korii;a IIOCJ\e rrpeo6pa30BaHml MO.lKHO 6yii;eT 

HaHTH TaKoe E:;, OTHOeHTeJ\bHO KOToporo OHO 6yii;eT eHMMeTpHqHo 

paCIIOJ\O.lKeHO, H oeTaeTeH OTKpb!TblM BOrrpoe: Bee J\H 33MKHYTble 

HerrpepbIBHbie ii;syeTopoHHHe M3 6e3 KpaTHbIX TO'IeK cuMMempur·tHbl 
T. e. seex .11.H HX MO.lKHO TaK rrpeo6pa3oBaTb. Oii;HaKo, .ztAH rrpe

o6pa3oBaHHH rrpHBeAeHHblX orrpeii;eJ\eHHH He ii;oeTaTO'IHO, OKa3bJ

BaeTeH Heo6xoii;HMOeTb BBeii;eHHH oeo6b!X rrpoMe.lKyToqHblX qiopM, 

eyigeeTBYIOigHX rrpHTOM T0.11.bKO B Eo, 6e3 KpaTHblX aJ\eMeHTOB; 

B aTOM HHqero HeT CTpaHHOro, eCJ\H BeIIOMHHTb, qTo oeyigeeTBJ\e

HHe rrpeo6pa30BaHHH pHMaHHOBblX rrosepXHOCTeli Tpe6yeT E4. 
02.-4To TaKoe HerrpepbrnHoe rrpeo6pa3osaHHe 6yii;eM cqHTaTb 

H3BeeTHbIM; 3aliMeMCH BblHCHeHHeM o6cTaHOBKH, B KaKOBOH rrpoHe

XOAHT TaKoe rrpeo6pa3oBaHHe. Kor,11;a ii;aHo M2 H ero HY.lKHO rrpe

o6pa3oBaTb, TO cqHTaeTeH CaMO eo6oii pa3yMelOigHMCH, qTO rrpe

o6pa30BaHHe eosepmaeTCH B E3 (AMI pHMaHHOBbIX rrosepxHOCTeli 

HY.lKHO E4), noaToMy, eosepmaH rrpeo6pa30BaHHe KaKoro-J1.H60 

reoMeTpHqeeKoro ofrheKTa, Haii;o Beerii;a HMeTb B BHAY aTo 06cToH

TeJ1.heTso, orosapHBaH ero 3apaHee, TaK KaK T0.11.bKO aTHM MO.lKHO 

CUHKJ!,UOHupoBamb 3aKOHOMepHOCTb cosepmaeMblX rrpeo6pa30Ba

HHH. BseAeM oeHOBHoe HerrpepbIBHOe rrpeo6pa30BaHHe-ompaJKe

Hue; OHO p;aeT B03MO.lKHOeTb, IIOJl.yqaH IIf>OMe.lKyToqHble qiopMbl, 

rrepexoii;HTb OT oii;Holi HHTeprrpeTagHH p;aHHoro M3 K ii;pyroli; 

nyeTb ii;aHO B E3 rrpoeTpaHCTBO a03 eor J\aeHO BblllierrpHBe,!l;eHHblX 

orrpep;e.11.eHHH (cM. qi. 020), ompasUM ero OKOJ\O rr.11.oeKOeTH CHM

MeTpHH P1, rrpoxoii;Higeii qepe3 see Ablpb1, Torp;a rroJ1.yq11M rrpoMe

.?KyToqHyJO cpopMy qi11r. 021. CMbICJ\ ompaJKeHUR 3aKJ1.10qaeTcH 

B TOM, q'fo Mb! BKJ\a,!l;bIBaeM B HH.lKHIOIO '!aCTb BbIBepHYTYIO HaH3-

UaHKY BepXHIOIO qacTb, COBMeigaH CHMMeTpH'IHble TO'IKH, TaKHM 

o6pa30M B TO speMH KaK Ha qi. 020 Ka.lKii;aH ToqKa BHYTPH 302 ii;soliHaH, 

a TOqKH rrosepxHOCTH 302 op,!!;HHapHble, Ha qi. 021 Ka.lKii;aH BHyTpeH

HHH ToqKa qeTsepHaH, TOqKH BHYTPH 3allITPHXOBaHHoli H He3a

IllTpwxoBaHHOli qacTH ABOHHbie, ToqKH rpaHHJ! aTHX 06J1.acTeli 

opii;1rnapHb1e; Bee CKa3aHHOe MO.lKHO llOHCHHTb CJ1.eii;y10igeli aHaJ\o

rneli: B E3 6epeM 302. ompaJKaeM BHH3 OK0.11.0 IIJ\OCKOCTH p (cp. 020) 

TaK, qT06bI CHMMeTpH'IHbie TOqKH COBMeCTHJ\HCb, IIOJl.yqHM rrosepx

HOCTb (qi. 021), BHyTpeHHOCTb KOTOpoli coo6igaeTCH c Hapy.lKHb!M 

npocTpaHCTBOM qepe3 qeTbipe OTBepcTHH (TaM, rii;e 3allITpHXOB3H

Hble qacTH), see TOqKH aToli rrosepxHOCTH ABOHHb1e, rpaHH!!bl 

opii;HHapub1e. OoHHTHO, 'ITO ecAH meAaTe.11.bHO oTcyTcTBHe KpaTHbIX 

a.11.eMeHTOB, TO ,!l;J\H 3aKOHOMepHOCTH Harnero rrpeo6pa30BaHHH rrpH

XOAHTCH ii;orrycTHTb, 'ITO IIOCJ\e,!l;HHH IIOBepxHOCTb cyw,ecmByem 
y.?Ke He B E3 , a B E"-, 'ITO ii;se cosMeigeHHble 06.11.acTH HMelOT pa3-

Hb1e qeTsepTbie KOOpAHHaTbI. OpHMeHHH aTo paccymii;eHHe K rrpo-



MelKyTO'IHOH cpopMe <P· 021, Mb! BH.11,HM, 'ITO HCTHHHblH CMbJCJ\ npe

o6paaoBaHml 3aKJ\IO'!aeTC.ff B TOM, 'ITO, .11,ecpopMHPYH 3n3 B £5 TaK, 

'IT06bl CHMMeTpH'IHble a.1\eMeHTbl 3n3 OTHOCHTe.1\bHO npocTpaHCTBa 

CHMMeTpHH E3 coBnaAH, HaM npHXO.IJ.HTC.ff BB0,11,HTb Il.HTYIO Koop.11,H

HaTy, KaK ,11,J\.ff paa,11,e.1\eHHH TO'leK, COBMeCTHBUIHXCH B KOHe'IHOM 

peay.1\bTaTe, TaK H .II.Ml TO'!eK com.foigaBUIHXCH B npOJ!eCce npe

o6pa3oBaHHH. Tor,11,a HCHO, lJTo: 1) npeo6paaoBaHHe HenpepbIBHO M 

2) npoMelKyTO'!HaH cpopMa He RMeeT KpaTHblX a.1\eMeHTOB B £ •. 
MomeT 6b!Tb ,11,pyroii BH.11. ,11,.1\H npoMemyTO'IHOH cpopMbI, Kor .11.a 

Il.1\0CKOCTb OTpameHHH TpexMepHOH HHTepnpeTaJ!HH He HBJ\HeTC.ff 

Il.1\0CKOCTblO CHMMeTpRH ,11,J\.ff BHyTpeHHHX orpaHH'leHHH, COBepUleHHO 

ocTaBJ\H.H HX B CTOpOHe, CM. <P· 022; Tor,11,a O'leBH,11,HO, 'ITO Bee 

BHyTpeHHHe TO'IKH npoMelKyTOlJHOH q>opMbl 6y,11,yT 4-KpaTHbJe, 

HCKJ\IOlJaH Te, KOTOpble aanOJ\HJllOT 6b!BlllHe nycTOTbl BHyTpeHHHX 

HJ\H BHelllHHX orpaHH'leHHH, OHH 6y,11,yT 3-KpaTHbJe. TaKHe <JaCTH 

yc.1\0BHMCH o6oaHalJaTb H Ha3b!BaTb nyHKmupHblMU; HCHO, lJTO 

B CJ\y<Jae BHyTpeHHeli nyHKTHpHOB aaMKHYTOH nycTOTbl ee noBepx

HOCTb 6y,11,eT COCTOHTb H3 2-KpaTHblX TOlJeK, lJTO ,11,.1\H BHelllHeH 

nyHKTHpHOH nycTOTbl 6y,11,eT HMeTb MeCTO TOJ\bKO Ha qaCTH noBepx

HOCTH; nOCJ\e.11,Hee 6y.zr;eT HMeTb MeCTO, Kor,11,a Il.1\0CKOCTb OTpa.<Ke

HH.ff He eCTb n.1\0CKOCTb CHMMeTpHH ,11,.1\H BHeUIHero orpaHHlJeHHH 

CM. cp. 023. BoaMomeH eige BH.11. npoMemyTOlJHOH cpopMbI, CM. cp. 024, 

IlOJ\YllaeMOH CHMMeTpHllHblM OTpameHHeM H TIO BHelllHeMy H no 

BHyTpeHHeMy orpaHHlJeHHIO, TYT OlJeBH,11,HO ,11,ono.1\HHTe.1\bHbIX paa'b

HCHeHHH He HymHo. B ,11,a.1\bHeil:U1eM BCTpeTHTCH ,11,pyrHe BHP.bl Tipo

MemyTo'IHbIX cpopM, HO OHH HHlJero npHHJ!HTIHa.1\bHO HOBoro co,11,ep

maTb He 6y,11,yT. 8To Tipeo6pa3oBaHHe OTpameHHH e,11,HHCTBeHHOe, 

KOHM TIPHAeTC.ff IlOJ\b30BaTbCH, yc.1\0BHMC.ff ero o6oaHa'laTb CHMBOJ\OM 

[O]p, r,11,e p yKa3bIBaeT nJ\OCKOCTb OTpameHH.ff, 0-onepaQHIO OTpa-

meHIUJ. 06paTHOe npeo6paaoBaHHe 6y,11,eM o6oaHa'laTb [OJ; 1, CM. 

qi. 025. 

03.-4To6bJ aaKOHlJHTb BBe.11,eHHe HY1KHO CKa3aTb HeCKOJ\bKO 

CJ\OB 0 ,11,ecpopMHpOBaHHH IlpOMemyTOlJHblX cpopM. .ll;MI TpexMep

HblX HHTepTipeTaJ!HH M,: olJeBH.ZJ;Ha B03MOlKHOCTb HeTipepbIBHoro 

nepeMeigeHHH BHyTpeHHHX orpaHHlJeHHH OTHOCHTe.1\bHO PHeUIHHX 

B onpe.11,e.1\eHHbIX npe.11,eAax. HeTpy,11;Ho y6e,11,HTbCH, '-!TO Tipeo6paao

saHH.ff no <P· 031 aaKOHOMepHbl H, .11.e<tJOpMHPYH npoMemyTO'IHJlO 

Cf>OpMy, Mb! IIOJ\ylJaeM B03MO.lKHOCTb nepeMeigaTb B H3BeCTHOH 

Mepe op,ll,HHapHbJe (coCTOHigHe H3 0,ll;HOKpaTHblX TO'leK) J\HHHH. 

Bee aTo MO.lKHO H.1\.1\IOCTpHpoBaTb cAe.11,yioigHM TIPHMepoM: BOab

MeM 1n3 , T. e. ,11;BOHHoe npocTpaHCTBO BHYTPH Topa; npHMeHHH 

eenpepbIBHb1e rrpeo6paaoBaHHH no <P· 032, MbI BHP.HM, 'ITO 1n3 
roMeoMopcpeo .11,BOHHOMY npocTpaHCTBY Mem.11.y ABJMH KOHJ!eHTPH'l

HbJMH ccpepaMH, COe,ll;HHeHHOMY no HHM (aTO npeo6paaoBaHHe,. 

HHalJe npoHaBe,11;eHHoe, np1rne.11,eeo y Lefschetz I. c.). .ll;aAee BbI

HCHHTCH Bameoe 3Ha'!eHHe aTHX npeo6pa30B3HHH· 



§ 1. llpeo6paaoBaBHH npocTpaecTB c ueaaBHCHMbIMH orpa1m-
11eHHHMH. 

10.-TeopeMa I-a. CcpepHqecKHe orpaHwieH1u1 saa11MoaaMeHHM1>a. 
T, e. Henpepb!BHbIM npeo6pa3osaHHel\I M01!rno TIOMeH51Tb MeCTaM>! 
,11;sa cqiepwrncKHX orpami:qeHH.H. 

Paafo1paeTc.R cAyqafJ, Kor,11;a see orpaHH'-lemrn ccpepHIJ:eCK.He. Oti<::
BH.llHO. Bee BHyTpeHHHe orpaHH'-leHIUI B3aHM03aMeHHMbI, OCTaeTC:fl! 
sonpoc o aaMeHe sHyTp.eHHero orpaH11:qemu1 BHemHHM. 401rnme~.~ 
cnpase,:i,AHBOCTb I'OMeoMopcpHaMa no qi. 100. ,J,elicTBHTeAbHO, co
seprnaH npeo6paaosatttte no cp. 101, MbI IIOAytrneM Tpe6yeM01it 
peayAbTaT. 

11.-Teope.-.,ra 1-b. Hecqiep11'IeCKHe orpattHqemrn saa11MoaaM·e
HHMb1. 

3ttecb npttp,eTcR paao6paTb cA.yqali ABYX H MHor11x orpattttqemdi 
110.--CAyqafi p,syx orpaHHIJ:eHHu: OP.HO ccpep11qec1<0e, ,11.pyroe 

ttecqiep11qecKoe. lloKaa;.eM cnpasep,AHBOCTb I'OMeoMop<flH3Ma npo
CTpaHCTB cp. 1100. Opeo6pa3oBaHHe no qi. 1101 .zi;aeT Tpe6yeMblK 
pe3yAbTaT. 

111.-CAyqafi .zi;syx orpaHw1ettHli: o6a Heccpep11qecKHe. ,lLoKa
aaTeAocTso crrpase.zi;AHBOCT.H roMeoMopcpHaMa rrpocTpaHCTB qi. 1110 
.zi;aHO qi. 1111. 0TMeTHM B 3TOM .zi;oKa3aTeAbCTBe OJI.HO xapaKTep
HOe !IQAOllWHHe, eCAH ero H306pa3HTb qi. 1112; OHO noKa3bJBae'1r 
noAHY!O ,, paBHoy,eHHocmb" orpaHHqeHHH. 3p,ecb Har A.R,ll;HO ycN1a·
TpttsaeTCH B03MOlKHOCTb BeCnl'. rrpeo6pa30BaHHe Ha AI06oe H3 
3THX p,syx orpaHH"!eHHB. 

12.-CAyqali MHor11x oPpaHnqeHHli. BoahMeM cAyqa:H qeTb1pex 
orpaHH'J:eHHH; H3 ,l!;OKa3aTeAbCTBa flCHO 6yp,eT, 'iTO paccy1K,1J.em1H 
pacnpocTpaHHMhI Ha A106oe "IHCAO OPpaHHqeHHH. CosepwaR npe
o6pa3osaHHe no cp. 120, Mbl noAyqHM MHOrOKOH:gosy10 npoMemy
TO''l.HYIO q:iopMy, KOTOpaR, KaK aTO HeTpyAHO BH,ll;eTb, eCTb 0606-
rgeHHe qJOpMbI cp. 1112 npe.zi;b1.zi;yrgero cJ1.yqa11, see CKa3aHHOe TaM 
oqeBHJJ.HO rrpHMeHHMO H 3.zi;ecb. Opeo6paaosbrna.R aTy MHOrOKOHJ!O· 
sy10 qiopMy Ha A106oe H3 aTHX "leTb1pex orpaHH"leHHH, Mb! no.l\y
"IHM BHelllHHM orpaHHqeHHeM AH60 (1), Al160 (2), AH6o (3), A.H6o (4). 
HcHo "!TO p,pyrtte orpaHHqeHHH TYT 3aTpOHYTbI He 6y;i;yT . .ll,Ju! 
noHCHeHHH npeo6pa3yeM no cp. 121 rrpoMemyToqHy10 cpopMy TaK, 
'IT06bJ orpaHH'leHHe (2) CTaJ\O BHelllHHM. 

13.-Vl3 3THX ,ll.syx TeopeM I-a H I-b ecTeCTBeHHO BhJTeKae1 
CAe.ztyrorgaH CHCTeMa o603Ha'IeHHH, xapaKTepH3yIOrgaH 3aMKHYTbie 
TpexMepHb!e npocTpaHCTsa c He.3aBHCHMblMH orpaHHqeHHRMH'. ycJ\O· 
BHMCH [K] 03 xapaKTepH.30BaTb CHCTeMOB 'IHCeA k = (ao Ui (l2 . •.• aJ. 
rAe ai- 'iHCAO orpaHHqeHHH ern po,11,a i; TYT ym. He HPpaeT poML 

KaKoe orpaHHqeHHe BHelllHee, a 11'.aKHe BHyTpeHHHe. 06paTHO, 
.zi;aHHOMY k 6y,a;eT OTSe'iaTb o.zi;Ha HAH HeCKOAbKO TpexMepttbIX 
HHTepnpeTagHH (coOTBeTCTSeHHO TOMy, KaKoe orpaHH'IeHHe 6yp,eT 
BHelllHHM) npocTpaHCTB, roMeOMopcpHb!X S3aHMHO no TeopeMe [. 



14. -- 1 eope:w.D ff. Pop; BHeurn.ero orpam1'4eHmi: MomeT 6b1Tb 
cse.o.eH rK HV Mo. 

Hyarno 'oroBOfPKTb, l!TO npH aToM.: 1) poll ocTaAbHblX orpa
HH'1eHHH He H3MeHHTCH; 2) npH 3T0.1il rnJJ.:f!IB:>!TCH HOBble orpa

HH<IeHHR. OpHti;eTc>1 pa3.11;eAbHO ,il.OKa3bJBaTb cAy'laH o,:i,Horo H MHo
THX orpaH!!'ieHHH. ,l!Oica3aTe.l\bCTBO nepsoro ICA}''l:a:R .:i;aHO Ha ¢. 140, 
npH '!eM TYT noHBHAlV!Cb TPH HOBh!X cq>epH'!ec11ai:c orpami:'leHHl'l. 
,4oKa3aTeAoCTBO 1noporo ,11,aHo 11a qi. 14 l. HeTpyµ,Ho BHJJ,eTb, 
'!TO BCR cyrgHOCTlb 11peo6pasosamrn 3aK,\!{J)'{aeTCH B TOM, '1TO 
11.\0CKOCTb OTpall':emrn He 3aTparHBaeT BHyTpeiHHero orpaHHl.JeHiH!, 
CAeµ,oBaTeAbHO, l<l B CAJ<iae MHOiHX orpatm'1el!Uli'i Ha,'l,O npeo6pa30-
Ba~uae ,J,eAHTb TaJK. "!T06b1 npM OTpaiKemm Bree BHyTpeHHHe orpa-
1ur«eHH5! ,,3anyH1<mupoBaAUcb". 

Cie,zcmtme: npH npeo6pa30BaHl!>llC Teopiel'OU;il 11 

HeH3Memw. 

n ,., 
X = ) (1-i) a 
~ 
i=O 

4,eH:cTBHTeo\bHO, nycTb BHelllHJ1M orpa11H<ieH11eM c11.y.muT 1,n2, nocAe 

npHMeHemu1 TeopeMbI H MhI BHYTPH n0Apnrn11 k .\HlliHHX ccpep· 
<no BMecTe c Happ1rnofi cocTaBHT k ~ 1; npeo6pa3osamre He 
H3MeHHT ocTaAbHblX orpaHH<ieHHH, a noTOM)' B CJMMe x 'I!\ef{ 
(1 + k)a o6paTHTC5! B (1 _j_ k) (a,, - 1), HD 3aTO au o6paTHTC>I 

B (ao + k ,-1), CJ\ep;oBaTe!\bHO, '1HCAO x He H3MeHHTCR. 
TeopeMa Ill. Bee orpaHw.1eHW>1 MoryT Db!Tb cBe,11.eHbI K ccpe

p11qecKHM. 
AeiicTBHTe.\bHO, 6y,11,eM nocAe,1l,oBaTeAbHO BHeurnm.1 orpaHH'leHHeM 

6paTb 0,11,HO H3 HecqiepHqecKHX BHyTpemrnx ;ri o6par,gaTb B cqie
plPieCKwe. B pe3y.11.bTaTe ace orpami'le!furn CTaHYT cq>epH4eCRHMH 
Ii 'IHCAO HX 6y p,eT O'ieBH,il.HO x. 

4ncAo X Ha3oBeM xapaKTepttcTHKOH ;:aHHoro M3; ecAH y M1 

see orpaHH'leHHR cqieptt4ec1rne, xapaKTep.wCTHKa 6y,11,eT paBHa 
qHcAy orpaHW-Iemi:ii. Ha TeopeMbl m BblTeKaeT, 1.!TO see npocTpaH
CTBa c He3aBHCHMblMH orpaHHqeHlUl'.M.11 CBOJJ,RTC5! K npocTpaHCTBaM 
tc\acca 1,n,,; ,,i;eiicTBHTeAbHO, no TeopeMe H Mbi Mo:meM yTaepa.,11.aTb, l.JTO 

npocTpaHCTBO, HMeiorgee B TpexMepHOH HHTeprrpeTagmi: (k + 1) 
cq>epH'leCRHX orpae11qeHHH, roMeOMOp!llHO ;,n;. 

TeopeMa IV. Heo6xoJJ.HMoe H ,11,ocTaT0'1HOe ycAOBHe roMeoMop
tf>H3Ma eCTb paBeHCTBO xapaRTepHCTHK. 

HanoMHHM, l!TO ,II.Ba M3 ea3bJBa!OTCR roMeoMopq>nbIMH, ecAH 
Mo11rno 0,11.Ho npeo6pa3oBaTb B Apyroe Henpep1:>1BHblM o6pa30M. CTpH: 
BeJJ,eM CHa<ia!\a oqeBHP.HYlO .11.eMMy . 

.Ae.wMa. Asa M3 co cq>ep11qecRHMH orpattHqeHH~MH roMeoMopq>Hbl 
H.11.H HeT B 3aBHCHMOCTH OT Toro, paBHb! HMI He paBHbl l.JHCAa HX: 
orpaHH'ieHHH. 
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1° Heo6xo11uMocmb. JiaHo <ITO M' 3 roMeoMop<f>Ho M" 3. T pe-
6yeTc.11 ,11,0Ka3aTb, <ITO X' = X". Opeo6paayeM M' 3 B M' 3 TaKoe, 

'ITO Bee orpaHH<leHH.ff ero ccpeptt<1eCKHe, c,11,e.11.aeM T~~ c M"3; 

TOr,D;a M"3 npeo6paayeTc.11 B mo me M' 3, TaK KaK HHa<1e. OHH He 

6b1.11.H 6b1 roMeOMOpQ:>HbI, Ha ocHoBaHHH .11.eMMb1; HO paa M"3 roMeo
Mopcpeo M's, roMeoMopcpeoMy M':i. TO X' = X", TaK KaK aTo ecTb 

'lHC.11.0 cqiepH<1eCKHX orpaett<1eHHH M' 3• 

2° 11ocmamo1.1.Hocmb. AaHo, <1To X' = X", Tpe6yeTc.11 ,11,oKaaaTb, 
<1To M' 3 roMeoMopcpeo M" 3. Pa3 X' = X", TO M' 3 roMeOMOp<f>Ho 
M3 H M~" roMeOMopcpeo Ms, a c.11.e,11,oBaTe.11.bHO M' 3 roMeoMopcpeo M" 3• 

- BaMettaHue. Bse,11,eHHbJe a,11,ecb npoMemyTO'lHbJe cpopMbJ He 
HMelOT BHyTpeHHHX nycTOT H KaHa.11.0B, STO xapaKTepHoe HX CBOH
CTBO, 3,11,eCb - npH<IHHa TaKOH npoCTOTbl B o6paigeHHH c HHMH. 
DyHKTHpHbie nycTOTbJ He npoTHBope<1aT aToMy, TaK KaK an1 
nycTOTbl OTHOC.llTC.11 K 0,11,HOH T0.11.bKO Il0.11.0CTH. 

§ 2. Dpeoopasonaeee npocTpaecTB c npocTo-sagen.11.eeehIMH 
orpaBH'ICBHRMH. 

20.-0epeii,11,eM Tenepb K paccMOTpeHHIO npocTpaHCTB c npOCT0-
3agen.11.eHHblMH orpaHH<leHH.llMH; CIO,ll,a 6yAeM npH'IHC.11.HTb Te c.11.y
'laH, Kor,11,a aagen.11.eHH.ll HMeIOT c.11.e.11,yroigyro q>opMy: cp. 200 H 201, 
He C'lHTa.11 a.11.eMeHTapHoro qi. 202. CHa'la.11.a paa6epeM c.11.y<1ai!. 
0,11,Horo npocToro aagen.11.eHH.11, aaTeM c.11.yqaif ,11,syx· !f, HaKOHeg, 
c.11.y<1aii MHOrHx npocTbIX aageII.11.eHHH, o6paayroigHx genKy. 
B 3aK.ll.IO'leHHe paccMoTpHM c.11.yqaif TaKHx 3agen.11.eHHH, rAe genKH 
o6paayroT ,11,epeBo. 

21.-C.11.yqaii 0,11,Horo npocToro aagen.11.eHH.11. TeopeMa o P3aHMO
aaMeHHMOCTH aagen.11.eHHblX orpaHH'leHHH 6y,11,eT H 3,11,eCb cnpaBe.zr.
.1\HBa: Ha qi. 210 ,11,aHO ,ll,OKa3aTe.l\bCTBO c.11.yqmo B3aHM03aMeHH
MOCTH BHemHero orpaHH'leHH.11 c 0,11,HHM H3 aagen.11..eHHblX BHyTpeH
HHX, Ha qi. 211 npHBe,11,eeo ,ll,OKa3aTe.l\bCTBO B3aHM03aMeHHMOCTH 
BHemeero 3agen.11.eeeoro orpaHH'leHH.11 c coce,11,HHM BHyTpeHHHM 
aagen.11.eHHbJM. QqeBH,ll,HO, qTo MOJKHO B3aHM03aMeH.llTb H Heaa
gen.11.eHHbJe orpaeHqeHH.11, ,11,.11..11 qero ,11,ocTaTO'lHO eeeymeb1e orpa
eHqeeH.11 aanyeKTHpoBaTb, cM. cp. 212. T eopeMa o noHHmee1rn 
po,11,a BHemeero orpaHH'leHH.11 Tome HMeeT MecTo; B c.11.y<1ae BHem
Hero He3agen.11.eHeoro orpaHH'leHH.11 po,11, noHHmaeTc.11 .zr.o ey.11..ff, 
CM. IP· 213, B c.11.y<1ae 3agen.11.eHHoro AO e,11,HHHijbl, qi. 214. 

22.-C.11.yqaif ,11,Byx npoCTbJX 3agen.11.eHHii. AoKa3aTe.ll.bCTBO 
B3aHM03aMeHHMOCTH eeaagen.11.eHHblX orpaHH'leHHH 0<1eBH,ll,HO. Ha. 
qi. 220 pa36epaeTC.ll c.11.yqaif B3aHM03aMeHHMOCTH BHemHero He
aagen.11.eHHoro orpaHH<leHH.11 c KpaHHHM aagen.11.eHHblM BHyTpeHHHM 
orpaHH'leHHeM; Ha IP· 221 pa36HpaeTc.11 c.11.y11aii s3aHMoaaMeHH
MOCTH BHemHero Heaagen.11.eHHoro orpaHH'leHH.11 c cpe,11,HHM aage
n.11.eHHbIM BHyTpeHHHM orpaHH<leHHeM; Ha qi. 222-c.11.yqaif B3aHM0-
3aMeHHMOCTH Kpaii:He-aagen.11.eHHOrO BHemHero orpaHH'leHH.11 c co-
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ce,IJ.HHM. Ha qi. 223, 224 11 225 ,IJ.OK33blBaIOTCH Te 11>.e cAyqa11, 
TOJ\bKO KOr ,IJ.a ,IJ.Ba npOCTblX aagenAeHHH HMeJO~ qiopMy qi. 226. 
TeopeMa o noHHmeHHH po,ll.a BHelllHero orpaH11qeHHH H TYT HMeeT 
MeCTO; KOr,IJ.a BHelllHee orpaHWleHHe HeaagenAeHHOe, TO po.11; 
noHHmaeTCH ,IJ.O HYAH, ,ll.OKa3aTeAbCTBO TaKoe .me, 1<a1< Ha cp. 213. 
Op11 3agerr./\eHHOM B O,IJ.HOH pyqKe BHelllHeM orpaH0qeH11a po.11; 
IlOHifmaeTCH ,IJ.0 e,IJ.HHHJ!hI; cp. 227 pa36HpaeT CJ\y'laH, KOr,11,a BHelll
Hee orpaHH'leHHe HBAHeTcH 1<paH:tte-,3agenAeHHbJM H coce,IJ.Hee 3a
gen./\eHO B O,IJ.HOH pyqt<e, cp. 228 - Kor,11,a coce,1J.Hee aagenAeHo 
B ,IJ.Be pyqKH, cp. 229 - KOr,IJ.a BHelllHee orpaHH'leHHe HBAS!eTCSI 
cpe,1J.He-3agenAeHHb1M. Po,IJ. noHHmaeTCSI ,IJ.O ,11,Byx npH 3agenAeHHH 
BHelllHero orpaHH'leHHSI B ,IJ.Be py'IKH, ,11;0Ka3aTeAbCTBO ,1J.aHo ea 
cp. 2290. 

23.-CAy'laH MHOrHX npOCTb!X 3agenJ\eHHH; genO'!HbJe 3age
nAemrn. CTpH ,IJ.OKa3aTeJ\bCTBe B3aHM03aMeHHMOCTH orpaHH'!eHHH 
6yAeM paccMaTp1rnaTb Te 3aMeHbI, r,1J.e BHelllHHM orpaHH'leHHeM 
RBJ\HeTCH 3aIJ,efIJ\eHHOe orpaHH'leHHe, TaK KaK CA' qaH: 3aMeHbl Hesa
genAeHHblX ,IJ.OK33bIBaeTCH o6b!'!Hb!M cnoco6oM. 

230.-C)\yqai1: '!eTHOH genH H.3 TOpOB. ,lJ,ASI ,IJ.OKa3aTeJ\bCTBa 
Hy.mHo ycTaHOBHTb roMeoMopcpH3M cp. 2300 c rrpe,11,cTaBHTeAHMH 
pH,ll.a cp. 2301; <P· 2300 c rrpe,ll.CTaBHTeJ\HMH p.H,11,a <P· 2302, a TaKme 
B3aHMilbIH r0Me0Mopcp11.3M rrpe,ll.cTaBHTC'AeH pHAOB cp.cp. 2301 
H 2302. ,lJ,MI 3TOH geAH ,IJ.OCTaTOqHO BBeCTH B paCCMOTpeHHe 
MHOrOKOHJ!OBYJO npoMemyTO'IHYJO qiopMy, TI0,1J.06HyIO cp. 1112. 
Ha cp. 2303 ,11;aH ee BbIBOA H.3 2300, cp. 2304 AaeT ee BbIBO,I( 
HerrocpeACTBeHHO H.3 nepsoro aAeMeHTa psi,11,a qi. 2301 (aHaAorH'IHO 
OHa ITOAY'!aeTCSI H3 AI06oro 3.1\eMenTa K3K pH,ll;a 2301, TaK H 
pH,ll;a 2302). 8Ta MHOrOJ<OHIJ,OBa.H cpopMa Il03BOJ\HeT BbIBeCTH o6a 
pH,ll.a Tpe6yeMbIX q>opM, ,IJ.J\R qero ,IJ.OCTaToqHo Becnt npeo6pa30-
BaHHH Ha cooTBeTc·rnyIOigHH KoHeg. AJ\R npHMepa rrpHBeAeM 
npeo6pa30BaHHH, ,11;aIOIJ!He nepBblX rrpeJJ,CTaBHTeJ\eH 06011x pHP,OB 
tpopM. CM. qi. 2305 H 2306. , 

231.-CAy'laH HeqeTHOH gerrH HB TOpOB pa3611paeTCR aHa./\o
rH'IHbIM cooco6oM, TOJ\bKO 3,11,ecb 6y,11,eT ABe npOMemyTO'IHbIX 
MHOrOKOHJ!OBb!X cpopMbJ. yfa O,l(HOH Mb! ITOAY'IHM nepBbJH pHJJ., aHa
J\OrH'IHblH PRAY 2301, H.3 ,11,pyroH-BTopoH:; JJ.OCTaTO'IHO 6yJJ.eT AaTb 
BbIB0,11, MHor01<0HIJ,OBb1x cpopM: CM. qi. 2310 H 2311. BbIBO,IJ. MHoro
KOHJ!OBoli q>opMbl JI.AH npocTpaHCTBa c He3agerr./\eHHblM BHelllHHM 
orpaHH'leHHeM npHBep,eH Ha cp. 2312 ,IJ.J\R CJ\yqasi lIOAJ'leHHH BTO
poH MHOrOKOHJ!OBOH qiopMbJ. 

232.-CAyqaif gerro'IHoro aageoAeHHH o6mero BH,IJ.a. PaccMOTpHM 
TOJ\bKO c./\y'laH 'leTHOH gerrH, pa:a6op cAy'laH He'leTHOH 6y,1J.eT co
BepllleHHO aHaAorH'leH. KaK H B npeAbIAYIJ!HX cAy'laHx, cyme
CTBeHHa npoMeJKyTO'!HaH MHOrOKOHIJ,OBaH q>opMa, Il03BOAHIOigaH 
113 AI06oro BBeHa genH IlOAY'lliTb BHelllHee orpaHli'!eHI<J:e, H ,IJ.OKa
BaTeAhCTBO 6y,11,eM ,ll,OBOJl.HTb TO./\bKO AO BblBO,IJ.a 3TOH qiopMbl. 
,lJ,Ml qeTHOH genH y Hae 6bJ./\a 0,ll,Ha npoMe.myTO'IHaH MHOrOKOH
J!OBaH qiopMa, ,ll,Ml He'leTHOH-JJ,Be; B 061J!eM CAy'lae HX 6y,1J.eT ABe, 
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BCAeJJ.CTBHe accHMeTpHH genKH. Ha cp. 2320 npe.ll,CTaBAeHo noAy
qeHHe OP.Hott cpopMbI, Ha cp. 2321-p,pyroH:. OoAy"leHHe cpopMbJ 
tt3 npeP.CTaBHTeAett pHJJ.OB, aHaAorH"IHbIX 2301 H 2302, He npHBO
AHTCH-oHo COBeprneHHO OJJ.HHaKOBO c cAy"laeM 230. QqeBHJJ.HO, 
'-ITO aHaAOrH'"lHblM nyTeM 6yp,eT pa36upaTbCH H cAy'"latt HetJeTHOll 
gemt. 

234.-Yl B cAyqae genO'"lHOro aagenAeHHH pop, BHernHero orpa
HH'CJeHHH Mo.lKeT 6bJTb noHHlKeH. He 6yp,eM ocTaHaBAHBaTbCH Ha 
cAyqae HeaagenAeHHoro BHernttero orpaHHtJeHHH, TaK KaK p,oKa3aTeAb
CTBO Bep,eTcH TaK .me, KaK H B npep,b1p,yigux cAytJaHx. Oepexop,HM 
Ha cAyqaH: BHernHero 3aQenAeHHoro orpaHHqemui:. B JJ.OKa3aTeAb
CTBe 6yp,eM pa:aAuqaTb qeTb1pe cAyqaH: 1°-Korp,a' BHernHee orpa
Hnqemre HBAHeTCH KpaH:He aagenAeHHbJM H COCeAHee aagenAeHO 
B OP.HY pyqKy, 2°-cocep,Hee 3agenAeHo B JJ.Be py'-IKH, 3°-BHern
Hee orpaHHGeHHe HBAHeTCH cpep,He-aagerrAeHHbJM H 4° -BHernHee 
orpaHH<Jemrn cpep,He-aagenAeHo B p,se pyqK!f. ,l.J,oKaaaTeAbCTBO 
np1rne.1J,eHO COOTBeTCTBeHHO Ha cp. 2340, 2341, 2342 H 2343. 
B rrepBbIX Tpex cAyqaHx pop, rroHHmaeTCH p,o e.ll,HHHJ!bI, B rrocAe.n;
HeM-.n;o p,syx. 

24.-CAy<JaH: 3agenAeHHtt, Korp,a gerrH o6pa3yJOT p,epeso. 0TAH
tJaH B p,epeBe cpep,HHe u :KpaHHUe 3BeHbH OT 3BeHbeB pa3BeTB.l\eHHH, 
AerKO BHP,eTb, 'ITO ,A.l\H rrepBblX crrpase,A.l\HBa H TeopeMa 0 B3aHM0-
3aMeHHMOCTH orpaHHqeHHH H TeopeMa 0 IIOHHlKeHHH poAa BHern
Hero orpaHHqeHHH. ()cTaeTCH ycTaHOBHTb 9TH TeopeMbl JJ..l\H CAy
qa.H geHTpaAbHblX 3BeHbeB (3BeHbeB paaBeTB.l\eHHH). ,l.J,AH rrpocTOTbl 
paccMoTpHM paaseTBAettue Ha TPH BeTBH. Optt ,n;oKaaaTe.l\bCTBe 
B3aHM03aMeHHMOCTH onycTHM cAytfaH 3aMeHbl He3agerr.l\eHHblX orpa
HHqeHHH. Ha cp. 240 rrpHsep,etto .n;oKaaaTe.l\bCTBO cAy'laH B3aHM0-
3aMeHHMOCTH HeaagenAeHHoro BHernHero orpattnqeHHH c aagerrAeH
HbIM BHyTpeHHHM, Ha cp. 241-B3aHM03aMeHHMOCTb aagerrAeHHOro 
BHernaero c coceP,HHM; ocTa.l\bHbie cAy'"laH oqeBHJJ.HbI. TeopeMa 
0 IIOHH.lKeHHH pop,a TaK.me HMeeT MeCTO; Ha cp. 242 npHBeAeHO 
JJ.OKaaaTe.l\bCTBO ee AAH cAyqaH BHernHero orpaHH'"leHHH, 3agerrAeH
HOro B P,Be pyqKH; TYT Heo6XOJJ.HMO CKa3aTb, '-ITO y BHeurnero 
orpaHHqeHHH MO.lKHO ,,y,lla.l\HTb" TO.l\bKO HeaagerrAeHHble pyqKH H 
eCAH TaKOBb!X p IllTyK, TO H po.n; MO.lKeT 6b!Tb IIOHHlKeH TO.l\bKO 
AO p 9THMH rrpeo6pa30BaHHHMH. YJ.3 H3.l\02!\eHHOro BbITeKaeT, '-ITO 
AAH cAyqaH HeaaMKHYTbIX M3 HMelOT MecTo TeopeMbI B3aHMoaa
MeHHMOCTH H He HMeeT MeCTa TeopeMa 0 IIOHH.lKeHHH po.n;a; AAH 
AOKa3aTeAbCTBa JJ.OCTaTO'"lHO 3aMeHHTb orpaH11qeHHH rpaHHgaMH *). 

§ 3. IlpocTpaecTBa co CAO}KBO-sagenAeBBbIMH orpaeu'leBHRMH. 

30.-CAy'"laH, Korp,a aagerrAeHHH o6pa3ylOT genKaMH KOMIIAeKC 
o6igero BHJJ.a. TyT, KaK aTo AerKo BHJJ.eTb, AOCTaToqao paccMo
TpeTb TOAbKO CAY'"laH, KOrP,a QHKAbl KOMIIAeKca COCTOHT U3 Tpex 

*) §§ o, 1, 2 AOJ\OJl\eHbl 14 q>eBpaAH 1925 r. Ha XCIII 3ace11amm Aemrn
rpaAcKoro MaTeMaTHqecKoro 06™ecTBa. 



.3BeHbeB; npH 60AbWeM KOAH'leCTBe HX MO/KHO P,OCAOBHO nOBTOpHTb 
paccym..a;eHHH 24. OpH ,a;oKa3aTeAbCTBe B3aHM03aMeHHMOCTH npH
p,eTCR BBeCTH HeCHMMeTpHtIHbie npoMemyTO'IHbie qiopMbI, OHH 
HBAHIOTCH o6o6igeHHeM npoMemyTO'IHb!X qiopM c nyHKTHpHblMH 
o6paaosaHH.HMH cp. 022, c TOH AHWb pa3HHJ!eH, tITO paa.a;so.HeMbie 
BC.i\eP,CTBHe acCHMeTpHH 8.i\eMeHTbl npHXOP,HTCH ycAOBHO o6o3Ha
qaTb OP,HH-Cn.i\OWHOH .i\HHHeH, .a;pyrHe-nyHKTHpHoif; Ha Cf>· 300 P,aH 
npocTeHWHH npHMep pa3ABOeHHH. Ha cp. 301 npHse.a;eHo .a;oKaaa
Te.i\bCTBO TeopeMbl P,.i\H cAy'lall B3aHM03aMeHHMOCTH BHenrnero 
HeaagenAeHHoro orpaHHtieHH.H c .a;sypytIHO aagenAeHHbIM BHYTpeH
·HHM orpaHH'leHHeM. HecHMMeTpHtIHoe paaAomeHHe ocTaeTC.H see 
speMH B CHAe H npH npeo6pa30B3HHH He nrpaeT HHKaKOH pOAH. 
Ha cp. 302 pa36HpaeTcH saaHM03aMeHHMOCTb BHewHero HeBage
nAeHHoro orpaHH'leHH.H c BHyTpeHHHM OP,HopytIHO aagen.i\eHHbIM 
orpaHH'leHHeM. Ha Cf>· 303 n 304 paa6ttpaIOTCH B3aHM03aMeHH
·MOCTH BHewHero aagenAeHHoro orpaHH'leHHH c coce,a;HHM BHyTpeH
HHM, P,J\H ,a;sypytIHO aagenAeHHblX H P,All OP,HopytIHO aagen.I\( HHbIX 
orpaHH'leHHH. OcTaJ\bHbie cAy'laH onycKaIOTCH, TaK KaKHH'leroHosoro 
oHH He co.a;epmaT. Optt ,a;oKaaaTeAbCTBe TeopeMbI o noHHm.eHHH 
po.a;a npHP,eTCH BBeCTH OIIHTb TY HeCHMMeTpH'IHYIO npoMem.yTOtIHYIO 
Cf>OpMy, 0 KOTopoii BbIWe rosopHAOCb, TOJ\bKO HeCKO.i\bKO HHOro 
B11.a;a. CoBepwa.H npeo6paaosaHHH no qi. 305, Mb! BHP.HM, 'ITO 
TeopeMa cnpase,a;AHBa 6y.a;eT H P,AH AI06oro cAytia.H, TaK KaK see 
aagenJ\eHHOe aanyHKTHpHBaeTCH. 

31.-CAytiaH Ha.l\H'IHOCTH B KOMITJ\eKcax aanJ\eTeHHH o6igero 
BHP,a. 3.a;ecb Heo6xo,a;HMO HanoMHHTb, 'ITO BCHKHH 8.1\eMeHT aanAe
TeHirn MOlKeT 6b!Tb COOTBeTCTBeHHbIM HenpepbIBHblM npeo6paao
HaHHeM rrpirne,11;eH K TaKOMY BHAy, 'ITO ero orpaHH'leHHe 6y,11;eT 
He:aay:aAeHHOH rroBepxHOCTbIO po,11;a k. OpHHHB 8TO so BHHMaHHe, 
HeTpyAHO AOKa3aTb TeopeMy 0 B3aHM03aMeHHMOCTH orpaHH'leHHH; 
'Ha Cf>. 310 npHse.a;eHO P,OKa3aTeJ\bCTBO B33HM03aMeHHMOCTH BHew
Hero HeaagenAeHHOro orpaHH'leHHH c BHyTpeHHHM aagenAeHHbIM. 
,ll;AH no.HCHeHHH npHBe,'l;eM ,'!;Ba tiaCTHblX npeo6paaosamrn no 8TOMY 
sapI:IaHTy, CM. qi. 311 H 312. )l,oKa3aTe.i\bCTBO B3aHM03aMeHHMOCTH 
BHewHero aagenAeHHoro orpaHH'leHirn c coce,a;HHM onyigeHo; 
Ha Cf>· 313 ,11;aH qacTHblH npHMep K aToMy cAytiaIO. B p,oKaaaTeAb
CTBe TeopeMbl 0 noHH/KeHHH pop,a BHCWHero orpaHH'leHHH ,'J;OCTa
·TotIHO paao6paTb cAytiail: aagenAeHHoro BHewHero orpaHH'leHm1; 
'Ha qi. 314 npHBe.a;eH XOP, P,OKa::iaTeJ\bCTBa. 

32.-CAytiaH aayaAeHHbIX orpaHHtieHHH. TeopeMa o saaHMoaa
·MeHHMOCTH H ap,ecb OCTaeTCH cnpaseP,J\HBOH; P,OKa3aTeJ\bCTBa M02KHO 
·He npHBOP,HTb, TaK KaK ;'I.AH 8TOro P,OCTaTO'lHO TO.i\bKO 3anyHKTHpHTb 
aayaAeHHYIO tiaCTb, nocTyna.H AaAee o6bI'IHbIM cnoco6oM; P,.i\H no11c
eeHmi: CM. Cf>. 320. ,ll;oKa3aTeJ\bCTBO 0 noHHmeHHH po.a;a BHewuero 
·orpaHHtieHHH TaKme npHBOP,HTb He npHXOP,HTCH, TaK KaK OHO COBep
weHHO aHaAorH'IHO H3A02KeHHOMY P,OKa3aTe.i\bCTBY 31: OIIHTb HaP,1) 
3anyHKTHpHTb aayaAeHHYIO tiacTb H .a;aAee noCTY!"l.Tb o6bI'IHblM 
·Cnoco6oM; ,11;.l\H nOHCHeHH.H CM. Cf>. 321. 



33.-CAyqaiI cMernaHHbIX orpamiqeHHtt. KaK BHP.HO 113 np11Be
,11,eHHbIX np11eMOB npeo6pa3osaH11tt, aTOT cAy•1aH: He eo3µ,aeT HOBbIX. 
TPYAHOCTeH, TaK KaK Beer,11,a HeHym.ttbie aAeMeHTbI Mom.Ho 3aoyHKT11-
p11Tb. B OTHOlllemm m.e KAaee111p11Kag1m npocTpaHCTB aToT cAyqaH: 
BHeeeT oe.l\OlK.Hemte .l\Hlllb B OTHOllleHl1H elJeTa, TaK l(aK orpaH11l!eHl1H 
6y,11,yT B03MOIK.Hbl Tpex THl10B: 1·-3agen.l\eHHh:e, 2°-3an.\eTeHHbie 11. 
3'' -3ay3AeHHo:e. 

34.-B § 2 eoseprneHHO 6bIA onyigeH sonpoe o npeo6pa3osa-· 
Hl111 npoeTpaHeTB e MHOf0KpaTH0-3aIJeTI.l\eHHblMH orpaHHlJeHl1RMl1. 
Hanp. ¢· 340; HO, KaK 9TO HeTpy,11,HO BH,11,eTb, o6e TeopeMbl 1°-
0 B3aHM03aMeHHMOeTH orpaHIIl!eHHH 11 2° -o llOHl11Kemm po,11,a 
BHernHero orpaHHlJeHirn oeTaHyTCH 11 3,11,eeb enpaBe,11,J\HBb!MH, ee.l\11 
Mbl BOeTIO.l\b3yeMeH npHeMaMH, np11sep,eHHblMH B 9TOM naparpa!pe. 
Bee noAylleHHbJe pe3yAbTaTbI o B3aHM03aMeHHMOCTH orpam1qeHHH 
l\!OlK.HO 11 3,11,eCb epa3y nepeHeeTH Ha He3aMKHYTble' npocTpaHeTBa, 
,11,.1\H qero ,11,oeTaTOlJHO BMeeTO eAoBa orpaH11lJeH11e noeTaBHTb e.l\OBO· 
rpaH11lJa, HO TeopeMa o IIOHHJKeHHH po,11,a ym.e He 6y,11,eT enpa
Be,11,AHBa. 

§ 4. 3attJ\IO'ICHHe. 

Bee paeer.wTpeHHOe B aTOH pa6o'fe ,11,aeT noso,11, K eAe,11,y10igeMy 
BbIB0,11,y: np11 e11MMeTpH'rnOM 011pe,11,e.l\eHHl1 3aMKHYTb!X TpexMepHblX 
,11,ByeTopoHHHX npoeTpatteTB KAaee11¢ttKaJ!HR 11x, a cAe,11,oBaTe.l\bHO· 
H BBe,11,CHHe ,11,.l\R HHX Tex 11.1\H HHblX xapaKTepHCTHK eB0,11,HTCH 
K KJ\acc111p11Kag1111: 1°-p;epeBbeB, 2° -OTpe30lJHbIX KOMTI.l\eKeOB, 
3°-3an.l\eTeHHH nl B Etl 11 4c_Y3.l\OB n1 B E3. TaKHM o6pa30M aTOT 
cnoco6 11ceAep;osamrn T~exMepttbIX 11pocTµaHeTB eeTeP-TBeHHbIM 
o6pa30M Hepa3pbIBHO CBH3brnaeT TOllOAor1110 Mi. M2 11 M3, BeAe,11,
CTBHe qero eTaHOBHTCH lKH3HeHHO BalKHb!M HCe.l\e,11,0BaHHe MHOfHX. 
BOIIpOCOB KOM611HaTOpHOH TOCTO.l\OfHH, OCTaBlllHXCH .,11,0 CHX nop 
B TeHH ':'). 

Uber geschlossenen zweiseitigen 
Raum en. 

Von W. Lwowski. 

dreidimensionalen 

"... Dans un es pace a n dimensions S", prenons une hyper

sphere en contenant a son interieur k autres, exterieures les unes 
aux autres, et soit T la partie de S,, limitee par toutes les hyper

sph('res. Prenons le symetrique T' de T par rapport a un hyper
plan ne eoupant pas T. Enfin faisons eo"incider, par exemple a 

*) §§ 3, 4 J!O.l\OJKeHhI 20 ipespa.u1 1926 r. Ha CV 3ace.ztamrn Ae1urnrpal!-· 
cKoro MaTeMaTttqecKoro 06igecTBa. 
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l'aide d'une deformation clans un S,,•, (n' > n), les points corres
pondants des frontieres de T et T "' ... (Lefschet:z-L'Analyse situs, 
Paris 1924, p. 8) und erhalten wir den Raum der Volterraklasse. 

Die Betrachtung der Struktur solcher Rau me gib '. uns die 
Moglichkeit dreidimensionale Raume folgendermassen einzuteilen: 
Raum T kann zusammengesetzt werden aus 1° Flachen des Ge
schlechts p 1 (i = 1, 2, ... , k) ohne Verkettung, 2" einfach verkette-
ten Flachen des Geschiechts Pi (i = 1, 2, ... , k), wobei die Kette, 
deren Glieder aus Flachen des Geschlechts p., bestehen Strecken
oder BaumfOrmig erscheinen kann, 3° verknoteten Flachen des 
Geschlechts p 1 (i = 1, 2, .. ., k) oder aus der allgemeinen Flachen
verkettung. 

Es ergibt sich, class die Raume der 1° Categorie zu den 
Riiumen der Vol.erraklasse wo n = 3 gebracht werden konnen. 
Ferner ergibt es sich, class die Raume der 2c u. 3° Categorie zu 
den der Volterraklasse benachbarten F ormen gebracht werden 
konnen. 

Bei der solchen Bestimmung von geschlossenen dreidimensio
nalen zweiseitigen Raumen, kann ihre Klassifikation. sowohl als 
die Definition ihrer Charakteristik, zu folgender Klassifikationen 
gebracht werden kann: 1 c-von Baumen, 2° -Streckenkomplexe, 
.3°-Verkettungen n, in £3 und 3°-Knoten 01 in £3. 
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Sur ~ probleme des ensembles congruants. 

M. Zaretsky. 

Dans cette note je m'occupe de la resolution du probleme· 
suivant: en suppossant qu'on puisse repartir sur un segment un 
nombre arbitraire fini d'ensembles congruants avec un ensemble 
donne, de telle fa~on que ces ensembles n'empietent pas les un 
sur les autres, ne pourrait-on pas en conclure de la possibilite 
de repartir sur ce meme segment une infinite denombrable de· 
tels ensembles? 

L'exemple suivant montre que la reponse est negative. 
Dans la suite, en designant !es ensembles divers par E (x), 

£ 1 (x), F (x) etc., nous designerons les ensembles qui resulteront 
par la translation de tous Jes points d'un ensemble donne a une 
distance a (a droite si a> 0 et a gauche si a< 0) par E (x +a)" 
£ 1 (x +a), F (x +a) etc. 

Nous dirons que !'ensemble E (x) admet la translation a, si 

E (x) . E (x +a.)= 0. 

Nous commen~ons par la construction d'un ensemble qui admet 
des translations de nombres rationnels et seulement de telles 
translations. La possibilite de construire un tel ensemble sera. 
demontree plus bas. Montrons a present la methode a !aide de 
laquelle on peut passer de cet ensemble a }'ensemble qui nous 
interesse. 

Soit E (x) un ensemble de longueur 1 dense partout sur le 
segment (0,1) et qui admette des translations de nombres ration
nels < 1 et seulement de ces nombres. Par consequent: 

E (x) . E (x + k) = 0 pour tout k rationnel 
E (x) . E (x + k) =I= 0 ,, ,, ,, irrationnel 

a condition que I k I < 1. 

Enumerons toutes Jes fractions positives irreductibles < ~ 
dont les denomina(eurs ne soient pas des nombres simples. II en 
resulte une suite infinie: 

11 , 12 , 13 ... , l,., .... 
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Choisissons parmi !es points de l'ensemble E (x) une suite de 
points 

telle, que x,. - --;. 1. 
Designons par E (xi+ I) !'ensemble des points 

X1 + Ii. X2 + 12, X3 + l:i, ... , X,. + {n, ··• 

F ormons un nouvel ensemble F (x), en ajoutant l' ensemble 
E (x; +I) a !'ensemble E (x), de sor.e que 

F (x)=E (x)+E (x;+lJ. 

L 'ensemble F (x) se trouve evidemment sur le segment (0, 1 Yz ), 
!es points 0 et 1 Yz etant ses points limites. 

Considerons ensuite le segment (0,2) et proposons nous la 
question suivante: quelles sont !es translations rationnelles :-:;; Yz 
qui soient restees admissibles pour I 'ensemble F (x) sur ce se
gment? 

II est evident qu'en vertu des proprietes de E (x) !'ensemble 
F (x) peut admettre seulement des translations de nombres ration
nels < Yz. 

Soit k un nombre rationnel et < Yz. 
Pour que F (x) admette la tr~~slation du nombre k ii est 

necessaire que: 

F (x) . F (x + k) = 0. 

Mais, F (x) etant la somme de E (x) et de E (x; + !,) nous 
obtenons: 

[£ (x)+ E (x, + l)]. [£ (x + k) +E (x;+( + k)]= 0. 

Autrement dit, ii est necessaire que !es quatre egalites sui
vantes 

I E (x) . E (x + k) = O 
II E (x + k) . E (x; + !,.) = 0 
Ill E (xi -f- l,) . E (xi+ I;+ k) = 0 
IV E (x) . E (xi +Ii+ k) = O 

soient effectuees simultanemen ~. 
Les egalites I et III s'effectuent evidemment pour chaque k. 

Quant a !'equation II, elle montre !'existence de l'inegalite: 

x + k =f:- x1 + !,. ou bien x - x,. ~---- (- k 

pour chaque x, appartenant a I'ensemble E (x) et pour chaque i. 
Or, cette inegalite · s'accomplit lorsque k ~t:. 11, parce que x et xi, en 
appartenant tous les deux a !'ensemble E (x), ne peuvent av01r 
une difference rationnelle. 



De meme, l'equation IV nous donne: 

x-x,-::/= l,-i-k ou bien k * -· I, 

Ainsi la translation de !'ensemble F (x) a une distance k 
n'est pas possible que dans un seul cas a savoir: lorsque ! k I =;:: / 1 

pour chaque i; en d'autres termes, k doit etre une fraction a de
nominateur simple. 

II s'en suit que si nous avons sur le segment (0,2) plusieurs 
ensembies sans points communs et congruants avec F (x), leurs 
distances reciproques devraien ~ etre exprimees par des fractions 
a denominateurs simples et seraient ~ Y:i. Mais cela n'est possible 
que clans le cas OU ces fractions seraient a denominateurs egaux. 
Done pour le segment (0,2) F (x) represente I'exemple cherche. 

Demontrons a present la possibilite de construire I' ensemble E (x). 
Cons'rruisons une base de Hamel contenant le nombre l. On 

conna'it alors la possibi!i•e de representer chaque nombre x d"une 
fa~on unique sous la forme: 

x=acx+br + c,·+ ... + m, 
ou la partie droite contient un nombre fini de membres, !es nom
bres rJ., p, ·{, ... etant membres de Ia base, et a, b, c, ... etc. 
etant nombres rationnels. 

Designons par £ 1 (x) !'ensemble des nombres qui s'expriment 
par la base, choisie sans !'aide de !'unite. C'est un ensemble non 
mesura.ble, dense partout et qui a la propriete de permettre !es 
translations de tous les nombres qui ne font pas partie de Iui
meme tandis qu'il ne le permet pas pour tous !es autres nom
bres ':'). 

En designant par y un nombre quelcongue qui n'appartient 
pas a £ 1 (x), nons avons: 

£ 1 (x) . E1 (x+ y) = 0. 

L'ensemble des nombres y se compose des nombres 

y=x+k, 

OU x appartient a !'ensemble E1 (x) et k est rationnel. 
Transformons £ 1 (x) de la fa<;on suivante: 
Choisissons parmi les nombres a., p, -,·, . . . une suite denom

brable et enumerons tous ses membres. Nous avons la suite: 

(1) 

Enumerons auss1 toutes !es fractions de la forme Tl! ou m 
n 

prend toutes Jes valeurs entieres y compris zero, et n-toutes !es 

*) W. Sierpinskiy: .,Sur la question de mesurabilite de la base de M. Ha
mel". (Fund. Math. T. I 1920). 
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valeurs entieres excepte zero. Ainsi chaque nombre rationnel (en y 
comprenant zero) se repete une infinite de fois clans cette suite, 
et peut avoir un numero arbitrairement grand. Nous aurons alors 
la suite. 

(2) 

Choisissons maintenanf ceux des nombres x qui s'expriment 
au moyen des membres de la suite f 1): 

et rempla\:ons chacun d"eux par x-,-- k;, ou k. est un des nombres 
de la suite (2), sa marque i etant le plus petit des nombres 
i1, i2 , ••• , i,,rxr En gardant tous les autres points de !"ensemble 
£ 1 (x) invariables, nous obtenons ainsi un nouvel ensemble E (x) 
qui n'admet que des translations de nombres rationnels. En effet, 
!es translations ra~ionnelles sont permises. Soit u un nombre irra
tionnel. Dans ce cas nous avons: 

u=x,, + k 

ou x" est un membre de l'ensemble E (x) et k est un nombre 
rationneJ OU bien ega\ a zero. 

Examinons !es deux cas suivants: 

1) Supposons que l'expression de x 11 par la base contient, 
outre !es nombres o. 1, o. 2 ••• , encore d'autres nnmbres de la base 

j = n Ix) 

x,, = "1,', a 7. _L b3 ---t- C'; + ... ~ ) lj j L 

J=l 

Soit i 1 l'une des marques du nombre (-k) dans Ia suite (2). 
Alors, puisque k + k 1 = 0, les nombres de la forme 

x '=k. -;-a10.. +-a20:. -- ... -ca (. o.. (i. /io" . .. <i ( ) 
H l1 '1 I:! l ' Ill X11,I 1.m(x:H) ' - 1lt Xu 

deviennent de nouveau, apres etre additionnes a u, des membres 
de !'ensemble E (x). Ainsi on voit que clans ce cas la transla
tion n'est pas possible. 

2) L'expression de x" par la base ne contient pas d'autres 
membres de la base que e<1, o;2, ••• './." .•• c'est a dire: 

x = k. + ll1C<· +a.a. ---'---ao:>:. ---i- ... _.._ 
I( )1 .J1 .,. ):1 : ,J ) J I ' 

·+a . o:. (j<j< ... <j . ). 
m (.>..H lm(xu) m '·.3'vJ 



Soit encore - k = k .. 
struit la suite (2), on p~~t 
le nombre de la forme 

De la maniere dont nous avons con
supposer que i1 > ji. Dans ce cas, 

x" =k -\-a{J. --;- ... -~-a . 11 a:. 
n 1 1 11 ' · m lX u) 1·m(xu,) 

apres etre additionne a u, donne aussi un point de !'ensemble 
E (x). Nous obtenons le meme resultat: clans ce cas, aussi bien 
que clans le precedent, la translation est impossible. 

Observons encore que !'ensemble E (x), qui s'etend de 
- cc a + oc, est partout dense et que pour chaque nombre u les 
nombres du type x"' et x,i' forment aussi un ensemble partout 
dense. II en resulte que chaque segment de !'ensemble E (x) 
conserve toutes !es proprietes de cet ensemble. 

06 OAHOH BaAaqe OTHOCBTeALHO KOHrpy9RTBLIX 
COBOKYDHOCTeH. 

M. A. 3ape!£1(UU. 

AaHo, 'ITO Ha oTpesKe MO/KHO pasMeCTHTb A106oe KoHetIHoe 
'IHCAO cosoKynHOCTefi, KOHrpyaHTHbIX AaHHoil:, TaK, 'IT06b1 9TH co
BOKYilHOCTH He HaAeraAH OAHa Ha Apyry10. OsHa'laeT-AH aTo, 'ITO 
TaKHM-me o6pa30M MO/KHO pasMeCTHTb Ha TOM-me OTpesKe TaI<.HX 
cosoKynHOCTeH HC'IHCAHMOe MHomecTso? B HacTomgeil: saMeTKe 
AaeTC.H npHMep, KOTOpblH IlOKa3bIBaeT, 'ITO Ha "nocTaBAeHHb!H BO
npoc HaAO JJ,aTb OTpHgaTeAbHb!H OTBeT. 
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Demonstration elementaire d'un theoreme de Gauss. 

]. Winogradoff. 

Dans le memoire present je donne une nouvelle demonstration 
de !'expression assymptotique de la somme 

h (-1)+h (-2)+ ... +h (-m), 

oil h (- ..\) indique le nombre des classes des formes quadratiques 
de premiere espece du determinant negatif - ..\. 

Gauss (Disqu. Arithm. art. 302) affirmait, qu' ii avait obtenu 
la formule analogue par ·des recherches assez laborieuses. 

Le but du memoire present esi: de man rer, que la deduction 
de cette formule peut etre ob~enue par une methode tres elemen
taire, n'exigeant que le calcul des modules des sommes trigono
metriques les plus simples. 

3 

Malgre la simplicite de la demonstration, I'ordre m 4· (lg m)2 
du reste de la formule, obtenue clans ce memoire, n'est qu'un peu 
moindre. en precision que celui de ma these de 1920 *) (m31.} et 
co"incide au resultat de man memoire de 1916 **). 

1°. La demonstration est basee sur deux simples lemmes sui
vants: 

Lemme I. Soit n un nombre entier > 1, p une racine primi-
tive de !'equation p" -= 1, a et b des nombres entiers. 

Soit ensuite 

' 

n-1 

S _ ""1 ax• + bx, ( ) _ d ***) - .L.J p , a, n - . 

x=O 

*) Bulletins de l'Academie des Sciences 1921. 
**) ,.Sur. la valeur moyenne des nombres des classes des formes quadra

tiques de premiere espece du determinant negatif". (Commun. de la Soc Math. 
de Charkoff 1916). 

***) Le symbole (a, b) indique le plus grand diviseur commun des nombres 
a et b. 

IKypH. AeHHHrp. <l>u.a.-MaT. 0-sa, T. I, B. 2 ( 1927). 



Ces suppositions faites, la somme S peut etre differente de 
zero clans le seul cas, ou b est divisible par d, et alors 

SI·•. V2nd. 

Demonstration. --Admettons a = a 1 d; n = n1 d. 
Nous trouvons: 

n-\ n-1 

s "= ~ r:'''+hz ~ r,-ux'-1..', 

z= 1 1 x:.::....:.u 

·d'ou, ayant fait la subs:itution z = x + t (mod. n), 
n-1 n--1 

s "=-=· ~ p"l'+ld ~ p2"1'. 

t=U x=U 

Prenant la somme par rapport a x, nous allons obtenir n ou 0, 
ce qui depend de ce que 2t est divisible par n, ou non. 

a.) Soit n 1 pair, alors tou\es les valeurs de t, pour lesquelles 
2t est divisible par n, sont: 0, n2, 2n2,. •• (2d-1) n2, ou ni=2n~. 

Nous obtenons: 
'l.d-1 2d- 1 

. s -2 :.:..: n ~ r/"'""'' + i,,,, 8 = n. ~ ( - 1)"' ,,, "' rlJ",·' 

s=U s=U 

Si a 1n 2 est pair, alors la derniere expression s' atmulle, si b n'est 
pas divisible par 2d, et est egale a 2nd, si b est divisible par 2d. 
Done le lemme est demontre. 

Dans le cas, ou a 1n 2 est impair, nous avons: 

S --· 2s +-· -- O· 1 :___ ___ 1 .::., .::..--- ' '················ (1) 
d -- l 

S I 2 -- 21 ?1,,,,, (1 r'"'')· I ---n p -,, ' 

s = \J 

ce qui s'annulle, quand b n'est pas divisible par d, et est <;_2nd,_ 
quand b es~ divisible par d.-Ainsi clans ce cas le lemme est 
demontre egalemen t. 

~) Si n1 est impair, t doit e're egal a un des nombres: 0, ni. 
2n11 ••• (d-1) n1• 

Nous avons: 
d - 1 

S ; .. , "'1 •111,'s' + lm 1s :·=n. ~ p 

s == u 
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La derniere expression s'annulle, si b n'est pas divisible par d, 
et es~ egale a d, si b est divisible par d. Notre lemme est ainsi 
completement demontre. 

Lemme II. Soit n un nombre entier > 2, p une racine primitive 
de !'equation p" = 1, a et ~ des nombres entiers, sa~idaisant 
a la condition a. < ~. et c un nombre entier, non divisible par n. 

Ces suppositions faites, on aura l'inegalite: 

x == (j 

Tl 

<::-~F, 

x="l: 

oil ·1 est le module du residu le plus peiit en valeur absolue du 
nombre c, suivant le module n. 

Theoreme I. Soi' n un nombre entier > 2, p une racine pri-
mitive de l'equation ;/' = 1, m un nombre entier quelconque, 
7., hi, h~ des nombres entiers, satisfaisant aux conditions: 

0 < h1 :::=:; n; 0 < h2 '°'5_ n. 

Alors le nombre T des fractions de la .eerie: 

fm+x·2 
l n 

x :.c:-c 'J., 7.-f--1, ... 'J. +- h1 -1, 

moindre que h2 n-- 1, est exprime par la formule suivan'.e: 

T:c.:: hi nh2 + 0 tl2n lgn ( 2,8 lgn ) 1
11/d} (J < t; 

oil d parcourt tous !es diviseurs du nombre n. 
Demonstration. Considerons une somme multiple 

n - 1 :x+h1 -- 1 h2 -1 n - 1 n - 1 

Q~= ~ ~ 2! ~ ~ p(m-i-x' -'J"+,x-IJs*). 

x=U z=2 t::.-=v u-=:U s=U 

La sommation par rapport a u et s donne n~ ou 0, selon Jes 
nombres m + x 2 - z, x --- t sont tous Jes deux divisibles par n, 
ou au moins l'un d'eux ne l'est pas.-Nous en tirons, que 

Q =-~ n 2 T. 
Calculons maintenant la somme Q d'une autre maniere. Admet

tons d = (u, n); u ~ u1d; n = n1d, et apprecions d' abord le module 
de la partie de la somme 9, correspondant a la valeur donnee 
de u qui satisfait a la condition: 

2 < n1 <n. 

*) J'ai considere des sommes analogues clans mes ouvrages precedents 
(p. e. ,,Sur la distribution des indices'·.-J:lulletins de l'Ac. des Sciences, 1926). 



En effectuant la somma'ion par ·rapport a x, u et s etant don
nes, nous obtenons la somme: 

n - l 

~ 
11x2 +sx 

p ' 

x=U 

qui, en vertu du lemme I, peut etre differen:e de zero clans le 
seul cas, ou s est divisible par d, et alors le module de cette 
somme est <: l1 2-;;.d.. Mais toutes !es valeurs de s, divisibles par 
d sont: 

S =--= S1 bi S1 = 0, 1, ... 111 -1. 

Pour chacune d'elles la sommation par rapport a z-donnera 
la quantite qui, en vertu du lemme II, sera moindre en valeur 
absolue que n1 (2v)-1, ou v est le module du residu le plus petit 
en valeur absolue du nombre u1 suivant le module 11 1• La som
mation par raport a t nous donnera une quantite, ne depassant 
pas en valeur absolue 11 1 (2'11)-

1, ou '1 1 est le module du residu 
le plus petit en valeur absolue du nombre s 1 suivant le module 
11 1 -si pourtant s1 ne s'annulle pas. -Mais si s1 ==0, alors nous 
aurons h.,. 

II en -resulte que la partie de la somme Q, correspondant a la 
valeur donnee de u, est moindre en valeur absolue que la quantite: 

Y211d 

Le module de la partie de la somme t!, correspondant a tous 
les nombres iz ayant le meme d est moindre, que: 

112 • V2~ (~~:; ~ t~} 
Le module de la somme des termes de la somme Q, corres

i:;0ndant a tous !es nombres iz, qui satisfont a la condition 
2 < 11 1 < n, est moindre, que: 

ou d parcouri tous les diviseurs du nombre 11. 

Dans le cas, ou 11 1 = 2, iz 1 ne peut etre egal qu'a 1.- II est 
aise de voir que la partie correspondan e de la somme ~! ne 
surpassera pas 11. 



· Mais, comme la partie de la somme Q, correspondant au cas 
u = 0 est evidemment egale a h, h2 n, nous avons: 

9,=ch 1 h2 n·:-ri.n 2 -i2~lgn · (2,8 lgn-.. ) 1
1v.j} :fi!<1. 

En comparant cette expression de Q avec celle, qui a ete 
trouvee plus haut, nous voyons que le theoreme est vrai. 

Theoreme II. Soit n un nombre entier > 2, m un nombre 
entier quelconque; a e~ h1 des nombres entiers; de plus: 0 < h 1 .c.n. 

Alors r egalite suivante a lieu: 

ou d parcourt tous !es diviseurs du nombre n. 
Demonstration. -Admettons: 

·-- ( '1 1 ) 
U = V 2n · lgn · 2,8 lgn - - LJY d 

1 
• 

D'apres le theoreme I, nous pouvons representer le nombre des 
fractions de la serie 

{
m ·-:- x 2l , , 
-~--·-[; x = 7., a: - 1, ... a: - . h1 --1, 

h -1 
moindres que n , sous la forme: 

h, h -'- 0 u. : 6. 1.---- 1 n . h . n ............. 

pour chaque h entier, satisfaisan t a la condition: 
0< h =5.n. 

II s'en suit que le nombre des fractions, egales a Im - 1• est: 

!z.1 __ !_ ( fJ --- (J ) u 
n I h -1- 1 h. • 

Par consequent, la somme, consideree clans notre theoreme, 
peut etre representee sous la forme: 

!!J_ (-.! 
n n 

( u,, :=: 0). 
2 
n 

I n-1')-; 
n . 

I 

' _L(U2 --·U 1 , 203 -202 -(n-1)8 ) 
I -··-·--'--------· ····-;- ••• -· ·- .. '.... "-:::~ U= 

n n · · n . 
h h 01-'-B,, - ... -,-fJ 
.. I __ 1 _ u " ' --'~=!_! 
2 2n n 

1Ce qui suffit a demontrer notre thforeme. 



Remarque.-Les theoremes I et II restent evidemment vrais 
aussi clans le cas, ou le numerateur de la fraction au lieu de 
m -;- X 2 est egal a m -·- ax2, OU a est un nombre quelconque, 
premier avec n. 

2c. Maintenant nons allons deduire la formule: 

h(-1} h(-2) ... --h(-m)c::_ 

4;: 0 2 (' " (! ) <) \ '---= m' ~- - ·· m 0 m' 4 gm - 1 
2le :: 2 .:• 

0(1 h (-:i) es'. le nombre des classes des formes quadraiiques de 
premiere espece du determinant negatif - _'; eL 

c:o 

La demonstration reste la meme que clans mon ouvi'age: 
,,Nouvelle methode pour obtenir des expressions assymptotiques 
des fonctions numeriques" (Bull, de l' Ac. des sciences. 1917).
Ce n' est que le calcul du reste de la formule qui est different, 
car a present pour I' evaluer, nous pouvons prendre (en vertu du 
theoreme II) r expression: 

Vx , lgx(lgx· v -~--) 
LjVd ' 

ml d parcourt tous !es diviseurs du nombre x. - Par consequent, 
l' ordre du reste de la formule, exprimant F(n), est le suivant 

x -'_ t 

V, J/x (UgxF 
~ 
x=l 

t 
d,'- t x '""'d' 

x ._;, t 

la_x)~ ,.-~ 
0 'v x 
Id 

x=l 

(lgx) 2 + 

~. '1, Jt·.r:d ·lg (xd) _ O ( 3' (f )"\ 
). ) l·'' d -- n ,, .gn -,) 
~~ ' 

d=xx=l 

(nous admettons ici 

II est facile a en tirer la conclusion que le reste de la formule 
finale a le meme ordre. 



3AeMeHTap11i.1ii: BLIBOA OAHOH «l>OPMYAbl faycca. 

H. M. BuHozpa/fOB. 

B HacTo.11igeli pa6oTe .11 AaIO HOBhIH BhIBOA accHMflTOTH'lecKoro 

Bb!pameHH.11 cyMMbl 

h (-1) + h ( -- 2)---'.---- ... + h ( - m), 

r.l(e h (- ...l) o6osHaqaeT 'IHC.1\0 IUaCCOB 'IHCTO 1rnpeHHb!X KBaApa

TH'IHblX cpopM OTpHQ,aTe.l\bHOro orrpeAe.l\HTe.11..11 - ...l. 
faycc (Disqu. Arithm. art 302) yTBepmAa.11., 'ITO cooTBeTCTsy10-

iga.11 cpopMy.11.a no.11.yqH.11.acb y aero rryTeM AOB0.11.hHO TPYAHhIX 
H3bICKaHHH. 

HacTo.11igee ae60.11.b1I10e HCc.11.e.itoBaHHe HMeeT ge.11.bIO noRasaTh, 

4TO .l(OKa3aTe.l\bCTBO aTOH cpopMy.l\bl MOJ:KeT 6b!Tb ,ltOCTHrHyTo 

BeChMa a.11.eMeHTapHblM MeTO.l(OM, Tpe6y10IgHM .l\Hlllb OQ,eHKH 

MOAYMI rrpocTeHIIIHX TpHrOHOMeTpH'leCKHX cyMM. 
s 

HecMoTp.11 Ha KpaliHI-OIO rrpocToTy BhIBOAa, rrop.HAOK m 4 (/gm)2 

OCTaTO'IHOro '1.1\eHa, ,ltOCTHraeMhlH MHOI-0 Terrepb, .l\Hlllb HeMHOrHM 
3 

ycTynaeT TaKOBOMY (m -4) MOeH AHCCepTaQ,HH 1920 r. H COBna,1taeT 

c aali,11,eHHbIM s Moeii pa6oTe 1916 ro.ita. 

13 fKypHa!I. 



0 ReKoTopwx 06061J!een.ax saAaq CaH BeHaHa H KAe6ma 
B TeOpBH yupyroCTB. 

r. B. Ko.1t.OC08. 

06igeH3BeCTHO aeatteHHe aa.11:attH Cae Beeaea 1rnK s TeopHH 
ynpyroCTH, TaK H B Teop1rn conpoTHB.l\eHHH MaTeplia.l\OB H HeO.ll:HO
KpaTHO .11:eAa.l\HCb nonbITKH o6o6igHTb 9TY aa.11:atty, noAyttHB pewe
HHe, H3 KOTOporo OHa BbITeKa.l\a. 6bI KaK npocToe C.l\eP,CTBHe *). 

Bo scex pa6oTax aToro xapaKTepa HigYT o6bIKHoBeHHO pewe
HHA ypaseeHHH TeopHH ynpyrocTH, pacnoAomeeewx no cTeneHHM 
0.lJ:HOH H3 KOOp.lJ:HHaT z, npH tteM OCb 9TOH KOOp.ll:HHaTbl pacno.l\O
meea no OCH QH.l\HH.ll:pa, .11:eq>0pMaJJHH KOTOporo HCC.l\e.11:yeTCH. 

llacTHblM C.l\yttaeM TaKHX peweHHH HB.l\HIOTCH, KaK H3BeCTHO, 
H aa.11:atta Cae-Beeaea H aa.11:atta KAe6wa. 

B eacToHigdi pa6oTe Mb! npHMeHHeM .n;AH TOH me ge.l\H HHOH 
MeT0.11:, 3HattHTe.l\bHO o6AerttaIOigHH Bbl'IHC.l\emrn H OCHOBaHHb!H 
Ha npHMeHeHHH oco6oro KOMil.l\eKCHOro npeo6pa30B3HHH, npH 
IlOMOigH KOToporo pemeHHH no.l\y'laIOTCH H npoige H B 60.1\ee 
yAo6HOH .11:.1\H npHAOl!leHHH q>opMe, TaK KaK Henocpe,11;cTseeeo 
BBO.lJ:HTCH Te rapMOHHtteCKHe <f>YHKJJHH, npH nOMOigH KOTOpblX 
Y.ll:OB.l\eTBOpHIOTCH KOHTYPHbie ycAOBHH B aa.11:a'lax TaKoro po.11:a. 

OceoBHbie ypaBHeHHH TeopHH ynpyrocTH Mb! earrnmeM B BH.11:e: 

axx axy ax 
ox ay Jz 

pX=O 

fJY fJY oY, 
(1) ;c -.__J_ - I pY=O a;-· i!y iJz 

az az iJZ. 
x y 

· ·pZ=O - ---· 
iJx ay oz 

*) B. A. CreK.l\OB. K 3aJ!a'le o paeHoeecHH ynpyrHx H30TponHbIX J!HllHH-
11poa. Coo61!!eHHll XapbKOBCKoro MaTcMaTH'lecKoro 061!!ecTBa, 2-11 ceptt11. TOM VI, 
CTp. I6u-193. 

194 IKypHaA J\eHHHrp. <Ptt3.-MaTeM. 0-ea, T. I, Bbm. 2 (1927 r.). 



x = 1.0 --'- 2u au 
X • I I OX 

(2) Y =J.0-~-2ui!_v_ 
!/ , • oy 

Z, = l.fi + 2p. ?8; 

ou x =- y = u. (;i-
!I X I uy 

y =Z = IJ, -il (av 
:: Y 1 v.z· 

Z =X=u. __ (ow 
x z , dx 

.r,11;e Xx, Xv, X,, Yx ... rrpoeKJ!HH Harrp.11meHHH Ha IIAOJ!!a,ll;KH, rrep

neH,ll;HKYA.HpHbie QC.HM Koop,11;1-rnaT, u, v, w-rrpHpaJ!!eHH.H KOOp.ll,HHaT 

KaKOH-HH6yJJ.b TO'IKH, p-IIAOTHOCTb, 'A H p.-K03cpc!JHJ!HeHTbl yrrpy· 

rOCTH (A.11Me), 

aw av aw 
fi = )Jx + fJy -+-dz - Ky60qecKoe pacwHpee0e. 

B ,11;aAbeeJ:iweM Mb! .l\A.H coKpaJ!!eHH.H IIHCbMa 6y t1.eM qepea 

Xx, X!I, X,, Yy ... 

-o603Ha'laTb 3TH BeAH'IHHbl, ,ll.eAeHHbJe Ha 2p., T. e. 

Xx Xu X, Y!I 
2:J. ' 2:J. ' 2:J. ' -2:J, 

/, P-
H BMeCTO I., p. BBe,ll;eM K03cpcpHJ!HeHT 2 = - TaK 'ITO 3TOT KO-:J, 
3cpeflli!!HeHT CB.H3aH HeIIOCpe,ll.CTBeHHO C MO,ll;yAeM nyacCOHa 0 TaK: 

J, 2 --1 
~--:-- 2(C:[~~) = ---2~--. 

BBe,11;eM Terrepb B HaWH ypaBHeHH.H BMecTo x H y HOBbie ne· 

·peMeHHbie : = x + iy, :1 == x - iy H 3aMeHHM ypaBHeHH.H (1) 
ypaBHeHH.HMH: 

(1-a) 
a iJ (X - • - Y ) a 
- (X - Y -+- 2iX) ~- -----~---Y - 1 - ? - -- o ·~ = 0. a: x 1) ' y a·:i · El:: 

(1-b) 
89 I a91 az, a:- -a:~= -a.z-rz. 

3,ll.eCb 9' x, + iY,. ·~ = x + iY H B ,ll.aAbHeihIIeM Mb! 6y,11;eM 

·06bIKHOBeHHO rrpe,ll.IIOAaraTb OTCYTCTBHe BHeWHHX CHA H z = x = 
Y=y=O *). 

*) 3uaqKoM 1 (eHH3Y) Mb! 6yAeM 0603uaqaTb 3Haqemrn eeAnqHHbL co)lepma111eii 
MHHMblH 3H8!{ i npu 3aMeHe + i Ha - i 
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T o•rno TaKm.e coBOKYIIHOCTb ypasHemdl: (2) Mb! 3aMeHHM ypaBHe
HIH1Mw: 

2-a) X - Y _J_ 2 iX = 2 jf_ 
x y . y 0:1 

(2-b) x __:___ Y = 2 (a/+ o/1) _;__ (2 - 1) ow_ 
x · y a: a~ 1 • a z 

(2-c) 

(2-d) 

r;1,e / = u +iv, / 1 = u - iv. J13 (2-d) H (2-b) cAeAyeT: 

12db> x -'- Y = 32 - 1 (f!l __ ?H)--:-2-2 -_!z. 
\ x ; y + 1 ;:iv I >i• I _J_ 1 z e u'""' u..,1 E i 

flpH OTblCKaHHH peweHHH HaWHX ypaBHeHHH rrpe,zi;rrOAOiKHM' 
'!To f HBAHeTc.SJ cpyegHeli TOAbKO z H ~. T. e. 

(3) I= /(z, ~). 

Mb1 rrpH,zi;eM aTHM rryTeM K 3a.zi;aqe CaH BeeaHa H ee Herrocpe.zi;· 
CTBeHHblM o6o6J!!eHHHM, TaK KaK H3 ypaBHeHH.SI (2-a) Mb! HaH,zi;eM 

(4) 

H B qacTHOM CAyqae: 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

B aTOM cAyt!ae H3 ypasHeHH.SJ (1-a) Mb! Haif.zi;eM (rnK KaK ·~ = 0): 

Eh 
_'._ =c 0. 
dz 

l1a ypaBHeHHH (2-b) H (2-c): 

8w _~--(8f ~ iJfi) 
az - 1- 2 /J( · a~~ 

aw 1 8/ 
d:1 = 9 - -2- a;; 

YcAOBHe HHTerpHpyeMocrn ypaseeHHH (7) B cBH3H c (6) .zi;aeT: 

22 fJ2/1 (z, : 1) _ i:J2/ (z, () 
2-l a:1• oz~ 
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(9) 

0TCIO.ll,a .l\el'KO 3aK.l\IO'IHTb, 'ITO: 

f (z1q=:2 (a+;3z)+C <r+oz)-1-

+4 z 3 1 ff (a1 +r1z) dz2, 

rp,e a, p, )', o-KaKue-mi6yp,b (Boo6ige roBop.H KOMn.l\eKCHb1e) no
CTOHHHbie, H 

Yfa ypaBHeHH.ff (2-db) 

Z, = }- 1
3 - ~3 [2: (a+pz) + 2:1 (a1 +r1z) +1+ oz+ 11 + o1z] 

OTKyp,a: 

w= 2 c/ z) { 4:(az+~~)+4:1(a1z-'- P~2 )+ 
+ 2rz + oz9 ~- 211Z + 01z2 - p:2:1 -- P1:1 2: -- (o 01) ::1 } + wo 

r.zi.e w0-npoH3BO.l\bHa.H cpyHK\;!H.ff, yp,oBAeTBop~noigaH ypaBHeHmo 

iJ2w 
~-;-;_~.;,!!_ = 0 
u,u,1 

H.l\H 
!'.l2 !'.l2 
u w 0 -L u w 0 _ O 
7fT . f}y2 - - • 

·qi onpep,eAHM H3 ypaBHeHHH (2-c) 

9 = 2 (z E~1) { 2e E 1p:2+2p1:C1+01C+ 2e -E } o:} + ~~o • 

I-fa Haii,11,eHHblX pe3y.l\bTaTOB .l\el'KO 110.1\Y'IHTb cJ>OPMY.l\bI, ,11,aBae

Mbie o6b!KHOBeHHO B Kypcax. AerKo o6o6igttTb 3ap,at1y Ha c.l\yqal: 

{11) X = Y =PX =0. x y y 
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Mb1 HaiiAeM Tor Aa H3 (1-a): 

.09 __ 2 ~P_ 
iJz - 0:1 

BMecTO (7) MbI HaH/l,eM ypaBHeHHR: 

aw 2 ' of 
··-, = -----· /. ;~ 

(Jz 1 - 2 \ d~ 

ow 1 
-· ----=='.,:)-
0:1 . 2 

' 8/1) 
f) , • 
~1 

of 
fJz . 

YcAOBHe HTerpHpyeMOCTH HX Tpe6yeT: 

2e ~2/1(z. ~!) _ __ i_ __ op = 4 _.Qe_ _, iJ2/(:,_z) 
2-1 cr:l•l 2-1 8:1 a:l I Qz~ 

H.l\H 

(12) 
22 

€ -1 

T aK KaK p eCTb Be.l\H"nrna BeigecTBeHHaR, TO AerKo 3aK.l\lo

'!HTb HS (12), qTo 3a Hee MOIKHO B3RTb BeigecTBeHHYIO ttaCTb He

KOTOpOH cf>YHKIJHH KOMn.l\eKCHoro nepeMeHHOro ~ (z' :), TaK •no: 

P = -} (; (z,:) · ~1 (z,:1)) 

H ~12) npHMeT BHA: 

(13) 
f!!"/J(z,: 1) _ 8;1 (z,:1) _ 2 -1 

a:12 - a:1 · - 22··-

4To6hI y.zi.os.l\eTsopHTb aToMy ypaBHeHHIO, Heo6xoJJ;HMO no

AOlKHTb: 

(14) 

H.l\H 

(15) 

OoaTOMY MOIKHO no.11.mKHTb: 

(16) f (z,:) = J Cf) (z,:) d: <- 2 2 
2 1f f /1 (z) dz, 



r ,1.1.e ct> (z, :) UOAHHOM 1-oii CTeneHH OTHOCHTeAbHO z c Koaq>qiH

yueHTaMH cpyn1<gH.!IMH OT (. yfg (15): 

act> (~. :) =I (z) _:_a; (z, :) 
8~ , a: 

H c.11.e,1.1.osaTeJ\bHo: 

(17) ct> (z,:)= :/(z) -r-E (z,q---Z(z) 

Aer1<0 y6e.ZJ;HTbC.!I, 'ITO / (z) H Z (z) ,11;0.11.JKHbI 6bITb llHHeHHbIMH 

OT z, Tai< 'ITO: 

(18) !. (z) = ·; -0z, / (z) = 2 (o: - ?z), 

r,1.1.e o:, ~' j, 0, 1<a1< H B aa,1.1.aqe Can-Benana, nocTOHHHbie n, c.11.e.11,oBa

TeJ\bHO, He T0.11.bKO ct> (z,q, HO H E (z,:) .11s.11..11eTc.11 AHHeiinou q>ynK

!JHeH OT z. B caMOM ,1.1.e.11.e HB (16): 

at_ (z, :) - -%Jz, ~1)_ = rti (z .) rti (z - ) a: a: 1 YJ -~ 411 ,~ 1 

H, c.11.ep,oBaTellbHO, H3 (2-db): 

2 - ~ 1 1 32 ( 

Z, = -~-=:._-i- p- i 2 (~-- -:if ct> (.:,:) - ct>1 (z, :1)/ = 

1 2 _;_ 1 ( ' 1 - 3E ( \ 
2 -_ 1-- E (:,z)- ;1 (:i.z); - - -2--(------ 1)- 'ct> (z,~)-j-ct>1 (z,:1)/! 

c- \ / E- \ 

a, c11e.11;osaTeJ1.bHO, H3 (1-b) tt(2-c) 

"- {) ' 
- 2(2-=-l) 7fz (ct>(z,:): ct>i(z,~i))-~-
1 1 --: E (a; (:,z) , a~I (:, z) \ 
4 1- E :,_-a-z-- -;- - a--;----)· 

a Ha OCHOBaHHH (2-b): 

aw= _2 __ 1tct> (z,:)-;-CIJ1 (z~: 1 ) _:__;(z,:)+S1 (z,:1) \ 
8z 1 -~ E \ ! E - 1 / 

Yf 3 aTHX ypaBHeHHH c.11.e,1.1.yeT yc.11.oBHe HHTerpHpyeMOCTH 

a2 f , 
i)z2 \ ~ (:, z) _; E1 (:, z)) = 0 

H, c.11.e.ZJ;OBaTellbHO, H3 (17): 

-0
8: 2 ( :/ (z)- :<i/1 (z1) ~ z (z) + Z1 (z) _; = 0, 

' ' 
T. e. f (z) H Z (z) .11.HHeHHbie Cf>YHI<gHH OT z, KOTOpb1e MbI MOiKeM 

npe,1.1.nOJ\Oa\HTb B BHAe (18), H 

ct> (z,:) = 2 (o: ~ ?z) :-i- ·; 1 &z -j- ~ (z,:), a E (z,:) 

J\HHeHHaH <JlYHKgHH OT z c KOa<Jief>HJ!HeHTaMH, 3aBHCHI;!!HMH OT c. 
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y paBHeHHJI ,ZJ;J\JI onpep,eAeHH.H w npHMYT TO[' p,a BHP,: 

f)2w - _!_ OJJ _;_ ___ e -- (2rP _l_ 2r r:i. _J_ ' _J__ ' 
oWC1 - 2 oz ; 2 (e -1) ·l' · •Wt ' 0 ' 01 ) 

ow =-2p__;-oz ' 
£ / 1' ! I ! .I" I I : ; <:'\ ; l ~ .\ 

_J__1 - -- · 2. (a-,- Bz) -- 2.1 (1X 1 -r- B1z) - v -·-oz - v 1 - o1z ·, 1-e I , I I , , I ) 

OTKyp,a P,AJI w Mbl noAyqaeM BblpalKeHHe: 

w = - 2 J pdz + -2-(f=:_ s) { 2: (2o:z -'- pz2) + 2:1 (21X1Z -1- p1z2) + 
-j- i"' - r1z -;-oz- -- "1Z· - , • •1 - t'1·1·· - o: 01 .. 1 ' 2 ~ . 2• ! ~ ? ' o Br2r (:I. r •W (' i ' ) f"f" } + 

+ _!_ (:1 J _oqz,:) J: +: J. a;I (z,~1) J:l ') + Wo 

4 ' oz oz 
HAH, noAara.11 

~ (z,q = z~ (q + ;0 (:), rp,e ~ (q H ; 0 (() 

HeKOTOpbie cJ.>YHKgHH OP,HOl'O ( 

H 2p = Z ( ~(q +;I (:1))-'.- ;O (:) + ;01 (:1): 

· w=--~-( ~ (:)-;-;1 ((1))-z(~o (:)+;01 (~1) )-i-
+ E ( 2" (2 ! B 2) : 2" (2 I B ") ' 2 I 2 ' 2-(f- ~) ~ az-r, z T '~1 IX1Z1, 1z· --;- rz-;- "(1Z i-

+ az2-!- 01z2 - p~2~1 - p1:12(-(o-'-01) ::1) 

+ 1 (r f '"(i') d"+"f'" (r )d") . . 4 ~l :; --:: " " -;l ~i ,1 --f- Wo, 

r p,e Wo -npOH3BOAbHa.H cJ.>YHKJ!mI, y P,OBAeTBOp.HIOJ!!,a.H y paBHeHmo: 

(18-bis) -~:'!?~- --- 82wo_ - 0 
axz ' fJy2 - . 

AA.11 onpep;eAemrn <p Halip,eM H3 (2-c) 

'.lOO 

~ = -1- ~{(z, () __:_ ?!!!. = - 2 j" ~e_ dz-'-
. 'l f}z ' a:t a:1 ' 

+ 3 J ~ (") d" , 1 r~ (,,. ) 1 4 · • · ;- 4 .. 1 •1 I 

-i... e (. 2 2 - 1 P"2 _l_ 2 S rv __j_. , ,. _!_ 2 e - 1 
' 2 (e - 1) s t'• ; ' 1'•1 , 01. • e 



KaK qacTHbIH cJ1.yqali, noJ1.yqa10Tc.11 <POPMYAbI AA.H cAyqa.11 
~ (z, :) =A-'- Bz (A H B nocTO.HHHbie), cooTBeTCTBYIOl!!ern rHApo
cTaT11qecK0My AaBAeHmo Ha J:!HAHH,ll;p, HaXO,ll;.Hl!!HHC.H B HeCiKHMae
MOH TRiKeAOH iKH,ll;KOCTH c OCblO, HanpaBAeHHOH BepTHKaAbHO *). 

3aMeTliM el!!e OP,HH oqeHb 061!!HH CAyqafi HHTerpttpyeMOCTH 
ypaBHeHHH (1) H (2), .HBA.HIOIQHHC.H 06061!!eHlieM HBBeCTHoro perne
Hli.H KAe6rna. 

Ope.11;110AoiKHM, qTO: 1) ? ecTb cpyHKQli.H :1 H 2) Z 0 He 3aBHCHT 

OT z, TaK qTo MOiKHO IlOAOiKHTb 

(19) 9= 

(20) 

8<P1 (:1. z) 
a:l-

az_ 
. - ~ -- 0 az. - . 

B 8THX npep,noAomeHHHX npH OTCYTCTBHH BHelllHHX CHA, T. e. 
•?=Z=O, ypaBHeHHe (1-b) yp,oBAeTBOpHeTC.H (19) H (20), a ypaB
HeHHe (1-a) npH IlOMOigH (2-a) liHTerpttpyeTCH H ,11;aeT: 

(21) 2 _af ...LX _j_ y + 8<Pi(:1, z) = F( ") a: i x I y . 8z z, ~ ' 

i·p;e F(z,:)-npoH3BOAbHaH <PYHKQH.H OT z H :. Do,11;cTaBMI.H CIO,'J;a 
x. ~- y!I H3 ypaBHeHHH (2-bb), HaH,ll;eM: 

(22) 

DepeMeHHB 3p,ecb i Ha - i H c.11omHs noAyqeHHOe ypasHeHHe 
c (22), ttalip;eM: 

~¥l (~{+~{;) =F(z,:)+ 

+ Fi(z, :1) - 4 ~ . 1
1 Z, - -i--(<P (:, z) + <Pi(:1, z) ) . 

"'-1- uz I 

00ACTaBHB 8TO BbipaiKeHHe B (22), IlOCAe npHBe,ll;eHHH Mbl 
HaHP,eM: 

(23) 

") Bb1pallU~HHe (16) Tor11a coseprneHHO cosna11aeT c (9). 
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HAH, o6o3Ha4aH: 

F(z,:)- d~ ct>, (:1. z)=z, Fi(z1:1)- d~ ct>(:,z)=Zi; 

(24) 
!_if_ --- 5 2 . - 1 3 2 - 1 1 - 2 a: -M~ z- -16~- - l.1 - - 4;- z. 

npem.zr,e '!eM onpep,e.l\.HTb OTCIO.ll,a f 3aMeTHM, '!TO .ll,.l\H onpe.zr,e
.1\eHHH w HaM nocAymaT ypaBHemrn (2-d) H .zr,HcpcpepeHgHpoaauuoe 
no : ypaaneHHe (2-c), oTKyp,a: 

aw 2 2 - 1 ·1 of ' 0/1 \ a2w 1 EPL_ 
<25) &; = 1 - 2 z. - ~ : -1 , a: -i- a:~1 · a:a~ - 2 oza: 
HAH, npHHHMaH BO BHHMaHHe, 4TO H3 (24): 

8/ 8/1 1 ' __ 2 1 - s 
Or-: ~~ = - 8_ (z-- zi)-- 2_ Z. 
~ u~1 e e 

iPw 
H '!TO P,0.1\lKHa 6b1Tb seigeCTBeHHa, a C.l\C.ll,OBaTe.11.bHO Ha a:a:1 
OCHOBaHHH (24): 

D1. 81.1 
~j-;; =-az = Q (aeigecTBeHHOe 4HCAO), 

Mhl nepenmneM ypaaHeHHH ( 25) B BH.zr,e: 
dw 1 -- s , . 1 - , __ 2 

-t;; = s;- (z - : · 1.1l - - --2~--z. 
(26) 

YcAOBHe HHTerpHpyeMOCTH aTHX ypaBHeHHH Tpe6yeT: 

(27) 
a2Zz 1 oQ 
a:a:1 8 &z 

TaK KaK Zz OT z He 3aaHcHT, H3 (27) cAep,yer, 'ITO Q ecTb 

AHHeitHaH <l>YHKJ,!HH z, H Mbl MOlKeM TIO.l\OlKHTb: 

Q = 2z (F'l (:) -. - F21 C:1)) ;- F1 (:) <- F11 (:1). 

Tor.ll,a: 

., = F (z 1')- 8ct> 1 (z,:1) = 
,, .~ &z 

=z2 (F2 (:)- -F~;(:,)J ;-z(F1(:)-:-F11(:1)) ;-Fo(:)+Fo1(:,). 

i'.i =Fi (z, :1) - 0~~=' :) = 

== z2 ( F1 (:) 1 F21 (:1) )- :- z (F1 (:) --F11 ((1) )-:-Fo1 (C 1 )-:- F0 (Q, 

F(z,:) = z2 F2 (() + z Fi(() i-F0 (() 

ct> (z, C) = -- z;_ F2 (:) - z;_ Fi(:)-zF 0 (()-;- Cl>o (~) 
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w onpep,eAHeTCH H3 ypaBHeHHH (26), 11 Mbl Hali,11,eM: 

1 ' - 1 - z~ 
w=- 2's.-"'Z/-- f6-;~ 23(F2(:) :·F21(: 1))- -z 2 (F1(:)--,-F11 (C 1)) 

2z(F0Ch-Fo1(:1)) Fo(:) :_Fod~1) -\~-2 2 (:1 (Fi(()d: + 
<-

i' [F (") d" ) I ' 11 ..,1 ..,1 1wo. 

fPw 
r;:1e wo y,11,oBAeTsopHeT ypaaHeHmo: - -8--~,0-x-

()2 
-- _71!0 = 0 

oy2 

LJacTHbIM cAy'!aeM <1Toro pewemrn HBAHeTcH cAy'laH M. AeaH 
(journal de Math. 1877), rp,e 

Zz = 0 ( F2 (:) c= df (() = 0 ) . 

Erge 6oAee qacTHbIM cAyqaeM HBHTCH cAy'laii KAe6wa, Kur,11,a 
KpoMe Toro '-? = 0. 

Sur quelques generalisations des problemes de Saint 
Venant et de Clebsch dans la theorie d'elasticite. 

G. Kolossolf (Kolosov). 

L'auteur transforme Jes equations de l'equilibre des corps 
isotropes de la theorie d"elasticite en introduisant au lieu des coor-
donnees X, y Jes Variables : = X + iy, ~I = X - ig (i = v--=-i), et 
applique Jes equations transformees a la recherche des etats de 
!' equilibre des corps cylindriques ou prismatiques dont !'axe est 
dirigee suivant OZ. Comme cas particuliers ii retrouve d 'une ma
niere simple !es solutions de B. de Saint Venant et de Clebsch 
et il indique une generalisation du probleme de Sain~ Venant, 
quand le corps es~ soumis a une pression la~erale normale a la 
surface du corps, et quelques generalisa!ions du' probleme de 
Clebsch et en particulier la solution de Maurice Levy (Journal 
de Mathematiques 3-eme serie, t. III, 1877). 
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3aKOH B3aDMBOCTH Ky6u11JeCKRX B&l'llCTOB. 

A. M. J/f ypaBCKuu. 

YfayqeHHe 3aKOHOB B3aHMHOCTH CTeneHHblX BbI"leTOB 3aHHMaeT 

Bbl,11.aIOrgeeCH llOAOlKeHHe B COBpeMeHHOH TeopHH "IM:CeA H HrpaeT 

BaarnyIO pOAb B HCTOpHH ee pa3Bl1THH. 

3aKOHbl B3aHMHOCTH BbI"leTOB 6HKBa.a.paTH"IHblX H Ky6H"leCKHX 

6bJAH npe.a.MeTOM HCCAe,11.0Bal\l'IH BbI,11.aIOigHXCH MaTeMaTHKOB nporn

Aoro CTOAeTHH. 

YnoMRHeM Gauss'a, Jacobi, Eisenstein'a. 

B HaCTOJ1rgeii pa6oTe .a.aeTCH HOBoe, "IHCTO apm:pMeTH"lecKoe 

o6ocHOBamrn 3aKOHa B3aHMHOCTii Bbl"leTOB Ky6H'IeCKHX, ocso6o

il\JJ,eHHOe OT BCHKHX TpaHCJ!eH,a.eHTHblX aAeMeHTOB. 

no 11.yxy OHO npllMb!KaeT K HCCAe,11.0BaHHHM Gauss·a. 

OpeJJ,AaraeMaH pa6oTa npe,a.cTaBMleT H3BAeqem1e H3 MoeH: 

pyKonM:cHoH .a.11ccepTaJ!HH 1922 r. 

I. 
OoigHe ceoiicTea KyoH11e'?Koro AeJ!eAeHTa. 

§ 1. 

B ocHosam1e HCCAe,a.osamrn 3aKoHa B3aHMHOCTH Ky6H"!eCKHX 

Bbl"leTOB IIOAOlKHM aAre6pa11qecKy10 o6AaCTb, 3aBHcargy10 OT 

KOpHH p *) ypaBHeHHH 

xz+x+1 =0. 

Ll,eAbie "IHCAa a + ~ p (r.a.e a 11 p cyTb 06bJKHOBeHHb1e geAbJe 

"IHCAa) aTOH o6AaCTH MoryT 6b!Tb H306pameHbl TO"IKaMH napaAAeA0-

2r: 
rpaMMaTH"lecKoli ceTH, cocTaBAeHHOH 113 poM6os c ycAOM -3 
nptt o,a.HOH H3 sepruttH. Bepu.HHbl ceTH 6yAeM Ha3bIBaTb J!eAblMH 

TO"IKaMH ceTH. B paccMaTpHsaeMon o6AaCTH HMeeT MecTo aAro-
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ptt<lJM 3BKAH,ll,a a coxpaH.HIOTC.H o6bl4Hble .3aKOHbl apH<lJMennrn 

qJICe.I\ geAbIX. 

OoH.HTHe o cpaaHeHHH H OCHOBHbie npe,ll,AomeHH.H y<IeHH.H 

0 cpaBHeHH.HX nepeHOCHTC.H Ha aTy o6AaCTb 6e.30 BC.HKHX 3aTpy,11,

HeHHH. Coao1<ynHOCTb geAbIX tJHCeA 06./\aCTH pacna,Z1,aeTcH no 

MO.ll.YAIO m =a+ bp Ha KAaccb1. lfacAa O,ll,Horo 11 Toro me KAacca 

cpaBHHMbl Mem,ll,y co6mo no MOAYAIO m. l.JeAbJe TOqKH, COOTBeT

CTBYIOigHe 'IHCAaM OAHOro H Toro me KAacca, 6yAeM Ha3bIBaTb 

a1<a1rnaAeHTHbIMH no OTHOllleHHIO K m. Bb1foipaR B Kam,ll,OM KAacce 

qJ1C.l\0, 110./\YLJHM COBOKYllHOCTb qaceA, HecpaBHHMblX MeiKAY co6oi1 

110 MOAYAIO m H npH TOM TaKHX, LJTO Kam,n;oe 4HC.l\O 06./\aCTH 

4epT. I. 

cpaBHHMO c 0,ll,HHM 113 HHX no MOAYAIO m. 3Ty CHCTeMy Ha.30BeM 

ocHOBHOH c11cTeMOH tJHCeA no MOAYAIO m. CoaoKynHocTb geAblX 

TO'leK, cooTBeTCTBYIOJ!!,HX 'IHCAaM OCHOBHOH CHCTeMbI, npHHa,ll,AelKHT 

K HeKoTopofi o6AaCTH. 3Ty coao1<ynHOCTb Ha3oBeM OCHOBHOH 

o6AaCTbIO no MOAYAIO m. Bb16op ocHOBHOH cacTeMbI a OCHOBHOtt 

o6AaCTH MOJKeT 6b!Tb npOH3BeJJ,eH 6ecLJHC.l\eHHbIM MHOJKeCTBOM 

cnoco6oa. 0.ll.HHM H3 Ha1160Aee y.ll.o6HbIX cnoco6oa npeJJ.CTaBA.HeTcH 

npHH.HTb 3a ocHOBHYIO o6AaCTb S coaoKynHOCTb geAbIX TOLJeK, 

AeJKai:g11x BHYTPH mecTHyro.l\bHHKa A 1 A 2 A3 A4 Ao As 11 Ha CTo

poHax A 1 A 2, As A 4 , A 5 A 6 (qepT. 1 ). I-fa aepmHH lllecTHyroAbHHKa, 

6y,ll,e OHH OKa.3a.l\HCb 6bI geAblMH TOLJKaMH, K OCHOBHOH 06.1\aCTH 

OTHOC.HTC.H TO.l\bKO TOLJKH A1 H A2. 



BepUIHHbI mecTHyroAbHHKa A1 A~ A 3 At A;; A 0 COOTBeTCTBJIOT 

'IHC.l\aM 

2a --b a _J_ b ------ -l- _. ___ .1._ - r, 
3 ' 3 ' 

a-2b , 2a-b 
--·------- -·- ---- r, 

3 I 3 ' 

a _J_ b 2b- a 
A~ . .. 'J:i = - --3-- - -3-- :, 

2a - b a+b 
At . .. :;, = - -----3-- - ---3- - ;, 

2b-a b - 2a Aa ... J'~ == --~----- -- --·· -;,, 
3 3 

a-i-b 2b-a 
-- . __ _J_ ---- :, 

3 3 

BeprnH11b1 mecnryroAbHHKa MoryT 6bITb geAbIMH TO'IKaMH AHWb 

B TOM c.l\y'lae, KOr,ll,a 

a+ b ~ 7 . 0 (Mod. 3) 

TO-eCTb, KOr,ll,a 'IHC.1\0 m ,ll,e.l\HTC.H Ha 1 - f'· 
()6.1\aCTb s eCTb ,ll,eHCTBHTe.l\bHO OCHOBHaH 06.1\aCTb· 

Ye.l\bie TO'IKH Ha cTopoHax A1 A 2 , A 2 A 3 , A:i A 4 cooTBeT

CTBeHHO aKBHBa.l\eHTHbI ge.l\blM TO'IKaM Ha cTopoHax A 4 A 5, A 5 A 1;, 

As A1· BepurnHbl Au A 3 , A 5 , H seprnHHbl A 2, At, A6 aKBHBa

AeHTHbI· 4HC.l\O ge.l\blX TO'leK OCHOBHOH 06.1\acni: paBHO 

npe,ll,IlO.l\OlKHM, '!TO 'IHC.1\0 m He ,ll,e.l\HTCH Ha 1 - f'· BepwHHbl 

o6AaCTH s He MOryT 6b1Tb ge.l\blMH TO'l~aMH. yjg CHMMeTpHH 

06.1\aCTH BH,ll,HO, 'ITO 'IHC.1\0 TO'leK, no yMeHbllleHHH Ha e,ll,HHHJ!Y· 

pa3Ae.l\HTCH Ha TpH. 

npe,ll,IlOJ\OlKHM OCHOBHYIO 06.1\aCTb B3HTOH J<aK-.1\1160 HHa'le. 

4HC.l\O ge.l\blX TO'leK 06.1\aCTH He aaBHCHT OT Bb16opa 06.1\aCTH H 

no y,ll,aAeHHH TO'IKH, 3KBHBa.l\eHTHOH TO'IKe 0, ge.l\ble TO'll<H OCHOB

HOH 06.1\aCTH MoryT 6bITb paafiHTbI Ha TPH K.l\acca. 

npH paa611emm Hap;AelKHT PYKOBOtJ;CTBOBaTbCH npaBH.l\OM. Ec.l\H 

K nepBOMY K.l\accy OTHeceHa TO'!Ka CJ., TO KO BTOpoMy H TpeTbeMy 

C.l\e.zi;yeT OTHeCTH COOTBeTCTBeHHble TO'IKH, 31<BHBa.l\eHTHble a.p H a.p2. 

l1aseCTHO, 'ITO, Il0.l\b3Yj'!Cb ClTHM npaBHAOM, ,ll,eikTBHTe.l\bHO 

B03MOlKHO ,ll,OCTH'lb paa6HeHHH 06.1\aCTH Ha K.l\aCCbl. 

Paa6HeHHe 06.1\aCTH Ha KAacchI MOlKHO npmt3BO,ll,HTb pa3.l\H'IHO. 

B .zi;aAbHeihueM Mb! BCTpeTHMCH c paa.l\H'IHbIMH cnoco6aMH pa:a-

6HeHHH. Ceuqac 2Ke orpaHH'IHMCH .zi;syMj'I npHMepaMtt. 
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Cnoco 6 1-it 

OpHMeM 3a ocHOBHYID o6AaCTb geAb1e ToqKH mecTHyroAbHHKa 5. 
K nepsoMy KAaccy OTHeceM geAble TO'iKH BHYTPH TpeyroAb

HHKOB 0 A 1 A 2 , 0 A 4 A5 H geAbie TO'lKH no AHHIUIM A 1 A., A 1 A~; 
xo BTopoMy - geAb1e TO'lKH BHYTPH TpeyroAbHHKOB 0 A3 A~, 
0 A 6 A 1 H Ha AHHHJIX A3 A 6, A 3 A 4; R TpeTbeMy - geAble TO'IKH 

sHyTpH T.PeyroAbHHKOB 0 A:i A 4 • 0 A 6 A1 H Ha AHHHJIX A 2 A:,. 
A:i A2 • To'lKa 0 HCKAfO'laeTcJI. 

Mo.lKHO npoB3BOAHTb pa360em1e HHaqe. 

C no c 06 2-l:i:. 

K nepsoMy l{Aaccy rrp11Ha,11,AeiKaT geAbie TO'IKH BHYTPH poM6a 

0 A 1 A 2 A 3 H Ha AHHHJIX 0 A 1, A 1 A 2; KO BTopoMy-geAbie TO'lKH 

BHYTPH poM6a 0 A 3 A, A5 H Ha AHHH»X 0 A 3 , A: A.; K TpeTbeMy

geAbie TOqKH BHYTPH poM6a 0 A;, Ai; A 1 H Ha AHHHJIX 0 A:,, 
A 5 A 6• I1 TCM, H ApyrHM pa36HeHHCM 6y AeM rIOAb30BaTbCR a ,11,aAb

HeihueM. 

§ 2. 

PaccMoTpHM 0,11,HospeMeHHO c 'lHCAOM m =a + b;, *) B3aHMHo · 

npocToe c HHM 'IHCAO n = c + d~. CocTaBHM ,11,syMJ1 KaKHMH-AH6o 

cnoco6aMH OCHOBHbie CHCTeMbl qHce.11. A H B no Mo,11,yAID m 
H npOH3BC,11,eM pa36HeHHe 'lHCeA 9THX CH.CTeM Ha K.11.aCCbl· 

'X2 

',( !'- + 2, 

a 
21J. + 2, 

',( . =~ 0: r,· µ.+ x -- x•' 
•) 

0: •--- rx r,-
2p. + x -~ xi (Mod. m) 

1 i \ 
~ =--3-( N(m) -1 1• 

' I 

06pa3yeM npOH3BC,11,eHHJI 

06o3Ha'lHM qepe3 o, o' H -:;" 'IHCAO 'lHCeA a pH,11,y ( ·:<· ), cpaBHH

MbIX c 'lHC.11.aMH nepaoro, BToporo H TpeTbero l{Aacca CHCTeMbI B. 
4HCAO 0. 'J -+ 1. o' --t- 2 o" Ha30BeM o6o6igeHHblM 1<y6H'ICCKHM 

,11,ege,11,eHTOM 'lHCAa n no OTHOllleHHIO K 'lHCAY m, COOTBeTCTBYIO' 

IgHM CHCTeMaM A H B, H 6y,11,eM o6o3Ha'laTb 

D(.L J:) (n, m)= 0. cr+ 1. o' +2:i" -:;' - :i" (Mod. 3). 
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MomeT CJ\V'IHTbC.ff, 'ITO CHCTeMa A B TO'IHOCTH coBna.o.aeT 

c CHCTeMoH B; T. e. ocHOBHbie cHcTeMbI A H B H cnoco6b1 pa3-

6HeHH.ff HX Ha KJ\aCCbI o.o.eeaKOBbJ. B aTOM cJ1.y11ae corJ\aCHMC.ff 

nHcaTb Kopoqe 

D(A, BJ (n, m) = D.o1. (n, m) 

H o6o61J!eHHbIH .o.ege.o.eeT eaabIBaTb npocTo Ky6H'leCKHM .o.ege

.ZJ;eHTOM 'IHCJ\a n no OTHOIIleHHIO K 'IHCJ\Y m, COOTBeTCTBYIOf!!,HM 

cHcTeMe A HJ\H npH oceosaeHH A. 4HcJ\a m H n 6y.o.eM HHor.o.a 

Ha3blBaTb, AJ\.ff KpaTKOCTH, 'IJ\eHaMH .D,eJ!e.D,eHTa. 

PaccMoTpHM TpH cHcTeMbI paa6HeHH.ff oceoBHblX 'IHCeJ\ Ha 

KJ\aCCbl, 83.ffTble TOJ\bKO 'ITO A, B H r. 

r 

OycTh r:' H3 'IHCeA ~ 1> p2 ... fl:, nepsoro KJ\acca CHCTeMhl B 
cpaBHHMO c 'IHCJ\aMH BTOporo KJ\acca CHCTeMbl A no MO.~YJ\IO m 
H r:" H3 HHX cpaBHHMO c 'IHCJ\aMH TpeTbero KJ\aCCd CHCTeMbl A 
no MO.D.YAIO m. OycTb w' H w" 060.aHa'laIOT 'IHCJ\O 'IHCeJ\ nepsoro 

KJ\acca CHC1"eMbI f, cpaBHHMblX COOTBeTCTBeHHO C 'IHCJ\aMH BTO· 

poro H TpeTbero KJ1.acca cHcTeMbl A no MOAYAIO m. 
Bse.o.eM, HaKoeeg, pa3HOCTH 

7t ==- 7': 1 
- -;:11; co== w' - w". 

0THOCHTeJ\bHO o606J!!eHHOro Ky6H'leCKOro .o.ege.o.eHTa J\erKO 

~oKa.aaTb TeopeMy. 

TeopeMa 1. 
(1) D . ..._ (n, m) == D,B, ri (n, m) - 7t + w (Mod. 3) 

yfa aTOH TeopeMbI, KaK CAe.D,CTBHe, BbJTeKaeT npe,ll,J\OJKCHHe. 

TeopeMa 2. Ky6H11ecKHH .o.ege.o.eHT He .aaBHCHT OT Bb16opa 

OCHOBaHH.ff 

(2) DA (n, m) =:.:DB (n, m) (Mod. 3) 

AeikTBHTeJ\hHO, IlOJ\ara.ff CHCTeMy r TOlK.D,eCTBeHHOft c B, 
HMeeM 

DCB. I'J (n, m)=D(BJ (n, m) 
'lr=W, 

J.13 cpaseeHH.ff (1) cJ1.e.o.yeT cpaseeeee (5). 
B CHAY aTOH TeopeM1:>1 6y.o.eM 06osHa11aTb Ky6H11ecKHA AeJ:Ae

.o.eeT npocTo 

D (n, m), 

6e3 yKa3aHHJI OCHOBaHH.ff. 
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Ky6HqecKHH p,egep,eHT onpep,eAHeT Ky6HqecKHH xapaKTep 

qHCAa n no OTHOUiemno K m, B cAyqae, KOrJJ,a m eCTb qHCJl.O 

npoCTOe, qTo BHJJ,HO H3 cpaBHeHHH 

np.=c PD (n, in) (Mod. m) *), 

Bb1TeKa10igero Henocpe)l.CTBeHHO H3 onpep,eAeHHH p,egep,eeTa 

(AeMMa Gauss'a). 

§ 3. 

0TMeTHM OCHOBHbie CBOHCTBa Ky6HqeCKOro JJ.egeJJ,eHTa, ,lJ01W-

3ame.A.bCmBO KOTOpblX He npeJJ,CTaBJl.HeT TpyAa H HBJl.HeTCH npHMblM 

CJl.eJJ,CTBHeM IlOHHTHH 0 p,egeJJ,eHTe. 

TeopeMa 3. EcAH <JHCAa l H n cyTb qHcAa B3aHMHo-npocTbie 

Cm, TO 

D (In, m) == D (l, m) + D (n, m) (Mod. 3) 

TeopeMa 4. EcAH l H m cyTb qHcAa B3aHMHo-npocTbie c n, To 

D (n, ml) ==D (n, /) + D (n, m) (Mod. 3). 

TeopeMa 5. EcAH qHcAa m H m, n H n cyTb qHcAa nonapHo 

KOMil.l\eKCHbJe conpH.lKeHHbie H qHCJl.0 m B3aHMHo-npocTO c n, TO 

D (n, m) + D (~. ;;) - 0 (Mod. 3). 

§ 4. 
PaccMoTpHM npocTeHUIHe cJ1.yqaH, B KOTOpbIX onpe.zi;eAeHHe 

JJ.ege)l.eHTa He npeJJ.CTaBAHeT HH Ma.11.eliwero aaTpyAHeHHH. 

TeopeMa 6. 
D (-1, m)=O (Mod. 3). 

Paao6beM 06.11.acTb ocHOBHoro UieCTHyroAbHHKa A 1A 2A 3A 4A5A 6 

(qepT. 1) Ha K.11.accb1, npHHHB aa 06J1.aCTb nepsoro K.11.acca 06.11.acTb 

Tpeyro.11.bHHKOB 0 A 1 A 2 , 0 A4 A 5, KaK 6bIAO noKaaaHo paHee (§ 1). 
YMHO.lKHM qHc.11.a nepsoro K.11.acca ea-1. 

YMeo.meHHIO qHceA Ha -1 coOTBeTCTByeT nosopoT ea yroA T: 

BOKpyr ToqKH 0 geAbIX ToqeK, HX H306paiKa10ig0x. UeAbie TOqKH 

TpeyroAbHHKa 0 A 1 A 2 nepelfp,yT npH aTOM B geAbie ToqKH Tpe

yroAbHHKa 0 A 4 A" H o6paTeo; geAbie ToqKH AHHHH 0 A 1 ~ 
B geJ1.b1e ToqKH Jl.HHHH 0 A 4 H o6paTeo; geAbie ToqKH AHHHH 

A 1 A 2 B geAbie ToqKH Jl.HHHH Ai A 5 aKBHBaAeHTHbie TOqKaM A 1 A 2 • 

Bee cKa3aHeoe npHBOJJ.HT K aaKJ1.10qeeH10 

(3) D (-1, m)=O (Mod. 3). 

TeopeMa 7. 

D (p, m) == } (N (m)-1) (Mod. 3). 

*) Bachmann P. Die Lehre van der Kreistheilung s. 191. 
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Bo.shMeM TO me paa6i:rnmrn ocHoBHOH 06.11.acTH uiecTHyro.11.bHHKa 

Ha K.11.aCCbl, 'ITO H B npeAbIAyigeM c.11.yqae. 

OoMHOlKHM 'IHC.11.a nepBoPo K.11.acca Ha p. 

YMHOlKeHHIO 'IHC.11.a Ha p cooTBeTCTByeT BpaigeHHe Hao6pa-

2r-
marol!!eH ero TO'IKH Ha yrn.11. --:r BOKpyr TO'IKH o. 

CTpH TaKoM noBopoTe ge.11.h1e TO'IKH nepBOPo KAacca nepeitttyT 

B COOTBeTCTBYWI!!He ge.11.h1e TO'IKH BTOporo. 

0TCfOAa C.11.eAyeT, 'ITO 

(4) 1 , ) D (p, m) =cc -"3 l N (m) - 1 (Mod. 3). 

TeopeMa 8. 

2 
-- (q + 1) q 'cc_ - 1 

D (1 - p, q) ---' . f (Mod. 3) (Mod. 3) 
·3· (q - 1) q -~~ + 1 

r ,11;e q - 'IHC.11.0 BeigeCTBeHHOe. 

npHMeM npeltrnee pa36HeBHe 06.11.aCTH Ha K.11.aCCbl. 

OpHHHMa.11 B pacqeT reoMeTpHqec1rne npeo6paaoBaBHH, cooT

seTcTBYIOl!!He YMHomeBHIO Ha 1 - p, HeTPYAHO noHHTb, KaKHe 

ge.11.b1e TO'IKH Tpeyro.11.hBHKOB 0 Ai A 2, 0 A 4 A 5 nepeiiAyT no 

yMHOJKeHHH Ha 1- p B TO'IKH 1, 2 H 3 K.11.accoB. PacnpeAe.11.eaHe 

TO'leK Tpeyr0.11.bHHKOB Ha KaTePopHH BHAHO H3 npH.11.0lKeHHOro 

qepTema (qepT. 2), rAe gmppaMH 1, 2, 3 OTMe'leHbI Te 06.11.acn1, 

a .3HaKaMH I, II, III Te .11.HHHH, ge.11.b1e TO'IKH KOTOpbIX nepeHAYT 

no YMHOlKeHHfO Ha 1 - p B COOTBeTCTBYIOigHe ge.11.bie TO'IKH 

1. 2, 3 K.11.accos. 3aMeTHM Teneph, 'ITO 'IHC.11.0 ge.11.bIX TO'leK 

BHYTPH Tpeyro.11.bHHKa A 4 A 5 C' paBHO qoc.11.y ge.11.bIX TO'leK BHYTPH 

Tpeyro.11.bHHKa A 2 B' Ar, H ·'ITO '!Hc.11.0 ge.11.bIX TO'leK, npHHaA.11.e

maI!!HX Tpeyro.11.hBHKaM Ai C 0, A, C' 0, paBHbI Mem.ziy co6010. 

l.Je.11.ble TO'IKH .11.HHHH 0 c H 0 C' He npHHaA.11.elKaT 9THM Tpe

yro.11.bHHKaM. 

0TMeTHM, HaKoHeg, 'ITO '!Hc.11.0 ge.11.1>1x TO'leK' BHYTPH H Ha 

cTOpoHe 0 B poM6a 0 B Ai C (ToqKa 0 HCK.11.IO'leHa) BABOe 

60.1\bllle 'IMC.II.a TO'leK, npHHaA.11.emaigHx TpeyPo.11.hHHKY 0 Ai C, 
KaK TO C.11.eAyeT H3 CHMMeTpHH TO'le'IHOH ceTH OTHOCHTe.11.bHO .11.H

HHH OA1· 
06o3Ha'llJM 'IHC.11.0 ge.11.b!X TO'ICK, np11HaAJ1.elKaigHX poM6y 

OBA 1 C, qepea cr H 'IHC.11.o TO'leK, np1rnaAJ1.elKaI!!HX poM6y A 1B'A 2C, 
qepea cr'. 

(5) D (1- p, q)-:c a - cr' (Mod. 3). 

YHc.11.a cr H cr' .11.ePKO MoryT 6bITb no,ziC'IHTaHbI H no,zic'leT npH· 

BO,llHT K BblCKa3aHHOH TeopeMe. 
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TeopeMa 9. EcAH p H q cyTb op,HoqAeHHbre, BergecTBeHHbie, 

a3aHMHo-npoCTble qffCAa, TO 

D (p. q) c=. O (Mod. 3), 

PaB06beM o6AaCTb OCHOBHoro ruecnryroAbHHKa A1 A2 A3 A4 A 5 AG 
Ha KAaCCbl BTOpb!M H3 cnoco6oB, yKa3aHHblX B naparpaq>e nepBOM. 

th. ll' ------------ --, 
' \ 

\ 
\ 
\ 

\ 

' ' \ ' ' \ 1\/3][ \ 
------\~"---------- \ dt 

,. ,'\ lI 
A ' ' '.!, 

I :i;/ 2. \ ][ I 

I,./ ,,/ 
ev ' 

- - - --------- --.' 

\ 'L ' 
/'I 

.[ \ / i 

-- ---- -~ -~'t~'~-~- -
- Ir 3 /\ 

/ \ 1 
,' ' 
' 

4epT. 2. 

0TMeTHM oco6eHHOCTb, CBOHCTBeHHYIO OCHOBHOH 06Aacn1, COOT

BeTCTByIOrgeli aergecTBeHHOMY qffcAy. U,eAble TOq!{H CeTH pacno

J\OIKeHbl CHMMeTpHqHo OTHOCHTeAbHO AHHHH 0A1, 0A2 • ••••• OA0 

H OTHOCHTeAbHO npRMblX, npoBe,ll,eHHblX H3 0 nepneH,11,HKYAHpHO 

K cTopoHaM mecTHyroAbHHKa (qepT. 3). Onpe,ll,e.11.HM Tenepb, KaK11e 

ge.11.bie ToqKH nepaoro KAacca no yMHOIKemm Ha q11cAo p ,11,a,ll,yT 

TQqKH, npHHa,11,AelKargHe rrepaoMy, BTOpoMy 11 TpeTbeMy KJ\accy 

coOTBeTCTBeHHO no Mo;i;yA10 q. TaK KaK YMHOIKeHHIO ToqeK 

o6AaCTH OA 1 A 2 A 3 Ha aergecTBeHHoe tJHCAo p cooTBeTCTByeT 

yaeAH'IeHHe o6AaCTH B p pa3, TO He TPYP.HO noHHTb, 'ITO pa3611e

HHeM ocHOBHoli o6AacTH OA1 A 2 A 3 Ha TpeyroAbHHKH c n0Morg1.10 

AHHHH, napaAAeAbHblX AHHHHM OAi. OA2, OA 3 H npoxop,HrgHx qepe3 

TO'IKH, ,ll,eAHigHe OTpeBKH OA1, OA 2, OA:i Ha p paBHbIX qacTell, 

AOCTHraeTCH pacnpep,eAeHHe geAbIX ToqeK nepaoro KAacca no 

M0,11,YAIO q Ha 1<aTerop1rn, ;i;aIOrgHe npll YMHO/KeHHl1 Ha p TOIJKH 
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0.11.Horo H Toro 2Ke K.l\acca. !Je.l\bJe TO'IKH, Aemaig11e BHYTPH Ka

mp;oro 113 Ta1mx TpeyroAbHHKOB, npH YMHomeHHH Ha p p;a10T ge.l\ble 

TO'IKH op;Horo H Toro 2Ke K.l\acca. HoMep K.l\acca, B KOTOpbIH ne

peiip;eT geAaR TO'IKa no yMHomeHHH Ha p, yMeHbUieHHbIH Ha e.n;H

HHgy, Ha30BeM xapaKTepoM TO'IKH no OTHOUieHHIO K qHc.l\y p. 
HeTpyp,Ho y6e.n;HTbCR, qTo Ha CTopoHax OTP,e.l\bHbIX Tpeyro.l\b

HHKOB BHYTPH OA1 A2 H OA2 A3 HeT ge.l\bIX ToqeK. 

'1i 
I 

0 
1.JepT. 3• 

Ha qepTeme 3 xapaKTep ge.l\bIX ToqeK BHYTPH Tpeyro.l\bHHKos 

3aKAJ-OqeHHbIX OTMeqeH IJHcJ>paMH 1, 2, 3. OTH J!H<t>pbI yKa3bIBaIOT 

TOT K.l\acc, K KOTOpOMY 6yp;yT npHHaJJ;.l\eJKaTb COOTBeTCTBY!-OigHe 

ToqKH no YMHomeHHH Ha p. XapaKTep J!eAbJX ToqeK Ha AHHHHX 

OA 1, OA2, A2A3 OTMeqeH J!HcJlpaMH I, II, III. 
BHHMaTe.l\bHOe H3y'leHHe xapaKTepa ToqeK B OTP,e.l\hHblX o6Aa

CTRX n03BO.l\ReT c.n;e.l\aTb 3aK.l\IOqemie 

(6) D(p, q)=c=. 0 (Mod. 3). 

II. 

§ 5. 

113 onpe.n;e.l\eHHR .n;eJ!e.n;eHTa Henocpe.n;cTseHHO BHP.HO, qTo 

(7) D (n +Am, m) == D (n, m) (Mod. 3) *). 

BeAHqHHa p,eJ!ep;eHTa no MOAYA!-0 3 He H3MeHReTcR npH H3Me

HeHHH nepBoro q.l\eHa p,ege.n;eHTa Ha qffC.1\0, KpaTHOe BTOpoMy. 

*) 4Hc!\a n H m npeJIIlO!\araKlTCff He .11e.J1RigHMHCH Ha I - ~-
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BecbMa BatKHbIM npep,cTaBA.lleTCH paccMoTpeTb BOnpoc 06 H3Me

aeHHH p,eye.a;eHTa npH H3MeHemrn BToporo '-IHCAa m Ha KpaTHoe 

nepsoro. 

Ha'-!HeM c OP.Hora BCCTOMOraTeJ\bHOro npeAJ\OiKeHHH. np11 aTOM 

JJ,.1\.11 6oJ\bllleH Har J\HP,HOCTH npep,noJ\OiKHM, '-!TO '-IHCJ\O n = c + dp 
yp,OBJ\eTBOpHeT ycAOBHHM 0 < 2d < c. 

YcAOBHe aTo rro cyigecTBY He HMeeT aHa'-leHHH, 1160 see p,aAb

Heiirrme paccymp,eHHH coxpaHHIOT CHAY H B 6oAee 06ig11x npep,no

J\OtKeHHHX H CTaBHTCH J\Hlllb B yeAHX P,OCTHiKeHHH HaH60J\bllleii: 

HCHOCTH H3J\OiKeHHH B ero reoMeTpH'-leCKOH '-laCTH. 3a OCHOBHJIO 

l\.s 

lJepT. 4· 

o6AaCTb, COOTBeTCTsy10igy10 'IHCAY m, npHMeM o6AaCTb llleCTH· 

yroAbHHKa Ai A 2 A 3 A 4 A5 A 6 H paao6beM ee Ha KAaCcb1 BTOpbIM · 

H3 yKa3aHHblX cnoco6oB (qepT. 4). 3aMeHHM Terrepb 9TY OCHOB

HYIO o6AaCTb o6AaCTbIO S, orpaHH'-leHHoii AoMattoii AHHHeii 

Ai Bz A2 Ba A3 B5 A4 Bs A5 Bs A6 Bg. 
06.1\aCTb IlOAY'-laeTCH H3 o6AaCTH llleCTHyrOJ\bHHKa rrp116aBJ\e

HHeM Tpeyro.11.bHHKOB Ai B3 A 2, A3 Bo A4. A5 B8 A 6 H yp,aAeHHeM 

TpeyroAbHHKOB A2 B3 A 3 , A.1 B6 A5, A6 Bg Ai. Bee ::ITH Tpeyro.11.bHHKH 

paBHbI Memp,y co6oli. Vix onpep,eAeHHe 6yp,eT p,aHo p,aAbllle. 

!.Je.l\bie TO'-IKH J\HHHH Ai B2, A2 B2, A3 85, B5 A4, A5 Bs. Bs AG 
npHllHCJ\HM K yeAblM TO'-!KaM o6AaCTH s H 6y.ii;eM rosopHTb, '-!TO 

-OHH eii np11Hap,AemaT. 
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06.11.acTb S paafornaeM Ha TPH K.11.acca, np0Bo;:v1 .11.HHHH OB1, OB2, 

OB7, TaK, 'lT06bI Tpeyro.11.bHHKH OB1 Ali OB4 A 3, OB7 A 5 6b1.11.H 

paBHbI Tpeyro.11.bHHKY Ai Bz Az. 3a 06.11.acTb ge.11.b1x TO'leK nepBoro 

K.11.acca npHMeM 06.11.aCTb OBi Ai B2 B:: B 1 0, OTHOCH K HeH: H ge.11.b1e 

TO'lKH Ha .11.HHHHX OB11 Ai B2, A2 B2; 3a 06.11.aCTb BTOporo K.11.acca 

npHMeM 06.11.aCTb OB4 A 0 Bs A 4 B6 B70, OTHOCH K HeH ge.11.b1e TO'lKH 

.11.HHHH OB4, A:i B5, B5 A 4; HaKOHeg Ba 06.11.aCTb TpeTbero I{.11.acca 

np11MeM 06.11.acTb OB7 Bs B8 As Bg Bi 0, npH'lHC.11.HH K Hett ge.l\bJe 

TO'lKH .l\HHHH 0B7 , A 5 B8 , Bs A6. 
06o3Ha'lHM nepBoe pa36HeHHe qepe3 A, BTopoe 6yKBOH B. 
OycTb s o6oaHatiaeT 'lHC.11.0 geAbJX TO'leK Tpeyro.11.bHHKa OBiAi. 

f-'lHC.l\O geAbIX TO'leK Tpeyr0.11.bHHKa A1 B2 A2. I-fa ge.11.b1X TO'leK. 

pacno.11.olKeHHbIX Ha nepHMeTpax Tpeyro.11.bHHKOB, J{ nepBOMY OTHO

C.SiTCH ge.l\bie TO'lKH .11.HHHH OBi, KO BTopoMy-geAbie TO'lKH . .11.HHHtt 

Ai B2 H AzB2. 
B CHAY TeopeMbI 1 HMeeM: 

(8) D (n, m) ~-c D(IJ, A) (n, m) - t+ s (Mod. 3). 

Onpe,11;e.l\HM Tenepb Tpeyro.l\bHHKH, c nOMOJ!!blO KOHX Mhl 

BH,ll,OH3MeHHM 06.1\aCTh rnecni:yro.l\bHMKa, TaK 'lT06bI Bbl'lHC.l\eHHe 

D(B, A) (n, m) MOlKHO 6b1.l\o 6b1 npoH3BeCTH B03MOlKHO npmge. 

C aTott ge.l\b!O, ocTaHOBHBIIIHCb Ha Tpeyro.l\bHHKe OBA1, Bb16epeM 

BeprnHHY Bi Tpeyro.11.bHHKa OBi A1 B TOtIKe Bi, cooTBeTCTBYIO!!!di 

'IHCJ\Y 

HeTpyAHO noHHTh, 'lTO npH TaKOM onpe,11;e.11.eHHH Tpeyro.11.bHH

KOB BbJ'lHCJ\eHHe D(B, A) (n, m) CBO,lJ,HTCH K paa,11;e.l\eHH10 06.1\aCTH 

nepBoro K.11.acca pa36HeHHH B Ha Tpeyro.11.hHHKH nyTeM npoBe,lJ,eHHH 

npHMbIX, napa.11..11.e.11.bHblX OBi. OB4, Ai Bi, qepea TO'lKH ,11;e.l\eHHH 

J\HHHH OBi. OB4, Ai B2 Ha c-d paBHbIX qacTeii H qepea TO'lKH 

,11;e.l\eHHH .l\HHHH A 1 Bi, A 2 B2, A 2 Ba Ha d paBHbIX qacTett. TotIKH 

KalKAOro H3 TaKHX Tpeyro.l\bHHKOB HMeIOT OAHHaKOBbJM xapaKTep. 

06o3H8'lHM o6igee 'lHCJ\0 IlOJ\Y'lHBIIJHXCH npH TaKOM pa3,lJ,e.l\e

Hl1H Tpeyro.11.bHHKOB qepea N * ). 
OepeHyMepyeM Tpeyro.l\hHHKH B KaKOM-AH6o nopH,lJ,Ke 11 Haao

BeM 'lHCJ\O ge.11.bIX TO'leK B z-oM Tpeyro.l\bHHKe 'lepe3 O",. a HX: 

o6ignli xapaKTep qepe3 A,. 

(9) 

N 

D(B, A) (n, m) = ~ /..., 'J,. 

x=l 

Bo3bMeM BMecTo m KaKoe·J\H6o ,11;pyroe 'lHCJ\O m' =a -:- b'p. 

*) HeTpy;.ino y6e;.iHTbCH, '!TO N = 2 (c2 - cd + d 2). 



OpoHBBeJJ,eM BaMeHy ocHOBHoro rnecn1yroAbHHKa, cKa.m.eM 

A 1 'A2' A 3' A4' Ao' As', eMy OTBe'IaIOl!!eIO o6AaCTbIO S', BbIBo,1v1 ee 

cosepweHHo TaK.m.e HB o6AacTH rrteCTHyroAbHHKa A 1'A 2'A3'A/A5'A6', 

KaK 06.1\aCTb s 6b1Aa BbIBeJJ,eHa H3 o6AaCTH rnecT11yrO.l\bHiiKa 

A1 A2 A3 A4 A5 A5. HoBaH o6AaCTb s~ OTJ\HqaeTCH OT 06.11.acTlf s. 
T0.11.bKO se.l\Hq0Hoii H 110.11.0.m.eHHeM, coxpaHHH TY me caMyw q>opMy 

PaBo6beM 06.11.acTb S' Ha KJ\accb1 TaKHM .<Ke o6paBoM, KaKHM 6b1Aa 

pa36HTa 06.11.aCTb s. 06o3HaqHM nepBoe H BTOpoe pa36HeHHe qH

ce.11. 110 MOJJ.YAIO m' Ha K.11.accb1 6yKBaMH A' H B'. OycTb s' H t' 
060BHaqa10T q0c.11.a, aHaJ\OrH'IHble s H t B OTHOIIJeHHH m'. YiMeeM 

cpaBHeHHe. 

(10) D (n, m 1)=="D(B',A' (n, m'H-s'--t' (Mod 3). 

/l.11.H onpeJJ,e.11.emrn DiB' A') (n, m') ua,ll;AeiKHT paBJJ,e.11.HTb 06.11.acTb 

ge.11.b1X TO'leK nepBoro KAacca pa36HeHHH B' Ha Tpeyro.11.bHHKM 

TaKHM me o6pa30M, KaK 9TO 6b!.l\O CJJ,e.11.aHO 110 OTHOllICHHIO 

K 'IHCAY m. 
TaK KaK q>opMa 06.11.acTH ocTaeTCH B o6oHx CAy'IaHx OAHHaKo- · 

BOH H pa36HeHHe Ha Tpeyro.11.bHHKH npOH3BOAHTCH OAHHM H TCM ?Ke 

cnoco6oM, TO HCHO, 'ITO q11:c.11.o Tpeyro.11.bHHKOB 110.11.Y'IHTCH OJI.HO H 

TO iKe. CTepeHyMepyeM so BTopoM cAyqae TpeyroAbHHKH B TOM me 

nopHA~~e, qTo H B nepBOM, H 

aHaAOrHqHble cr, H )\· 

(11) 

6 I •I 

o OBHa'IHM qepeB .cr x H A x q11:cAa, 

'A' =A 
x x 

8To paBeHCTBO HaM 6yJJ,eT Hyarno AaAee. 

§ 6. 

DoAOiKHM Tenepb, qTo Mb! 110.m.eAaAH 6b1 cpaBHHTb Me.m.Ay co-

6oii BeJrnqHHbI D (n, m') H D (n, m). AM1 perneHHH aToro Bo-

11poca, OCTaBJ\}J}J llOKa B CTOpOHe ogeHKY pa3HOCTeH ~ = s' - s, 
;'.l' = t' - t HaP,AeiKHT 11pe.m.Ae BCero cpaBHHTb p,ege,ll;eHTbl 

D1B, .4.J (n, m), D(B', Ai) (n, m'). 
lho6b! . Aerqe cpaBHHTb aTH Be.l\H'IHHbl, H3MeHHM npem,11;e BCero 

pa36HeHHe A', 06AaCTb mecTHyroAbHHKa A1'A2'A3'A41A5 1A 61 aaMe

HHM 06.11.acTbto T (qepT. 5). 06.11.aCTb T noAyqaeTc.H H3 o6AaCTH 

A 1' A 2' A,,' A/ A 5' As' np0coep;0HeHHeM TpeyroAbHHKOB A 1' C1 A 2', 

A3'C:iA 4', A 5'C5 A 6 ' H y,11,a.11.eu0eMTpeyro.11.bHHKOB A 2'C2 A' 3, A 4'C4 A,,'. 
A6' CeA' 1 • 
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Bee aTH TpeyroAhHHKH paBHbI Mem.zi.y co6oli. Oapep,eAeHHe Tpe· 

yro.l\.bHHKOB 6yp,eT p,aHO p,a.l\.ee. ~e.l\.ble TO'IKH .l\.HHHH A1' cl> Az' C1. 
Aa' C3, C3 A' l• A5' c5' C5 A' G apH'IHC.l\.HeM K 06.1\.aCTH T. 06AaCTb 

T pa.a6:aaaeM Ha TPH qacTH AHHHHMH OAiAi', OA3 A3', OA5 A 5'. 

T peyroAhHHKH OA1 Ai', OA3 A3', OA5 A5' paBHbI Mem.zi.y co6oii 

H paBHbI TpeyrO.l\.bHHKaM, BlleP,eHHblM BbIJlle, ~e.l\.ble TO'IKH AHHHH 

OAi. AiA1 1 A'1C1, C1A2' OTHoc.s1TcH K 06Aacn1 OA1A1'C1A 2'C2A 3'A:30, 

LJ:epT. ~-

KOTopym apHMeM .aa o6AaCTb nepaoro KAacca. 3a o6AaCTb BTO· 

poro KAacca apHMeM o6AaCTb OA:; A 3 ' C3 A' 4 C1 A 5' A 50, oTHocH 

K Heil geAbie TO'IKH AHHHH OA3 , A 3 A'3 , A 3' C3, C3 A4'. 3a o6AaCTb 

TpeTbero KAacca apHMeM o6AaCTh OA5 A 5' C5 A6' C6 A 1' A 10, npn

'IHCMl.H K seii geAhre TO'IKH AHHHH OA5, A5A5 1, As 'C5, C'5 A'6· 
Onpe.zteAHM Tenepb ssep,eHHbie HaMH TpeyroAbHHKH TaK; 'IT06b1 

cpassesHe D(B, A) (n, m), D1B,, A•) (n, m') 6bIAO 6bt no B03Mom

HOCTH apocTo, OcTaHaBAHBaHcb Ha TpeyroAbHHKe OA1 A1', Bb16e

peM ero sepwHHY B TO'IKe Ai. COOTBeTCTBymigeii sepIImHe OCHOB

Horo rnecTHyro.l\.hHHKa .&A.sl 'IHCJ\.a m. BepIIIHHbI TpeyroAbHHKa 

OA1 A 1' oape.zteAHlOTC.ff 'IHCAaMH 

'lI6 

m (2 +r> 2a-b a+b 
---3--= 3-+-3 p' 

m' (2 + p) = 2a' - b' +a'+ b' 
3 3 3 



QppaHHqifMC.H, 1IT06b1 6bITb 6.1\HlKe K qepTelKy, npep;no.l\OlKe· 

1ni:eM, qTo IJH<:AO (m' - m) : m ::= u + vp yp;oBAeTBOpfleT ycAos1no 

o,~v~u. T.·e. lJTO .l\HHH}I A1A1' 06pa3yeT c OA1 Yf'OA, MeHb" 

WHH 3· 
06o3HalJHM qepe3 cr lJHCAO geAhIX ToqeK B Tpeyf'OAhHHKe OA 1 A 1', 

OTHOC}I K geAhIM TOlJKaM Tpeyf'O.l\bHHKa ge.l\hle TOlJKH Ha .l\HHH.HX 

OAi. Ai A1'· 
4epe3 '! o6o3HalJHM lJHC.1\0 geAbIX TOlJeK B Tpeyf'O.l\bHHKe 

A 1' C1 A2', npHIJHCAfl.H K geAbIM TOlJKaM Tpeyf'OAhHHKa geAhie TOlJKtt: 

Ha AHHH.HX A 1' C1, C1 A 2'. C aTHMH 'lHC.l\aMH MhI BCTpeTHMC.H p;aAee. 

BBep;eHHOe pa:a6HeHHe OTMeTHM 6yKBOH C. Ha qepTelKe 5 o6AaCTH 

nepsoro, BTOporo H TpeTbef'O K.l\aCCOB OTMe'!eHbl gmppaMH l, 2 

H 3. CTorpaHHlJHbie AHHHH OTMeIJeHhI gmppaMH I, II, III, coo6pa:aHo 

TOMy, K KaKOMY K.l\accy OTHOCflTCSI geAbie TOlJKH 9THX .l\HHHH. 

06AaCTh T MolKeT 6bJTh pa:a6HTa Ha pap; o6AacTeii: c op;Hoif 

cTopoHbI, o6AaCTh rnecTHyroAbHHKa A1 A2 A.1 A4 A 5 As, a c p;pyro0, 

o6AaCTH napaA.l\eAorpaMMOB A1 Ai' C1 A3, A 3 A 3 ' C3 A4, A 0 A;;' C6 A,;, 
A2 C2 A:/ AJ, Ai C1 Ao' A5, As CG A1 1 A1 H o6AaCTH poM6os A2 C1 A2 'C~. 
A.i C:i A'1' Ci. A 6 C:; A 6 ' C6 Kamp;a.11 H3 KOTOpblx MomeT 6bITh pa:a6HTa 

Ha p;sa paBHOCTOpOHHHX TpeyroAbHHKa. 

06o:aHalJHM 06.1\aCTH napaA.l\e.l\Of'{>aMMOB COOTBeTCTBeHHO "· :i'' 

~", '"C', "=', t.'' H o6AaCTH TpeyroAbHHKOB qepe3 W1, 002; 001 1
, W2 1; ill1 11 w2"· 

k!,eAbie TOlJKH norpaHHqHbIX .l\HHHH pacnpep;e.l\HM C.l\ep;yIOigHM 

o6pa:aoM. 

· kJ,eAbie TOlJKH .l\HHHH A 1 A 2 , A;; A4, A5 A 6 OTHeceM K rnecTH· 

yroAhHHKY A 1 Az A3 A4 A5 A5. Ue.l\hie TOlJKH AHHHH A1 A' i. A1' Ci 
OTHeceM K o6AacTH cr; geAbie TOqKH AHHHH A 3' A 3, A 3 A 2 oTHeceM 

K o6AacTH '; geAhre TO'lKH AHHHH A 2 A 2' Az C1 C1 A 2' OTHeceM 

K TpeyroAbHHKY m1, H geAbie ToqKH .l\HHHH C2 A2-K Tpeyf'oAb

HHKY m2 CoseprneHHO aHaAorHqHbJM o6pa3oM pacnpep,eAHM geAbie 

TOlJKH norpaHHqHbIX AHHHH MelKAY npO'lHMH o6AaCT.HMH, Ha KOTO

pb!e pacnap;aIOTC.H o6Aacni: 2-ro H 3-ro KAaccos pa:a611eHHfl C. 
CTpH onpep;eAeHHH D(B', A',J (m, n') HaM npHXOAHAOCh noKpb1-

saTh o6AaCTh nepsoro KAacca pa:a611eHH.H B' p.11,11;0M Tpeyf'OAhHH

KOB (§ 5). 
CoseprneHHO oIJeBHAHO, lJTO np11 :aaMeHe o6AaCTH rnecntyf'OAb

HHKa A 1 A 2 A 3 A 4 A 5 A6 o6AaCThIO T poAh TpeyroAbHHKOB OA1 A2, 
OA2 A 3, OA3 A4, OA4 A 5 , OA5 Ar;, OAG A1 6y,11;yT 11rpaTb qrn
f'YPhI OA1 A1' C1 A2 A 2'0, OA2 A'2 C2 A3' A:iO, OA, A:/ Ca A'1 AiO, 
OA4 A/ C4 A'5 A 50, OA5 As' C5As' A60, 0AoA6' C6A1' A10. 

3aMeTHM, lJTO HHorp;a, HMeHHO B TOM CAylJae, KOf'p;a COOTBeT· 

CTBy10iga.11 qrnrypa nonap;eT Ha I"paHHQ,Y 06.1\aCTH, MOllrnT OKa-

3aTbCH, lJTO geAbie TQqKH AHHHH A1 1 cl> Aa' C3, A:;' C5 He ,11;0.l\lKHbl 

6bITh npHHHMaeMhI B pacIJeT. B aTOM cAyIJae TOlJKH AHHHH A 1 A3, 
A., A4, A 5 A6 6yAeM OTHOCHTh He K Tpeyf'oAbHHKaM OA1 A2, OA:i A1. 
OA5 A 6 , a K napaA.l\eAof'paMMaM cr, cr', o". 
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.4M1 onpe,11.eAeHi:rn D(B,' A') (n, m') Ha,11.AemaAo pa36HTb o6AaCTb 

nepBoro KAacca pa36HeHHH B' Ha TpeyroAbHHKH noKa3aHHbIM 

B npe,11.bIAYJ!!eM naparpa<f>e cnoco6oM. OpH pa36HeHHH C poAb 

TpeyrOJ\bHHKOB 6y,11.yT HrpaTb yKa3aHHbie TOJ\bKO qTo o6AaCTH. 

l1MH CJ\eAyeT 3aMeHHTb KaiK,11.bJH H3 Tpeyro.1\bHHKOB, noKpbrnaro

IgHX o6AaCTb nepBoro KAacca pa36HeHHH B'. l-JHcAo aTHX o6Aa

CTeli '6y.n;eT TO me, qTo H qacAo Tpeyro.11.bHHKOB N. OpHCBOHM HM 

Te me HOMepa, qTo H TpeyroAbHHKaM, KOTOpbre OHH 3aMeHHJ\H. 

YHcAo geAbIX ToqeK x-oli o6AaCTH HaaoBeM qepe3 yY.. XapaKTep 

TOqeK 06.1\aCTH paBeH xapaKTepy ToqeK TpeyroAbHHKa, a HMeHHO )..,' x. 

)( - aH 06.1\aCTb COCTOHT H3 ABYX Tpeyro.1\bHHKOB H napaAAe.1\o

rpaMMa. l-JHCJ\O geAblX TOqeK napaAJ\e.1\0rpaMMa 0603HaqHM qepe3 <lx• 

qHCJ\O ge.11.b!X ToqeK Tpeyro.11.bHHKa, COOTBeTCTBy1orgero OAHOMY 

H3 Tpeyro.1\bHHKOB ill, T.J:epe3 ~Y. H qffCJ\0 ge.1\bIX TO'leK TpeyroAbHHKa, 

cooTBeTCTByiorgero 0,11.HoMy H3 Tpeyro.l\bHHKOB OA; A; +i, qe· 

pea Ix· 

3aMeTHM Tenepb, 'ITO aaMeHa paa6HeHHH A' pa36HeHHeM C 
Tpe6yeT H3MeHeHHJJ pa36Hemrn B'. B caMOM Ae.l\e, noKpbrnaH 

o6AaCTb nepBoro KJ\acca paa6HeHHH B' BMeCTO TpeyroAhHHKOB 

3aMemnorgHMH HX o6AaCTHMH, Mb! He noKpoeM Bceli 06.11.aCTH ge

.1\HKOM, H60 rpaHH!Jbl IlOKpbIBaIOigHX 06.1\aCTeH He COBna,11,yT c rpa· 

HMgaMH noKpbrnaeMoli. YTo6br nocKOJ\bKO B03MOmHo ,11.0CTHqb no

CAeJJ;Hero, 3aMeHHM pa36HeHHe B' HOBbIM D. 06AaCTb nepBoro 

KAacca pa36HeHHH D noAyqaeTCH H3 o6AaCTH nepBoro KAacca pa3-

6HeHHH B' 3aMeHoli npRMOAHHeHHbJX yqacTKOB rpaHH!J cooTBeT

CTBYIOigHMH AOMaHbIMH AHHHHMH (qepT. 6) 

.. . Og1g2 ... g2(<'-dl- 1 Bi',B'1h1 h2 ... h20 _ 1 Ai. 
A l ' ' I B' ... 1g1gz .. g2(c-d)-1 2> 

82' hi' h2' ... h'2c1 - i A2', A2' h"211 - 1 h"2a - 2 •.. hi" Bs' 
BI Ill /{/ fl/ BI 

• • • 3 g 2 (c - d) - 1 g 2 (c - d) - 2 • • • g 2d + 2 4 > 

B/ g~'(~:-a)-1 g~'(~-d,-2· · .g1( 1 ~1 0. 

TI u 0 BI A' I I ~e.l\ble ToqKH J\HHHH g1 g2 ... g2 (c - d) - I 1 , 1 gi g2 ..• 

g' 2 (c _a)_ 1 B2', B2 ' h1 . .. h2,z _ 1 Az OTHOCHM K o6AaCTH nepBoro 

KAacca Hosoro paa6HeHHH. 06AaCTH BToporo H TpeThero KAacca 

paa6HeHHH D noAyqaroTC.H H3 o6AaCTH nepBoro KAacca Bpaige-

2n 4n 
~HeM ua yro.11. -:f H '.f COOTBeTCTBeHHO BOKpyr TOqKH 0. 

3a AHHHIO Og1 gz . . g2 (c _ d) _ 1 Bi' npHMeM AHHHIO, orpaHH'lH

saroigyio KpaHHHe o6AaCTH, 3aMeHHBIIIHe TpeyrOAbHHKH, npHAe

raIOigHe K OB1'. 
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A A ' ' ' B ' 0 (•vJ (n·; B ' 6 
HHIHI I g1 .. . g 2rc--d) -1 2' g1 .. gz(c - ri)-1 4 Bbl H-

paeM KOHrpyaHTHbIMH AHHHH Og1 gz . . . g2 (c __ d) _ 1 Bi'· A11HHIO 

B ' Ill "' B I 6 u B I 
3 gz (c-d)-I'""g 2d+2 4 epeMKOHrpyaHTHOH I g2(r.-1l)-l"'' 

.. . g2r1+1' AHHHH B' 1 h1 hz.. . h 2a _ 1 A 1', B2' h1' h2' .•. h' 211 _ 1 A'2, 

' \ 

\ 

\ ' I 
- ·~· 
'l:) 

/ 
/ 

/ 

I 

/ 

B3' h1" .•. h" 2d _ 1 A 21 BbI6HpaeM KOHrpyaHTHbIMH .l\HHHH g2d g 2a _ 1 ... 

. . • g 1 0. He Tf>YAHO y6eAHThCR, qTo npH TaKOM Bb16ope rpaHHQ, 

06.1\aCTh, nocTpoeHHan yKaBaHHhIM cnoco6oM, ecTh AeifcTBHTe.l\bHO 

ocHOBHa51. Ee MomHo noAyqHTh H3 wecT0yro.l\hHHKa A 1A 2A 3A 4A 0A 6, 
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np116aBMUI .K HeMy H OTHHMaH OT Hero 06.11.acni:, KOHrpyaHTHble 

06.11.acn:1 Ogi g2 . .. g2 (c _ d) _ 1 Bi' hi . .. h 2d _ 1 Ai' 0 coseprneHHO 

TaK .::Ke, KaK OCHOBHaH 06.11.aCTb pa3foieHHH B' no.11.yqa.11.acb 113 

Toro .::Ke llleCTHyrO.l\bHHKa OTHHTHeM H np116as.11.eHHeMTpeyro.l\bHH

KOB, KOHrpyaHTHbIX OBi' Ai- 06o3Haq11M np11 aToM q11c.11.o ge.11.bIX 

ToqeK 06.11.acTH Ogi g2 ... g2 (c _ d) _ 1 Bi' hi .. . h 2d _ 1 A' i ,0 qepe3 S 
6 A I I ' BI h I 

11 qHc.11.0 ]!e.11.bJX ToqeK o Aacn:1 i gi .. . g 2 (c _ d)- l 2 i · · · 

... h'2d _ 1A2 1 Ai' qepe3 T. ~e.11.b1e TOqKH AHHHH Ogi .. ,g 2 (c _ d) _ 1B1' 
u TT uAI I I B' OTHOCHTCH K nepBOH. ~e.11.ble TOqKH .l\HHHH i gi ... g 2 (c -d) -1 2 ' 

B2' hi' . . . h' 2a _ 1 A 2' OTHOCHTCH KO BTopoli 06.11.acT11. Ha qepTeme 6, 
COOTBeTCTBYIOIJ!eM n = 7 -+ 3p, rpaHH]!bl 06.11.aCTH nepsoro K.l\acca 

pa361t:eH11a B' OTMeqeHbI cn.11.ornHoli TOHKOH .11.HHHeli, rpaHHJ!bI 

o6AaCTH nepsoro K.11.acca pa36HeHHH D T0.11.CTOM: .11.HHHeli. 

A11HHH cpe,11,Heii T0.11.IJ!HHbt o6o3HaqaroT rpaHHJ!bI oT,11,e.11.bHbIX 

06.11.acTeli, Ha KOTOpbie pacna,11,aeTCH paccMaTpHsaeMa» 06.11.acTb, 

eCl\H ee pa36HBaTb Ha qacTH c IlOMOIJ!blO 06.11.acTeH, no,11,06Hb!X 

06.11.aCTHM, 3aMeHHBlllHM Tpeyro.l\bHHKH B pa3foieHHH c. ~e.l\ble 
TOqKH Ka.::KAOH H3 TaKHX 06.11.acTeH HMelOT 0,11,HHaKOBbJH xapaKTep. 

Kamp,a» H3 06.11.acTeii, 3ano.11.H»TOIJ!HX 06.11.aCTb 

Ogl. - .g2 (c - d) --1 B1' hi ... h2d- l Ai' gi' ... g'2 (c - d)-1 B2' hi' ... 
h' A I h" B I ,,, B I (IV) 0 

• · • 2d - 1 2 2d - 1 · · · 3 g 2 (c - d) - 1 • · • i g2 (c - d) - 1 • • · ' 

paa6HTa Ha qacTHbJe 06.11.aCTH J\HHHHMH nyHKTHpHblMH H OTMe'l:eHa 

oco6bIM HOMepoM. 

0TMeTHM Tenepb sa;1rnoe o6cTOHTe.l\bCTBO, qTO nocTpoeHHaH 

HaMH rpaHH]!a f: 

Og1 · · .g2 (c-d) -1 Bi' hi·· .h2a-1A1' g1' · · • g'2 (c- dJ-1 82' h,'. · · 

h, A ' h" h "B 1 '" B 1 (n·) 0 
• • • 2d - 1 2 2d - 1 • • • i 3 g 2 (c - d) - i 4 g2 (c - d) - 1 • • • , 

He cosna,11,aeT, soo6IJ!e rosop», c .11.HHHeli, orpaHHqHsaro!J!eH 06.11.acTH, 

Ha KOTopb1e paa6HTa 06.11.aCTb nepsoro K.11.acca pa36HeHHH D. 
Ha30BeM c:ny noc.11.ep,Hro!O .l\HHHro f': 

Og1···i2(c-d)-l Bi' hi···~a-l Ai'ii1 ···i2(c-d)-JB2'hi'··· 
h-, A I -h" h-" B I -,,, 

· · • 2d - 1 2 2d. - 1 · • · 1 3 g 2 (c - d) - ) • 

- "' B ,-(rv) Q 
· · · gi 4 g2 (c - d) -- 1 • · • · 

BHHMaTe.l\bHOe pacCMOTpeHHe o6eHX .l\HHHH r Hf' noKa3bIBaeT, 

qTo BeplllHHbl c qeTHbIMH 3HaqKaMH cosna,11,a10T. BeplllHHbI .::Ke 

c HeqeTHbIMH yKa3aTe.l\HMH MoryT H He cosna,11,aTb. Ec.11.H p,se sep

lllHHbI c 0,11,HHaKOBblMH HeqeTHblMH yKa3aTe.l\HM~ He cosna,11,aroT, 

cKameM, ,11,.11.» npHMepa g' 28 + 1 He cosna,11,aeT c g' 28 + 1, TO Mem,11,y 

o6eHMH .11.HHHHMH 6y,11,eT BaK.11.roqaTbCH __ qrnrypa napa.11..11.e.11.orpaMMa

T11qecKoiI cpopMbl g' 2• g' 28 + 1 g' 28 + 2 g' 35 + 1, npH qeM OP.Ha napa 
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cTopoH HenpeMeHeo paBHa no BeAH'IHHe oTpe.sKy g1 g2• B CKa.saH· 
HOM HeTpyp,eo y6eP,HTbCR, paccMaTpHBaH xapaKTep rpaHH'IHblX AH
HHH oceoBHOH o6AacTH pa.s6eeHHR C H ee qacTeii. 06AaCTH, 
.saKAIO'leHHble MemAy f H f', Ha qepTeme 6 .saillTpHXOBaHbl. Q6o-
3Ha'IHM 'IHCAO TaKHX napaAAeAorpaMMaTH'leCKHX o6AaCTeH, Ae1Ka-
1£HX BHYTPH o6AaCTH, orpaHH'leHHOH r, qepe.s i H Aema1£HX BHe 
ee-qepe.s j *). 4HCAO geAblX TO'leK H xapaKTep IIpHHaAAema1£HX 
/.-OH o6AaCTH nepBOH KaTeropHH 060.sHa'IHM qepe.s '°x H 11x' 'IHCAO 

geAblX TO'leK, npHHap,.11.ema1£HX x-oH 06.11.aCTH BTOpOH KaTeropHH-· 
qepe.s "'lx H vx. yeAb!e TO'IKH norpam:l'IHblX .11.HHHH napaAAeAO

rpaMMa 6yp,eM npH'IHC.11.HTb K napaAAe.11.orpaMMaTH'leCKOH o6AaCTH 
no npaBH.11.y: ecAH ge.11.bie TO'IKH Ha cTopoeax napa.11..11.e.11.orpaMMa, 
npHHap,Aema1£HX f, OTHOCHTCH K OCHOBHOH 06.11.aCTH, TO K IIapa.11.· 
.11.e.11.orpaMMY npH'IHCAHM ge.11.b1e TO'IKH ea CTOpoHax, npirnap,AelKa-
1£HX f'; eC.11.H me geAble TO'IKH Ha CTOpOHaX, IIpHHaP,AeX<a1£HX f, 
He npH'IHC.11.HIOTCH K OCHOBHOH 06.11.acTH, TO OTHeCeM HX K napa.11.
AeAorpaMMY· CKa.saHHOe no.sBo.11.11eT eanecaTb cpaeHeHHe: 

N i .i 

(12) D(D,C) (n, m') =='.Li Ax' 'f, + .Li P·, ex - .Li \. "'lx (Mod. 3). 

'lt=l 11.=l 11.=l 

B CHAY TeopeMbJ 1 HMeeM 

D (n, m') = D(D,Cl (n, m') + S -·- 7 - a+' (Mod. 3). 

ConocTaBAHR_ aTo cpaaHeHHe co cpaeHemteM (8), no.11.y4aeM 

(13) D (n, m')- D (n, m) =D(D,CJ (n, m') + !:. - !i' (Mod. 3), 

rp,e P,.11.H KpaTKOCTH no.11.omeHO 

.i=S-s--o, !:.' = T- t--r. 

CpaBHeHHe me (12) eannllleM IIOApo6eee · TaK: 

N N Iv 

(14) D(DC· (n, 
'J 

~ 

m') ~.Li J...'x lx +.Li!...', a,+ .Li J...'x ~x + 
·1.=l 11.=l x=l 

+ ""1u.e- {i,1.,, . .LJ I X X .LJ X "Ix 

x=l 11.=l 

§ 7. 

11.sy'IHM Teneph 60.11.ee BHHMaTe.11.bHO cyMMbl, BXOP,Hf!!,He B npa· 
ey10 qacTb. cpaeeeHHR (14), npep,noAomee, 'ITO: 

m' = m+3/, (1-p) n. 

*) i < 4c - 2d; i < 4c - 2d. 
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Ilpe,11,eapHTe.ll.bHO OTMeTHM ,11,Ba BCDOMoraTe.11.bHblX npe,11,.11.omeami:. 

A.11.H KpaTKOCTH BeKTop, coe,11,HHHIOJ!!HM aaqa.11.0 c ge.11.oH: ToqKoli, 

6y,11,eM aa3bIBaTb ge.11.bIM BeKTopoM' EcAH ge.11.oe 'IHC.11.0, H306pa-

1KaeMoe ge.11.oA TOqKOH, ,11,e.11.HTCH Ha ge.11.oe qHC.11.0 e + fp, TO 6yp;eM 

roeopHTb, qTo BeKTop ,11,e.11.HTCH Ha e + fp. AHa.11.orHqHo BCHKHH 

0Tpe30K, paBHblH H napa.11..11.e.l\bHblH ge.11.oMy BeKTopy, 6y,11,eM Ha3bl

BaTb ge.11.blM 0Tpe3KOM, H K0.11.b CKopo BeKTOp ,11,e.ll.HTCH Ha ge.11.oe 

qffC.11.0 e+ fp, 6y,11,eM roBOpHTb, 'ITO 0Tpe30K ,11,e.11.HTCH Ha aTo 'lHC.1\0. 

AeMMa 1. Ec.11.H 0,11,Ha H3 cTopoH napa.11..11.e.11.orpaMMa ABC D 
eCTb ge.11.blH 0Tpe30K, ,11,e.l\Hf!!HHCH Ha TpH, TO qffCAO ge.11.bIX ToqeK S, 

npHHaJJ;J\e.lKaigHX napa.11..1\e.11.orpaMMy, AeAHTCH Ha TpH, ec.11.H ge.11.b1e 

TO'IKH AD npHqHc.11.HTb, a ye.11.b1e TO'IKH B C He npHqHc.11.HTb 

K napa.11..11.e.l\orpaMMY· 

AeMMa 2. 4HcAo geAbIX ToqeK, npHea,11,.11.e.lKaJ!!HX TpeyroAbHHKY 

c geAblMH CTOpOHaMH, BepWHHbl KOToporo He cyTb geAbie TO'IKH, 

p;e.11.HTCH Ha TpH, ec.11.H cTopoHhI ,11;e.11.HTCH Ha TpH. Ye.11.b1e · TO'IKH 

CTOpOH no .lKeAaHHIO MO.lKHO npH<JHCAHTb, a M02KHO H He npRtIH

C.11.HTb K TpeyroAbHHKY· 

BepHeMCH 1enepb K cpaBHeHHIO (20). 3aMeTHM npemp;e Bcero, 

qTo, npe,11;no.11.araH ge.11.oe tJHc.11.0 A. y,11;oe.11.eTBOpH10igHM cooTHo-

weHHHM 

A.. ~~l_-:=-P) = u-t-vp, O<v<;;u, 
m - --

6y,11;eM HaXO,ll.HTbCH B yc.11.0BHHX c.11.ytiaH, pa306paHHoro B npe,ll;bJ

AYJ!!eM naparpacJ>e. 06.11.acTb nepBoro K.11.acca pa36HeHHH D no

Kpb1Ta 06.11.aCTHMH, no.11.ytialOigHMHCH H3 COOTBeTCTBYIOI!!HX 06.11.acTeH 

pa36HeHHH c nyTeM reoMeTpH'WCKoro npeo6pa30BaHHH, COOTBeT

CTBYIOl!!ero ,11,e.11.eHmo Ha 'lHC.11.0 n, To-ecTb nyTeM spaf!!eHHH 

HOKpyr TQqKH 0 H nyTeM roMOTeJH'leCKoro npeo6pa30BaHHH. 

4T06bl HMeTb B03M02KHOCTb cyp;HTb 0 npeo6pa:aoBaHHOH 06.11.acn1, 

onpep;eAHM KOOp,ll;HHaTbl BepWHH TpeyrOAbHHKa, no.11.yqaeMoro H3 

TpeyroAbHHKa 0 A 1 Ai' nyTeM TaKoro npeo6pa:aosaHHH. 

8TH BepWHHbl COOTBeTC1"BYIOT 'IHCJ\aM 

0 m (2 + p) -~~-±_fl+ 3i 
' 3n ' 3n " 

CTopoua A A 1' cooTBeTcTByeT 3 A. TaKHM o6pa:aoM see napa.11..11.e· 

.11.orpaMMbl, BXO,ll;Hf!!He B COCTaB npeo6pa30BaHHOH 06.11.acTH, HMelOT 

op;Hy H3 cTopoH ge.11.oii. 0 poM6ax HAH .11.yqwe o TpeyroAbHHKax, 

Ha KOTOpbie OHH paa,11,e.11.eHbl, BXOAHJ!!HX B COCTaB npeo6pa3oBaHHOH 

06.1\aCTH T, MomHo CKa:aaTb, 'ITO OHH HMelOT ge.11.b1e CTopoHbl. 

0TMeTHM eige, 'ITO BepwHHbl TpeyroAbHHKOB, Ha KOTOpbie pa:a6H

saeTCH poM6, He cyTb ge.11.b1e TO'IKH. OpHHHMaH BO BHHMaHHC 

CKa3aHHOe paHee 0 pacnpe,11,e.11.eHHH geAblX TO'leK, npHX0,11,Hf!!HXC~ 

Ha rpaHHgax OT,11,eAbHblX 06.11.acTeH, MO.lKHO HaIIHCaTb: 

o:x ==''=o 0 (Mod. 3) ~x '~-= 0 (Mod. 3). 
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TaKHM .lKe o6paaoM aaKAK>'IHM, 'ITO 

ex :o..:.= (Mod. 3), "'l, ·== 0 (Mod. 3), 

npHHJIB s coo6pa.lKeHHe pacnpeAe.11.eHHe ge.11.bIX TO'leK Ha rpamt:gax 
napa.11..11.e.11.orpaMMOB H TO o6CTOHTeAbCTBO, 'ITO 0.ztHa H3 CTOpOH 
pasHa 3 'A. 

CKaaaeeoe noaso.11.HeT npe.ztcTaBHTb cpasneHHe (20) B BHAe: 

• Iv 

D(D,C)(n, m')-~ .SA: r.(Mod. 3). 

7.=l 

Paa6epeM cyMMy, ocTasmy10c.11 s npasoii 'laCTH cpasueuH.11. 
06paTHMCJI K qepTe.lKy 6 H npoH3Be.zteM TaKYIO onepagHJO. y )\a.II.HM 
H3 x-oif 06.11.acTH napa.11..11.e.11.orpaMM ex" H TpeyroAbHHK ~" (napa.11..11.e.11.o

rpaMMbI H Tpeyro.11.bHHK o6o3Ha'leHbl TeMH .lKe 6yKBaMH, 'ITO H 
q0c.11.o ge.11.blx ToqeK, HM npHHaA.11.e.lKaJ!!HX). OcTasmHeCH Tpeyro.11.b
HHKH j x CABHHeM, nepeHOCJI Kam.ztbIH H3 HHX Ha ge.11.blH BeKTOp TaK, 

qT06b1 OHH aano.11.HHAH 06.11.aCTb 0 8 1 A1 8 2 A2 83 8 4 0 (qepT. 7). 

8 

LfepT. 7. 

OTa 06.11.aCTb, KaK He Tpy.ztno DOHHTh, eCTb 06.11.acTb nepsoro 
K.11.acca paa6HeHHJI B no Mo.zty.11.10 m. 06.11.aCTh paafo1Ta Ha Tpe
yro.11.bHHKH .11.HHHHMH, napa.11..11.e.11.bHbIMH .11.HHH.SIM 0 8 1, 0 B2, 0 B.i. 
npose.zteHHbIMH qepea TO'IKH ae.11.eHHH AHHHH 0 Bi. 0 B,, A 1 B2, 

1rn c - d paBHbIX qacTeH H qepea TO'IKH ae.11.emrn .11.HHHH A 1 B1i 
A 2 8 2 , A 2 8 3 Ha d pasublx qacTeif H AHHHH B3 B,. ua c - 2d 
paBHbIX qacTeH (xapaKTep ge.11.bIX TO'leK x-oro Tpeyro.11.bHHKa 
paseu A'). Ha qepTeme 7 Kam.ztbIH H3 Tpeyro.11.bHHKOB r OTMe'leH 

TeM xte HOMepOM, 'ITO H Ha qepTeme 6. 
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3aMe<IaH, <I1 o 

r,J.e cr" H \ HMe!O'I yKa3aHHbie BbIIIIe (§ 5) 3Ha'lemrn, MOlKHO Ha

rIHCaTb: 
fv 

D(li, A)-=---==~ 1-1" Ix (Mod. 3). 

-,-= 1 • 

0oc.11.e.,11;Hee .,11;aeT 

15) D(D, C)(n, m')=D(B, A)(n, m). 

§ 8. 
Oepeli.,11;eM K 011eHKe BeAH<IHH, o6o:atta<IeHHbJX uaMH 'lepe:a: 

!>.HA'. 
PaccMOTpHM cHa'la.i\a 06.11.aCTb Ogig2 ... g2 (c-d)-I Bi' hi.··· 

· · .h2 ,z_ 1 Ai' 0 (<IepT. 8). 

0 

4epT. 8. 

8Ty o6AaCTb MOIKHO pa.36HTb Ha qacn1.. 0TMeTHM Ha qepTelKe 

Tpeyro.11.bHHK 0 Ai Ai' H Tpeyro.11.bHHK 0 Ai B 1 (§§ 5, 6). Oepe

.MeCTHM TpeyroAbHHK Ai 0 Bi rrapa.11..11.e.11.bHblM rrepeHecem1eM B rroAo

meHHe CC' B/. To<IKY Ai coe.,11;HHHM c C, TO<IKY C coe.,11;HHHM 

c TO<IKOH Ai' H, HaKoHeIJ, TO'IKY C' coeAHHHM c 0. OpHHHMaH 

u pacqeT 'IHC.11.a, H:ao6paiKaeMbie TO'IKaMH Bi H Bi': 
c-d m(2+p) 1 c-d m(2+r) 

n · __ 3 ___ 1 3 (c - d)J,, n · --3-· --- ' 

.11.erKo BHJJ;eTb, <ITO 0 C' ecTb ge.11.bIH BeKTop. l.JHc.11.0 IJe.11.bIX To<IeK 

TpeyroAbHHKa Bi' CC' paBHO 'IHCAY IJeAbIX TO<IeK Tpeyro.11.bHHKa 

0 B1 Ai. BeKTop 0 C' paBeH 3 A (c -d), BeKTop g 1 g2 paBeH 3 A. 
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.l\.HHIUI 0 c napa.11..11.e.11.bHa gi g2. 06oaHa'IHM 'IHC.11.0 ge.11.bJX TO'leK 

06.11.acTH Og1 ••• • g 2 (c _a)- J B1' C' 0 11epea (I), OTHOCH K Hee H 

ge.11.b1e TO'IKH 0 g1 • ••• B1'. BeKTOp A 1' h2 d _ 1 o6paayeT c BeKTO· 

7t B'C poM 0 g1 yro.11., pa~HhJH 3' H IlOTOMY napa.11..11.e.11.eH i . l.JHC.11.0 

geAbIX TO'leK 06.11.acTH B 1' C Ai' h2 d _ 1 •••• h1 Bi' o6oaHa'IHM 

11epe3 (I)', npH'IHC.11.HH K Heil ge.11.h1e TO'IKH Ha .11.HHHH A' 1, C. Y0c.11.o 

ge.11.hIX TO'leK napa.11..11.e.11.orpaMMa 0 A 1 CC' o6oaHa.'IHM 11epea 7t, 
npH'IHC.11.HH ge.11.hie TO'IKH 0 Ai H Ai C K napa.11..11.e.11.orpaMMY· 

Y11:c.11.o ge.11.b1x TO'leK Tpeyro.11.bHHKa Ai' A 1 C 06oaaa11HM 11epea 7t 1
• 

m (2 + p) m (2 + p) 
CpaBHHBaH 110c.11.a -- --- - 3 __ - + 2 A n, -- 3- -+ 3 (c - d) 'A, 

_'!'- <23+ p) , cooTBeTCTBJIOl!!He BepurnHaM A 1' C1 Ai, BHJJ.HM, 11To 

CTopOHbl Tpeyro.11.bHHKa A 1' A 1 C ge.11.b1e H .zi;eJ\llTCH Ha TpH. 

Bse.zi;eHHhie B paccMoTpeHHe 06.1\aCTH cpaay me noaso.11.ll10T 

ttanHCaTb paBeHCTBO 

(16) Ll=S-cr-s=-7t+7t' +(1)-(1)'. 

c IlOMOl!!blO npe.zi;.11.otKeHHH, ycTaHOB.l\eHHblX paeee, HMeeM 

7t ,~ 7t' °'"' 0 (Mod. 3) . 

.l\.erKO y6e,IJ,HTbCH, 'ITO 

(l)=(I)' =0 (Mod. 3). 

B caMoM ,11,eAe, paa6HBaH 06.11.acTb 0 g1 g2 •. • g 2 (c _ d)-- 1 Bi' C' 0 
11 o6AaCTb B 1' C A 1' h2 rZ_1 ••• h1 B1' Ha napaAAC.l\orpaMMbI, KaK 

IlOKa3aHO Ha qepT. 8, H npHHHB B pacqeT, qTo KalK,ll;blH H3 3THX 

napa.11..11.e.l\orpaMMOB HMeeT o.zi;ey H3 CTOpOH, .zi;eAlll!!,JIOCll Ha TpH, 

np0.zi;eM, B CHAY .11.eMM1>1 I, K BbJII1eynoMHHYTOMY peay.11.bTaTy. 

TaKHM o6paaoM HMeeM OKOH'laTe.l\bHO cpaBHeHHe 

(17) ~ -- 0 (Mod. 3). 

3aMeTHM Tenepb, 'ITO paBeHCTBO (16), BbIBe.zi;eHO B npe.zi;no

.11.0lKeHHH, 'ITO OT,IJ,e.11.bHble 'laCTH, Ha KOTOpble paa6HTa 06.1\aCTb 

0 g1 ... g2 (c __ <Z)- l B1' h1. . h2 r1_ 1 Ai' 0, HMelOT pacno.l\OlKeHHe, 

yKa3aHHoe Ha 11epT. 8. He TPYJJ.HO, OJJ.HaKo, BHAeTb, 'ITO OHO 

cnpaBe,11;.l\HBO H npH HHOM B3aHMHOM pacnO.l\OlKeHHH 06.1\aCTeH, 

CTOHT T0.11.bKO yc.l\OBHTbCH C'IHTaTb 'IHCJ\0 ge.l\blX ToqeK, npHHa.zi;

AeJKaigHX OTJJ.e.l\bHblM 06.1\aCTHM (Ha3BaHHblM Bblllle), IlO.l\OlKHTeJ\b

HblM _B CJ\y11ae, KOrJJ;a npH o6xo.zi;e KOHTypa 06.1\aCTH B HanpaB.11.e

HHH, yKa3bIBaeMOM IlOC.l\e.llOBaTe.l\bHOCTblO 6y1rn, KOHMH OTMe'leHa 

06.11.aCTb, o6AaCTb OCTaeTCH C.l\eBa, H OTpHgaTe.11.bHOM-B npOT11BHOM 

cJ\y11ae •. 

TaKHM me o6paaoM y6emp;aeMcH, qTo 

(18) b,.'-'-' 0 (Mod. 3). 

I) fKypHaA. 



CpauHeHHH (13), (15), (17), (18) npHBOJJ;HT OKOHtiaTeAbHO K pe-

(19) D(n, m+31.(1-p)n)=D(n,m)(Mod.3). 

TeopeMa 10. EcAH tIHCAa n H m uaaHMHo-npocTbie, TO ii;ege

ii;eHT D (n, m) He Mem1eTcH OT npH6auAeHHH KO BTopoMy tIHCAY 

KpaTHoro nepuoro tIHCAa, YMHOlKeHHoro Ha 3 (1 - p). 

DpH BbIBOJJ;e cpaBHeHHH (19) npeii;noAaraAOCb, tITO tIHCAO 

31, (1-p) n 
=u+vr m 

CBH3aHO ycAOBHeM 

(20) O<v$u. 
Mots.Ho noKa3aTb, tITO aTo ycAoBHe He cyigecTBeHHo. 

0o.l\OlKHM, lITO lIHCJ\O 

3),(1-p)n -------- = u + v Q 
m ' 

yii;ouAeTBOpHeT ycAOBHIO 

(21) 

00.1\0lKHB JJ;.l\H KpaTKOCTH 

m' = m + 31. (1 - p) n, 

BBeii;eM lIHC.1\0 

m" = m' + 3m' ~ (2 + p) (s - tp2) (1 - p) n;-;; · n = N (n)\h)' 

r ii;e s H t - IlO.l\OlKHTe.l\bHbie ge.l\ble l{HCJl.a, H Il0.l\02K.HM 

I."= m' n (2 + p) (s - t p2) 

3J.." (1- p) n 
4HcAo --- -:,;;- -- = 9 N (n} (s - t p2} yii;oB.l\eTBOpHeT ycAo·· 

BHIO (20), H IlOTOMY HMeeT MeCTO cpaBHeHHe 

(22) D (n, m') == D (n, m") (Mod. 3). 

HanHmeM Tenepb llliC.l\O m" B B11ii;e 

m'' = m + 3 (A+/,") (1 - p) n. 

He TPYAHO y6eii;HTbCH, l!TO npH Haii;AeJKaigeM Bb16ope l H ~ 

411c11.o 3 (1. +I.") (l - p)_~ = u' +v' p yii;oBAeTBOpHeT ycAOBHIO (20) 
m 

H IlOTOMY HMeeT MCCTO cpaBHeH11e: 

(23) D (n, m") - D (n, m) (Mod. 3). 

CoaocTaBAeH11e cpaBHeHHH (22), (23) npHBOJJ;HT K 3aKA!OtieHmo 

D (n, m) = D (n, m') (Mod. 3) 



0osTOp5151 IlOC.l\eAOBaTe.l\bHO IlOA06Hbie paccyJKAeHHJI, y6e,11;HMCH 

B cnpase,!l.l\HBOCTH TeopeMbl 10 H AMI OCTa.l\bHbIX cAytJaes. 

Hap HAY c orpaHtttJeHHeM (20), nprr BbIBOAe TeopeMbI npe Ano

J1.araAOCb, 'ITO tJHCAO n = c + d p y,a;osAeTBOpHeT ycAOBHJO 

0 ~ '2d <c 
HeTpyAHO y6eAliTbCJI, 'ITO H aTo ycAosrre MOlKeT ObITb CHHTO. 

3aMeTHM, 'ITO H3 ,a;seHa,a;gaTH tJHCeA, COI03HblX c ,a;aHHblMH H.l\H 

COI03Hb!X c tIHC.l\OM, conpHlKeHHbIM c ,a;aHHbIM, scer,a;a B03MOlKHO 

Bb16paTb 'IHCAO, y,a;oB.l\eTBOp.HIOigee IlOCTaBAeHHOMY Tpe6osaHH!Q. 

CToAoxrnM cHatJaAa, 'ITO o,a;Ho H3 tJrrceA, COI03HbIX c n, tJHCAO 

n' = c' -f--d'p, y,a;os.l\eTBOpHeT ycAOBHIO 

0:::::: 2d' ' c 

DycTb n' CBH3aHo c n paseHCTBOM 

n' = n (1 --1 · p( 
MolKHO HanncaTb: 

(24) D ( n', m' -i-3/, (1 - p) n') -"-D (n', m') (Mod. 3), 

rAe 

Aesa.H rr npasaH qacnr cpasHeHHJI (24) AerKo npeo6pa3yIOTCH 

D ( n', m' ___;_ 3/, (1- p) n')--:- D ( n', m + 3/, (1 - p) n )(Mod.3). 

D (n' m _L __ 3/, (1 - o) n) = D ( n m ___! __ 3i, (1 - o) n) 
J I I \ J I I 

, N(m' _L_ 3/, (1 - s) n')-1 
-;-- h ---- --· ---- 3---- -- - -- (Mod. 3). 

N(m)-1 
D(n', m')=D(n' m) D(n, mH-h 3 (Mod.3). 

DprrH.HB so BHHMaHrre cpasHeHHe 

N{'!1__::i~3}:_(!~-=£)l-1 = N (m) -1 
3 3 (Mod. 3), 

rtOAYtIHM H3 cpasHeHHJI (24) cpasHeHl!_e (19). 
00.1\0~HM Tenepb, 'ITO tJHC.1\0 n', COI03HOe C COilpHlKeHHbIM 

tIHCAOM n, yAOBAeTsop.HeT nocTaB.l\eHHOMY ycAOBHl{). 

B 3TOM cAytJae, corAacHo TO.l\bKO 'ITO ,a;oKa3aHHOMy, HMeeM: 

D c~. m + 3f (1 + p) (1 - p) ~}-,--- D (n, ~) (Mod. 3), 

r,a;e tJHCAa i, H m o6o3Ha'lalOT tJHCAa, conpHlKeHHbie c i, rr m. 
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c IlOMOlQbIO TeopeMbl 5 Bb!B0,11.HM OTCIOP,a cpaBHeHHe 

D ( n, m + 3/, (1 - (') n) =--= D (n, "!) (Mod. 3). 

TaKHM o6pa3oM, TeopeMa 10 cnpaBeP.AHBa npH A1060M qJicJ\e n, 
B3aHMHo-npocTOM c m H 'A KaKoM yrotr.HO :geAoM. 

III. 

3aKOB BSaHMHOCTB Ky6u111ecKHX BbI"leTOB. 

§ 9. 

Pe3yAbTaTbI, noAyqeHHbie B npeP,bIP.YlQHX §§, AerKo Il03BOM110T 

ycTaHOBHTb 3aKOH B3aHMHOCTH KY6HqecKHX BbJqeTOB. 

TeopeMa 11. EcAH qucAo rJ. + ~p TaKoBo, qTO ~:cc=: 0 (Mod. 3} 
H rJ., ~ cyTb qHCJ\a B3aHMHo-npoCTbJe, TO 

D (ex+ ~p 2, rJ. + ~p) :--0 (Mod. 3). *) 

B caMOM ,11.eAe, noAaraH ~ = 3W, HMeeM 

(25) D(rJ.+~p2 , (J.+~P)~D(r(p-1)3W, o:+3~'r)(Mod. 3). 

3aMeTHM, qTo 

p (p - 1) 3 = (1 - p)3. 

DoAyqHM H3 cpaBHemrn (25) HOBoe cpaBHeHHe 

(26) D (rJ.-+ ~p2 , (}. + ~p) o=-= D (W, ex' - 3W (1 - p)) (Mod. 3), 

(27) 

'(28) 

ex'= ex+~-
B CHAY TeopeMbJ 9 H 10, noAyqHM p,aAee: 

D ( W. rJ.' - 3W (1- r))-- D (P', ex') o== o (Mod. 3). 

D (rJ. -+- ~p 2, a+ ~p) =-~:cc: 0 (Mod. 3). 

D (?. -:- ~p, o. -I- ~p 2)'= 0 (Mod. 3), 

TeopeMa 12. EcMI qHCJ\a (}. + ~p. I+ op cyTb qHcJ\a B3aHMHO 

npOCTbie, He HMewigtte ,D;eJ\HTeJ\HMH 0,ll;HO'IJ\eHHbJX qHCeJ\, H npH< 

TOM ~ --- 0 :=: 0 (Mod. 3), TO cnpaBe,ll;J\HBO cpaBHeHHe 

D (ex -I- ~p, i +op) co== D (r --+-op, (J.+~p). (Mod. 3). **) 

*) lfacJ\o a + pp He ,!le!\HTCH Ha 1 - p, 
**) 4Hc!\a a + pp H "'( -l-- ~p He ,!leJ\HTCH Ha 1 - ~. 
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HanmneM cpasHemi:e 

D ((a+ pp) (1 + op2), (a+ pp2) (·r +pp))~::__: D (a+ pp, a+ pp2) + 
_J_ D (v _J_ 002 a+ r~p2) J__ D (a --i- Bo 'I .Loo)-+-

I l : 1 ' t"' I I ~ I ' I I 1 I 

-~-D (1 + op2, i +op). (Mod. 3). 

OpHHHB s pac'leT TeopeMy 11, noAy'lHM H3 Hero: 

D (1 + op2, a+ pp2) + D (a+ pp, i +or,) o=~ 0 (Mod. 3) 
H.l\H 

(29) D (1 +op, a+ pp)= D (a -1 pp, i +op) (Mod. 3), 

TeopeMa 13. EcAH p ecTb OJJ;HO'lAeHHOe seigecTseHHoe 'IHCAO, 

s3aHMHo-npocTOe c 'IHCAOM m ==a+ pp H npH TOM p = 0 (Mod. 3), 
TO HMeeT MeCTO cpaBHeHHe: 

D (p, m)~ D (m, p) (Mod. 3). *) 

06o3Ha'IHM qepe3 q o6igero HaH60Ablllero .zi;eAHTeAH 'lHCeA 

a H p 
a=qa', p=qp', m=qm'. 

4HC.l\0 w ,IJ.e.l\HTCH Ha TpH, H6o 'l He MOlfteT ,IJ.eJ\HTbCff Ha TpH. 

OpelK,IJ.e scero OTMen1M, 'ITO 

(30) D (p, m) = D (p. q) + D (p, m') (Mod. 3). 

(31) D (p, q) = D (q. p) (Mod. 3) 

HanmueM Tenepb cpasHeHHe 

(32) D (p, m') =~'=' D (P + 31. (1 - p) m', m') (Mod. 3). 

4HCJ\O I, BbI6epeM TaK, 'lT06bI 'IHC.1\0 p + 3), (1 - p) m' He 

,IJ.eAHJ\OCb 6b1 Ha O,IJ.HO'l.l\eHHOe 'IHC.l\o. TaKoii Bb16op scer,1J.a soa

MOJKHO c.zi;eAaTb, noAOIKHB xoTH 6b1 I,= (2 + p) I H B3HB I TaKHM, 

'lT06bI 'IHC.l\a p + 9 /a' H q l P' OKa3aJ\HCb B3aHMHO-npOCTb!MH. 

OocAe,IJ.Hee MOJKHO ,IJ.OCTH'lb, noAaras l pasHbIM npoH3BeJJ;eHHIO 

npoCTblX 'lHCeA, BXO,lVIIgHX B COCTaB p' H He ,IJ.e.l\.HigHX P· 
B CHAY TeopeMbI 13 HMeeM 

(33) D (p-L 31, (1 - p) m', m')= D ( m',p + 31.(1- p) m')(Mod. 3). 

H ,1J.aAee 

(34) D(m', p-t-31. (1-p)m') D(m',p)(Mod.3). 

ConocTaBMl.H cpasHeHH.H (30), (31), (32), (33), (34), noAy'lHM 

OKOH'laTeJ\bHO 

(35) D (p, m) D (m, p) (Mod. 3). 

"') 4HCAO p He ,i;eAHTCH Ha TpH. 4HCA0 m Ke l\CAHTCH Ha 1 ·- ;J. 



TeopeMa 14. EcAH '-IHCAa m =a.+ pp, n = 'Y +op cyTb q11cAa 

B3aHMHo-npocTbie H ~ ~ 'Y ~ 0 (Mod. 3), To cnpase.nAHBO cpaBHem1e 

(36) D (a.+ pp, 1 +op)~ D (1 +op, a.+ pp) (Mod. 3). *) 

Ha3oBeM qepe3 p - o6rgHH Hatt60AbIIIHH .neAHTeAb '-IHCCJ\ a. H ~. 
qepe3 q-o6rgttii Hatt60.11.blllHH ,ll,CAHTCAb '-IHCCA ·r H o. 

00AOiKl1M, '-ITO 

m=pm' n=q · n'. 

C noMOigbIO p,oKa3aHHbIX paHee TeopeM noAy'-laeM noc.l\ep,o

BaTeAbHO: 

D (m1 n)-(D m', n'H- D (m' ,q)-:- (D p, n') D (p, q) (Mod. 3) 
D (m, n) == D (n', m') + D (q, m')-:-D (n', p)-1 -

+-D (q, p) ='~ D (n, m) (Mod. 3). 

CpasHeHtte (36) p,aeT 3aKoH Ky6H'-lecKofi B3aHMHOCTH '-lttce.11 

B o6rgei\ qiopMe. 

TeopeMa 15. EcAH '-IHC.lla m = 'Y. +pp, n = "( + op cyTb '-lliCJla 

B3aHMHO·npocTblC, TO 

1 N(n)-1 N(m)-1 
(37) D (m, n) ~-~ D (n, m) -;- 2,11 --3-- - 2 11 -- _ 3 __ - (Mod. 3), 

r.zi,e zl (l = o +- "'P) onpep,eMleTCH TaK: 

____ f-:-1 ~ __ _=O 
cl -- l 0 '=~: ~ (Mod. 3). 

-1 Cl-----' 

.4oKa3aTCAbCTBO npe,11;.llOiKeHH.R O'-ICBHtlHO. 

OpHAOiKHM noAy'-leHHbie pe3y.llhTaThI K onpep,eACHHIO ,11;ege.neHTa 

'-IHCAa 1- p. He TPYP.HO ycTaHOBHTb npe.nAomeHne. 

TeopeMa 16. EcAH '-IHCAo a.-+- pp B3HTO s npttMapHofi qiopMe 

(a.=-°'' - 1, p == O) (Mod. 3), TO 

2 . 
D (1 - p, !J.-+ pp) :=c-0= j (a. -i-1) (Mod. 3). 

B caMOM ,11,e.lle, npe,11,noAara.si p > 0, HMeeM: 

D (1- p,a +pp)= D (a.+ 1-+ (p - 1) p, a.+- pp)=~ 

=-=- D (a. - ~ - pp, a.+ 1 + (~ ~ 1) p) + f!_Ja. -~~p)_~ 1 (Mod. 3). 

MAH 

(38) D(1-p, a.+pp)=~~D(1-p,a.-t-1-]-(p-1)p)-;-
N(a.-L~o)-1 - ~- ___ 3_, -- (Mod. 3). 

*) 4HCJ\O a + ;3p, ·r + i3p He .!1,eJ\HTCII Ha 1 - p. 



TaKHM me o6pa3oM, noAb3Y.HCb cpaBHen11eM (37), noAyqaeM 
nocAeP,oBaTeAbHO: 

(39)D( 1- p, a+ 1 + (~ - l)p)=D(l - p, a+ 2 +(~ -2) p)

- N(a+ 1 +~B-1)p)-1 _ N(a+ 2+~ -2)p)-1 (Mod. 3). 

(40) D(1-p, a+2-j-(~-2)p)=D(l-p, a+3+(~-3)p)+ 
, N (a + 3 + (~ -- 3) p) - 1 

T - - - - ----3---- - - - (Mod. 3). 

CAoJKHM noqJ\eHHO cpasHeHH.H (38), (39), (40) H npHMeM s coo6-
pameHHe, qTo: 

_/V(a-±_@?L--_-::} _ __l__ N (a+ 3 +<~ -3) p)-1 _ 
3 I 3 

_ ,l\f_fr + 1 + (~ - 1) p) - 1 _ N (a + 2 + (~ -:-- 2) p) - 1 _ 4 
3 3 - . 

0oAyqHM cpaBHeHHe: 

(41) D(l-p, a+~p)===D(1-p, a+3+(~-3)p)+1.(Mod.3). 

00J\b3J.HCb CpaBHeHHeM (41), IlOJ\JqHM p,aJ\ee: 

(42) D (l-p, a+ ~p)~D (1- p, a+~)+ ~ (Mod. 3). 

B CHAY TeopeMbI 8 HMeeM: 

D (1- p, a -f- ~)=c~- -} (a+~+ 1) (Mod. 3). 

BnocR BbipamenHe p,egep,euTa D (1 - p, a+ ~) s npasy10 qacTb 
cpaBHeHH.H (42), noAyqHM OKOHqaTeJ\bHO 

(43) D (1-p, a+ ~p)=-l(a+ 1) (Mod. 3). 

B npHBep,eHHOM paccymp,emrn MbI npep,noAaraAH, qTo qHcAo ~ 
noAOIKHTeAbHO· CoBepweHHO, op,HaKo, .HCHO, qTo nop,o6HbIM ir.e 
o6pa30M ycTaHOBHTC.H cnpaBe,11.AHBOCTb cpaBHeHH.H (43) H npH 

OTpHgaTeJ\bHOM ~-
B 3aKA10qenHe 3aMeTHM, qTo KJ6HqecKHH ,11.eg.e,11,eHT qHcAa 

1 - p MOIKHO noAyqHTb Henocpe,11.CTBeHHO, He npH6era.H K 3aKOHY 

B3aHMHOCTH. 

:i.Jl 



Das kubische Reziprozitatsgesetz. 

A. Jouravsky. 

In dieser Arbeit wird eine neue rein-arithmetische Methode 
zur Beweis des kubischen Reziprozitatsgesetz gegeben. 

Zu Grunde der Untersuchungen ist der quadratische durch 
den Wurzel der Gleichung 

P2+r+1=0 
erzeugene Korper g gelegt. 

§§ 1, 2, 3, 4 enthalten eine Veralgemeinerung des Gausschen 
Decedentsbegriff und seine fundamentale Eigenschaften. Da sind 
Decedenten fiir einige einfache Falle unmittelbar berechnet. 

§§ 5, 6, 7, 8 sind zu Studium der Veranderung des Decedents 
mit der Veranderung eines seines Gliedes um das Vielfache des 
anderen gewidmet. Als Endresultat erhalten wir das Theorem 

D ( n, m) =-~ D ( n, m + 31- (1- p) n) (Mod. 3), 

wo n, m, I.. ganze Zahlen des Korpers Q sind. 
Mit Hiilfe dieses Theorems ist in § 9 das kubische Rezipro

zitatsgesetz bewiesen und das kubische Charakter des 1 - p 
berechnet. 
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0 BeKOTOpltlx TpBrOROMeTpBqecKBX BepaBeBCTBax. 

P. 0. KyabMUH. 

HHor,Aa npocTble reoMeTpHqec1me npep;cTaBAeHHH p;aIOT B03M02K
HOCTb cyAHTb o BeAHqHee cyMMbl TpHroeoMeTpaqecKHX c.11.araeMb1x. 

N 

flpocTeAwaA npHMep npep;cTaB.11.HeT Li/";"", rp;e 0 <a< 1. 

n=l 
CAaraeMble aToA cyMMbl MOIKHO npep;cTaBHTh cTopoHaMH 

npaBHJ\bHOH Jl.OMaHOH Jl.HHHH, y KOTOpOH ,AJl.HHa CTOpOHbl paaHa 
ep;HHHye, a BHeweuii yroA paaeH 2T-a. Mop;yAh cyMMbl npep;cTaBHTCH 
npH aTOM AJ\HHOH COOTBeTCTBYIOIJ!eH AHaI'OHaJl.H aTOil Jl.OMaHoit 
0Tcto,Aa oqeBHAHO HepaeeHCTBO: 

I N I 
! "\:1 2dan / 2R 1 14 e l < = ---;;-;;~~ . 
:n-o I 

r p;e R - pap;Hyc Kpyra, onHCaHeoro oKo.11.0 yKa:aaHHOH .11.oMaHoA. 
AHwb HeMHOI'HM 60.11.ee c.11.02KHb1H npHMep npHMeHeHHH reoMeTpH
qecKoro npep;cTaBAeHHH KOMn.11.eKCHblX quce.11. p;aeT 

'Iv 
,---, 2dan 

~a .. e , rp;e O<a< 1Ha0 >-a1>-a2 ... >0. 
n=U 

flpe.ztcTaBHM c.11.araeMb1e aTOH cyMMbl s BHAe noc.11.ep;oeaTe.11.b
HbIX CTOpOH Jl.OMaHoii Jl.HHHH, BH~WHHA yroA KOTopoii paeeH 2r:a, 
a ,AJl.HHbl CTOpOH COOTBeTCTBeHHO paBHbl ao, ai. a2 • ... 

flpo,!l;OJl.IKHB Kamp;yto H3 CTOpOH Ha TaKyto BeJl.HqHey, qTo6bl 
A.11.HHa OTpe3Ka c ero npO.AOA2KeHHeM paeeHAaCh 6b1 A.11.HHe npeAbI
AYl!!ero, npoee,AeM oKpymHOCTH qepe3 K0Hgh1 npep;hIAYl!!ero H 
qepe3 npop;o.11.meHHe noc.11.ep;ytol,!!ero oTpe3Ka. AerKo BH.AeTb, qTo 
no.11.yqHM PH.A OKpymeocTeH, Ka2KACUI H3 KOTOpb!X KacaeTCH H3BHYTP~· 
c npe,AbIAYf!!eH. flpH aTOM KOHeg KaiKp;OH H3 CTOpOH npoee.zteHHOii 

21\ypH. AeHHHrp. <l>H3.-MaT. 0-sa, T. I, B. 2 (1927). 233 



AOMaHoii 6yJJ,eT AemaTb Ha eooTBeTeTBY10l.£eH oKpymHOeTH. TaKttM' 

o6pa.30M, Bee KOH!!bl 0Tpe.3KOB AOMaHOH pacnOAOlKaTC.H BHYT.PH 

nepsoli OKPYlKHOCTH. CyMMa npep,cTaBMTC.H P,HaroHaAblO AOMaHOH, 

oqesHJJ,HO MeHbIIIeii JJ,HaMeTpa nepsoii OKPYlKHOCTH. CAeJJ.oBaTeAbHO. 

HMeeM HepaBeHCTBO: 

N 

< ... ao 
sin T.a 

npoCTb!M CAeP,CTBHeM IlOAyqeHHOrO HepaBeHCTBa .HBA.HeTC.H 

p,aBHO m!BeCTHOe npe;i;AOlKeHHe 0 CXOJJ,HMOCTH TpHrOHOMeTpH-

qeeKoro p.HJJ.a .Li a,,e2"ia", ecAH KOCHf.lcJmgtteHTbl an IlOJ\OIKHTeAbHhI,. 

n=O 
He B0.3pacTalOT H CTpeMHTCH K HYAlO npH B0.3pacTaHHH n *). 

Yl.3 Toro me reoMeTpttqecKoro npeJJ.eTaBAeHHH AerKo noAyqttTh 

H el.£e OJJ.HH BblBOJJ.. 3aMbIKaIOl.£a.H AI06oro qHcAa CAaraeMbIX 

KOHqaeTeH Ha OJJ,HOM H.3 BHyTpeHHHX KpyroB, a Bee Kpyrtt, HaqHHaH 

e TpeTbero, ee HMeIOT o6igttx ToqeK c nepBbJM KpyroM. 0TcIOJJ.a 

AerKO BHJJ,eTb, qTo eyigecTsyeT eepaBeHeTBO: 

:V 

""1 2-;:iwi O .· , a e . 
~:11 

n=O 

KaK npocToe cAeACTBHe, OTCIOJJ.a BbJTeKaeT H.3BeCTHaH TeopeMa: 

"' 
)11 a,,z" + 0 ......._. 
n=O 

BHYTPH H Ha oKpymHoeTH Kpyra c geHTpoM B HaqaAe KoopJJ,ttHaT 

H pap,ttyCOM, paBHbJM eJl,HHH\!e· npH 8TOM npep,OOAaraeTe.H, 'ITO 

nOAOlKHTeAbHble KOaq>qrngtteHTbl a,. He B0.3pacTalOT H tTpeMHTCH 

K 0 nptt B0.3paeTaHHH n. 
!v 

OpocTOH npttMep: f (z) =.Li a"z", rp,e a - - noAOIKHTeAbHaH 

n=O 
npaBHJ\bHa.H JJ.p06b, noKa.3brnaeT, qTo Kopm1/(z), yJJ.OBAeTBOp.HiOl.£eii 

yeAOBH.HM TeopeMbl, MoryT 6b1Tb CKOJ\b yroJJ,HO 6AH.3KH K OKpym

HOCTH: I z I = 1. 

*) KaK yKasaJI B. 11. CMttpHOB, IJO'ITH TaKoii 1Ke BblBOA cxoAHMOCTH Ham1-
caaaoro TpHrOHOMeTpH'!ecKoro p!!Aa paccMaTpHBaJlc!I paHbllle. CM. Maximilian 
Krafft. Potenzreihen auf dem Einheitskreis (jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker Vereinigung. 1924). 
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B BHJJ.e noc.11.eJJ.Hero H Hatt60.11.ee HHTepecHoro npHMepa pac

cMoTpHM cyMMy: ~e2otif(nJ' B KOTOpoli se.11.HqHHa ~f(n)=f(n)
- f (n + 1) MOHOTOHHO H3Mem1eTc.H, ocTaBa.HCb B npoMem.yTKe 
(0, 1 - 6). CyMMHposaHHe npH aTOM pacnpoCTpaHeHo Ha nocAeJJ.o
BaTe.11.bHbie 3Haqemrn n, nptt KOTOpbIX f (n) y,11.os.11.eTBOp.HeT CKaaaH
HOMY yc.11.oBHIO. 

TaKoro poJJ.a cyMMa BCTpeqaeTC.H so MHOrHx cospeMeHHbIX 
pa6oTax no aHa.11.Hn1qecKoli TeopHH q0ce.11.. BnepBbie saarnoe 
aHat.teHHe TaKoro poJJ.a cyMM aaMeqeHo YI. M. BHHorpaJJ.OBbIM, 
JJ.aBlllHM B 1916 roJJ.y ogeHKY se.11.HqHHbI MOJJ.YAH aToli cyMMbI. Ero 
,l(OKaaaTe.11.bCTBO OCHOBaHo Ha npHMeHeHHH HHTerpHpOBaHH.H no 
KOHTYPY c HCKyccTBOM H ocTpoyMHeM, csolicTBeHHbIM aTOMY asTopy. 
BnocM' JJ.CTBHH TaKHe me cyMMbI scTpeqa.11.HCb B pa6oTax Van der 
Corput'a H E. Landau. B 60.11.brnoli pa6oTe noc.11.ep,Hero: Ueber die 
Winogradowsche Methode zum Beweis des Wahring - Hilbert
Camke 'sche Satzes HaxoJJ.HTCll TigaTe.11.bHO OTJle.l\.aHHoe JJ.OKaaaTe.11.b
cTBO HepaseHCTBa ,11..11..H paccMaTpHBaeMblX cyMM, OCHOBaHHOe Ha 
npHMeHeHHH BHJJ.OH3MeHeHHOH cpopMy.11.bI Poisson'a. 

3aMeqaTe.ll.bHO,qTo reoMeTpHqeCKHe paccym.JJ.eHH.H noqTH TaKOH 
m.e npocTOTbI, KaK H B npeJJ.bIJJ.yigeM npHMepe, AerKO npHBOP,.HT 
K BeCbMa npocTOMY H TOt.{HOMY HepaBeHCTBY JJ..11..H yKa3aHHbIX cyMM. 

l1ao6pa3HB noc.11.eJJ.oBaTeJ\.bHO c.11.araeMbie JJ,aHHOH cyMMbI B BHJJ.e 
BeKTOpOB, no.11.yqHM .11.0MaHylO co CTOpOHaMH, paBHblMH eJ).HHl:lge, 
Ii c BHelllHHMH yr .11.aMl:I, MOHOTOHHO H3MeH.HlOigl:IMHCH B npoMe
myTKe (2r.6, 2r. - 2r.6). OposeJJ,eM oKpym.HOCTH qepea Kall\Jlble ip1:1 
rroc.11.ep,osaTe.11.bHbie seprnHHbI .11.oMaHoli. 

OycTb A H B uaqa.11.0 H KOHeg .11.0MaHoli, a 0 1, 0 2 .... 0,, 
geHTpbI noc.11.eJJ,osaTeAbHbIX OKpymHocTeli (qepT. 1). AerKo BHJJ.eTb, 
t.{TO noKa BHelllHHe yrAbl .11.0MaHOH yse.11.HqHBalOTC.H B npoMem.yTKe 
(2r.6, .. ) y JJ.BYX rroc.11.e,11.oBaTe.ll.bHblX oKpyJKHOCTeH, HMelOigHX 06igy10 
xopJJ.y, paJJ.11yc noc.11.eJJ.yIOigeii MeHbllle paJJ.ttyca npeJJ.bIJJ.yigeli, geHTp 
pacno.11.om.eH 6.11.11m.e K o6igei:i xopJJ.e 11 no TY me cTopoHy, qTo 11 
j!eHTp npeJJ.blJJ.YI!!eH OKpyarnoCTH. 

4.11..H TOH qaCTH .11.oMaHOH .11.UHHH, rJJ.e BHernH11e yrAbI 6yJJ.YT 
H3MeH.HTbC.H, B03pacTaH B npoMeJKyTKe (r., 2r.-2r.6), pap,ttyCbl no
C.l\.eJJ,OBaTe.11.bHblX OKpymHOCTeH 6y,11.yT B03pacTaTb, a geHTpbl HX 
yJJ.a.11..l!TbC.H oT 06ig11x xopp,. Optt aTOM geHTpbI JJ.Byx noc.11.eJJ,osa
TeAbHbIX OKpym.HOCTeli 6yJJ.yT pacno.11.om.eHbI no OP.HY cTopoHy 
o6igeli xopAbI. KpoMe Toro, ec.11.H B03bMeM TOT oTpeaoK .11.oMaHoii, 
AA.SI KOToporo npeJJ.bIJJ.YigHH BHelllHHH yro.11. MeHbllle "· a nocAe
JJ.YlOigHH 60.11.brne "· TO y JJ.BYX nocAeJJ,oBaTe.11.bHblX OKpymHOCTeH, 
11Me10ig11x aTOT 0Tpe30K o6igeli XOpJJ.OH, j!eHTpbl 6yJJ.yT pacno.11.0-
lll.eHbl no pa3Hble CTOpOHbl aTOH xopJJ.bJ. 

QqeBHJJ.HO HMeeM 

: "'1 bf(HI =AB&AO o. 0 B ;.L.Je _,, 1 2··· 11 , 
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4MI Oj!CHKH AJ\HHbl IlOCJ\e,llHeH J\OMaHOH pacCMOTpHM ei:ge 
CHCTeMy oKpymHOCTeli (qepT. 2) c geHTpaMH 0 1', 0 2' ... 0 11

1 w 

c ooi:geli xop,llOH, tJ;J\HHa KOTOpOH paBHa eti;Hm:1ge. CTycTb A' H B' -
KOHJ!bl J\HHHH geHTpOB aTHX OKpymHOCTeH, pacnOJ\OlKeHHbie Ha 
Kpailm1x oKpymHocni:x. CTpH aTOM pati;11ycb1 HOBOH nocAeti;osa
·TeAbHOCTH OKpymHOCTeH Bb16epeM paBHbIMH cooTBeTCTBYIOigHM 

/ 

I 
I ~~ ' ~-_! __ 

LJ:epT. J. 

·pap,HycaM npe.mHeH nocAeti;osaTeAbHOCTH oKpymHOCTei1. HaKoHeg, 
pacnoAolKHM oRpy.mHOCTH TaK, qT06b1 0 1,' H O' " + 1 6bIAH pacno-

J\OlKeHbl no OP.HY cTopoHy o6i:geii xopti;hI, ecAH Ok H 0 k + 1 Tome 

no OAHY CTOpoHy OT CBOeH o6i:ge0 xop,1tbl, H no pa:;1Hy10, eCJ\H 

.ok H 0k+1 TOlKe no pa3HYIO CTOpOHY CBOeH o6i:geif xopP.bJ. 

npH TaKHX ycAOBHHX HeTpyP,HO BHti;eTb, qTo: 

A01 0 2 ••• 0,, B =A' 0/ 02' ... O,.' B' < 2R1+2R2, 

::q6 



r,ll,e 2R1 - ,ll,HaMeTp OKpymHOCTH c geHTpOM 01. a 2R~ -p,HaMeTp 

oKpym.HOCTH c geHTpOM 0,,. 
B CHAY yc.l\OBHH o BHellIHHX yr.l\ax H P,.l\HHax cTopoH .l\OMa

HOH Kamp,aH H3 Be.l\tttmH 2R1 H 2R2 He npeBOCX0,11,HT Be.l\H'lHHbl 

1 
-~~in "B . 

B CBH3H c npep,bI.llyigttM no.l\y'laeM HepaBeHcTao: 

~ 2ci f(ni i < ---~--. < 1 ..LJ e ( siwrrO 0 · 

I 
I 

/ 

A' 

\ 
\ 

\ 

4epT. 2. 

J3' 

B Ha3BaHHOtt pa6oTe E. Landau ,11,aHHoe HepaaeHCTBO aaMeHeHo 

1 
.11.pyrttM, B KOTOpoM npH c,11,e.l\aHHbIX npe.n;no.l\omemrnx T aaMe-

4 
HlleTCH ,ll,p06bl-O -o-· Yta AOKa3aHHoro J\erKO C.l\ep,yeT, 'ITO npH 

.l\l-060M IlO./l.OIKHTe.l\bHOM e H nptt COOTBeTCTBeHHO MaAbIX 3Ha'leHHHX 

BeJ\H'IHHbl 0 cnpaBe,ll,.l\HBO H 60.1\ee TO'lHOe HepaBeHCTBO'. 

c .n;pyrott CTOpOHbl, MO/KHO IlOKa3aTb, npttMeHHH reoMeTpH'le

CKHe coo6pameHHH, Il0,ll,06Hb!e npe,11,bI,ll,YigHM, 'ITO npH J\l060M 

3a,ll,aHHOM Il0.1\0/KHTe.l\bHOM 'IHCJ\e E MO/KHO HaHTH TaKoe 3Ha'leHHe 

,ll,.l\H 0 H Il0,ll,06paTb TaKyl-0 <l>YHKQHJO j (n), npH KOTOpbIX 6y ,ll,eT 

cyigecTBOBaTb HepaBeHCTBO'. 

~ 2"if(n) "· (-?- _ -) _1._ ..LJe ,., " "' fJ" 



B BHAe npHAOIKeHH.11 noAyqeHHoro HepaseHCTBa, paccMoTpHM 
BeAHqHHY 

N 

'1 2o:/fl") L.Je ' rJ1,e / (n) YAOBAeTBop.11eT ycAOBHIO -1 < /" (x) 

M 

AA.II Bcex q11ceA 3aAaHHOf'O HHTepBaAa. 

PaaoobeM npoMemyToK (M, N} Ha qacn1 qHcAaMH x 1, x~ . .. x 1, _ I. 

BbI6paHHblMH TaK, qTo /' (x,.} paBHO geAOMY qHcAy H xk < xk + l• 
HaliAeM sepxHHH npeAeA JI.A.II cyMMbI. pacnpocTpaHeHHOH 

Ha q11cAa OAHoro H3 qacTHqHbIX HHTepBaAOB. BocnoAbByeMc.11 
paBeHCTBOM 

"'1 2o:i (I 11) = '1 _j_ '1 _J_ '1 L.Je L.J j L.J I _Lj' 
l 2 . 3 

ape qeM cyMMHpOBaHHe B SI H s3 pacnpocTpaHeHO Ha Te 

3HaqeHH.11 n, npH KOTOpblX /' (n) OTAHqaeTC.11 OT 6AHm.alimero 
geAoro q11cAa MeHbme, qeM Ha 6. TorAa, Ha ocHoBaHHH HBAOJKeH-

uoro, AerKo BHAeTb, qTQ: '1 <-}. 3aMeH.HR B '1 H '1 
! L.J 2 ..L.J 1 ..L.J3 

Kail!.AOe CAaraeMoe eAHHHgeli H Il0Ab3Y.11Cb HepaBeHCTBOM AA.II 
BTOpoli npOH3BOAHOH, HeTpyJJ.HO y6eJ1,HTbC.ff B cnpaBeJl,AHBOCTH 
HepaBeHcTsa: 

is, 
' Ii_+ ! 1 i 

i i 

OTKyAa, Bb16pas fl= t/~A, noAyqHM i Se2"if(>i) ! < 2 y2.A + 2, 

npH qeM cyMMHpOBaHHe pacnpocTpaHeHO Ha TaKOH HHTepBaA, 
.B npeAeAax KOToporo /' (x} BaKAIOqeHa MelKAY IlOCAeAOBaTeAb
HblMH geAblMH qffcAaMH. 

0KoHqaTeAbHO AA.II HayqaeMOH cyMMbl noAyqaeM HepaBeHCTBO: 

N Se2"if(i1) < 2p (V2A -f- 1). 

M i 



Sur quelques inegalites trigonometriques. 

R. Kuzmin. 

L'auteur demontre par les considerations geometriques elemen· 
taires quelques inegalites trigonometriques dont la plus impor
tante est rinegalite 

i. ~ e2ci((n) I< ___ ?_ .. 
i · sin r:O ' 
! ' 

ou f (n) satisfait a la condition Ll 2 f (n) > 0 et la sommation 
s'etend sur une suite de valeurs entieres de n appartenant a 
l'intervalle 

o < o < 1f(n)<1 - o. 
Les inegalites de cette espece ont ete introduites pour la pre

miere fois par M. I. M. Vinogradov. On en trouve une seconde 
demonstration clans !es travaux de M. M. Landau et Vander
Corput. La demonstration de !'auteur est fondee sur des princi
pes entierement differents et donne une limite plus precise. 
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06 ypaeHeBBHX rBAPOARHaMHKB. 

H. M. I'10Hmep. 

1. ,llonycTHM, '!.TO B npocTpaHCTBe TO'l.eK (xi. X2, X3) ,ll,aHa HeKO

TOpa.H o6AaCTb (Dt) HeH3MeHHOrO ofrheMa, orpaHH'l.eHHa.H IlOBepx

HOCTblO (St), y,zioBAeTBop.HIOigeii 3-M H3BeCTHbIM ycAOBH.HM A.HrryHoBa 

H nepeMeiga10zgettCH B npocTpaHCTBC, H3MeHJIH HAR HeT CBOIO cpopMy. 

noAOmHM, qTO ,D;aHbl cpyHKJ!HH Ui, U2, U:J OT Xh X2, X;i, f, 
3a,ll,aHHble BO BCJIKHH MOMeHT t B o6AaCTll (Dt). 06 8THX cpyHKQ;HJIX 

Mb! npe,zinoAomHM, qTo OHM y,11;0BAeTBop.1110T ycAOBHJIM: 

'I. Cf>yHKQ;HH ui HMelOT qaCTHble npOH3BO,ll,Hbie no X1, X2, X;3, t, 
IlOKa co6paHHe BTHX qHceA onpe,11;eAJ1eT TO'l.KY B (Dt), npHqeM 8TH. 

rrpoH3BO,ll,Hbie y,11;0BAeTBopH10T HeKoTopoMy ycAOBHIO feAb,ll,epa. 

II. Bo Bcex TOqKax BHYTPH (Dt) co6AIO,ll;eHO paBeHCTBO 

(1) 8u1 + ou2 -I- !!_1!_3 = 0 
Ox1 OX2 ' OX3 · 

III. B Kam..zi.oii TOqKe Ha (St) crrpaBe,D;AHBO paBeHCTBO 

(2) U1 cos (Nx1) + U2 cos (Nx2) + U3 cos (Nx3) = Wn, 

B KOTopoM W,,- npoeKQ;HH cKopoCTH ToqKH (St) B ee .llBHlKeHHH Ha 

HopMaAb N K (St) B arnii To<i.Ke. 

HaBeCTHO *), qTo npH co6AID.ll.eHHH aTHX ycAOBHH, KaKosa-6bl 

HH 6b1Aa TOLJKa (q1. q2, 'l:J) B (Do). CHCTeMa yp·HHH 

(3) 

HMeeT pemeHHe, B KOTopoM npH t = 0 TOqKa (x1, X2, X3,) COBna

.zi.aeT c TQql(QH (q1, q2. q:J)· 

*' H r 0 av+ av , av av __ 1 M c , . IOHTep. 6 ypaBHeHHH -::;---· u ;o- -r v -_;,- + w ;. _ . aT. 6. T. 32. 
vt vx vy iJz 

.lliypH. AeHHHrp. <D1rn.-MaT. 0-sa, T. I, B. 2 (1927). 



npH 3TOM, eC.l\H 

(4) Xi= X; (q1, q,., q3, f), l = 1, 2, 3, 

9TO peweHHe, TO <JlYHKgmi ( 4) HMelOT npOH3BOJJ;Hble no q11 q2, q3 

H CHCTeMa (4) ,ZJ;onycKaeT peweHHe OTHOCHTe.l\bHO qi, q2, qa, onpe

,ZJ;eMUI HX KaK q>yHKgHH OT X11 X2, X3, f, 3a,ZJ;aHHbie B 06.11.aCTH 

(DJ 
J.13 ypaBHeHHH (4) BbITeKaeT, qTo npOH3BO,ll;Hbie 

ox1 8x2 8x3 • _ 1 -aq·~ . aq- . a . J - . 2, 3, 
J ) qj 

y,11;os.11.eTBOp.HIOT CHCTeMe ypaaHeHHM: 

ox. 
d _ __:_ 

fJq. fJui 
J -

-dt - OX1 
(5) OX3 

aq., i= 1. 2. 3. 
} 

Bc.11.e,11,cTBHe aToro, ec.11.H w1r0l, w~'0l, w}0l TPH HenpepbIBHbl.e 

<JlYHKgHH OT q11 q2, q3, 3a,ZJ;aHHbie B o6J\aCTH (Do) H 

ox. ox. ox. 
(6) w.=w1(0) ---~+oor0i '+oo:/OJ_' i=1 2 3 , • a9 I t aq2 . 893, • , , 

TO q>yHKg1m w11 00 2, oo:i y,11,oB.11.eTBOp.HIOT cHcTeMe ypaBHeHHtt: 

doo. au. au. au. 
--d--t' = -8 --' w1 + -0 • w2 + -8 'w3, i= 1, 2, 3. 

X1 X2 X3 
(7) 

noP,CTaB.l\.HH BMeCTO q1' 92, q0 HX BbipameHHH qepe3 X1, Xz, X3, f, 
MbI o6paTHM <JlYHKgHH (6) B q>yHKgmi: OT xi. x 2, x 3, t. 

no.1\0211.HM Tenepb, qTo <}lyHKgHH W1, W2, Ol3 Y,ZJ;OB.l\eTBOp.HIOT 

eIJ!e 3aBHCHMOCT.HM: 

Ou3 Ou 2 8u1 Bu3 Ouz Ou1 
Wt=----- CJJ2= - - - W·1 =·---- -··----

ax2 OX3' OX3 ax1' . &x1 OX2° 
(IV) 

Ec.11.H paccMaTpHBaTb ui. u 2, u 3 KaK npoeKgHH cKopocTH 

'laCTHgbI HecamMaeMOH iKH,ll;KOCTH, 3ailO./\HHIOl!!,eH 06./\aCTb (Dt), TO 

wi. w2, w3 6y11.yT cocTaB./\HIOIJ!HMH BHXpH. Tomp,ecTBa (7) roBopHT, 

qTO C06AIOP,eHbl JC./\OBHH f eAbMrOJ\bga. 

Ho P.AH Toro, qT06b1 ui, u2, u 3 npH co6.11.10,11,eHHH yc.11.oaHif 

(I), (II), (III), (IV) ,ll;eHCTBHTe./\bHO onpe,11;eA.H./\H HeKOTOpoe ABHiKeHHe 

HeCiKHMaeMOH 211.H,ll;KOCTH, 3aHHMalOigeJ:i o6AaCTb (D,), Ha,11;0, qT06bJ 

Mom.Ho 6bl.11.o y,11;oa.11.eTsopHTb ypaBHeHHHM rn,11;po,11;HHaMHKH: 

du. au. au. au. iJu. arr 
-' = -' + U1 _ ___2 _j_ U2 -' + U:i ---' = ----- z= 1, 2, 3, 
dt at OX1 I ax2 ax3 ax,: (8) 

16 /RypHa.\. 



TO ecTb, qT06b1 Bb1pam.emre 

(9) du 1 + du2 d du., ------ dx1 x2 + ---·- dx, 
dt dt dt < 

6bI.l\o ,.'.J;H<f><flepeHl!Ma.l\oM HeKoTopoii <f>YHKi;!HH II. 
YpasHeHHH (7) rroAyqaIOTCH H3 ypaBHeHHH (8) HCKAIOqeHHeM II; 

rrpH aTOM HCK.l\IOqeHHH o6bIKHOBeHHO rrpe,ZJ;IIOAaraeTC~ cyl,J!eCTBO

BaHHe 2-x rrpOH3BO,.'.J;HbIX y <flYHKJJ;HH Ui. U2·, U3. npe,.'.l;IIOAOIK.HB cyige

CTBOBaHHe aTHX rrpOH3BO,.'.J;HbIX, HeTpyAHO, HCXO,Zl;H OT ypaBHem10 (7), 
ycTaHOBHTb, KaK aTO o6bIKHOBeHHO ,.'.J;eAaeTCH, qTo (9) - IIOAHblH 

AHq>cpepeHgHaA. Ho rrpeAIIOAomeHHe o cyigecTBOBaHHH yKa3aHHbIX 

npOH3BO,.'.l;HbIX He HaXO,Zl;HTCH B qffCAe rrepeqHCAeHHblX 4-x ycAOBHH, 

onpe,.'.l;eMIIOigHX cpyHKlJHH U1, U2, U3; OHO K TOMy-m.e rrpe,.'.!;CTaBAHeTCH 

yc.l\OBHeM, qym.,.'.J;b!M 3a,.'.J;a'le HHTerpHpoBaHHH CHCTeMbl (8) npH 

co6.l\IO,.'.l;eHHH ycAOBHH (II) H (III), TaK KaK aTH BTOpble rrpOH3BO,.'.J;Hble 

He BCTpeqaIOTCR HH B ypaBHeHHRX (8), HH B ypaBHeHHRX (7). 
B Moel!: cTaTbe ,,0 ABHlKeHHH m.HAKOCTH, 3aKJ\IOqeHHOH B AaH

HOM 11epeMeiga10igeMCR cocyAe" MHOIO 110Ka3aHO, qTo, HCXO,.'.J;R OT 

ypaBHeHHH (7), MOIK.HO ycTaHOBHTb, qTo (9) - 110.1\HbIH AH<f>cpepeH

!!HaA 1), npe,.'.1;110.1\0IK.HB TOAbKO cyigeCTBOBaHHe 11pOH3BO,.'.J;HblX no 

qi, qz, q3, a 3HaqHT H ITO X1, X2, X3, y <f>YHK\!HH 

(10) 

Mb1 noKam.eM B aTOH cTaTbe, qTo H aTo rrpeAIIOAomeHHe 

H3AHWHe H qTo (9) - 110.1\Hb!H AH<fJ<f>epeHgHaA Kaa!.,.'.J;blH paa, KOr,.'.J;a 

co6.l\IO,ZJ;eHbl ycAoBHR (I), (II), (III), (IV). 
B Moeii cTaTbe ,,0 peweHHRX ypaBHeHHH rHApOAHHaMHKH" 2) 

R noKa3aA, 3aHHMaRCb C.l\yqaeM IK.H,.'.J;KOCTH, aano.l\HRIOigeH BCe 

npocTpaHCTBO, rrpH HeCKO.l\bKO 6oAee 06I,J!HX npeAIIOAOIK.eHHRX 

0 <f>YHKJ!HRX Ui, U3, U3, qTo eCAH 9TH <flYHKlJHH o6paayioT peweHHe 

ypaBHeHHH rHJJ;pOAHHaMHKH, TO cpyHKlJHH (10) HMeIOT yKa3aHHbie 

npOH3BO,.'.J;Hble BO BCex o6AaCTRX, B KOTOpblX 11pOH3BO,.'.J;Hble OT 

<flYHKlJHH Ui. U2, U3 no X1, Xz, X3, HerrpepbIBHbJ. 

::ho aaKAIOqeHHe He TPYAHO pacnpocTpaHHTb Ha cAyqail: 

orpaHHqeHHOH o6AaCTH. TaKHM o6paaoM, ycTaHOBHB yTsepm.AeHHe, 

COCTaBARIOI!!ee geAb CTaTbH, MOIK.HO 6yAf'>T YTBepm.,ZJ;aTb, qTo, npH 

co6AIO,ZJ;eHHH YC.l\OBHH (I), (II), (III) H (IV), He TO.l\bKO (9) nOAHblH 

AH<fl<flepeHgHaA, HO H qTO <f>YHKJJ;HH (10) HMeIOT npOH3BO,.'.J;Hble no 

Xi. X2, X3. 

2. PaHee qeM nepeiiTH K AOKaaaTeAbCTBY BbICKaaaHHOro yTsep

a>.AeHHH, C,ZJ;e.l\aeM HeCKO.l\bKO 3aMeqaHHH. 

1) 11.seeCTHll AKa+teMHH HayK. 1926 uaea II, § 21. 
2 ) 11aeecTHll AKaAeMHH HayK. 1925. 



J13 (4), 6J1.arop;ap.a ycAOBl1JO (II), J\.erKO IIOAy'laeM 1), 'ITO 

J _ ·1 8x1 8x2 ~x3 , _ ! 891 <}92, 8q3 1 = 1, 
- 8q1 ' 092 . a93 - OX1 ' 8x2 OXa 

ax 09. aq. ax 
I J j I ---- = MHH--·- ----· = MHH ··--

aqJ axi' axi a9i. 
rp;e 3HaKH MHHOpOB OTHOC.HTC.H K onpep;eJ\.HTeAHM ] • 

.2(aAee, ecAH cpopMyAbI ( 4) npeo6pa3yJOT HeK0Topy10 nosepXHOCTb 

(:;o) H3 o6AaCTH (Do) B IIOBepXHOCTb (:;) H3 o6AaCTH (D), TO 2) 

cos (Nx,)do = (cos (N0 91) ~~: +cos (No 92) ~~-+cos (No q3) i!:)d:;o, 
rp;e N H N0 - HanpaBAeHH.H HopMaAeli K noBepxHOCT.HM (:;) H (o0). 

CTOJ\.b3Y.HCb aTHM, HMeeM, HaIIpHMep, TpaKTY.H U11 Uz, U:1 KaK 

¢YHK!!HH OT qi. qz, qa: 

OU3 - OU:1 891 I au3 aq2 _J_ _q!!_s 093 
ax; ffi/1 1f~2- -i- aq2 . ·ax2 I 093 . -OX2 

: ax1 8u3 _f}x3_. I Ou 2 _ I _fix! ax2 

- i aq1 • 8<,;· 8q3 i • ax3 - I aq; ' &q~-, 

! 8x1 8u3 ox3 I I 8x1 

w1 = i 8</:' o'q2 ' Tq~- i - 18q-;-, 

H aeaJ1.on:1tIHbie BbrpameHH.H .a;A.H w2, 

flOro KpyroBOH nepecTaHOBKOH. 

noJ1.yqaeMbie H3 HaIIHCaH-

Cocpep;oTO'IHM csoe BHHMaHHe 

no npOH3BOJJ;HbIM no t: 
i= 3 
'1 82x3 

Ol1 = ..L..J otaq, MHH. aqi 
i= I 

HMeeM, o6o3Ha'la.H 

i=3 

(11) -~:_1- = ~ 
i= I 

tiepe.a -r 
a2x3 
~--

otoqi 

npHpargeHHe t, 'ITO 

i=3 :.l 02~~ 
a '1 ataqi 

MHH· f}~:~- - LJ -~- MHH. ~X}__+ 
uq, 

i = 1 
OX:i 

/1 MHH.-a-
9; 

r,Zl;e 3HaK (1) yKa3bIBaeT, 'ITO cpyHKJ!HH COOTBeTCTByJOT npupaIJ!eH

HOMY aea'leHHIO t. 

1) 0 ABHlKCHHH lKHAKOCTH H T. A· HauecTHJI AKaAeMHH HayK r 926 r J\. I. § 4. 
2) 0 ABHlKCHHH lKHJ\KOCTH H T. A· HaaecTHJI AKaACMHH HayK 1920 rJ\. I, § 8. 



Bc.11.e,11,CTBHe cyJ!!eCTBOBaHHH npoH3BO,ll,HbIX no t y <PYHKJ!HH 

fJx. 
·a-.!' BTOpaH CTpoKa paBeHCTBa (11) HMeeT npe,11,e.11., Kor,11,a '-7 0, H 

qj 
aTOT npe,11,e.11. paBeH, KaK .11.erKO y6e.zr,HTbCH: 

I -~7!_1_ au:; ?x_a_ 1- I _a_u_1_ 8x2 ~1!2- I · 
I 891 ' 892 ' 093 i i 091 , 892 ' 893 I 

doo 1 
Aesa11 qacTb B (11) HMeeT npe,11,e.11.oM -dt- 3HaqHT H nepsa11 

CTpOKa B (11) HMeeT npe,11,e.11.. ()6o3HaqHM ~TOT npe,11,e.11. qepe3 

(12) 

Ha (11) HMeeM: 

1 doo1 I Ou1 8u3 8x3 1 1 I 8u1 Ox2 Ouz I . 
(11 )di --_1 a9;· -a9;· d93 --r 1-a9~, --aq--;· a93-I =K(91, 92, v3. t 

YcTaHOBHB ::no, YMHO.iKHM o6e qacTH paBeHCTBa (11') Ha 1 no.it 

Bli,11,0M BToporo onpe,11,e.11.HTe.11.11 }; MbI o6paTHM .11.eBy10 qacTb paBeH

cTsa (11') B 

-~~ 1- - ( 001 ~:~ + OJ2 -~~~ + 003 -~~~) = 0. 

YlrnK, IJ!YHKJ!HH (12) paBHa Hy.11.10. 

Mb1 6y.zr,eM B ,11,a.11.hHei:imeM cqHTaTh, 'ITO 't TaKOBO, 'ITO pa3HOCTb> 

MelK.zr,y (12) H nepeMeHHbIM, HMelOJ!!HM <>TOT HY.11.b npe,11,e.11.oM, MeHhllle a,_ 

r.zr,e 8 Hanepe.zr, Bbt6paHHOe TIO.l\OlKHTe.11.bHOe 'l.HC.11.0. 

3. Oepexo.zr,HM Tenepb K .zr,oKa3aTeJ\bCTBY BbICKa3aHHoro yTBep

,g.zr,eHmi:. Bocno.ll.h3yeMCH TeopeMoi:i 3-eli Moeli pa6oTbI ,,() .zr,eli

CTBHHX Ha,ll; IJ!YHKJ!HHMH, HeHMe!OJ!!HMH npOH3B0,11,HbIX" l) 

no 9TOH TeopeMe, ,11,.11.H TOI'O, 'lT06bI Bbipa.iKeHHe (9) 6bi.l\O 

TI0.11.HblM ,11,mp!JlepeHgrra.11.oM, Heo6XOJJ;HMO H ,11,0CTaTO'lHO, 'lT06bI ,11,.1\H. 

BCHKOH 06.11.aCTH (oo), BHJTpH (Dt), orpaHHqeffHOH nosepXHOCTblO (o),. 
6bI.11.H co6.11.J0,11,eHbI paseHcTBa 

(13) 

J ( du3 N du 2 )\ ·._----cos( x)--------cos (Nx) do=O \ dt 2 dt ,) , 
(::;) 

J'( du1 du 1 ' 
' --- cos (Nx. )- -----cos (Nx1) \do= 0 
\ dt .J dt / ' 

(::;) 

[( du2 N du 1 • \ dt- cos ( Xi) - dt cos (Nx2) 1 do= 0. 

(::;) 



Mb1 6y,1.1;eM C'IHTaTb, 'ITO (o) He HMeeT o6Jll,HX TO'leK c (51). 

:KaKoBa-6bl HH 6b1Aa TO'!Ka BHYTPH (D1), BcerJJ,a Mom.Ho nocTpOHTb 

TaKyio o6AaCTb, orpa1111'1eHHJIO (o), KOTopa.H 3aKAIO'laeT BHYTPH 

8TJ TO'IKy. 

y CTaHaBAHBa.fl cnpaBeJJ,AHBOCTb paBeHCTB (13), Mb! orpaHH'IHMC.H 

pacCMOTpeHHeM nepsoro H3 HHX. 

0oA02KHM, 'ITO IlOBepXHOCTH ( o) COOTBeTcTByeT B (Do) nosepx

HOCTb ( o0). CToAbBYRCb qiopMyAaMH, yKa3aHHbIMH s nap-qie 2-M, 

Mb! npeo6pa3yeM Aesyio 'laCTb l 13) B 

(14) 

l "o) 

CToAOlKHM 

t + ~ ql + h q2 + h q3 + ft 
(15) Yi= 't!~ J d), J dp1 J dp2 J dp;! X; (P1' P2, p3, A), 

t Q1 qz q3 

C'IHTa.fl, 'ITO h H 't HaCTOJl.bKO MaAbl, 'ITO, Bo-nepBbIX, TO'!Ka 

(P1, p 2, p 3) ocTaeTCR BO speMR HHTerpuposamui: BHYTPH (D1) H, BO

BTOpbIX, co6AIOJJ,eHbl HepaseHCTBa 

I iJ2x. fJ2x. i i fJ2x. iPx : 
(16) _J ____ J·-1<2,· __ 1 ___ ] <<e:,j=1,2,3,i "1,2,3. 

I iJp/n aq/Jt . I m,2 at2 : 

Torp,a co6A!OJI.eHbI TaKme H HepaseHCTBa 

I a2 a·' y , a2 a? y 1 x. - . . x. - . I • · (17) ___ J - _ _ 1_ <._z,\ ___ _!_-_J_ I <z, ;=l,2,3, t=l,2,3. 
{)q /Jt dq /Jt . I f}f2 f}f2 

00AOlKHM JI.aJ\ee, 'ITO 

ql +hi qz+h1 q3+h1 

(18) xi= h~ 3 J dp1 J dp2 J dp:, xi (Pi. P2. p3, t), 

rJJ,e h1 HaCTOJ\bKO MaAo, '!TO, so-nepsb1x, TO'IKa (p1, P2, p3) ocTaeTCR 

suyTpH (Di) H, so-sTopb1x, co6J1.io,1.1;ettb1 ttepaseHCTBa 

I' fJx iJx 11 

J J < -- / -iap.- a9~1 _,,.....__e, 
· t I I 

(19) 

iPx fJ 2x 'I CJp/Jt - aqik,<z-c<z,j=L2,3, i=1,2,3, 
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co6.!1.IOJJ;eHHe KOTOpbIX B.!\eqeT 3a co6oio co6.11.iop;eHHe HepaBeHCTB 

I ax. fJX. ~ 
(2o) a1;- -a9; i < 2'' 

I 
82 xj axi '1 - -- • '--- 1 2 3 . - 1 2 3 

aqiat - aq/Jt I<.....,,,, J- ' ' · l-- ' ' · 

PaccMoTpHM Tenepb HHTerpaA 

i=::l , J '1 { a2 Y3 ax2 a2Y2 axi} 11.r (14) .L.J ----af2 MHH.-oci;·---lf?i··· MHH. O<J; COS(ivo<J)dcro. 

i= 1 
( cro) 

Bc.11.ep;cTBHe ttepaBeHCTB (17) H (20), HHTerpaA (14') OT.!1.HqaeTC.ffi 

OT HHTerpaAa (14) Ha qHCJ\O BHp;a as, r Ae a OT 8 He 3aBHCHT. 

CTpHMemrn TeopeMy f pHHa, Mb! noAyqttM, qTo (14') paBeH 

i=3 i=3 

(21) - 2 - MHH· -- - ····2----=- MHH. · - (J)o, J { ~ aay3 ax2 ~ asy:, ax:J }d 
at a9 i a9 i at aq i aq i 

i=l i=l 
(wo) 

rp;e ((J)0)-o6AaCTb, orpaHHqeHHa» noBepxHOCTblO (cr0), TaK KaK 

i=3 i=3 

~ 0~~ MHH. ~~2 = 0, ~ -0~~ MHH· ~~: = 0. 
i=l i=l 

Cf:>yHKJ!HH, CTomga» B (21) IlOA 3HaKOM HHTerpa.11.a, paBHa 

Qi+ h qz + h Q3 + h 

(22) 13 J dpl J dp2 J dp3 . 

Q1 qz 9a 
; = ~ .:!. __ a2_x:i_ ; = 3 .:!. !_2 x2 

{ '1 __ at_a_'P_,: MHH. ax_2 - '1 __!_jJ;Of MHH. _?J[s } • 
.L.J , aq, .L.J , aqi 
i=l i=l 

Ho BC.!l.eJJ;cTBHe HepaBeHCTB (20): 

(20') MHH. __ J__ - MHH. --:-_}_ < ll18-C, j = 1, 2, 3, I ax. ax I 
aqi fJq i 

i=1,2,3 

H BCJ\eJJ;CTBHe HepaBeHCTB (19): 

II ox. ox 1' (19') MHH. -a .J - MHH. ~ < a'i:s, 
'Pi 0 9 i ! 

i = 1, 2, 3, i= 1, 2, 3, 

' rp;a a H a1 no npHqHHe orpaHHqeHHOCTH npOH.3BOAHbIX OT Xi. Xz, X3,, 

a 3HaqHT H npOH3BOAHblX OT x), X2, x:,, He 3aBHCHT OT 8 H i:. 



CAeAOBaTeAhHO (22) 6AaroAapS1 orpanH•rnttHOCTH npoMBBOJl.HbIX 
{)2xi 
-a~a OTAHqaeTCH OT 

t 'Pi 

Iq1+h f92+h fq3+h { i=3 1~ 
(22') _!_ dp dp dp.. "'1 --~pi O!_ MHH· ?~~-=-

h3 1 2 .l .LJ ' {)pi 

i= 1 

Ha qacAO BHAa bE, r.zi.e b ue BaBHCHT HH OT e, HH OT 't:. 

Ho npe.zi.eA HHTerpaAa (22') npH 't: ~ 0 pasee 

q1 + h q2 + lz 93 + h 

~3 IdP1 f dp2 J dpa K (P1. P2• p3, t) = 0, 

npH qeM no c,11,eAaHHOMY BbI6opy ' HHTerpaA (22') OTAHqaeTCH OT 
ero npe.zi.eAa Meuee qeM Ha E. 

3HaqHT HHTerpaA (21), a c HHM BMeCTe H (14'), a6cOAlOTHO 
MeHbllle qffCAa CE, r.zi.e c He .saBHCHT HH OT E, HH OT 't. 

PaccMoTpHM Tenepb pa.SHOCTb Mem.zi.y (14) H (14'). KaK CKa.saeo 
BbIIIIe, oHa BH,11,a ae. TaK KaK (14') sH.zi.a ce, HHTerpaA (14) a6co
AIOTHO MeHbIIIe qffcJ\a gs, rAe g He .saBHCHT OT E H, .suaqHT, BCAe.zi.
CTBHe npoH3BOAbHOCTH 2, HHTerpaA (14) paBeH HYAIO, qTo H Tpe-
6osaAOCb .zi.oKa.saTb • 

..l(oKa.sas Ta1mM o6pa.soM cnpase.zi.AHBOCTb nepsoro H3 pa· 
BeHCTB (13), Mb! anaAorH'!HblM o6pa30M MomeM Jl.OKa3aTb TaKme H 
cnpaBeAAHBOCTb OCTaAbHbIX, qeM 6y,11,eT ycTaHOBJ\eHo, 'ITO (9) .zi.eii
CTBHTeAbHO IIOJ\HOH AH<JlcpepeugHaA. 

Sur les equations d'hydrodynamique. 

N. Gunther. 

On demontre que !'expression 

du1 -1_ du2 +du,; 
---;it- dx1 1 Ji dx2 ---dt dx3 

est un differentiel exact, si Jes conditions (1), (II), (III), (IV), 
mentionnees clans le texte, sont satisfaites. 



0 -tHCAe Hy Aeii 4>YHK!!HH H ee upOHSBOAHOii. 

C. A. I'epuaopuH. 

B HaCTOSII;!!eH pa6oTe JJ.OKa3bIBaeTcsi OP.HO o61;!!ee npep,Aom.eHHe, 

ycTaHaBAHBaIOl;!!ee CBSl3b MeLKJJ.Y llHCAOM KOpHeH npOH3BOP,HOH 

AaHHOH cpyHKJ!HH W = f (z) B HeKOTopoii o6AacTH C H BHJJ.OM TOH 

KpHBOH L, KOTOpasi npeJJ.CTas.11.sieT oTo6pameHHe Ha nAOCKOCTb W 
KOHTypa s 06.11.aCTH c. 

J1:a cpasHeHHH aToro npe.a.Ao.lKeHHH c TeopeMoH Koum, c Ko

Topoii OHO npeJJ.CTaBAHeT H3BeCTHYIO aHaAOf'HIO, BbITeKaeT psi.a. 

c.11.e,ll;CTBHH. 

B KoHge pa6oTbI ,11;aeTCH reoMeTpHqecKoe HCTOAKOBaHHe Harnett 

ocHOBHOH TeopeMbI B BHJJ.e HeKoToporo cooTHorneHHSI Ha P1:1MaH

HOBOH nosepxHOCTH. 

§ 1. 0 'IHCAe uy Aeii. npoHSBop;eoii. 

CTycTb Jl,aHa HeKoTopasi cpyHKJ!HH W = U + iV = f (z), Mepo

MOp<f>Hasi B 3aMKHYTOH KOHellHOH o6AaCTH c IlAOCKOCTH z, orpa

HH'leHHOH npOCTbIM KOHTypoM 5. noAOLKHM, llTO npOH3BOJJ,HaH j'( z) 

aToA <f>YHKJ!HH HMeeT m HyAeH H p. Il0.11.IOCOB (cOC'lHTaHHblX COOT

BeTCTBeHHO HX nopsiJJ.KaM), pacno.11.omeHHbIX BHYTPH C, npH lleM 

HH OJJ,HH H3 HHX He Ae.IKHT Ha caMOM KOHType s. 3aMeTHM, llTO 

f1 = v + l, r.zi.e '1-nOAHOe llHc.11.0 noAIOCOB caMOH cpyHKJ!H:H BHYTPH C, 
a l-llHCAO OT,ll;eAbHO AeLKal;!!HX IlOAIOCOB. ' 

EcAH z o6oii.zteT KOHTYP S B noAO.lKHTeAbHOM HarrpaBAeHHH 

(To-ecTb, TaK, llT06br 06.11.acTb C ocTaBaAact> cAesa), TO W = f (z) 

OilHWeT Ha DAOCKOCTH w 3aMKHYTYIO KpH:BYIO L. 
CTycTb ~ -yroA, o6pa:aosaHHbIH KacaTeAbHOH K Kp1:1soH: S 

B TO'lKe z c OCbIO Ox, a ~ -yroA, o6pa:aosaHHbIH KaCaTe.11.bHOH 

K KpHBOH L B cooTBeTCTBYIOI;!!eH TO'iKe W c ocbIO Ou. B TaKOM 

CAyqae, KaK H3BeCTHO, 

(1) 

r.zi.e W - apryMeHT rrpOH.!IBOJJ.HOH f' (z). nocAe IlOAHOrO o6XOJJ,a 

TO'lKOH z KOHTypa s B no.11.mKHTe.11.bHOM HarrpaBAeHHH, ~ llOAYtJHT 
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npHpatgeHHe A~, CB.H3aHHoe c np0patgeHHftMH All H Aw yrAOB 

IX H (I) COOTHOWeHHeM: 

2) 

TaK KaK S, no npeAnoAoiKeHHIO, npocToH aaMKHYTbIH KOHTyp, 

o6XO,!l;JltgHii B DOAOiKHTeAbHOM HanpaBAeHHH KOHe•rny1:0 06.i\aCTb, 

TO, otieBH,!l;HO, All = 2..:; .iro, KaK npupaIJ!eeue apryMeHTa qiynK

guu /' (z), paBHO, Ha ocnoBaHHH TeopeMbI Kowu, noMHOiKeHHoii 

Ha 2..: pa3HOCTH MeiKAY 'IHCJ\OM HyAeH H DOAIOCOB 9TOH q>yeKgHH, 

OTKyAa CAeAyeT 

(3) 1~ = 2..: (m - p. + 1). 

il~ 
OnpeAeAe&ae. 0THOWeHHe 2", paBHoe '!HCA y o6opoToB, Ko-

Topoe AeJ\aeT KacaTeAbHaH K KpHBOH L npn noAHOM o6xoAe sToii 

KpHBoii B HanpaBJ\eHHH ABHiKeHH.H TO'IKH W, HaaoseM 'IHCJ\OM 

BHTKOB i KpHBOii l. 
B CHAY caMoro onpeAeJ\eHHH aHaK i aasncHT OT HanpaBAeHH.H 

o6xoAa KpHBOH L. OoHHTHe o 'lHCAe BHTKOB MOiKeT npHMeH.HTbCH 

H K HeaaMKHJTbIM KpHBbJM. EcAH KpHBaR aaMKHyTa, TO i Heo6xo

JJ.HMO 'IHCAO geAoe, TaK KaK. DOCAe o6xoJJ;a KacaTeAbHaH B03Bpa

IJ!aeTCH B npeiKHee IlOAOiKeJrne. npH DOAbSOBaHHH BBe,!l;eHHbIM 

o6o3Ha'!eHHeM, paBeHCTBO (3) npHHHMaeT BHA 

(4) i= m-p.+l = m-v-l+ 1. 

TeopeMa I. EcAH W = f (z)-q>ynKgm1 MepoMopqrnaH B Koneq

eoii o6AaCTH C, orpaeHqeeeoii npocTbIM KOHTypoM S, TO 'lHCJ\O 

BHTKOB KpHBOH L, onHCbIBaeMoii TO'!Koii W npH o6xop;e TO'!Koii z 
KOHTypa s B DOJ\OiKHTeAbHOM HanpaBAeHHl-1, Ha ep;HHHJ!Y 60AbWe 

paaHOCTH MeiKAY 'IHCAOM HyAeH H DOAIOCOB npOH3BOAHOH /' (z) 

a<roii <PYHKgHH, .aaKAIO'leHHbIX BHYTPH C. 
0TMeTHM ceiiqac iKe BeCbMa BaiKHblH 'laCTHblii cAy'laH, KOrp;a 

W = f (z) ~oAoMopq>ua B 06.11.acTH C. TorAa 

(5) i= m+ 1. 

EcAH o6AaCTb C cop,epiKHT 6ecKoHe'lHO-yp;aAeHHYIO TO'!Ky, TO 

HMeeT MeCTO CAeAYIDIJ!aH TeopeMa. 

TeopeMa II. Ec.i\H qiyeKgHH W = f (z) MepoMopqiea B o6AacTH C, 
cop;epiKatgeli 6ecKOHe'!HO-yAaAeHHYIO TO'!Ky, TO 'IHC.11.0 BHTKOB KpH

BOH L ea eAHHHgy Meebwe paBHOCTH. MeiKAY 'IHCJ\OM HyJ\eH H 

DOAIOCOB npoHBBOAHOH /' (z), BaKJ\IO'leHHblX BHJTpH c. 
(6) i=m-p.-1. 

8To CAeAyeT HB paBeHCTBa (2), npHHHMaH BO BHHMaHHe, 'ITO 

B ,1taHHOM CAy<Jae npH IlOAOiKHTeAbHOM 06xo,11;e KOHTypa s o6AaCTH c 
ilix = - 2..:. EcA11 W = f (z)-roAOMOpc}IHa s o6AacTH C, TO 

(7) i=m-1. 
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0 IlOAC'leTe 'lDCAa BDTKOB AaHHOH Kpeeoii. 4Hc.l\O 8HTKOB i 
KpHBOB L paBHO cyMMe 'IHCeA BHTKOB oT,11,eAbHbIX 11acTeii <1Toii 

KpHBOli. TaK, HanpHMep, ec.1\11 Kp1maH L B KpaTHOB TO'IKe A 
(11epT. 1) pa36HsaeTCH Ha 2 qaCTH AaA 11 AbA, KOTOpbIM cooT-

~1 •!/ 
BeTCTBYJOT 1·HIC.l\a BHTKOB l H l , TO 

(8) 

PaccMaTpttBaH Tenepb 11acTH AaA H AbA, KaK oT,11,eAbHbie 

3aMKHYTbie KpHBbie, Ha KOTOpb1e pacnaAacb Kp1rnaH L, Mb! ,11,0.1\mHbI 

Il0.1\0.IKHTb, 'ITO HX 'IHC.l\a BHTKOB i1 H i~ paBHbl COOTBeTCTBeHHo: 

(9) i1 = i' + (f2, f1 ), i2 = i" - (f2, f1), 

L = + .3 

l..JepT. I. 

r,11,e (t2, t1)-H3MepeHHblH B o6opo

Tax HaHMeHbillHB yroA, Ha KOTO-

'-fepT. 2. 

pbIH HY.IKHO nosepHyTb KacaTe.l\bHYJO At2 ,11,AH COBMelQeHHH c At1• 

J.13 (8) H (9) CAeP.yeT, 'ITO 

(10) i=i1+i~. 

npo,11,0AlKaH TaKHM me o6pa30M, MOlKeM pa36HTb BCIO KpHBYIO L 
Ha pH,11, 3aMKHYTbIX npOCTblX KOHTypos. nocAe,11,0BaTe.ll.bHOe DpH

MeHeHHe paBeHCTBa (10) ,11,aeT: 

(11) i=s+t, 

r,11,e s - 'IHCAO npoCTblX KOHTypoB, o6X0,11,HMblX B Il0.1\0.IKHTe.l\bHOM 

HanpaB.l\eHHH, a t-o6xOAHMblX B OTpHgaTeAbHOM. 

OnpeAeAeumr. YcAOBHMCH KpHBYJO L, HMeJOlQYJO i BHTKOB, 

Ha3bIBaTb \ i/ - BHTKOBOH KpHBOB, rJJ.e iii -- a6coAJOTHOe 3Ha'leHHe 

'IHC.l\a i. 
EcAH np11 <"TOM i > 0, TO Kp1rnaH Ha3bIBaeTCH noAoarnTeAbHOH, 

eC.l\H me i < 0, TO OHa Ha3bIBaeTCH OTpHgaTe.l\bHOB. 

0TMeTHM HeKOTOpble C.l\e,11,CTBHH H3 BbimenpHBe,ZJ;eHHbIX TeopeM. 

CAeACTBHe 1. EcAH <f>YHKJ!HH W = f (z) roAoMop<f>Ha B KoHe'l

HoA o6AaCTH C, orpaHH'leHHOH apocTbIM KOHTypoM S, TO He-

06xo11,HMbIM H .11;ocTaTO'IHbJM ycAOBHeM OTCYTCTBHH BHYTPH C 



Hy.11.eM: rrpOH3BOAHOH /' (z) HB.11.HeTC'H paBeHCTBO eJJ,HHlfge 'llfC.11.ac 

BlfTKOB KpBBOH L, coOTBeTCTBy101,geM: Ha rr.11.ocKOCTlf W KOHTYPY S 
(i=+ 1). . 

:3To c.11.eJJ,yeT lf.3 paBeHCTBa (5). 3aMeTHM, 'ITO OJl,HOBlfTKOBa.H 

KpliBaH Heo6.H3aTe.l\bHO A0.11.iKHa 6b!Tb rrpOCTOH, KaK BHP.HO H3 

qepT. 2. 4acTHbIH c.11.yqaii aToro c.11.etI,cTBliH (KorJJ,a L - rrpocTaH 

KpliBa.H) 6bI.I\ H3BeCTeH paHee. 

CAeACTBHe 2. Ec.11.H cpyHKJ!liH W = f (z) MepoMopcpHa B KOHeq

HOH 06.11.acTH C, a rrpocTOMY KOHTYPY S aToli 06.11.acTH COOTBeT

CTByeT Ha rr.11.ocKOCTlf W rro.11.omHTe.11.bHa.H OJJ.HOBHTKOBa.H KpHBaH L, 
TO '!Hc.11.0 Hy.11.eii rrpo113BOJJ.HOH /' (z) BHYTPH C (ec.11.H OHH TaM, 

B0061Me, HMeIOTCH) He MomeT 6bJTb MeHee AByx. B rroc.11.eJJ,HeM 

c.11.yqae BHYTPH C cyIJ!eCTByeT, no KpaliHeH Mepe, OJJ.HH no.11.10c 

<flYHKJ!HH W = f (z). 
:3To c.11.eJJ,yeT H3 paBeHCTBa (4), rrpHHHMa.H BO BHHMaHlfe, 'ITO· 

rrpocToMy rro.11.wcy cpyHKJ!HH W BHYTPH C cooTBeTcTsyeT JJ.BOHHOH 

II0.11.IOC ee rrpOH3BOJJ,HOH. 

CAeAnBHe 3. Ec.11.H W = f (z) MepoMopqrna B 06.11.acTH C 
c rrpocTbIM KOHTypoM SH ecAH cooTBeTcTBYIOIJ!aH KpHBa.H L oTpH

gaTe.l\bHa (i < 0), TO qffC.1\0 IIO.l\IOCOB cpyHKJ!Hlf w BHY'l pH c ITO 

c ! i\+1 
MeHblllelf Mepe paBHO ~2-- . 

a) nycTb 06.1\aCTb c KOHeqffa. TaK KaK B aTOM CJ\yqae m > 0, 
v ::::-:_ /, a [ i [ = - i, TO, rrpHHHMa.H so BHHMaHHe paBeHCTBO (4), npH

XOJJ.HM K HepaBeHCTBy: 

(12) 
i ti ..L 1 

v~·, 1 1 
< 2 . 

b) 06AaCTb C coJJ,epmHT ToqKy z = <X· Heo6xoJJ,lfMO pa.3.1\H'laTh 

2 cAyqa.H: 

1) ToqKa z = :x eCTb ToqKa pery.11..HpHaH. Tor JJ,a B Hett HMeeTc.H, 

no MeHbllle:H Mepe, JJ.BOHHOH HYAh rrpomrno,11.Hoii H, cAeJJ,OBaTeAbHO, 

B 9TOM CJ\ yqae m > 2, a }J- = 'I I /. 
2) TotIKa z = oo eCTb rroAIOC rrop.HJJ.Ka p. TorJJ,a rrpoH3BOJJ,HaH 

HMeeT B aTo:H TOqKe rroAwc rrop.HJJ.Ka p -1. AerKo BH.!l;eTb, 'ITO 

rrpH aTOM p.=v+l-2, a m:20. 
B o6oax cAy<JaHx CHOBa rrpaxo,11.11M K HepaBeHcTBy (12). 

§ 2. 0 'IHCAe eyAeii cJlYHKJ!HH. 

nycTb w =I (z)- IPYHKJ!HH MepOMOpcpHa.H B 06.1\aCTH c, orpa

HH'leHHOH rrpOCTblM KOHTypoM s. 06o3Ha'lHM qepe.3 'I - 'IHC.1\0 

IlO.l\lOCOB cpyHKJ!HH f (z) BHY1'PH C, a qepe3 kw0 - 1IHCAO 3Ha1!eHHH z, 
06pa1J!al01MHX cpyHKJ!HIO W = f (z) B W0 H pacnoJ\02KeHHbIX BHYTPH C. 
B TaKoM c.11.yqae ·1 6yJJ,eT qHc.l\OM noAIOCOB H cpyHKJ!Hli W- W0, a kW, 
6yJJ.eT '!HCAOM HyAe:H aTOH cpyHKJ!Hlf, 3aK.11.10qeHHhIX BHYTPB c'. 



l1x paaHOCTb kw - v 6yp;eT, corJ\aCHO TeopeMe KowH, paBHa ,':le

J\eHHOMY Ha 2r: ~pHpaigemno apryMeHTa aTOH <PYHKJ!HH npH noAHOM 
o6xop;e TOqKQH z KOHTypa s B IlOJ\OlKHTeJ\hHOM HanpaBJ\eHHHH.l\H, 
qTo TO me CaMoe, qHC.l\Y o6opOTOB, KOTOpoe CAeJ\aeT patlHyc

BeKTOp W0 W npH noAHOM o6xo,':le TO'"IKOH W Kf>HBOH L, cooTBeT

cTBywige:H HaweMy KOHTYPY S. 
OnpeAeAeuue. lfocAo j rr:, o6opoTOB, KOTopoe c,':leAaeT patlHyc-

BeKTOf> W0 W np11 o6xop,e TO'"IKOH W Kf>HBOH L, Ha3hIBaeTcH no
f>HJ:lKOM Kf>HBOH L OTHOCHTe.l\bHO TO'"IKH W0 • 3aMeTHM, qTo aTO 
IlOH.HTHe MOlKeT npHMeH.HTbC.ll H K eeaaMKHYThIM Kf>HBbIM. 

l1a npellhIAYl!!,HX paccymp;eHHH cAetlyeT: 

(13) 

TeopeMa Ill (Kown). lfocAo kw auaqeu11ii z, o6paigawigHx 
u 

B Wo cpyeKgmo W = / (z), Mep0Mopqiuy10 B o6Aacrn C, H Aema
ig11x B aTOH o6AaCTH, paBHO nop.HllKY j w OTHOCHTeAhHO TOqKH W0 

KpHBOH L, cooTBeTcTBy10igefi npocT0My° KOHTYPY S 06J1.aCTH C, 
yseAH'"!eHeoMy ea 'lHCAO v IIOAIOCOB aToii <JlYHKJ!HH BHYTf>H C. 

B qaCTHOCTH, qHCJ\.O n = k0 uyAeH <J>YHKJ!HH f (z) BHyTpn C 
onpetr,eJ\HeTCH paBeHCTBOM: 

(14) 

EcAH <PYHKI,!HH w c= I (z) l'OJ\OMOp<J>Ha B 06J1.aCTH C, TO 

(15) 

BLI'IHCAenue nopBAKa Aaneoii Kpnsoii. EcAH paa6HTh L ea p.H,11; 
OTP,eJ\bHblX npoCTbIX KOHTYf>OB, TO HeTpyAHO BH,':leTb, qTQ 

(16) jw=sw-lw, 
u u u 

rp;e Sw - '"IHC.1\0 IlOJ\OlKHTeJ\.bHblX, a tw - OTpHgaTeJ\hHblX npoCTbIX 

KOHTYP~B, oKpym.awigHx TOqKy W';l. Ben nAOCKOCTh W Kf>HBOH L 
paa6HBaeTCH aToH KfJHBOH ea pn,11; 30H c pa3AH'"!HhIMH 3HaqeemIMHj11 ~,. 

a CJ\e,'l;OBa Te.l\hHO, H c pa3J\H'"!HblMH 3Ha qeHH.IIMH k IV. 

l1a cpaseeHHH TeopeM I H III BbITeKaeT CJ\etly10Iga.11 TeopeMa. 

TeopeMa IV 1). EcAH <J>YHKJ!H.ll W = /(z) MepoMop<J>Ha B KO
HeqHoii 06J1.aCTH C c npocTbIM KOHTypoM S, KOTOf>OMY Ha nAo
CKOCTH W cooTBeTCTByeT npocTa.11 KfJHBa.11 L (KoTopaH MomeT ue
CKOAhKO pa.3 HaAeraTb ea caMoe ce6H), co,':lepmaigaH BHYTf>H 
TOqKy W = 0, TO '"IHCAO n eyAefi q:>yHKJ!HH f (z) s ::non o6AaCTH 

1) OTa TeopeMa npe,11;cTaBM!eT 0606igem1e TeopeMbI MaK,ll;OHaAbAa, KOTopaa 
OTHOCHTCH K C.Jlyqaw, KO!',ll;a f (z) - l'O.JlOMOpqrna, a L - OI<PYlKHOCTb c geHTpOM 
W = 0. CM. "Whittaker and Watson. A course of modetn analysis. Cambridge 
1915 (p. 121), a TaKJKe Proc. London Math. Soc XXIX (1898). 
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can.3aHo c qHC.11.0M m Hy.11.efi npoH.3BOJJ.HOH f' (z) B TOH me 06.11.acTH 
COOTHOllieHl1eM 

(17) n-m=l-l, 

rp,e I- qffc.11.0 OTJJ.eAbHO .11.emal!!,l1X BHYTPl1 C no.11.iocoB <f>YHKJ!Hl1 W. 
cha C.11.ep,yeT H.3 paBeHCTB ( 4) H (14), npHHHMaR. BO BHHMaHHe, 
qTO i= jo. 

PaBeHCTBO (17) ocTaeTcn cnpaBeJI.11.HBbIM, ec.11.11 .3aMeHl1Tb B HeM n 
qHC.11.0M kw0, ec.11.H T0.11.bKO Torp,a Wo pacno.11.omeHa BHYTPH L. 

no.11.om11M, npH coxpaHeHHl1 yc.11.0Bl1H TeopeMbl IV, qTo m = o. 
yfa paBeHCTBa (17) c.11.e,ZJ.yeT, qTo np11 <lTOM B0.3M0f11Hbl .11.Hlllb 
2 c.11.yqan: I= 0 11.11.11 l -1 (rnK 1<aK n > 0). Pa.36epeM o6a c.11.y'lan 
OTJJ,e.11.bHO: 

a) l = O, a 3HaqHT H 'I= 0. PaseHCTBO (4) p,aeT i = -+- 1, 
OTKyp,a c.11.ep,yeT, qTo H j 1v. = 1, rp,e W0 -Toq1<a BHYTPH L, B cH.11.y 

'!ero paseHCTBO (14) AaeT: qTo k 1v. = 1. 
b) I= 1. B 06.11.aCTH C HMeeTcn ~AHHCTBeHHbIH no.11.10c, noAomHM, 

1<paTHOCTH a (a>1). B aTOM c.11.yqae i=-a, kw
0
=0 11 kw

1
=a, 

rp,e Wo -Toq1<a, .11..emal!!,an BHYTPl1 L, a W1 - cHapym11. 
Mb1 np11XOJJ.HM K c.11.e.nyiol!!,eMy peay.11.bTaTy: 
CAeACTBHe 4 1). Ec.11.11 W = f (z) MepoMopqrna 11 He 11MeeT 

tty.11.efi npoH3BOJJ.HOH B 06.11.acTH C c npocTbIM KOHTypoM S, KOTo
poMy Ha n.l\OCKOCTl1 W cooTBeTCTByeT TaKme npocTan 1<p11saR. L 
(KoTopan MOLKeT, soo61!!,e rosopH, Ha.11.eraTb Ha caMoe ce6.s1), TO 
W = f (z): 1) .11.1160 oTo6pamaeT 06.11.aCTb C Ha seyTpeHHIOIO no OTHO
llleHHIO K L 'laCTb n.11.oc1<ocTH W c coxpatteH11eM KOHcpopMHOCTH 
BO Bcex TO'IKaX, 2) .ll.H6o OT06pamaeT c a - KpaTHO (a 21) Ha 
BHelliHIOIO 'laCTb CT.11.0CKOCTH w Ta1<me KOHcpOpMHO, 3a 11CK.11.IO
qeHl1eM TO'IKl1 W =ex. rp,e B c.11.yq:ae a> 1 6y.neT TO'IKa pa3BeT
B.ll.eHHj! (nopn,ztKa a - 1). 

B c.11.yqae 1) L 6y.zteT KpHBOH no.11.omaTe.l\bHOH (11 npHTOM 06S1-
3aTe.ll.bHO OAHOBHTKOBoii), B c.11.yqae 2) L 6yp,eT KpMBOH oTpHga
Te.11.bHOH. OTO o6cTOHTe.ll.bCTBO MomeT c.11.ymHTb yKa3aH11eM ·Ha To, 
c KaKHM c.11.yqaeM Mb! HMeeM ,ll,e.11.0. 

HeK0TopL1e ooool!!eBHJI TeopeM I, II H III. T eopeMbI l H II 
HenocpeACTBeHHO pacnpocTpaHR.IOTCR. H Ha TOT c.11.yqafi, KOf,ll,a 
cpyHKJ!HR W = f (z) HMeT B 06.i\acT11 C, KpoMe no.11.iocos, 11 .11.orap11cp
M11qecK11e oco6eHHbie TO'IKH [s KOTOpbIX OHa npe,11,CTaB.ll.HeT co6oio 
cyMMY MepoMopcpHOH cpyHKJ!l111 11 '1.11.eHa BH,11,a A log (z- - a)]. 
TaK KaK ee npo113sop,Han f' (z) ocTaeTCH B <iTOM c.11.yqae Mepo
.wpcpHOH, TO see JJ.OKa3aTe.ll.bCTBO OCTaeTCR. B c11.11.e. 3aMeTl1M, 'ITO 

1) YKasam1eM Ha B09MOlKHOCTb aToro c.J\e;i;cTBHR H9 paBeHcTBa ( 17) n o6nsaH 
npoqi. B. 11. CM11pHosy, B p;nccepTaj!HH KOToporo: ~3aJ1a'la o6paigeHHR .J\HHeli
Horo JIH<f><f>epeHgHa.J\bHOI'O ypaBHeHHR 2-ro nopnp;Ka" JIOKa9aH qacTHblH C.J\y'laH 
aToro npe4.J\olKemrn. Yc.J\OBHR aToro npep;.J\olKeHHR 6y.11yT Bb!IlO.J\HeHbI, ec.J\H f (z} 
eCTb OTHOWeHHe JIBYX He9aBHCHMblX peweHHH .J\HHeHHOI'O ypaBHeHHR 2-ro no
PRAKa, H9 'lero BHJJ;Ha ero BalKHOCTb JlMI Teopirn JIMIP<f>epeHgHa.J\bHblX ypaBHeHHH. 
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B aTOM c.11.yqae KpHBaH L yme He 6yp;eT, soo61£e rosop.11, 3aM
KHYTOH, TeM He MeHee ee qHc.11.0 BHTKOB i 6yp;eT q0c.11.0M ge.11.bJM.· 

HeTpy,11;Ho o6o61£HTb TeopeMbI I H III Ha c.11.yqafi HenpocToii 
.saMKHyToif Kpm1oii S. CTo.11.omHM, qTo nop;o6Ha.H Kp>rna.11 S c 'IH
c.11.oM BHTKOB i pacno.11.omeHa B 06.11.acTH T nJ1.0CKOcT0 z, B KO· 
Topoi1 cpyHKgHH W = f (z) ocrneTCH MepoMopcpHoil:. Kp0sa.11 S pa3· 
6HsaeT 06.11.acTb T Ha pRA 30H, KOTOpblM cooTBeTcrny10T pa3Hbie 
3HaqeHHH nop.Hp;Ka j aToii KpHBOH· CTycTb jr o6o3HaqaeT rropHAOK 

KpHBOH s OTHOCHTe.11.bHO ToqeK r-oii 30Hbl, a m,. H P.r COOTBeT

CTBeHHO o603Ha'laIOT q0c.11.a Hy.11.eif H IlOJ\IOCOB np0113,BOAHaH f' (z), 
pacno.11.omeHHbIX B r-oli 30He. MomHo noKa3aTb, qTo 'IHCJ\O BHTKOB 
I KpHBOH L, KOTopaH coOTBeTCTBY~T Ha n.11.ocKOCTH W Hall!eif 
KpHBOH s, onpep;eM1eTCH c.11.ep;y101£eH cpopMy.11.oif: 

(18) f= z+ 2! j,(mr-P·,.), 

r 

rp;e cyMMHposaHHe npOH3BO,'l;HTCR no BCeM 30HaM 06J1.aCTH T. 
T O'lHO Ta"Kme MOJKHO noKa3aTb, '!TO 

(19)' J "1 . ( (r) (r)) 
II'.,=~},. _k ,,..,-'I ' 

r 

r,'l;e fw - nop.11ti;oK KpHBOH L OTHOCHTe.11.bHO HeKOTopoii TO'lKH lf/o 
0 

W (r) (r) 
IlJ\OCKOCTH , a k w H 'I COOTBeTCTBeHHO o603Ha'!aIOT q0c.11.a 

uy.11.eif H no.11.10cos cp0ynKg00 /(z)- W0 , pacrro.11.omeHHbIX B r-oi\ 
30He. 

cPopMyJ\bl (4) H (13) HBJ\RIOTCR '!aCTHblMH cJ\y'laRMH cpopMy.11. 
(18) H (19). 

§ 3. 0 PHMauuoui.1x .ooaepx.aocT.RX. 

T eopeMbl I H II MoryT 6bITb HCTOAKOBaHbI, KaK onpep;e.11.eHHbie 
cooTHOII1eHml Ha PttMaHHOBbIX nosepxHOCTHX- Or'paHHqHMCH c.11.y-
11aeM, Korp;a w eCTb pagHOHa./\.bHclH <l>YHKQ,HR OT z: 

(20) W = R (z). 

CTpH aTOM z, paccMaTpHsaeMoil:, KaK <f>YHKQ,HR OT W, cooTBeT
CTByeT onpep;e.11.eHHaR pacnpocTpaHeHHaR no n.i\ocKocTH W P0Ma-. 
nosa nosepxHOCTb R c KoneqHbIM '!HC.i\OM .11.HCTOB n, Memp;y KOTopoif 
H Il.11.0CKOCTblO nepeMeHHOH z ycTaHaBJl.HBaeTCR 0AH03Ha'!HOe co
OTBeTCTBHe. DpH o6xoite TOqKoii z npocToro KOHTypa S, orpaH0-
q0sa101£ero HeK0Topy10 06.i\aCTb C (06.11.acTb C C'IHTaeTcH pacno
.11.omeHHoii c.11.esa OT Hanpas.11.eHm1 o6xop;a), ToqKa W on0meT 
3aMKHYTYIO KpHsyro L, KOTopan 6yp;eT npocToii Ha P0MaHHOBOH 
nosepxHOCTH H pacce11eT ee Ha 2 qacTH (KaK nosepxHOCTb poAa 0). 
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Ty 113 aT11x qacTeH, KOTopaH pacno.l\oJKeHa c.l\eBa OT L (11, C.l\ep,o

saTe.l\bHO, cooTBeTCTByeT 06.1\aCTH C), Ha3oBeM tiaCTbIO Ri. a BTO

py10-qacTbJO R 2• 

HyAHM npOH3BOAHOH cflYHKQ;HH R (z), Haxop;mg11MCH BHYTPH 

06.1\acTH C, cooTBeTcTBYJOT KOHe1iHbie TOtIKH pa3BeTB.l\eHHH qacTH R1, 

a no.l\IOCaM cflYHKQ;Hli R (z) - 6ecKOHe'!HO-yAa.l\eHHbie TO'!KH aTon 

tiaCTH, KOTOpbie MoryT 6bITb OtJ;HOBpeMeHHO H TOtIKaMH pa3BeTB.l\eHHH. 

Paa6epeM nop;po6eee TOT c.l\yqail:, Korp;a 06.1\aCTb C Koeeqea 

(c.l\ytiatt TeopeMbI I). Oo.l\OJKHM, 1iTJ B qacTH R 1 scero HMeeTCH Q 
TOl!eK pa3BeTB.l\eHHH, 113 Hl1X q-Ha KOHe'IHOM pacCTOHHl111, ap-6ec

KOHe'IHO-yp;a.l\eHHbIX (Q = p + q). QqesHp;Ho, 'ITO 

(21) 

(22) 

q=m. 
p='l-f, 

rp;e o6oaeaqeHHH coxpaeeHbI Te me, 1iTO 11 s § 1. 
Oop;cTaB.l\HH s paseHCTBO (4) aHa'lemrn m 11 / 03 paseecTB 

(21) H (22), np11xop;HM K C.l\ep;y10igeMy cooTHOllleHHIO ,11;./\H qacrn R1: 

(23) . ' i = Q - 2'1 + 1. 

3p;ecb i o6oaHa'laeT 'IHC.l\o BHTKOB 1<p11soH: L, a 'I - 1iHC.l\O 

6eCKOHe'IHO-yp;a.l\eHHbIX TO'leK qacTH R1• 

HeTpyp;Ho noKa3aTb, 1iTO cooTHOllleHHe (23) .<:J;./\H qacTH R1 co

xpaHHe1'cH H B TOM C.l\yqae, KOrp;a 06.1\aCTb c cop;epJKHT 6eCKO

He1iHO-yp;a.l\eHHYJO TO'IKY· Mb1 y6emp;aeMcH, TaKHM o6pa30M, B TOM, 

1iTO cooTHOlllem1e (23) npHMeHHMO K Mo6on qacTH nosepxHOCTH R 
(KaKoBa 6b1 HH 6b1.l\a cooTBeTCTBYIOigaH eii: o6AaCTb C). Mb1 MOJKeM 

I103TOMY cosepllleHHO OTB.l\e'lbCH OT Il.l\OCKOCTH z H Bbipa3HTb 

pe3y.l\bTaT B TaKOH cpopMe: 

TeopeMa V. Ec.1\11 R1 ecTb qacTb P11MaHHOBOH nosepxHOCTH 

(po,11.a 0), orpaHH'leHHaH KpHBOH L, npocToii: ea aTOH noBepxeocTH 

H KOTopoii: npHnHcaHo TaKoe eanpaBAeHHe, 'IT06b1 R1 6b1./\a pac

no.l\oJKeHa C.l\eBa OT L, TO Memp;y t:IHC.l\OM BHTKOB i KpHsoil: L, 
'IHC.l\OM Q TOt:IeK pa3BeTB.l\eHHH H 'IHC.l\OM 'I 6ecKOHe'IHO-y p;a.l\eHHblX 

TOt:IeK qacTH R1 cyigecTsyeT aaBHCHMOCTb 

i=Q-2'1+1. 

B qacTHOCTH, Korp;a 'laCTb R1 KOHe'IHa 

(24) i= Q+1. 
CooTHOllleHHe (23) o6'betJ;HHHeT B ce6e cpopMJAbI (4) H (6). Bee 

C.l\ep;CTBHH H3 3THX cflOPMY.I\ HaXOtJ;HT CBOIO 11HTepnpeTagHIO Ha no

sepXHOCTH R. 
yfa COOTHOllleHl1H (23) qpe3BbI'laHHO npocTO BbITeKaeT C.l\e

p;yroigee cooTHOllleH11e ,11;.l\H PHMaHHOBbIX nosepxHOCTeii pop;a 0: 

(25) P- 2n+2=0, 

r p;eP-no.l\HOe 'IHC.1\0 TO'leK paaBeTB.l\eHHH, a n-nO.l\HOe 'IHC.1\0 .lll1CTOB 

paccMaTpHBaeMoli nosepxHOCTH. OTO cooTHOllleHHe npep;cTaB.l\HeT 

co6010 tJaCTHbIH cAyt:Iaii H3BeCTHOH cpopMyAbI P11MaHHa, oTHOCH

igeikH K nosepxeocTHM AI06oro pop;a. 
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Uber die Anzahl der Nullstellen der Funktion und ihrer 
Ableitung. 

S. Gerschgotin. 

Zwischen den Eigenschaften der Funktion W = f (z) in einem 
Gebiete C der Ebene der Veranderlichen z und dem Charakter der 
Kurve l, welche die Abbildung des Randes S des Gebietes C auf 
die W-Ebene darstellt, gibt es einen nahen Zusammenhang, und als einen 
Ausdruck desselben konnen wir den beriihmten Cauchyschen Satz iiber 
die Anzahl der Nulstellen der Funktion betrachten. Die vorliegende 
Arbeit dringt in diesen Zusammcnhang viel tiefer ein. Hier wird ein 
Satz bewiesen, welcher eine bestimmte Analogie mit dem Cauchyschen 
aufweist. Dieser Satz lautet, wie folgt. Die Differenz der Anzahl der 
Nullstellen und der Pole der Ableitung f' {z) im Gebiete C ist um 1 

minder, als die Windungszahl der Kutve l. Dabei wird unter der Win
dungszahl der in vollen Umdrehungen gemessene Winkel verstanden, 
um den sich die Tangente an die Kurve l bei voller Beschreibung 
dieser Kurve dreht. Aus dem Vergleiche dieses Satzes mit dem von Cauchy 
folgen auf sehr einfache und natiirliche Weise einige sovie neue, als 
auch schon in weniger allgemeinen Form bekannte Resultate. 

Am Schlusse dieser Arbeit wird eine geometrische Deutung unseres 
Fundamentalsatzes in Form einer bestimmten Relation auf der Riemann
schen Flache gegeben. 



Ueber den Algorithmus der Erhohung . 

. B. Delaunay. 

Im Iahre I 9 I 5 gelang es mir die unbestimmte Gleichung X 1q+ Y3= I 

vollstiindig zu !Osen *). Das war iiberhaupt qas erste Beispiel einer 
Losung einer (nicht trivialen) biniiren kubischen Gleichung. Der entschei-

3 ·-
dende Umstand lag damals in der Bemerkung class aus 2 0 "'= P. y q + Q 

d d . . GJ. h "'+ ll ,m+ I ,,m un en con1ug1erten e1c ungen man 20 u • 2 0 '1 . eo = o 
2r.i 4hi 

bekommt, wo B = ea=(; ·~ = e 3 -(2 sind. Wenn man sich also 
den Beweis verschafft class m sich nicht <lurch 3 u 2 teilen !asst, 
so kann man die Einheitswurzeln ( und (' unter die Exponenten m 
hineinfiihren und denn Schluss ziehen class (.so'-+- ~' . e0 " (oder 

( 2 • 2 01 + ( . e0"), als Teiler von e0 m, eine Einheit ist, woraus man eine 
neue nicht triviale Bedingung erhalt. [Das einzige wichtige Resultat iiber 
die unbestimmten Gleichungen 3-ten Grades, welches nicht meinen in 
Abhandlungen von 1915 und 1922 schon enthaltan war, erhielt 
T. Nagell (1925) **) indem er diese meine Methode auf die etwas allge
mdnere Gleichung AX3 + B Y3 = I anwandt und mit ihrer Hilfe die 
Losung dieser Gleichung auf diejenige meiner Gleichung X 3q + ya = I 

zuriickfiihrte], Man sieht aber nicht wie man diese Methode fiir die 
Gleichungen, welche nicht mit dem reinen, sondern mit dem allgemeinen 
kubischen Kerper verkniipft sind, verwenden konnte, weil in diesem 
Falle B und <Ji keine Einheitswurzeln sind. Damm habe ich noch seit 
I 9 1 6 eine zweite Meth ode verwendet (den Algorithmus der Erhohung) 
welche mi ch im lahre I 9 I 9 zum vollstiindigen Beweise meines Haupt
satzes iiber die Anzahl der Darstellungen der Zahlen <lurch binare 
kubische Formen von negativen Discriminante fiihrte ***). 

Ich will hier einige weitere Untersuchungen (welche in den C. R. 
192 I und I 924 skiziert wurden) iiber diese meine zweite Methode 
mitteilen. 

'') Journal der Math Ges. zu Charkow. 1915, so wie Mem. der S. Petcrsb. 
Akad. d. Wiss. 1922. 

*'") Journal de. Math purcs et aepliquees, 1925. 
*"'*) Memoiren der S. Petersb. Akad. d Wiss. 1922. 

17 IK.ypHa!\ AeHHHrp. <PH3.-MaT. 0-sa, T. 1, B. 2 (1927). 257 



I. U e b e r e i n e n o t w e n d i g e B e d i n g u n g f ii r d i e L o s· 
bark e it de r u n best i mm ten G 1 e i ch u n g <.D (x, y) = r. 
Sei Ax3 + Bx2y + Cxy2 + Ey3 = (A, B, C, £) = <.D (x, y) eine gege
bene biniire lrnbische Form, und seien 001 nnd 002 die Wurzeln der 
Gleichungen 001 3-Boo1 2 + AC00 1-A2£ = o und <02 3 - Coo1~ + BE002 -
-AE' = o, wobei 00 1002 = AE. Man kann leicht beweisen (s. dieses Jour
nal S. 40) class der Modul [m1 002 r] ein Ring ist. Wir werden diesen 
Ring 0 (<.D) oder 0 [oo 1 002 r] bezeichnen. Seine Discriminante ist der 
Discriminante von <.D gleich. Aequivalenten Formen entspricht ein und 
derselbe Ring. Wie man es leicht aus der Theorie der ldealen sieht, 
kann nicht jede Form <.D als Norm (in Q (<.D) = 9002) einer Zahl von 
der Form A · X + p. · Y, wo A und p. g an z e Zahlen aus Q (<.D) sind, 
dargestellt werden. Wenn aber 1> die Zahl I darzustellen fiihig ist, 
so ist sie einer ,,ganzen" Form f (x, y), d. h. einer solchen, bei welcher 

E = 1 ist, iiquivalent, z. B. (A, B, C, £) = (q, -- p, n, 1) (~ ~) , 

und wenn p die Wurzel von p3 = np2 +pp+ q ist, so bekom
men wir (A, B, C, £)=Ng (), · X + p. · Y), wo A = ap + "(; p. = ~p + o, 
d. h. hat dann <.D eine solche ,,ganze" Zerlegung in seinem eigenen 
Ringe, da 0 (<.D) = 0 [p2, p, 1) ist. Wenn 1> primitif ist, was wir 
voraussetzen wollen, so sind die Zahlen A, p. relatif prim. Wir haben · 

A w2 . 

aber - = -E·- und also bekommen wir E = p.j; w2 = A · j, wo j eine 
p. 

ganze algebraische Zahl aus Q (1>) ist. Die Zahl aE - ~ · 002 des 
Ringes 0(1>) ist=(a. p.-~ · /..) j=j, weil a· p.-~ ·),=I ist. 
Das Ideal (w2 , £) des Ringes 0 (fll) muss also ein Hauptideal dieses 
Ringes sein. W enn die Form 1> gegeben ist, kann man d u r c h b e
k an n t e Method en entscheiden ob das Ideal (00 2 , £) ein Haupt
ideal ist, und im Fall wo dies ist, die zugehohrige gahze algebraische 

Zahl j berechnen. Dann konnen nur A = 00? und p. = ~ sein, oder 
J J 

von diesen Zahlen beide <lurch einen und denselben Einheitsfactor ver· 
schieden sein. ,,F ii r die Mo g 1 i ch k e it de r Los u n g de r G 1 e i-
1; hung 1> (x, y) = I is t also d as Vo r ha n d ens e in e in er 
solchen Zerlegung von tl> in seinem eigenen Ringe 
notwendig". 

Beispiele zeigen aber class diese Bedingung noch nicht hinrei
chend ist. 

2. Ueber zwei Kongruenzen welchen alle Losungen 
P, Q von <I> (x, y)= 1 geniigen miissen, wenn <I> eine 
bin ii re k u bis ch e Form v o n n e g at iv en D is c rim i nan t e is t. 
Setzen wir voraus class diese Bedingung erfiillt ist, und sei A = r(l)1 + 
+ sw2 + i; p. = uw1 + vw2 + w. Wenn wir <I>(P,Q) = I haben, so ist 
A · P + p. · Q eine positive Einheit des Ringes 0 (1>). Wenn die Form <I> 
von negativen Discriminante ist, so hat der Ring 0 (<I>) nur eine ein
zige unabhiingige Fundamentaleinheit. Sei el)= aw1 + bw2 + c die 
direckte positive Fundamentaleinheit d.· h. diejenige fiir welche o <e0 <1 ist. 
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Man kann die 9 Zahlen a, b, c; r, s. t; u, v, w aus den Zahlen 
A, B, C, E durch bekannte Methoden berechnen. Man hat also 
/, · P+ [1 Q = i:0 "'. Man kann annehmen class m > o ist, weil, wie man 
es leicht aus Zahlengeometrischen Grunden sieht, Losungen (P, Q) mit 
m < o bei gegebenen /,, p. nur mit solchen m vorkommen konnen welche 
absolut genommen eine gewisse angebbare (nicht grosse) Grenze h nicht 
iibersteigen. Man kann sie z. B. sogar auch a!le finden. Oder kann man 

1 1 -h -h 
anstatt "- und p., '' · <:0 , p. · Eo nehmen, und dann werden gewiss 
schon keine Losungen mit m < o vorhanden sein. Wir haben also 
/, · P+p. · Q=(rP-+- uQ) wi + (sP+vQ) (IJ 2 +(tP+wQ) =Fwi + 
+ Gru 2 + H = E = E0m = (ailli + bw2 + c)'". Wenn wir diese Gleichung 
fiir die konjugierten Ringe schreiben und substragieren, erhalten wir 
F ( I ") + G ( I ") "" ""' ( ' -') ({J + w1 - m1 W2 - Wz = Eo - 2 0 = 20 - Eo • ru1 
+ V"m + W) =[a (wt' - wi") + b ( Ul2 1 

- w2")] • (Uw1 + Vwz + W) wo 
U, V, W auch ganze rationale Zahlen sind. Wir haben 

, ,, _ AE(w2" - w2') _ AE wdw2" - w2') _ w2 ( , ") 
w1 - wi - ' " - A£2 - - E w, - Wz • 

Wz (1)2 

Also bekommen wir, nach geeigneter Kiirzung, - Fw2 + EG = 
= (- aw2 +Eb) · ( Urui + V w 2 + W). Die Vergleichung der Koefficien
ten gibt 3 Gleichungen durch deren Losung wir 6.U =a (bF- aG); 
1. V=b (bF-aG); il. W=b (aC-bE) G+a (aA-bB) F 
bekommen, WO Ll = a3A - a2bB + ab2C- b3E ist. Sei a=-= (a, b) und 

Ll 
a= a10: b = bio und bezeichnen wir o3 durch x, dann hahen wir 

x.o· U=ai (b1F-a1G); xoV=b1 (b1F-a1 G); x ·a· W= 
=bi (a1C- b1£) G.-T- a1 (a1A - b1B) F. Aus den beiden ersten 
Gleichungen, da (a 1, b1) =list, bekommen wir b1F- aiG=o (mod. xo) 
oder 

P-K+Q·L=O (mod. xo) ............. (1) 

WO K = I ai bi '1 · L = I ai bi I ist, und aus der dritten 
Ir s ' I u v 

P K+ Q. L_ O (mod. j(o) ....•....•.... (2) 

K I! Cai b1 -Ebi2, Bai b1 - Aa1 2 1
1 

WO = j r s 

L =I Ca1 biu-: Eb1 2, Bai biv- Aai 21 · 
Diesen Kongruenzen (1) und (2) miissen alle Losungen P, Q der 
·Gleichung cl> (x, y) = l geniigen. 

3. U e be r d e n Fall, i n we I ch e m di e K on gr u e n z e n ( l) 
und (2) identisch erfiillt, sind. Sei A, l'· eine Zerlegung von cl> 
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n 0 (tl>), dann ist ),k =A · e0 "; [L" = !-'· • ea" auch eine solche Zerlegung. 
W enn wir die Zahl en K, L, K, L fiir diese Zerlegung durch K , L 
K , L bezeichnen, so berechnet man leicht class K1 = K · c +"a K, 

" " L 1 = Le+ oL und K1 =-:.:Kc+ oKr.p; L1 .::c:: L c + o · L . r.p (mod. x1j) 
ist, wo qi= -ACa12+ (AE +BC) a1b1 - BEb 1 ~ ist. Wenn die Kong
ruenzen (1) und (2) identisch erfiillt sind, d. h.K L_ K=L o (mod. xo) 
ist, so sind also die Kongruenzen (1) und (2,) auch identisch 
erfiillt.-Sei cr ein gemeinsamer Teiler von K und L, dann ist o auch 

Teiler von \ ~ ~ I• da a1 und b1 relativ prim sind. I ~ ; I ist der Index 

des Moduls [A, µ., r] in Bezug auf den Modul [ooi. 00 2, l]. Setzen 
wir voraus•dass die Gleichung ClJ (x, y) = I eine Losung hat, dann ist 
A= (o:p+1) . e; p. = (P,p + o). e, WO 8 eine Einheit ist, und eine Einheit 
des Ringes [oo1. 00 2, l] = [p2, p, l], weil man a · p. - ~ · J, = e hat. 
Es sei e = Ap2 + Bp + r, wir haben dann 

Ir sl =I Arm+Bo.+A-1, 
! u v I AP,n + B~ +Ao, 

Ar:1.p + ra + Br I I C( p I \An + B, A I 2 ' 
N=ip + rs + Bo = 'Y 0 I . A + r B ,. = ABn + B2 -A p - AI =A'' 

t-', I I I ' ; p , 

wo A' der Koefficient von p1" bei 'fl= e-1 ist. Jeden g. g. Teiler von 
K und L ist also Teiler von diesem A'. Wenn K -- -L - o (mod xo) 
und cr das Produkt ailer verschiedenen Primzahlen ist, welche in x auf
gehen, dann muss A' durch cr · o teilbar sein. Die Zahl N[A'(n - p) + B'] 
ist der Index von 'fl in Bezug auf 0 (p) und, da 'fj eine Potenz von 
::0 -t ist, muss sie sich <lurch den Index xo 3 von e: 0 in Bezug auf 0 (p) 
teilen. Man sieht aber leicht, class A' und B' o als gemeinsamen Teiler 
haben miissen, d. h. A' = A' 1 • 0; B' = B1' • o, und also muss 
N [A1' (n-p)+B1 '] sich <lurch x teilen. Da aber A1 '-:~o (mod. x) 
ist, so muss B1' 8 - o (mod. x) sein, d. h. B1' = o (mod cr) sein. Wenn 
also die Kongruenz (1) identisch erfiillt ist, so ist cr Teiler von A1' und B' 1. 
Wenn wir jetzt zu den Kongruenzen (1 1) (2 1) iibergehen, so miissen sie 
sich nach der obengemachten Bemerkung, wenn (1) und (2} sich iden
tisch erfiillen, auch identisch sein. Wenn wir also e . e0 = A"p3 + B"p +I'" 
und r:0 = Qp2 + bp + c setzen, so miissen auch A1 • und B1" sich durch 
a teilen. Wenn wir aber A/, 8 1'' <lurch A 1, B', f' und ~. b, c aus· 
driicken, so erhalten wir class -;z1r 1 und "br• sich durch cr teilen miissen, 
wenn man ~ = ~-1 o; b=b-;. 0 setzt, da _aber (a~ b;) = I ist (da, wie 
man es leicht sieht der g. g. Teiler von a und b ist derselbe wie der
jenige von a und b, also a) und r nicht <lurch cr teilbar sein kann, 
wenn a> I ist, so muss a :.=.::: l sein. Daraus schliessen wir class x = ± I 

ist. Die Zahl p = a 1 00 1 + b1 w2 in O(cf>) hat demnach in Bezug auf 
O(<P) den Index ± l, und also ist die Form [q, - p, -;;; l), welche 
die Wurzel p hat, eine gauze der Form cI> aquivalente Form. Es ist so 
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eine Losung der Gleichung ct> = I gefunden. Wir werden aber gleich 
zeigen class es deren ja auch zwei gefunden werden konnen. 

In der Tat, aus K =-- L _ K-= L :_ o (mod. xo) bekommen wir 
Ieicht class r :_ s - u - v _ o (mod. xo) ist; z. B. K. (Ba 1b1 -Aa1 ~)-
Kb1 = (-Aa13 :-1:: Ba12b1 - Ca1bt 2 + Eb13) · s = - x · s. Es muss also 

A' = I : ~ I-~- (mod. 02) sein. Die Ei~heit 7l .'.:1.nd also ~uch e ~~egt 
demnach im Ringe 0 (op). Es sei a= e0 ·, d. h. (a· op' + b1op + c)" = 
c-=- A 1 o2p ~ + B1 op + r. Durch die vergleichung der Koefficienten von p' 
bekommen wir daraus class t · ~ oc'-1 - o (mod. 02) ist. Da aber 

(c, 0) = I ist und (t, o) = l vorausgesetzt werden kann (da man ander

fa!s von A; p. zu I. · ea"; p. · ea I< iibergehen kann, so class man anstatt "' 
t - k hat, und dabei k so wahlt, dass (t - k, o) = l ist). So hat 
man a 1 :--- o (mod. o). Die Einheit e0 selbst liegt also in clem Ringe 
0 \op). Der Index von e 0 in Bezug auf 0 (p) ist gleich -+-- 63, da 
x = ::-.c 1 ist. Es ist also a0 eine Einheit im Ringe 0 (op) welche in 
Bezung auf diesen Ring den Index -+-- l hat. Die dem Ringe 0 (op) 
gehorige Form (o8q, - o2p, on, l) ist also einer ,,reversiebelen" Form 
(r, -p', n', l) aquivalent. Die Gleichung (o3q, -o2p, on, 1) = l 

hat also wenigstens 2 Losungen (0,1) und (BX1, Y1) und folglich 
hat auch die Gleichung (A, B, C, £) = 1 2 Losungen, weil (A, B, 
C, £) = (t/, - p, n, I) isl. Wir haben das Theorem: "Wen n cl i e 
beiden Kongruenzen (1) und (2) identisch erfiillt sincl 
u n cl x =!= -+-- I is t, h at d i e GI e i ch u n g cf> (x, y) = I k e i n e 
L o s u n g e n, w e n n a b er x = --+- 1 i s t, s o h at s i e z w e i L o s u n
g en, we l ch e man au ch be rec h n en k an n". 

4. Algorithmus der Erhohung. Seien die Kongruenzen (1) 
und ( 2) nicht beide identisch erfiillt. Sei z. B. (I) nicht identisch. W enn 
man dann durch d den g. g. Teiler von K, L und xo bezeichnet und 
wenn K = dK': L = dL'; xo =dz' ist, so wird PK'+ QL' ·-- o (mod. x'). 
Wenn jetzt weiter (K', L') = d' und K• = K" · d'; L = L" d' 
ist, so haben wir (d', x') = I und also P · K" + Q · l'' c__ o (mod x') 
wo schon (K", L") = I ist. Wenn wir von der Form (A B. C, £) 

f(J. -L'" 
zu der Form (A', B', 0, E') clurch die Substitution\\ 1: · K") iiber· 

gehen, wo IJ. · K" +1 · L" =I ist, so bekommen wir A•P' 3 + B'P12Q• + 
+ C'P'Q'2 + E'Q' 3 = 1, wo P' - o (mod. x') ist, weil P1 = P. K" + 
+ Q L" ist. Setzen wir P' =A' und A= A'x' 3; B = B1x 12; 
C = C' · x'; E = E, so bekommen wir die Gleichung (A, B. C, £) = 1 

auf cleren Losung die Losung der gegebehen Gleichung (A, B, C, E) = r 
reduciert ist. Die Form (A, J{ er E) hat aber eine x'6 mal grossere 
Discriminante ah die gegebene Form (A, B, C, £), und x' ist =I=-+-- 1 

weil wir vorausgesetzt haben dass (r) nicht identisch ist. Von der Form 

(A, B, C, £) schreiten wir in derselben Weise zu einer Form (A~ B, 
C, E) u. s. w. Dieses Verfahren kann nur dann abbrechen. wenn auf 
einem der Schritte entweder die zugehohrige Form keine Zerlegung in 



seinem eigenen Ringe hat, und dan hat die Gleichung <I> (x, y) = 1, 

keine Losungen, oder die Kongruenzen (r) und (2) identisch werden, 
und dann hat die Gleichung <Ii (x, y) = r, wie wir gezeigt haben, 
entweder keine, oder 2 Losungen, welche man dabei auf diesem Schritte 
auch finden kann. 

5. Erster Fall, wenn die Gleichung <l> (x,y)=r eine 
u n d nu r e in e Los u n g hat. In deisem Falle, welcher sehr oft vor
kommt, wird nach § 3 dieser Algorithmus gewiss nicht endigen. Die niihere 
Untersuchung dieses sehr merkwiirdigen Umstandes behalten wir uns auf 
ein anderes Mal vor. 

6. Z we it er Fa 11, wen n die GI e i ch u n g <P (x, y) = r 
wen i gs tens 2 Los u n gen hat. In diesem Falle wird gewiss auf 
einem Schritte des Algorithmus der Erhohung der Umstand auftreten 
das die Kongruenzen (1) und (2) identisch befriedigt werden. Das sieht 
man leicht aus Zahlengeometrischen Grunden welche wir im niihsten § 
auseinandersetzen wollen. 

7. D a s A n n ii h e r n a n d i e L o s u n g e n m i t t e I s d e s A l g o
r it h mus de r Er ho hung. Wenn man <las quadratische Gitter 
(x, y), wo (x, y) alle Punkte der Ebene, welche in einem zu Grunde 
gelegtem rechtwinkeligen Koordinatensystem ganzzahlige Koordinaten x 
und y haben, betrachtet, so bilden alle Punkte (P, Q) deren ganzzah
lige Koordinaten die Kongruenzen K" · P + L" Q o (mod. x') erfiil
len, oder der unbestirnmten Gleichung K'' · P+ L'' Q = x' · t, wo t 
eine beliebige veriinderliche ganze rationale Zahl ist, geniigen, ein paral
Ielogrammatisches Teilsystem in diesem Gitter. Iede weitere Erhohung 
<lurch unseren Algorithmus fiihrt immer zu einem neuen Teilsysteme. 
welches wenigstens einen 2 Mal grosseren lnhalt seines Grundparallelo
grammes hat und immer den Punkt (o,o) enthiilt. Wenn eine Losung 
(P1, Q1 ) vorhanden ist, so reduciert sich die ganze Sache zur Wegschaf
fung von Punktreihen, welche der Punktreihe (o,o) (P11 Qi) parallel 
sind. Das kann ohne Ende gehen, wie es im Falle wo es nur eine 
Losung gibt, ja auch, wie wir es gezeigt haben, tatsiichlich auftritt. 
Wen es aber zwei Losungen gibt, (P1, Q1) und (P2, Q2), so kann der 
Inhalt des Grundparallelogramms den Inhalt des Parallelogramms (o,o) 
(PI> Qi) (P2., Q2) nicht iibersteigen, weil dieses Parallel0gramm in allen 
Teilsystemen vorkommen muss, und also muss der Algorithmus endigen. 
Wenn vir in jedem Teilsystem das Minimum, d. h. den Punkt (x0 yo), 
welcher der nachste zum (o,o) ist, bestimmen, so wird gewiss die 
kleinste Losung (P, Q) der Gleichung <P (x, y) = 1 sich in der Reihe 
dieser aufeinanderfolgenden Minima finden. So kann man die Losung 
auch im Falle des § 5, wenn der Algorithmus unendlich ist, aufsuchen. 

8. Die Ber e ch nun g de r Zahl en 'A, fL f ii r die er ho h· 
t e n Form e n. Seien /, und fL fiir die gegebene Form <I> (x, y) sch on 
berechnet, wie dies in dem § I angedeutet wurde, also wie die Zahl 2 0 . 

Wenn wir nach § 4 von <I> zu der Form <P' durch die Substitution 

(a. -L") .. b h . d " ' I I K" 'L" s \ '{ K" u erge en, so sm " = CJ.r, --: "(fL; fL = f-'' - " • etzen 

wir voraus das dies schon geschehen ist, d. h. I.' = /,; p,' = fL. Dann ist 



(A, B, C, E)=N (!-, p,); (A; jJ, C, E)=N (x'l-, p,)=(Ax13, Bx 12 , 

Cx', £), die Basis dieser erhohter Form ist w-;-= x12w;; w2- x' w2 • x' · A • 
und p. ist eine Zerlegung von CI> in 0(11>), sie muss aber eine Zerle

gung f, P,- in seinem eigenen Ringe O(<P) haben, dann muss aber 

~- = x' · A e:0 '; P: = p. e0~ sein, wo i: ein ganzer positiver Exponent 

<'I ist, wenn e:0" die erste Potenz ist welche in 0 (<I>) liegt. 
9. Kr it e r i um d e s Au f e nth a I t es. Es kann sein class die 

Gleichung <I> (x, g) = 1 gar keine Losungen hat, man soil einen Um
stand finden welcher auf einem oder anderen Schritte rles Algorithmus 
der Erhohung die Unniitzlichkeit weiterer Rechnungen ins Licht setze. 
W enn wir einen solches zuverlassiges Kriterium hiitten, dessen Auftreten 
auf einem von Forn herein von oben begrenztem Schritte auftreten sollte, 
w ii r e d a s g a n z e P r o b I e m g e l o s t. Einen solches haben wir 
bis jetzt nicht gefunden. Wir konnen aber die folgenden zwei Kriterien 
anzeigen. Erste n s kann es geschehen class eine erhohte Form keine 
Zerlegung in seinem eigenen Ringe hat, was man nach der Methode 
des § 8 immer beurteilen kann. Z w e it e n s kann es geschehen class 
die Kongruenzen (I) und ( 2) unvereinbar sind, was, wie man leicht 

sieht, dann und nur dann auftritt, wenn I ~ ~ I nicht durch o teilbar ist. 

10. Zwei Beispiele. Sei die Form (2,0, 3,2), D=-648 ge
geben; w1 3 + 6w1 - 8 = o; Wz3 - 3w2 - 8 = o, w1 - I= e: ist eine 
Einheii:, die Zahlen /, und f1 des Ringes 0 (2,0 3,2) miissen die Norm 
2 haben; wenn man aber die bekannten Methoden benutzt, berech
net man leicht, class im Ringe 0 (2,0, 3,2) es keine Zahlen mit der 
Norm 2 gibt. Die Form (2,0, 3,2) hat also keine Zerlegung in seinem 
eigenen Ringe. Hier tritt also der Fall des ersten Kriterium des 
Aufenthalts. Die Gleichung (2,0 3,2) = l hat also keine Losungen. -
Sei jetzt die Form (3,3, 4,2), D= -516 gegeben; W1 3 - 3w12 + 
+ 12w1 - 18 = o; W2 3 - 4w2 2 + 6w2- 12 = o; wir berechnen die 
Zahlen /, und f1, sie sind A= - 3 + wz; f1 = 2 - w1; die Fundamen-

taleinheit des Ringes 0 (3,3, 4.2) ist e:o = 23 - 7oi2; o = 7; I : ~ : = I 

und ist durch 7 nicht teilbar, die Kongruenzen (1) und (2) sind also 
unvereinbar. Hier tritt also der Fall des zweiten Kriteriums des Aufent
haltes. Die Gleichung (3,3 4,2)= l hat also keine Losungen. [Das ist 
u. a. die Form mit der kleinsten Discriminante welche die Zahl I 

aus nicht trivialen Grunden nicht darstellen kann]. 
11. Alg-orithm1us der Erhohung im Falle einer gan

z en Form. Wenn die Form <P ,,ganz" ist, z. B. (q, -p, n, l), so 
bekommen wir K=a 1; L =o; K=a1b1n-b12; L = o und also, da 
(a1, b1) = l ist, reducieren sich die beiden Kongruenzen (1) und (2) 
zu der einzigen p ·_ 0 (mod. xo), und wir bekomm.en so denjenigen 
Algorithmus der Erhohung, welchen wir in unseren Abhandlung (1920 in 
C. R.) in den Memoiren der S.-Petersburger Akademie der Wissen
schaften zum Beweise unseres Hauptsatzes, class (A, B, C, £) = l 

nicht mehr als 5 Losungen haben kann, benutzten. 



I 2. Kr it e r i um d es Au fen th a 1 ts i m Fa I I e e in er g a n
z en Form. In diesem Falle ki:innen niemals die Kriterien des § 9 
auftreten, man kann aber ein anderes Kriterium angeben (sein analoges 
gibt es auch fiir allgemeine Formen). Wenn p8 = np2 +pp+ q ist und 
e0 = ap2 + bp +· c, so kommt die Auf!osung von (q, -p, n, r) = r auf die 

Auffindung aller Potenzen (ap2 +- bp + c)'" welche von der Form Pp+ Q, 
d. h. ,,binom" sind. Wenn a und b resp. durch k 2 und k teilbar sind, 
dann kann man anstatt p, kp nehmen. Eine Einheit, bei welcher es 
keine solche Zahl k > I existiert, werden wir deshalb ,,reduciert" nennen. 
Keine Po.tenz von e0 kann binom sein, wenn e0 redu
c i e r t i s t u n d w e n n e s e i n e u n g e r a d e P r i m z a h I 7t e x i s·i 
tie rt du r ch we I ch e sic h a u n d b t e i 1 en. In der Tat es se 
a= a1"; b = b1rr:, aber a1 ::=:!;:;;:: o lmod. 7t), dann ist der Koefficient von 
p2 in a0"' gleich 

tH. --1 
m - c " +m(m- 1) m-2 A 

a1 c . ,.2 . 2 + 
I · 2 

+-~1_(1_1_1=-_1)_(m- 2) 
I · 2 3 

m-3 
c .. a A:,+· .. 

wo A 2 , A 1 . • . ganze rationale Zahlen sind. Dieser Koefficient kann 
nicht gleich o sein weil (ali 7r) = I und (c, r:) = I ist, und also, 

wenn m genau durch 7t" teilbar ist, so haben wir (wenn 7t > 2 ist) 
7t 2 > 3, 7t3 > 4 u. s. w.-Wir werden jeden gemeinsamen Teiler von a 
und b ,,Teiier" der Einheit e0 nennen.-Sei r/· die niedrigste Potenz 
der Fundamentaleinheit eo weiche den Teiler 7t besitzt. Es konnen dann 

zwei Falle eintreten: entweder wird der Koefficient von p2 in e0P- nur 
durch '- teiibar, oder wenigstens durch 7r 2• Im ersten Falle werden wir 
7t von ,,erster" Art und im zweiten Falle von ,,zweiter" Art in bezug 

auf e9 nennen. Es ist anderseits leicht zu sehen class, wenn e0"' den 

Teiler 'IT hat, so ist, e0 m eine Potenz von e/ . We n n w i r a Is o 
au f e i n em (nicht durchaus auf dem ersten) S ch r i t t e d es A Igo
r i t h m u s d e r E r h o h u n g e i n e n e r ho h e n d e n M u l t i p l i c a
t or 7t b e g e g n en, w el ch er e i n e Pr i m z ah I d er Erste n Art 
i n B e z u g a u f d i e a n f ii n g I i c h e F u n d a m e n t a I e i n h e i t i s t, 
so gibt es keineLosungen und man kann die Rechnung 
au f he b en. In alien Fallen wo wir diese Methode anwandten stiessen 
wir auf einen erthohenden Multiplicator der ersten Art im , allgemeinen 
auf dem ersten oder zweiten Schritte, und immer hat uns diese Methode 
die vollstandige Losung der Gleichung geg<'(ben. Wir haben aber bis 
jetzt keinen Beweis gefunden class es ind er Tat auf einem oder anderem 
Schritte des Algorithmus der Erhohung, wenn es keine Losungen sind, 
eine Prirnzahl der 'ersten Art begegnet wird. 

Da es fiir ziemlich grosse 7t die Potenz e0 P- modulo r: 2 zu berechnen 
sehr umstiindlich ist, so haben wir uns der folgenden zwei Determinan
ten, welche diese Rechnung erleichtern, bedient. Wir geben hier diese 
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Determinanten der Kiirze wegen ohne Beweis. Wir werden varaussetzen 
dass TI: nicht ein Teiler der Discriminante von p ist. Dann kann die 
Primzahl TI: in Qp nur entweder ein Produkt 'von 3 Primidealen p1p2p3 

des ersten Grades, oder eines Ideals des 2-ten q und eines des ersten 
Grades p sein, sie kann aber nich selbst Primideal sein da sie ein 
Teiler der Norm von - ap + b + an ist. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dass TI: von der zweiten. 
Art sei ist, im Falle TI:= p1p2p3, 6 - o (mod. n:) und im Falle TI:= pq 
V = o (mod. n:), wo 

a3 + y (x3) (2a~:i__-t_!J)_ 
I ' X3, I 83 f (x3) 

hier ist f(x)=x3-nx2-px-q=(x-x1) (x-x!) (x-x3)+ 
8."-1 - 1 

+TI:· y(x); a;=~---; 8i=ax;!+bxi+c (wox;=x1,x2,x3); .. 
f' (x) = 3 x2 - 2nx - p 

I 
I 
I 

"= (A-B6)"+ 1 - 'I 1 •i(W) (2aW +b) v ----------- -r -- ---
VTI: (A + B6) I' (W) ' 

QI 

I' ' I 

(A+ sert-1 - 'I + j (W') _~ap" + b) -~". I 

'171: (A - B6) f' (W') ' 

wo/(x) =(x-x1)(x2 + hx-t-k)-t-'it y(x);wo-'it <h <'IT; h = 2h 1 

ist; 6= Vh1 2 -k; W =-h1 +e; W' =-h1 -6; aW 2 +b W-t-c= 
=A +Be; v = A 2-B2 (h 12 -k); 8 1 = ax12-t-bx1 + c; /('x)= 3x2 -

-2nx-p. 
13. Be is pie I. (2, 6, 3, 1) = l; D = - 216 (Ueber diese spe

cielle Gleichung, welche mit U3 - V2 = - 2 verkniipft ist findet man 
eine ganze kleine Literatur, die erste Auflosung erfolgte 1926 durch 
A. Brauer, s. Math. Zeitschr. 2 5 B. 3H. S. 499, welcher zeigte dass 
im Falle wenn in der Gleichung ij3 - Vt= - k, k = 2 ist, kann 
man sie durch eine speciel!e Methode aufli:isen. Ich habe aber durch 
den Algorithmus der Erhohung unter anderem alle Gleichungen (A, B, 
C, £) = I, deren Discriminanten absolut genommen kleiner als 3 o l sind, 
noch im lahre 1920 vollstiindig geli:ist; also auch diese Gleichung). Man 
hat (2, 6, 3, l) ""(2, 3, o, l); p3 = - 3p + 2; e0 = - p2 - p + 1; 
- ap + b +an= p-1, d. h. x = 2, o = l, also der erste Erhi:iherungs-
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multiplicator ist 7t: = 2. Man muss in den Ring 0 (pL_ w~y= 2p ist 
iibergehen. Wir erhalten 0: 02 = - p2 -:__3P+ 5; ~ c:7p+ b +an= p - 3, 
und also der zweite Multiplicator ist 7' = 4 7. Da 4 7 ziemlich gross ist 
werden wir uns der augefiihrten Detirminanten bedienen. 4 7 = pq in 
Dp, wir miissen alsso \J berechnen. x 3 +- 3x - 2 = (x - 25) (x2 -

22X + l l l) + 47 (x2 - 14X + 59), d. h. X1 =- 25; E1 = 649; 
649"- I 

cr= 34(mod.47);W=11+6,wo6=t/10; A+B6= 
47 

= - 141 - 236, 'I= 872 (mod. 47 2); die Zahl 872-1 • 47-1 • [(- 141 + 
+ 230)48 - 872] 106 - 2 (mod. 47). Wir bekommen also\!'==' 
==I 86 =!=(mod. 4 7 ). Die Primzahl 4 7 ist also in Bezug auf eo= - p2 --;-- p + I 
von der ersten Art, und also hat die Gleichung (2, 6, 3, l) = I keine 
Losungen. (Diese Gleichung bildet zufiilligerweise das schwierigste Bei· 
spiel zwischen allen in denen I D I :5 300 ist. In fast alien anderen 
Fallen hat man keine Notvendigkeit sich der /'::,. oder \!. zu bedienen. 

Ich bin bis jetzt keiner einzigen Gleichung von der Form AX3 + 
-1- BX2 Y+ CXY2 + EY8 = I (mit D < o) begegnet welche <lurch die 
Methode der §§ 9 und I 2 ich allgemein nicht Losen konnte. Und den
noch habe ich keinen Beweis <lessen class diese Methode in allen Fallen 
hinreichend ist. 

Tabelle aller Losungen aller Gleichungen (A, B, C, E) = l mit 
o<-D~ 300. 

D(A, B, C, £) (X, Y). 

-·;;i-(;;, -),I_)_ '~O,l)(l,0)<1,1)(=~,1)~~~~~ -1-991 (~~-1,1) i~~,l) (1,0) 

311 (l,1,0,I) (0,1) (1,0) (--1,1) (3,-2) 200: (4,3,2,1) I (0,1) 

H. (1,1,-1,1) (0,1)(1,0)(2,-1)(--lOS,56) 20!: \3,1,1,1) (0,1) 

59, (1,2,0,1) . (0,1( (1,0) (--2.1) 211,(1,10,6,1) (O,l) (l,OJ 

761 (1,3,1,1) (O,l) (1,0) (-36,13) 212i (2,4,1,1) (ll,1) (2,-1) 

83 (l,",-2,1) co,1) (1,0) 2rn; (2,3,0,1) (0,1) 

87: (1,2,-1,1) (0,1) (1,0) ·2311,1,5,-4,1) ~0,1) (1,0) 

104 (2,- l,O,l,) (0,1) (2,-3) 2361(1,-1,2,1)1 (O,l) 

107• (1,4,2,1) (0,1) (1,0) (-7,2) 239,(3,-1,0,l) (0,1) (3,-5) 

10s! (2,0,0,1) (0,1) c1,-1) 243,(1,12,-1,11 (0,1) (l,O) 

1161 (2,0,1,1) (0,1) 244: (2,4,!5,l) (0,1) 

(1.3,0, I) 

139i ( 1,6,4,1) 

140! (1,5,3,1) 

152\ (2,-2,1,1) 

1nl (2,0,2,1) 

175 (1,3,-2,1) 

116 (1,3,-1,1) 

(0,1) (1,0) (-3,1) 

(0,1) (1,0) 

(0, 1) (1,0) 

(0,1) 

(0,1) 

(0,1) (1,0) 

(0,1) (1,0) 

I 

247,(1,4,-3,1) (0,1) (1,0) 

255[ (1,8,5,1) (0,1) (l,O) 

2681 (1,13,7,l) (0,1) (1,0) 

279i (1,5,2,1) (0,1) (1,0) 
' 283! (1,4,0,1) (0,1) (1,0) (-4,1) 

3ooi (2,2,4,1) (O,t) 
i 



06 aAropmj>Me llOBltlWeRHB. 

S. H. /.(e.A.olle. 

B HacTmugeli cTaThe asTop H3.11.araeT B secbMa KpaTKOH qiopMe 
CBOH P,a.11.bHeliume HCC.11.eAOBaHIUI, OTHOC.HigHecH K BbIHCHeHHIO Toro 
cuoco6a nepexop,a OT 3ap,anHoro ueoupep,e.l\enuoro ypaBHeHHH 
K p,pyrHM co BCe 00.11.billHM H 60.11.billHM P,HCKpHMHHaHTOM, KOTOpbIH 
B MeMyape 1922 rop,a, B TpyAaX PoccttlicKoli AKap,eMHH HayK, 4a.11. 
aBTopy B03MOlKHOCTb HaihH OCHOBHYIO TeopeMy 0 quc.11.e perneHHH 
ueonpell,e.11.euuoro ypaBHeHHH AA. 3 + BX2 Y-t- CXY+ EY3 =1, rll,e 
(A, B, C, E) Ky61:1qecKaH JJ.BOHHHqHaH cpopMa 0Tp1:1gaTe.l\bHoro 
on pep,e.11.11Te.11.H. 



Sur quelques series de polynomes. 

V. Smirnoff. 

r. Dans ses recherches sur !es figures d'equilibre d'un liquide en 
rotation Liapounoff a rencontre le probleme d'analyse suivant: P0 , P1, 

P2 , • • • etant des polynomes en variables x1' x 2, ••• , x,,, le degre 

de pn ne depassant pas n, trouver le domaine de convergence par 

rapport a X 8 (s = I, 2, .•. , k) de la serie 

(1) Po+P1rJ.+P211.2 + ... , 

si I P,. I < L (L est une constante) quelque soit n et quelles que 
soient les valeurs reelles des X 8 , appartenant a l'intervalle (-I, +I), 
le parametre a satisfaisant a la condition I a I < I. La solution de 
ce probleme a ete donnee par Liapounoff dans son memoire .Sur !es 
series de polynomes (Bull. de I' Acad. des Sciences, Petrograd, I 9 I 5' 
p. I 8 5 7 ). Dans la note presente nous voulons faire voir que le resultat 
de Liapounoff pourrait etre perfectionne et le probleme generalise. Nous 
donnons une determination exacte du domaine de convergence de la 
serie (1) par rapport a x, clans le cas OU l'inegalite I pn I < L a lieu 

quand !es x. appartiennent a quelques ensembles E. de points. Nous 
demontrerons clans la suite le theoreme suivant. 

So it Pn-les polynomes en variables X1, X2, ••• , x" 
I e deg re de P11 n ~ de p ass an t p a r n. Su p p o so n s q u e 

I'i n e g a Ii t e 
(2) I P,, I < L (n = o, I, 2, ... ; L-une constante) 

a Ii e u qua n d ch a q u e X 8 est situ e s u r u n ensemble 

fer me et b 0 r n e £ .. (s = I' 2, . . ' k), et q u e le s ensembles 
E'. c om p I em en t air es a E., qui co n tie n n e n t 1 e point a 
l'i n fin i, constituent le s domain es simple men t conn exes 
"1 v e c le contour, a ya n t p 1 us d'u n point. Soi t 
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la fonction qui fournit la representation conforme 

du d 0 main e £.' s u r I e d 0 main e I z. I > I et s 0 it c;•) - I a 

c our be s u r I e p I an x,, q u i e st I' i m age d e I a cir con f e

re n c e I z, I =P (p>1; s=1, 2, ... , k). Dans ces condi
tions on peut affirmer que la serie (1) avec le para
m et re a. ( I a. I < l) converge abs o I um en t et uniform e
m en t, s i ch a cu n des x, a pp art i en t a u n domain e, situ e 

ave c son contour a I'i n t er i e u r de cc{. 0 n n e p e u t 
f;I 

pas perfection n er c e res u It at, c. a. d. s i u n des x, au 

I) d c\S) • mo ins est situe a exterieur e 1 , on peut construire 

"M 
I es po l y n om es P,, q u i sat is f o n t aux c o n di t i on s me n-

t ion nee s, ma is pour I es q u e Is I a s er i e (1) diverge. 
2. Considerons d'abord le cas k = r. Nous aurons Jes polynomes 

P., (x1) d'une variable X1. Substituons clans le polynome P,. (x1), au 

lieu de x 1 son expression (3). Le quotient 

P,, ( 'i z1 + 2i a~1 ) z~j): zi'', 
J=O 

est une fonction holomorphe clans le domaine I Z1 I > l, y compris 
Z1 = w, et quand z1 approche du contour de ce domaine, le module 
du quotient susdit devient en vertu de (2) moindre que L, et par 
consequent ce module est moindre que L pour tous !es points z1 du 
domaine I z1 I > l. Nous aurioa ·done I'inegalite 

I P .. (x1) I <Lp11 

pour Jes vaJeurs de X1 SUf ]d courbe C(~), et Ja convergence de Ja 

serie (1), indiquee clans le theoreme du n° r, serait la consequence 
immediate de cette inegalite. 

Demontrons maintenant qu'il est impossible de perfectionner ce 
resultat. Soit 

T(l)( ) _ " + (1) n - 1 + + (1) ( . ) n X 1 -X1 a 1 X1 . . . a;, n=o, l, 2, ••. 

-les polynomes de Tchebycheff pour !'ensemble £ 1 et m~) - maxi

mum du module de r,;1> (x1) sur cet ensemble. Supposons d'abord 

que le contour de £ 1 soit une courbe analytique. Dans ce cas les poly-
. I b C(1> l' · · names aurment sur a cour e 0 express10n asymptotique sui-

vante (Faber, Crelle Journal t. l 5 o ): 

T,',11(x1) = ,~' z~' [I +ti (x1) G · ·:"]. 
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OU I {} (x1) I < l, G et r-les constantes et 0 < r < l. On sait aussi 
que 

(1) 
. m .. 

lzm -----= l. 
" -j> + (X) i•1l" 

T(l)( ) 
11 X1 

Les polynomes satisfont aux conditions du theoreme du (1) 
m,.. 

no I , mais la serie 

""' r<1l " (x1) " 
--(1)-a 

. m 
n=O " 

d d I, d c(1'· est evi emment ivergente, si X1 est situe a extedeur e l 

Iii 
Dans le cas ou le contour de E1 serait arbitraire, prenons au lieu 

de E1 l'ensemble E1, " dont le contour est la courbe analytique 

C(1' (·'l > 1). Introduisons !es symboles 
" t • C(l) • r<1l ( )· <tl 

1, T•' p, 71' n, 1) Xt ' mn, r,' 

qui ont la signification precedente, mais se rapportent a I' ensemble El, T;' 

II est evident que la courbe c<1> est identique avec la courbe C1) • 
p ~" 

1 ~ 
Soit E1 - une valeur de X1 situe a l'exterieur de c) 1 et C1 - la 

Jal 

valeur correspondante de z1, d'ou ii suit que I C1 I >/~I . 
Nous avons l' expression asymptotique 

-et 

Nous avons 

mais la serie 

2j0 

r.~~~<x1>=-r~. 11 (~r [1 +a<x1> a~"1 

=1. 

T(1l (x) 
"•1l I E -~-,---)- <I sur l• 
m11 

n, "fl 



est divergente, si le nombre "1j est assez pres de l'unite. Ainsi le the
oreme du n° I est demontre pour le cas des polynomes p" d'une 

variable. 
3. Supposons maintenant que P,, soient des polynomes en variables 

X 1, X2, ••• , x/{ et qu'ils satisfont aux conditions du n° 1. 

Rempla<;ons clans Pn chacun des X 8 par !'expression (3). Nous 
aurons une serie generalement infinie de la forme 

OU la sommation est etendue a toutes les valeurs de m1, .m2, ' m" 
a partir de n a (- oo), et la somme de ceux des nombres m 8 , qui 
sont positifs, ne doit pas depasser n. 

Supposons d'abord que le contour de chaque ensemble £. soit une 
courbe analytique. Dans ce cas la serie (4) converge absolument et 
uniformement pour les valeurs I z8 i = I (s = 1, 2, ... , k). En. rem-

plai;ant clans cette serie chaque z. par ee; et en integrant I P" !2 
par rapport a chaque es de 0 a 2'it, nous aurons en vertu de ( 2) 

l'inegalite 

(5) "'1 ! a(n) iz < L2. .L.J I ml '"2···m11: I 

(m1, m2,., .mp() 

Supposons que chacun des x, soit situe a l'interiuur ou sur la courbe 

C<•> • L' l' . . 1 ( ) ' 
0 • app 1cabon a a sene 4 de l inegalite de Cauchy nous donne 

en' vertu de (5) l'inegalite 

(6) iP,.12 <L2 ~ p2(m1+m2+ ... +mx) 

(m1 m2 .•. m/{) 

ou la regle de sommation est celle qui a ete exlique plus haut. Si au 
lieu de cette regle nous effectuons la sommation pour chaque m, a par
tir de n a (- oo) avec la condition complementaire 

l'inegalite (6) aura lieu d'autant plus. Le nombre des termes de la 
somme, qui sont egaux a p~, s'exprime par le coefficient binomial 



et par suite 

p 2n - 2s. 

s=IJ 

Pour Jes valeurs de p, qui satisfont a l'inegalit6 

p>p1>1, 

ou p1 est un nombre fixe, l' equation ( 7) nous donne l'inegalite 

(8) I P,, I < L2Cn'' - i p2" 

ou C est une constante qui ne depend ni de p, ni de n. De cette 
inegalite derive. immediatement la convergence absolue et uniforme de 

C(a) • <I la serie (I), . si chacun des x 8 est situe sur le courbe P ou p ~ . 

Par consequent, la convergence de la serie (1), signalee au n° I, 
est~demontree. 

Rejetons mainteaant la supposition que le contour de chaque £. 
soit une courbe analytique. Le quotient 

P,, 
H fl. n 

Z 1 z 2 ••• z,. 

ou dans P,. chacun des x, est remplace par !'expression (3), est une 

fonction holomorphe de z, clans Jes domaines j z, ! > I, et l'applica· 

tion du principe du module nous donne, comme au n ° 2, l'inegalite 

Ip !<L kn 
n· lJ 

C(s) ( > pour les valeurs x,, sur !es courbes 1i 1J I; s= I, 2, •.. , k). 
Rempla<;ons clans la serie (4) chaque z, par 1Jz,' 

p = "'1 b(n) z '"'1 z 'm2 ..• z'm". 
n .LJ mt m2 ... mh': 1 2 x 

(m1, m2,· . . ,mn) 

Dans cette serie on peut poser z,'.= e 8 ; et integrer [ pn [2 par· 

rapport a B, de o a 21., ce qui donne en vertu de (9) l'inegalite ana· 

logue a (5) 

(nl 2 < L2 ~"" 
! t 1J • 
l bm1m2··· "'" 

(m1 m2 ••. m") 

En reprenant les raisonnements precedents et ayant 

Ia condition I z. I = p soit equivaleute a I z9 ' I = 
pour P" au lieu de (8) J'inegalite 

(zo) Ip I< • 2 C " - 1 2(1< - !)n 2n 
: n: L n 1J p . 
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Le nombre 1j on peut prendre assez pres de l'unite et on peut tirer 
de l'inegalite ( 1 o) la convergence de la serie ( 1 ), signalee au n ° 1. 

II est facile de construire les polynomes P,,. qui contiennent toutes 

les variables Xi, x 2., ••• , x" et satisfont aux conditions du n ° 1, mais 
pour lesquelies la serie (I) diverge, si un des X 8 au moins est situe a 
l'exterieur de c(~) . Dans le cas OU X1 serait situe a l'exterieur de 

Fl 
C (~I et 

~I 
prendre, 

ou le contour de £ 1 serait une courbe analytique on pourrait 

4. Si l' ensemble E. est constitue par le segment (- >..,, + A.,) de 

!'axe reelle, la courbe c:•) est, comme on sait bien, l'ellipse 

(II) 4x2 + 4y2 = I. 
1..; (p + ; r 1..: (p - ; r 

Supposons que la condition I P,, I < L a lieu pour les valeurs reelles 
des variables x., satisfaisant a l'inegalite 

xi+x~+· .. +x!< I. 
Limitons la variation de chacuns des x, par le segment (-A,, +A.,) ou 
A., satisfont a la condition 

-2+,2+ +'2 Al A2 • • • A"= I. 

L'inegalite (I 2) sera satisfaite, et nous aurons pour ces valeurs de 
variables x s Ia condition I P,, I < L. Par consequent, en vertu du 
theoreme du n ° I, la serie (I) sera convergente a l'interieur des 
ellipses (I I) On arrive ainsi a la proposition suivante. 

Soi t p;, - le s po 1 y no mes en var i ab I es Xi. x 2, ••• , x", le 
degre de Pn ne depassant pas n Supposons que I'ine

g a Ii t e (2) a Ii e u pour I es vale u rs re e 11 es des var i ab I es 
x., satisfaisant a l'inegalite (12). Dans ces conditions 
ou peut affirmer que la serie (1) converge absolument 
et u n if or m em en t, s i ch a cu n s des x s a p p a: rt i e n t a u n 
domaine qui avec son cantour est situe a l'interieur 
de !'ellipse (II), A, etant Jes nombres reels que)con-

ques, qui satisfont a la condition (13). 
Ce probleme a ete traite aussi par Liapounoff clans son memoire 

susdit, mais le resultat de Liapounoff est plus restreint que le notre. 
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Supposons en dernier lieu que la condition par rapport au degre 
des polynomes P,. soit remplacee par une autre, plus generale, a savoir 
qu'on peut fixer deux entiers m et I de telle maniere que le degre 
de P,, ne depasse pas (mn + /). La proposition d4 n° 1 serait encore 

vraie, pour vu que !'on rempla~at !es courbes c(•i par !es courbes 

ces> 
I 

0 HeKOTO,PldX PJJAaX BOABHOMOB. 

B. H. CwupHoB. 

B eacTo.ingeii 3aMeTKe .!{OKa3hIBaeTCH TeopeMa: 

CTycTb P,n - IlO.J\HHOMbI nepeMeHHbIX Xi, x2, ... , x", npH qeM 

CTeneHb P,. He npeBOCXO,!{HT n. npe,!{IlO.J\O.llrnM, qTo HMeeT MeCTO 

eepaBeHCTBO 

JP,, J < L (n = o, 1, 2, •.• , L - rroCTOHHHas), 

eCAH KalK,!{Oe x. np1rna,!{AelKHT HeKOTOpoii 3aMKHYTOH, orpam1qeHHOH 

cosoKyneocTH E. (s = 1, 2, ••• , k), H npep;noAOlKHM, qTo cosoKyn

HOCTH £.', ,!{OilOAHHTe.11.bHhie ,!{AH E, H cop;epm.aigue 6ecKoeeqeo 

,!{a.11.eKy10 TOqKy, cyTb O,!{HOCB.H3Hhie o6AaCTH c I<OeTypoM, co.!{ep

maigHM 6oAee O,ll;HOH TOqKH. nycTb 

00 

='t z + '1 ri')z-j 
XS s s ..LJ J s (s= I, 2, ... , k) 

j=O 

tpyeKges, cosepwa10igas KOH<f>opMeoe npeo6paaosaeHe E,' B o6AaCTb 

I z, J >I, H nyCTb cp(•) _ KpHBaH ea rI.l\OCKOC'fH x,, .HBJ\HJOigaRCH 

H306pameHHeM OKpymHOCTH I z. J = p (p > I I; s = I' 2, ••. ' k). npn 

aTHX ycAOBHHX Momeo yTsepm.!{aTh, qTo psp; BHAa 

00 

'1 p rJ.n 

..LJ " 
n=O 

c napaMeTpOM a ( J ex J < _9 cXO.!{HTCH a6coAJOTHO H paseoMepeo, 

eCAH BCHKOe x. npeHa,!{AelKHT 06.11.aCTH, KOTOpaH BMeCTe co CBOHM 

KOHTYPOM HaXOAHTCH BHYTPH c~>. n0Ayqeeey10 06.11.aCTb CXOP,H-

1 al 
MOCTH He.l\b3H paCIIIHpHTb. 
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Ueber eine Zahlentheoretische Anwendung 
der Laguerreschen Polynome. 

Von N. Koschliakov. 

Es sei r 
" 

(m) die Anzahl der ganzzahligen Li:isungen der Glei· 

chungen 
2 ~ 2 

x1 +x1 ++ ... + x"=m, k>2. 

Bezeichnen also 
q = e - rn, a> o 

und stellen sich die Aufgabe den asymptotischen Ausdruck fiir die weit 
stehende Gliedern in Entwiklung der Function 

(1) O,,(u) = 1 + r" (1) qe-" + ... +r)n)qn e_,,,, + 
ip Potenzreiche zu finden. 

Die F ormel (I) ergibt 
(X) 

OJu)= .2J(-- 1)" Anu11
, 

n=O 
wo der Kurze wegen 

(X) 

(2) A - _1 "1 ( ) n - T<an1 
,, - n! .LJ r" m m e . 

m=U 

Um den asymptotischen Ausdruck der A 11 bei grossen n zu erhalten, 
beweisen wir die Transformationformel 

(X) 

( ) " - rtam r mm e = 
" 

m=O 
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WO 
(--}-i) (7t:m) k 

die Ln 7 die zum Parameter ix = -;- - 1 gehorigen 

Laguerreschen Polynome sind: 

L(a)( }-- exx-.:_ d" e- xxn+a 
x ix>-1. 

" n! dx"' ' 

Mittels (4) und, der elementaren Formel 1) 
k 

p.' ( 2 )n+ 2 -1 d .. --- fL e a -
a 

erhalten wir 

(5) 

Differentiiert man die bekante F ormel 

n mal nach a, so kommen wir zur gesuchten Transformationformel (3} 

Aus (2) und (3) folgt 

(6) A= » 

r(n+~) + 
( k) ,. n + _k_ 

n! r -;- 7t: a 2 

+---~k-
7t:" · a"+2 

oo ( ~ - t) ( 7t:m) -~ 
r (m)L - e a. 

" n a 
m=l 

Um den asymptotischen Ausdruck der Summen (6) bei grossen n zu 

(~-1) (7t:m) 
erhalten, ersetzen wir den Laguerreschen Polynom L,, - durch 

a 
seihen asymptotischen Ausdruck. 

1) Auf diese Formel fiir den Spezial Fall k = I hat uns H. P. Bernays 
hingewiesen. 



In einen neuderdings veroffentlichen Arbeit hat H. G. Szego 1) 
gezeigt, class 

( ) _ x l(a) ( ) - _t_ - 3- - .'!_ - _!_ ( ,/- ::i.cx + I ) + R 7 e x = 1t 2 e 2 x 2 4 cos 2 r nx - 1t 
n 4 .,, 

wobei 

" 3 ( " 3) " I ( « 8 ) Rn=x_2_ 40 n2-4 +x_2 _4 0 nT-.-+x 

und 

sind. 

Es gilt nach ( 7) 

(8) 
( k ) ( ) ""' -- - I 7tm ---

r (m)l 2 - e a = 
k n a 

= 
k+lk-1k-32Jr() ((- ) nm - -- -- -- k m 7tmn k - 1 - -= 1t 4 a 4 n 4 cos 2 -- - --7t e 2"' + 

. _!'..___-=.!._ a 4 
m=lm 4 

wobei Yj eine beliebig kleine, feste positive Zahl ist. 

Aus (6) und (8) folgt 

r ( n+:) 
A=---'---------+ 

n 1r(k) n .,+!'-_ n. - 1t a 2 
2 

k-3 = 
+-~~n~4--~~ '1 _r_k (_m_) cos ( 2 • / 7t_m_n _ k_-_I 1t) e -- ~: + 

n+k+l n+k+t .LJ k-1 v a 4 
1t 4 a 4 m=l m 4 

+--,. O n-4-+ 71 . I ( k-5 ) 

(1ta) 

1) Mathern. Zeitschrift. 25 Bd. I h. 1926. 



Mittels der Stirlingschen Formel erhalten wir den asymptotischen 
Ausdruck 

r ( n + ~ ) \ TCk ~ i 
An= k + I --(-)-;;--=-! + 

n! (TCa)" + -4- f. ~ a--4-

00 1-ks ( ) ( v- ) otm ( I ) -- rk m TCmn k - 1 - -
+n 4 k"=1 cos 2 -- ---TC e 2"+0 --,;+.-1-

-- a 4 -4--·r; 
m=l m 4 n 

Aus (9) fo!gt dann fiir geniigend grosse n 

(ro) 

Fiir k = r muss die Function 8 (u) <lurch Iacobische Functionen 
" 

00 

8i(u) = I+ 2q cos 2v + 2q 4 cos4v + ... = S (-1)"A,,.u2n, 

n=O 

00 

Hi(u) = 2 yq cos v + 2 V q9 cos 3v + ... = S (-r)"B,,u2n, 

n=O 

00 

8 (u) = 1 - 2q cos 2v + 2q 4 cos 4v + ... = S (-1fC,/", 

n=O 

00 

,4;- ,4;-
H (u) = 2 v q sin v - 2 V q9 sin 3v + ... "1 )" 2n +i = .LJr- 1 D,,u • 

n=O 

'" u q=e-··---;-, 7t 
V=-

2 k' 
ersezt werden. 



Die asymptotischen Ausdriicke fiir An, B,,, C,, und D n habe ich in 
der Arbeit nOn Sonine's Polynomials" 1) erhalten. lch bewiese dort das 
folgende 

(I I) 

00 

+ 2 .Li (- 1)"' cos 

m=l 

C= n 

_ e7t n1t - 8 , _3 _I ( )(-k I .Lioo [ v-kJ rt1'(2m-1)· € , 

- 4nkk' Z1tnk' z m=lcos (2m-1) /;' e I< + y;; J' 

D,,= 

( e7t ) I 

= 4nkk' z V znk' 

wobei die Grossen s; (i= I, 2, 3, 4) in Bezug zu n begrentz sind. 

Die Hauptglieder in den F ormeln (I I) fiir die Koefficiente A,. und 
C,. sind diesel hen, wie in bekanten Stieltlesschen F ormel, die er auf 
ganz anderem Weg erhalten hat 2). 

1) Messenger of Mathematics, February ,1926. 
2) Correspondance d'Hermite et de Stieltjes. t. I. lettre 227. 
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0 npHA02KCHBH DOAHHOMOB Aareppa K Teopeu 1IHCeA. 

H. C. Kow .. uuwe. 

ABTOp ,11;aeT acHMIITOTIPiec1we Bb1pameHHe ,11,.1\R 1<oaqiqrng11eHTOB 
pa3.l\O/KeHHR <l>YHKJ!HH 

0,, (u) =I +r" (1) q e-" + ... +r" (n) q" e- nu+ ... , 

r,11,e q = e - •w (a> o) H r" (m) q11c.l\o ge.l\bIX perneHHH ypaBHeHHR 

x12+ x22+ ... +x}=m (k>2). 

Dp11 k= 1 cpyHKgHR 0" (u) 3aMeHReTcR H3BeCTHbIMH <t>YHKJ!HRMH 

Jacobi, H COOTBeTCTBYIOigHe acHMIITOTHqeCKHe Bbif>al'KeHHR 6b!.l\H 
,11;aHbI aBTOpOM B ero cTaTbe ,,On Sonine's Polynomials" (Messenger 

of Math., February, 1926). 
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06 aCBMDTOTBllleCKOM B:w:pazeRHB cyMMld p;pOORLIX 

111acTeii 4>YRKJ!BH p;Byx nepeMeRRldX. 

M. I'e.Ab6Ke . 

• Bo MHorex eonpocax aHaAHT0qec1wft TeopHH q0ceA Tpe6yeTCH 
HaATH aCHMilTOTHqecKoe BbipameHHe qecAa ,,geJ\blX ToqeK" (T. e. 
ToqeK c geAbIMH Koop.zi;eHaTaMH) BHYTPH HeKoToporo nepeMeHHoro 
o6'beMa, a 9TO CBOAHTCH K Haxom.zi;eemo aCHMilTOTeqecKoro Bblpa
meHHH cyMMbI .zi;po6HbIX qacTeH <l>YHKJ!HH .zi;eyx nepeMeHHbIX. CTo
CAe.zi;neMy eonpocy H nocemyeea Hemee3Aomeeeax o6J!!aH TeopeMa. 

CTpe.zi;AaraeMa.R TeopeMa .zi;oKa3aHa eecbMa eAeMeHTapHbIM 
cnoco6oM, OTJ\HqaeTC.R npoCTOTOii ycAOBHH, pacnpocTpaH.RIO'!!HXCH 
.l\Hillb Ha BTOpble npOH3B0,11;Hbie, H cpaBHHTe.l\bHO xopomeH ogea
KOH OCTaToqaoro qJ\eHa. nocJ\e.zi;aee .II IlO.RCHIO Ha o6J!!eH3BeCT
HOM npHMepe. 

Gauss .zi;aA aceMnToTeqecKoe Bbrpamem1e cyMMbr: 

h (-1)+h(- 2)+h (-3)+ ._.. +h(-m), 

(r p;e h (- Li) eCTb qecJ\O KJ\aCCOB qecTO KOpeHHblX KBa.zi;paTeqHblX 
q>opM noKaaaTe.11.x - Ll) 6ea .zi;oKaaaTeAbCTBa. 

BnocAe.zi;cTBHH q>opMyAa Gauss'a 6b1Aa· .zi;oKa3aua paaAeqebIMH 
aBTOpaMH H c pa3.l\HqHoii TOqffOCTbIO ogeHKH OCTaToqaoro qAeea: 

Landau 1)-0 (m5/6 /gm), Beeorpa.zi;oe 2)-0 {m3/,.. (/gm) 2), Beeo

rpa.zi;oe 3) -0 (m314), Van der Korput 4)-0 (m"), r,11;e 71 uecKOAbKO 
MeHbme, qeM 5/ 6 • 

c OOMOJ!!bIO npe.zi;AaraeMOH TeopeMbl OCTaTOqffblH qJ\eH noAy-
3/ a· qaeTc.R 0 [m & (/gm) !2]. 

CqeTaro ceoRM .AOArOM BbipaaHTb HCKpeaaroro 6Aaro.zi;apeocTb 
MOeMy rAy6oKoyeamaeMoMy yqeTeAro npoq>eccopy Heany MaTee
eeeqy Beeorpa.zi;oey, o6paTHemeMy Moe BHHMaHHe Ha meAaTeAb
HOCTb noAyqeaex no.zi;o6Horo po.zi.a TeopeMbl H yKa3aeweMy B 06-
J!!HX qepTax MeTo.zi; .zi;oKaaaTeAbCTea. 

1) Sitzungsberichte der Kaiser!. Akademie der Wissenschahen in Wien 1912. 
2) Coo61J!eHH.R XapbR. MaT. 0-Ba 1916 r. 
3) MarHcTepcKaH .itHcc. 1920 r. 
') Comptes rendus. 1922. 

21\ypHaA ./\eHHHrp. ct>Hs.-MaT. 0-Ba, T. l, B. 2 ( 1927). 281 



TeopeMa. CTycTb o6AaCTb g orpaHHqeHa TaKHM aaMKHYTbIM 

KOHTypoM, qTo Aio6aa npHMaJJ, napaA.l\e.l\bHaR OCH x H.l\H OCH y, 
,11.eAHT o6AaCTb He 60.1\ee, KaK Ha .llBe qacn1. Beeb KOHTYP H.l\H 

qacTH ero MOlKHO He npHllHC.l\RTb I{ o6AaCTH. 

CTycTb B o6AacTH Q <PYHKJ!HH F (x, y) HMeeT nepsbie H BTOpb1e 

npOH3B0,11.Hbie, npH qeM: 

1 • k 
-~F (x y)~-
A xx ' A' 

1 • l 
-~F (x y)~-B YY ' B' 

/ F;v (x, y) / ~ s V F:x (x, y) F~Y (x, y), 

r.zi.e A H B noAOlKHTe.l\blthie BeAl1llHHbI, y,11.oBAeTBOpHIOI!!He ycAo

BHHM: 

Bals 
- (lgAB)314 ?" t > 0 t =Const. 
Ails 

H MOrYI!!He npHHHMaTb CKO.l\b yrO,!lHO 60.1\bllIHe 3HatJeHHJI 0,11.HO

BpeMeHHO c H3MeHemieM 06.MCTH 9 H BH.n,a <PYHKJ!HH F (x, y), 
6yKBbl me k, !, s 060.:aHaqa10T KOHeqHbie IIOCTOJIHHbie qHcAa, H3 

KOTOpbIX 

1 
s<-4--. 

i/kl 

CTycTb, csepx Toro, pa3HOCTb Mem.zi.y KpaliHHMH a6cg11ccaMH H 

pa3HOCTb Memp;y KpaliHHMH op,11.HHaTaMH o6AaCTH g COOTBeTCTBeHHO 

He 60.1\bllie gA H hB, r.zi.e g H h IIOCTOJIHHbie qHc.l\a. 

CTp11 arnx ycAOBHHX cyMMa .zi.po6HbIX qacTeli F (x, y), pacnpo

CTpaHeHHaH no ge.l\b!M TOlJKaM o6AaCTH 9, MOlKeT 6b!Tb npep;cTa

B.l\eHa B ipopMe: 

2J.2J { F(x, y)} = ~ CT+ 0 [(AB)314 (lgAB/lz], 

~~ 

r.zi.e n eCTb qHC.1\0 ge.l\b!X TOqeK B 06.1\aCTH. CTo.zi. n MOlKHO pa.:ay

MeTb TaKme H II.l\Oi!!a.llL o6AaCTH Q. 
3aMeqaHHe I. EcAH, B npoTHBOilOAOLKHOCTb ycAOBHHM (*) 

Aals 3 B3/g . 
-. (lgAB) j, H.l\H -- (lgAB)014 
Bits Ails 

ecTb BeJ1.Hq1rna 6ecKoHeqHo-MaAa.H, TO TeopeMa noAyqaeTcR Heno

cpe,11.cTBeHHO H3 COOTBeTCTBy10igeli TeopeMbl ,11.MI <PYHKg1m 0,11.HOrO 

nepeMeHHOro (.zi.ame c MeHblIIHM OCTaTOlJHbIM qAeHoM), TOAbKO 
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B aToM c.11.yqae no,11, TI He.11.bBH paByMeTb n.11.oxga,11,b 06.11.acTH, 
CM. §§ 5, 6. 

3aMeqaHHe II. Bo MHorttx c.11.yqa.11x, Kor,11,a yc.11.ostte 

1 s< 4-:= 
l/kl 

He co6.11.10,11,eHO, 06.11.aCTb MO<KHO paB,11,eAHTb Ha KOHeqHoe qHC.1\0 

qacTeH, B Ka<K,11,0H H3 KOTOpbIX yc.11.0BH.ll TeopeMbl yme co6.11.l0,1J,eHbJ. 

§ 1. PaccMoTpHM ,11,sa ceMeikTBa KpHBbIX 

F~(x, y)=C 

F~(x, y)=D. 

AoKameM, qTo ,11,Be KpHBbie paB.11.HqHblX ceMeikTB He MoryT 

HMeTb 60.11.ee 0,11,HOH o6igei1 ToqKH, a ,11,Be KpHBbie 0,11,HOro ceMefi

CTBa COBCeM He MoryT HMeTb o6xgHx TOqeK. 

Bc.11.e,11,cTBHe Toro, qTo F;x (x, g) He pasHa 11y.11.10, nepsoe ypas-

~ dx 
Hemfe MOLKHO peUIHTb OTHOCHTeAbHO x H HaHTH dg 

dx = _ F;y (x, y) ~ s .. f !_~y (x, y) ~ s -.. /7A~. 
dy Fxx(x, y) V Fxx(x, y) V B 

ToqHo TaKme ,11,.11.H KpHBOH BToporo ceMelicTsa 

8TH HepaBeHCTBa rosopHT, qTo: 

yr.11.0BOH Koacpqmg11eHT KaCaTeAbHOH B Al060li TOqKe KpH

BOH nepsoro ceMeHCTBa 

1 rs >----sV tA' 

yr .l\OBOii KoacpqrngHeHT KaCaTe.l\bHOH B AI060H TOqKe KpH

BOH BToporo ceMelicTBa 

~s-.. f kB V A' 

npH aToM, TaK KaK s < V :l , To + V-~ > s V f!.-J- · 

l1a CKaBaHHoro AerKo BHAeTb, qTo ec.l\H ToqKa M ecTb o6xgaH 

ToqKa ,11,syx KpHBbIX pa.:i.11.HqHbIX ceMettCTB (qepT. 1), TO KpHsa.11 

nepsoro ceMeHCTBa npOX0/4HT BHYTPH napbI sepnmaJ\bHbIX yr .II.OB 1, 
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a KpHBaH BToporo ceMelicTBa rrpoxo,11.HT BHYTPH rrapbl BepTHKaAb· 

HblX yr./\OB 2, rrpH qeM B 3aIIITpHXOBaHHbJX yrAax ToqeK KpHBblX 

HeT. CAep;oBaTe./\bHO, KpoMe M, KpHBbie He MoryT HMeTb HH OJI.HOH 

o6igeii ToqxH. 

Terrepb rroKameM, qTo qepe3 TOtJKY M He MOryT rrpoxo,11.HTb 

,II.Be KpHBbie 0,11.HOro, CKameM rrepBoro, ceMeHCTBa, COOTBeTCTBYIO" 

IgHe pa3J\HqHblM 3HaqeHHHM rrapaMeTpa. 

00J\0X{HM B paBeHCTBe: 

y 
t 

I 

I 

F~(x, y) = C; Y =Yo· 

2. 

01~ ________ ___,_~) X. 
lJepT. I. 

TorAa, BC./\e,11.cTBHe Toro, qTo F;x (x, g) He paBHa HYAJO, Mem,11,y 

x H c ycTaHaB./\HBaeTCH OJl.H03HaqHoe COOTBeTCTBHe, qTo H JJ.OKa3bl" 

saeT Harne yTsepm,11.eHHe. 

Bse,11.eM o6oaHaqeHttH: 

A3/s 3 Bs; I 8 3/ 51 •; --- (lg AB) t = X; · -A~1 (lg AB) 4 = Y; A 'sB Is (lg AB)- 4 = G; 
B 11B is 

B 5lsA1ls (lg AB)- 3/4 = H. 

Bb16epeM H3 yKa3aHHhIX ceMeHCTB KpHBbIX CAep;y10igtte ,11.se 

CHCTeMbJ: 

F' (x y)= _!!__ 
x , G' 
I d 

FY (x, y) = H-, 



rAe c H d npo6era10T Bee ge.i\bie qHc.i\a. CHcTeMy ToqeK nepece

qeHHH aTHX I<pHBbIX Ha30BeM CHCTeMOil: ToqeK f. 
B eacTOHl!!eM naparpacpe MbI pa:aAeAHM H:aseCTHbIM o6pa:aoM 

06.1\aCTb Ha paBHbie np.siMoyro.l\bHHKH H AOKameM, qTo B KamAOM 

I1pHMOyrOJ\bHHKe eCTb XOTb OAHa TOqKa CHCTeMbl f. 
PaccMoTpHM I<pHBOAHHeHHbIH qeTbipeyro.i\bHHK, o6pa:aoBaHHbiii 

I<pHBb!MH: 

F~(x, y)=C, 

F ' ( -c I 1 xx, y)- ICJ' 

F~(x, y)=D, 
I 1 

Fy(x, y)=-D+H. 

npeAI10J\ara.si, qTo OH AemHT B 06.1\aCTH Q (qepT. 2). 

0 L---------------
lfepT. 2. 

)LM1 I<pHBoii nepBoro ceM~iicTBa F: (x, y) MOmHo paccMaTpH

BaTb, KaK CJ\OmHyIO cpyHK!!HIO Oj.l;HOro y, I1pOH3BOj.l;HaH KOTOpoli: 

[F' (x' )]' = - [F:Y (x, y)]2 + 
y ,yv F11( ) 

xx x, L 
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ToqHo TaK2Ke AAH KpHeoii BToporo ceMeftcTea: 

CToAb3YHCb <f>opMyAoH Lagrange'a, no.11.yqaeM: 

0 ' ' 1 y 
(y3 - Yo) B ~FY (xa, l/a) - FY (xo, yo)= -H H.11.H Ya - Yo ~ -;-

y x x 
11 -yi ::::;;_· ·x1-Xo ,;;:;;;_. X2-X3~ --. 
,72 a ' o ' o 

Tenepb O!!eHHM X3 - xo, x2 -- xi. !}1 - !Jo. y 2 - Ya· 06pal!JaH 
BHHMaHHe Ha napaA.11.eAorpaMbI, y1rn.saHHbie Ha qepT. 2, H .saMe
'laH, qTo npH AaHHOM !Ja - !JO• I x3 - xo I HaH60.11.bwee TorAa, 
KOrAa COOTBeTCTBYIOI!!HH napa.11.Ae.11.orpaM o6paTHTCH B npHMyIO, 
HaXOAHM: 

I y /!A llT 
1 x8 -xo J ~0s1 B =s-;-X 

H ToqHo TaKme: 

vr vJ; ·v"-
1 X2-X1 J ~ s-0-X; ! Y1 -yol~s-0- Y; I Y2 -ya J ~ s - 0- Y. 

4a.11.ee C.l\.02KeHHeM HaXOAHM: 

~ sVk Y~y -yo-<: 1+sVk y 
0 2 0 , 

svT 1+svT 
---X~x2-xo:::;;----X. 

0 0 

060.sHaqHM 

It 1 + ;sVT =I-; 12 _!_+ ;svk = p.; rAe It H 12 > 1, Ho orpa

eHqeHbI. 
QqeBH,ll;HO, qTo npHMoyro.11.bHHK, o6pa.soBaHHblii npHMblMH: 

sVT . sVk 
x=xo-11--X, y=yo-'(2--Y, 

0 0 

1+s1/T 1+svk 
x=xo+lt X, y=yo+12 Y 

0 0 

co cTopoHaMH 1-X H Yp. coAep»mT BHYTPH ce6H He T0.11.bKO see 
qeTb1pe ToqKH M0, · M1, M2, M3, no H Bee qeTb1pe napaA.11.e.11.0-
rpaMa, yKa3aHHble Ha qepT. 2, a c.11.eAOBaTe.l\.bHO, H BCIO KpHB0-
.11.HHeHHYIO qlHrypy, H npHTOM TaK, 'ITO HH OAHa ToqKa ee He .11.eJKHT 
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Ha KOHType npHMoyroAbHHKa. Ho BHYTPH KpHBOAHHettHOH qrnrypbI, 

H.11.H Ha ee KOHType, B CHAY CBOHCTB KpliBbIX, HMeeTCH XOTb 0,ll;Ha 

TO•-IKa CHCTeMbI r. 3HaqHT BHYTPH npHMoyroAbHHKa eCTb TOqKa 

CHCTeMbI f. 
Boo6rge, ecAH AaH npHMoyroAbHHK paccMOTpeHHoro nma, 

.11.erKo Halini: ToqKy, KOTopyro MO/KHO BBHTb aa TOqKy M0 , TaK, 

qT06b1 KpHBOAHHeHHaH cp11rypa AeIB.aAa 3ase,11,0Mo BHYTPl1 Hero. 

A aTo ,11,oKaBbrnaeT cyrgecTBOBaH11e s KaIB.,11,oM TaKOM npHMoyroAb

HHKe XOTb 0,11,HOH TOqKli CHCTeMbI f. 
Pa3,11,eAHM o6AaCTb g ceTbl-0 npHMbIX: 

x=AXu, 

y=p.Yv, 

r,11,e u H v npo6eraroT see geAbie qHc.11.a. 

H3 He 3a,11,eTbIX KOHTypoM g npHMoyroAbHliKOB 11cK.11.I-Oq11M no 

cooTBeTCTBeHHoli nape cMeIB.HbIX cTopoH. B KaIB.,11,oli TaKoli npHMO

yroAbHOH o6AaCTl1, no ,11,0Ka3aHHOMy, eCTb TQqKa Cl1CTeMbl f. 
Bbr6epeM 11 H 12 TaK, qT06b1 /,X 11 p. Y 6bIAH geAbIMl1 q11cAaM11. 

Tor ,11,a qacAo geAblX ToqeK B He 3a,11,eTb1x KOHTypoM o6AaCTHX 

paBHO nAorgap,11 aTHX o6AaCTeit 3a,11,e1 b!MH me npHMoyroAbHl1KaMl1 

MO/KHO npeHe6peraTb no cAe,11,yrorgeli np11q11He: KOHTYP Q MO/KHO 

pa36HTb mi qeTbipe qacn1, B KaIB.,11,0M H3 KOTOpbIX B03pacTaHHI-O x 
COOTBeTCTByeT MOHOTOHHOe H3MeHeH11e y; KaIB.p,aH TaKaH qacTb 

ROHTypa 3a,11,esaeT 

npHMoyrOAbHHKOB; noaToMy, KaK n.11.orgap,b 3aAeTblX npHMoyroAb" 

Hl1KOB, TaK H qHCAO geAblX ToqeK B HHX paBHO 

O(AY+sx), 

<ITO npH ycAOBlUIX (*) eCTb BeAH'lHHa nopH,11,Ka OCTaToqHoro tIAeHa. 

§ 2. lfro6bI ,11,aAee He OTBAeKaTbCH, npeIB.,11,e Bcero BbJqHCA11M, 

CKOAbKO 3HaqeHl1H B 06.11.aCTl1 g M02KeT npHHHMaTb c H CKOAbKO 

3HatieHHH np11 Ba,11,aHHOM c MOIB.eT npHHHMaTb d. 
OycTb K H L cyTb TO'IKH o6AaCTH, B KoTOpbIX F; (x, g) np11-

Hl1MaeT HaHMeHbIIIee H HaH60AbI1Iee 3HaqeHHe. BcAe,11,CTB11e csoiicTB 

KOHTypa 06AacT11, OT K K L MOIB.Ho nepeHTH no TaKoli .11.oMaHoli 

AHHHH, 'IT06bl COCTaBAHI-OigHe ee 0Tpe3KH 6bIAl1 6b! napaAAeAbHbl 

OCHM KOOp,11,HHaT, a x H 1J HBMeHHAHCb 6b1 MOHOTOHHO. 

Opa nepe,11,BHIB.eHHH Ha a napaAAeAbHO OCH x, F~ (x, y) HBMe

HHTCH He 6oAee, lleM Ha 

k 
-a 
A ' 



a np11 nepeJJ,BHiKeHHH Ha ~ napa.11..11.e.l\.bHO OCH g H3MeHHTCH He 60.11.ee, 

qeM Ha 

np11 nepexoJJ,e OT K K L I:a ~ gA, 'E~ < hB, c.11.eJJ,oBaTe.ll.bHO, 

F; (x, g) H3MeHHTCH He 60.11.ee, qeM Ha 

gk + h Ykt{ ~ < ~k+ hYkl= Pi. 

ec.11.H npeJJ,no.11.oiKHTb, 'ITO B <A, 'ITO He HapyurnT o6i,gHoCTH AO
Ka3aTe.ll.bCTBa. l.foc.11.0 iKe 3Ha<JeHHH c MeHbllle H.11.H paBHO 

Pi c+1<(r1+1> c. 
np11 Bb!6paHHOM c, T. e. ,lt.11.H onpe.zte.11.eHHOH KpttBOH nepsoro 

ceMeHCTBa, 

[F~ (x, y)]~ < (1 + s2) ~ 
C.11.e.ztoaaTeJ\bHO, H3MeHeH11e F~ (x, g) Ha aToii Kp11soft 

~ hi (1 + s2) = pz, 

'-!Hc.11.0 .me 3Ha'leHHii d MeHbwe H.11.H paBHO (p2 + 1) H. 

nycTb O.l eCTb O,ltHa H3 npHMoyrOJ\bHblX 06.11.acTeB H M (x'' g') 
eCTb HeKOTOpaH HaXO,ltHJ,!!aHCH B HeH TO'JKa CHCTeMbl f. no.11.0tB.HM: 

x = x' + E, y = g' -+-'"I] 11 pa3AolKHM F (x, y) B pH.It Taylor' a s6AH31f 

TO'IKH M (x', y') 

F(x, y)=F(x', y')+~Fx'(x', y')+'"IJFy'(x' y')+ 

+~(kA2x2 +~iikl~~~+ tor2y2)=A +B e+c ·ri+ 
2 A VAB B w "' w 

+ 6 L (AB)- 1/4 (lgAB)3f2, 

L - KOHetJHoe '-IHCAO. 

PaccMoTpHM 

z =Aw+ B"'~ +Cw '"IJ +el (AB)-1/4 (lgAB)312, r .zte e = -+-1. 

z OTAH'laeTCH OT F (x, g) TeM, 'ITO BMeCTO HCTHHHoro 3Ha<JeHHH 

OCTaTO'lHOro 'lAeHa B3HT ero Bb!CWHH H.11.H HH3WHH npe,!l;eA. Bbl

'IHC.11.HM cnepBa aCHMnTOTH'leCKOe Bblpamem1e 

r ,!l;e z onpe.zteAHeTCH yKa3aHHblM o6pa30M B KalK,IJ;OH o6AaCTH U> 

OTAeAbHO. 
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K F (x, y) B03BpaTHMCJJ AHlllh B caMOM KOHJ!e AOKaBaTeAbCTBa. 
B HacTOJJigeM rraparpaqie o:geHHM rropJJAOK cyMMhI 

r Ae m - geAoe 'IHCAO. 

I 1:}:,e 21.imz I= I ehim [Aw+ eL (AB)-'!. (lgABJ'!,] 11~~e2,,; (mBw E + mCw'lJ) I= 
=I fe2~imBw ~ I l~e2"imCw '1J I< I e2"im;w -1 I I e2"imc: _ 1 I= =/_2_,, 2 \<_!_~ 1 

I sin "-mBw sin "-mCw \- (mBw) (mCJ' 

l !<fl!, eC.l\H !Cf'!<-} 
1 . 

I 1 - !Cf'! ec.l\H I?! > 2 

QqeBHAHO, 'ITO rrocAe rrepsoro 3HaKa < Moarno uanHcaTb 
TaKme 2 J..X 2 fL Y. 

YhaK: 

H.l\H 2f..X 

H.l\H 2[LY 

no HallleMy ycMOTpeHHJO He3aBHCHMO ,11,pyr OT Apyra. 

OpocyMMHpyeM EF no sceM o6AacrnM w 

B =-cc-; c = Hd; l.l.EF= 2..E}} F, 
U) w g c d 

rAe 3Ha'IeK ' 03HaqaeT, lJTO cyMMa B3HTa rrpH onpeAe.l\eHHOM 3Ha
qeHHH c. 3Ha'leHml c H d MoryT HTTI1 He noA pH,zi;, TaK KaK He BCe 

TOIJKH CHCTeMbl f MoryT 6b!Tb l1CIIOJ\b30BaHbl. 
OgeHHM Y:.'F. YttcAo aHatJeHHH d He 6oAhllie (p~ + 1) H. EcAH 6h1 

d 

d MeHJJAOCb HerrpepbIBHO OT csoero naHMeHblllero AO csoero 
md 

HaH60.l\bWero 3Ha'ICHHJI, TO 7i o6paTH.l\CJI 6bi B geAoe lJHC.1\0 He 

6oAee (p2+1) m + 1 paa. PaccMoTpHM pHA 3HatJeHHH 

f md} 
\H 

I9 fKypHaA. 



npH ycAOBHH 

i < _'!1_4- < i + 1 -H , 
r,Ae i - ge11.oe qHc11.o. 8To 6y.AeT HeKoTopaH apmpMeTHqecKaH npo
rpeccHH a). CpasHHBaH ee c nporpeccHeii 

. . . . . . . . . b), 

HaXO,AHM, qTo: 

1) j-0 qJ\eH pH.Aa a) He MeHbWe j-ro q11.eHa pn,Aa b), 
2) eCAH pacnOJ\OmHTb B nopH.AKe B03pacTaHHH ,AOilOAHCHHH .AO 

1-gbl q11.eHOB pH,Aa a), TO j-bIH q11.eH no11.yqeHHoro pH,Aa He MeHbWe 
j-ro q.J\eHa pn.Aa b ). 

Bcex npoMemyTKOB .AAH d, B KOTOpbIX 

·< md •I 1 z_J../<z1, 

r ,Ae i npHHHMaeT J.!C.l\ble 3HaqeHHH, He 6011.ee (P2 + 1) m + 1, H 
H 

Kam,AblH H3 HHX .AAHHOH He 60./\ee - • 
m 

CT pH i < ";J < i + ; (npoMemyToK I mna) F = _{_:_l d-}-. 

CT pH i + ~ < ";J < i + 1 (npoMe;syTOK II THna) 
1 

F~ 1-{~) 
Ha ocHOBaHHH aaMe'leHHoro, "f.'F no HeKoTopoMy npoMemyTKY 

d 

HJ\H II THna 

T aKHM o6paaoM 

n=N 

~ ! =O(lgN) 

n=l 



T enepb yme AerKo BHJJ;eTb, qTo: 

LLe2rrittu = 0 [m2 XY + m (XH + YG) lg AB+ CH (lgAB)2], 
g 

§ 3. B aTOM naparpa<fle Mbt paBpewHM Bonpoc o HaxomJJ;eHHH 
aCHMnTOTHqec1wro BblpameHHSI cyMMbl 

nocTaBAeHHbIH B npeJJ;bIJJ;yigeM naparpacpe. 

OpeJJ;BapHTeAbHO cJJ;eAaeM cAeJJ;yK>igHe BaMeqaem1. OycTb 

y = a3x 3 +a2x2 +a1x+ao 

h'.1,1.) 

/ 

z, z, z z. z, 

4epT. 3· 

ecTb HHTepnoAH!,!HOHHaH KpHBaH Newton'a, YAOBAeTBOpHIOJMaR 
YCAOBHSIM: 

I I 
npH x = xo, y =yo, y =Yo ; 

npu qeM 

X1-xo=O(:l), Yo Hg1=0(1), Yo' HY1 1 =0(!). 

rJJ;e :l - 6ecKoeeqHo-MaAoe llHCAO. 

1) MemAy x 0 H x 1 ee 60J1.ee OJJ;Holi ToqKH nepern6a. 

(1\ (1' 2) AerKo BbI'IHCAHTb, qTo as= 0 \Ea)• a2 = 0 ,!lz) . 



3) He TPYAHO l!IH,11,eTb, qTo HHTepnoAHJ!HOHHaH KpHBaH New

ton'a He MeHHeT cBoero BH,11,a npn nepeHoce Haqa.l\a Koop,11HHaT 

H npH H3MeHeHHH HanpaBJ\eHHH OCH g Ha o6paTHOe. 

lzL KaK ipym<J!HH OT z H3o6pam.eHa Ha qepT. 3 TOHKOH qepTOH. 

nocTpOHM HOBYIO <l>YHKJ!HIO 'f (z) C.l\e,11,yror.gHM o6pa30M. Bo3b

MeM J\OMaHyIO .l\HHHIO, H3o6pa.meHHJIO Ha qepT. 3, H cKpyr.l\HM 

yr.l\bl TaK, qT06bI KaCaTe.l\t>Ha.H MeHH.l\aCb Henpepb!BHO. 4J\H BToro 

• 1 
coe,11,HHHM TQqJ{H .l\OMaHOH J\HHHH, OTCTOHJ!!,He O'l' BepwHH Ha 

2 
HHTepno.l\.HQHOHHott Kp1rnoii Newton'a. 

Ha ocHoBaHHH 3aMeqaHJrn 1) .l\erKo npeJJ.CTaBHTb ce6e B03-

M0.1KHhie BHJJ.bl KpHBOH H ycTaHOBHTb, qTQ Memp,y Z3 H Z4 9 (z) > -1. 
.l{a.l\ee, Ha OCHOBaHHH 3aMeqaHH.H 3), .HCHO, qTo BCe KpHBO.l\H

HeHHbie 0Tpe3KH 6yJJ.yT COBMeCTHMbl, ecAH paccMaTpHBaTb HX B npo

CTpaHCTBe. npocyMMHpyeM BMeCTO !z! <l>YHJ!HIO 'f (z) no 06.llaCTH Q, 
a 3aTeM ogeHHM nop.HP,OK cp,eAaHHOH norpewHOCTH. 

Pa3A0.1KHM qi (z) B p.Hp, Fourier 

DO 

qi (z) =Ao+~ (Am cos 27emz + Bm sin 2rcmz). 

m=l 

:Vb TeopHH p.HP.OB Fourier H3BeCTHO, qTo ecAH <flYHKJ!H.H 11 ee 

npOH3BOP,HaH HenpepbIBHbl, TO Koaip<fJHJ!HeHTbl pa3A02KeHH.H 6yp,yT 

nop.HJJ.Ka 

1 
ma. 

noaToMy, BbJqHCMl.H KOS<fl<flH:gHeHTbl Am H Bm, MO.lKHO q)\eHbl 

'f (z) HH.1Ke BTOporo nop.HP,Ka He BblilHCb!BaTb, TaK KaK npH HHTe

rpHpOBaHHH OHH ,ZJ;aIOT BeAHqHHbI nop.HP,Ka 

TaKOI'O BHP.a, qTQ OHH P,O.ll.lKHbl geAHKOM HCqe3HJTb. 

Ho B ,ZJ;aHHOM CJ\yqae KoaipqingHeHTbI 3asHC.HT er.ge OT napa

MeTpa ti. OgeHHM aTH KOa<fl<PHJ!HeHTbI: 

Ao= f 5 'f (z) dz= -} (113 reoMeTpHqecKHX coo6pameHHii). 



Z5 Z~ 

A,,.= 2 J cp (z) cos 27r:mzdz = 2 J cp (z) cos 2nmzdz + 
Z4 

+ 2 J Cf (z) cos 2nmzdz + ... = 

Z4 

= 2 J [1 - '.P (z)] cos 2r-m [ -- (z +~)]dz+ 
Z3 

Z4 

+ 2 J ?(z)cos21t'mzdz+ ... = 

z, 
= 2 J (a3z3 + a 2z2) (p cos 2r-mz + q sin 27r:mz) dz + ... , 

Z3 

r,11.e p Jil q orpaHHqeHbI He3aBHCHMO OT m H ~. 

Oo,11.06HbIM o6paaoM Haxo,11.11M, qTo npH 

m > ! A,,. H B,,, = 0 ( ~ 2~3 ) • 

DpH m < '! TaKHM cnoco6oM npHI'OJJ.HOH ogeHKH A,,,, H B,,. He 

noAyqaeTCH. B aTOM cAyqae cpaBHHM A,,, H B,,. c cooTBeTCTBeH

HbIMH Koa<JlqrngtteHTaMH A'm H B'm paa.l\OtKem1.11 91 (z), r,n;e 91 (z) 
H3o6patKaeTC.ll .llOMaHOH .llHHHeH Ha qepT. 3. 

QqesHJJ,HO 
Z2 

A~ -Am= 2 J [91(z)-9(z)] cos 2r-mzdz + 
Z1 

z, 
+ 2 J [ 1.pi(z) - <p (z)] cos 2rrmzdz. 

Z3 

KamJJ,bIH HHTerpaA, CTOHl!!,HH B npasoli qacni: aToro paseHCTBa 
eCTb 

0 (~) = 0 ( ~) npH m ~ ! . 
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Herrocpep;cTBeHHoe me BbJqHC.l\eHHe A',,, B . rrpep;rroAomemrn 

1 ( 1) ' ms; T p;aeT 0 -;;; , rp;e BaBHCHMOCTh OT ~ yme rrpumna BO 

BHHMaHHe. 

1 
TaKHM o6pa.3oM HaXOAHM, qTo rrpu m:::;: T 

( 
1 ' 

A,,, H B,,, = 0 -;;; ) . 

no.l\OJKHM 

Li= (AB) - 1/1 lg AB 

~~9(z)=-}rr+ 
Q 

rp;e n eCTh 'IHC.1\0 ge.l\blX TO'leK 06.1\aCTH· 

BHyTpeHHHe cyMMhI HaMH yme ogeHeHbJ a § 2. KpoMe Toro, 

O'ICBH,!l;HO, 'ITO OHM He rrpeBOCXO,!l;HT 0 (AB) 

~~~(z)= ~ rr+o (~ ~~ [m'XY+ 
Q - m=l 

m :::s; AB 

+ m (XH + YG) lg AB+ GH (lgAB)2] -1-~ t, 2
1m3 [ m 2X Y + 

I 
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OcTaeTcH ogeHHTb nopHAOK cyMMbI .Li.Li (<.p (z)- lz! ). 
g 

yfa qepT. 3 BH,Zl;HO, qTO OCb z pa.afornaeTCH Ha qepe,11;yroigHeCH 
npoMemyTKH ABYX THnos: 

1) npoMemyTKH, B KOTOpbIX I <p (z) - lzl I < L1, 
.2) Te, B KOTOpblX 9TO He co6AIO,ZJ;eHo. 

YnoMsiHyTaH cyMMa, pacnpocTpaeeHeasi TO.l\bKO no .aHaqeHHSIM z 
H3 npoMemyTKOB nepsoro THna, oqeBHAHO, nopH,11;Ka ocTaToq
eoro qJ\eHa. lfro6b1 ,11;0Ka.3aTh, qTo Ta me cyMMa, pacnpocTpaeeH-

r 

HaH no 3HaqeHHHM H3 OCTa.l\bHbIX npoMemyTKOB, TaKme nopHJJ;Ka 
OCTaToqHoro q.l\eHa, AOCTaToqHQ noKa3aTb, qTQ 

r,11;e ~ (z) H.306pameHHaH Ha qepT. 4 cpyHKJ!MH. 

ToqKa (- 2 Ll, 0) H ToqKa (- L1, 1), ToqKa <+ D., 1) H TOqKa <+ 2 Ll, 0) H T. A· coeJJ;HHeHhI norrapHo HHTeprroAHJ!HOHHOH KpH· 
BQH . .4oKa3aTe.l\bCTBO BIIO.l\He aHa.l\OrHqHo H3.l\OmeHHOMY Bb!We. 
0TAHqHe aToro cAyqasi B TOM, qTo Ao= 0 (Ll). 

YhaK: 

§ 4. Bo.aspaTHMCH K F (x, y). 
B § 2 6bI.l\O ycTaHOB.l\eHO z = F (x, y) + 0 [(AB)- 1 /~ lgAB) 3/2] • 

fl pH aTOM z _1 < F (x, y) < z +i• r ,71;e .3HaqeK onpe,71;eA11eT Bb16op e, 

295 



TO: 

lz_ 1I < IF(x,y)i ~{z+ 1 }· 

,llAH .AOKa3aTe.l\bCTBa TeopeMbI .AOCTaTOLJHO IlOKa3aTb, "ITO LJHC.1\0 

C.l\yLJaeB, B KOTOpbIX 3TO ycAOBHe He co6.l\IO,AeHo, 6y.AeT nopHtJ;Ka 

OCTaTO"IHOro LJ.l\eBa. 

4HC.l\O 3THX C.l\yLJaeB paBHO 

TaKBM o6paaoM, TeopeMa .AOKa3aHa: 

~~ {F(x,y)}= ~ n-+O[(AB)3it(lgAB)312]. 
~~ 

§ 5. 0oAb3YHCb TeM me MeTO]J.OM, O"!eHb npOCTO ,AOKa3aTb 

TeopeMy, .zi;aHHYIO npoqi. 11. M. BHHorpa.zi;oBbIM 1). 

TeopeMa: OycTb B npoMem.yTKe (R, Q) <f>YHKQHH F (x) HMeeT 

nepByro H BTopyro npott3BO.AHbie, nptt LJeM: 

}_ < F"(x)< _!!__, 
A- -A 

r.zi;e A- noAo.amTeAhHaH Be.l\HLJHHa, npeBocxotJ;Hrgasi nocTO.HHHOe 

LJHCAO, 60.1\bUiee e,AHHHQbI, H MoryrgaH npliHHMaTb CKO.l\b yro,AHO 

60.1\bIIIHe 3HaLJeHHH OJJ;HOBpeMeHHO c H3MeHeHHeM npoMem.yTKa 

(R, Q) H BH,Aa cpyHI<QHH, 6yKBa me k o6oaHaLJaeT KOHeLJHOe no

CTO.HHHOe "IHCAO. OycTh, cBepx Toro, Q-R < gA, r,Ae g- nocTOHH

Hoe LJHCAO. OpH aTHX ycAOBHHX cyMMa P.po6HbIX qacrnii F (x), 
pacnpocTpaHeHHa.H no geAbIM .aHa"!eHHHM x H.3 npoMem.yTKa (R, Q), 
MOmeT 6bJTb npe,AcTaB.l\eHa B lf>OpMe,: 

x<Q 

~ {F(x)}= 1<Q-R)+O(A~la(/gA)1ia) 2). 

X?R 

1) 11aeeCTH.ll AK- H. 1917 r H MamcTepcKaH ,llHcc. 1920 r. 
') B cpopMyAHpOBKe TeopeMbI MHOIO c,11eAaHbI aecyJ!!eCTBeHHble OTKll.OHeHHH 

OT yKallaHHbIX pa6oT 11. M. BaHorpa,11oea. IIpR ,11aHHbIX yc,'\OBHllX nepBaH pa6oTa 

,llacT OCTaTO'IHblll 'IAeH 0 [(AlgA)2la], a BTOpa11-0 (A213). 



,lloKa3aTeAbCTBO He COCTaBl1T 3aTpy ;i,HeHm1, eCAl1 IlOJ\OlRHTb: 

A1/s (lg A)%= X, A21a (lg A)- 2/0 = G, A- 1/ 3 (lgA)1 a=.;,, 

aa nepayro KpHBJIO B3HTb .l\OMaHyro, 11306pa.111eHtty10 Ha qepT. 3, 
a 3a BTopy10 KpHBYIO - .l\OMaHyIO, IlO.l\Y'IeHHyIO H3 KpHBOH, H30-

6pam.eHHOH Ha qepT. 4, 3a:.teHOH 0Tpe3KOB napa60Abl OTpeaKaMII 

npHMOH. 

§ 6. BoaspaTHMCH K Hameii TeopeMe. 

npe,ll,IlO.l\OIB.IIM, qTo O,ll,HO H3 JCJ\OBIIH (*) He C06.l\IO,ll,eHO. nycTb 

s3/s 3! 
~-(lgAB) '4, 
Ails 

ecTb BeAH'IIIHa 6ecKoHeqHo-Ma.l\aH 11 B> C> 1, r,11.e C- nocTOHH 

HOe qIIC.1\0. 

Henocpe,11.cTBeHHbIM npHMeHeHHeM TeopeMbI npeµ,bI,ll,JIJ.!ero napa

rpacpa noAyqaeM 

.Li.Li {F(x, y)i= ~ n + 0 [A213 B (lgA/13], 

~j 

r.11.e n - qHC.1\0 ge.l\b!X TO'IeK. B ,11,aHHOM C.l\yqae OCTaToqHblll qJ\eH 

6oAee HH.3KOro nopH,11.Ka, qeM 

0 [(AB)31l (lgAB)3/2] 

H TeM 3Haq11Te.l\bHee, qeM MeHbIIIe B no cpasHeH1110 c A. ToAbKO 

B .ZJ;aHHOM C.l\yqae Il0,11. Il He.l\b3H pa3yMeTb Il.l\OIJ.!a,ll,b 06.1\aCTH. npH 

,11.e.l\eHIIH 06.1\aCTH CeTblO npHMbIX: 

x=u, 
x=v, 

r,p,e u H v npo6era10T Bee geAbie qncAa, aaMe'!aeM, qTo pa3HOCTb 

Mem.,11.y Il.l\OIJ.!aJJ;blO 06.1\aCTH H q11c.l\OM ge.l\blX ToqeK, Boo6ige 

rosop.H, Toro me nop.H,11.Ka, KaK 'IHC.l\O :aa,11.eTbIX KOHTypoM KBa,11,pa-

TOBj T. e. paBHa: 

O(A+B), 

'ITO He HB.l\HeTCH B JJ;aHHOM C.l\yqae BeJ\HqHHOH nopH,ll,Ka OCTaTO'I

Horo 'I.l\eHa. 

B aaK.11.10qeHHe aaMe•1y, 'ITO HBHOe H.11.H cKpb1Toe yqacnte B µ,aH

HOM BOnpoce BTOpbIX npOH3BO,ll,HblX cyigeCTBeHHO. noaTOMY Ha 

BP.HA .11.11 MOlKHO HaliTH no,11.06Hy10 TeopeMy npH 3Ha'IIITe.l\bHO 60.1\ee 

npoCTb!X yc.l\OBHHX. 

B ge.l\HX KpaTKOCTH H He H3.l\ara10 HHKaKHX np11Aom.eHHH ,11.oKa

aaHHOH TeopeMbI, TeM 60.1\ee, qTo npHMeHeHHe ee He npe,ll,CTaBJ\HeT 

3aTpy,ll,HeHHH. 
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Ueber einen asymptotischen Ausdruck fiir die Summe 
der gebrochenen Teile einer Funktion zweier Argumente. 

M. Gelbcke. 

In vielen Fragen der analytischen Zahlentheorie ergibt sich die Not
wendigkeit einen asymptotischen Ausdriick fiir die Zahl der Gitter
punkte innerhalb eines gewissen variablen Volumens aufzustellen; dieses 
Problem reduziert sich seinerseits auf die Angabe eines asymptotischen 
Ausdrucks fiir die Summe der gebrochenen Teile einer Funktion zweier 
Argumente. In der vorliegenden Arbeit wird der folgende allgemeine 
Satz bewiesen. 

Es sei das Gebiet Q der Veranderlichen x und g durch eine solche 
Linie begranzt, class eine beliebige der x-Axe oder der g-Axe pa
rallele Gerade das Gebiet 9 in nicht mehr als zwei Teile trennt. Die 
Linie selbst oder gewisse Teile derselben brauchen dem Gebiete Q 
nicht anzugehoren. Ferner soil die Funktion F (x, y) im Cebiete Q die 
ersten und zweiten Ableitungen besitzen, wobei 

_I_<F" 
A -- xx 

_1_<F" 
B ~ YY 

k 
(x, y) '.Sff 

l 
(x, g) ::S73 

I Fx/ (x, g) j :S: S V Fx/ (x, y) FYY (x, g) 

wahrend A und B Grossen vorstellen, welche > C > 1 sind und bei 
Veranderung des Gebietes g und der Wahl der Funktion F (x, y) 
be!iebig grosse Werte annehmen konnen, C-eine Konstante und k, l, s 
absolute Konstanten bedeuten, welche den Ungleihungen s < I und 

I 
s < 4~ geniigen. Endlich sei die Differenz der extremen Abszissen ----

V kl 
und Ordinaten-werte nicht grosser als gA bezw. hB, wo g und h 
Konstanten vorstellen. Unter den angegebenen Bedingungen kann die 
Summe der gebrochenen Teile der Funktion F (x, g) iiber sammtliche 
innerhalb des Gebietes g befindlichen Gitterpunkte in der Form 

dargestellt werden, wobei CT die Anzahl der Gitterpunkte im Gebiete Q 
bedeutet. Unter den erganzenden Bedingungen 

Ai; Ba/s -
--

8 (lg AB)3fr. > t> o· -- (lg AB)311 > t > o; t =Const. 
B1ls - , Ail. 

kann unter CT auch der Flacheninhalt von Q verstanden werden. 



0 aaKOHe npBTB2KeHHJI. 

H. fl. HepoHoB; 

§ 1. CTpep,cTaBJ\emi:e rroTeHgHaAa CHJ\bI 11pHTHJKeHH» 6ecKoHetJ

HbIM pHP,OM. 

CTpep,noJ\omHM 3aKOH npHTHJKeHHH TaKHM, qTo 110TeHg1mA cH11b1 

npHTHJKemrn Me2KP.Y P.BYMH MaTepHaJ\bHblMH TOtJKaMH c MaccaMH 

M (co.l\Hge), m (11AaHeTa) H B3aHMHbIM paccTOHHHeM p Bb1pa.1KaeTC.ff 

6ecKOHetJHblM pHP,OM, rp,e 011yi,geHa npOH3BOJ\bHa.ff rIOCTOHHHaH, 

(1) U = fmM (_!__ + ~ +-; + -;- + ... ); p?: Po > 0. 
p p- p p 

0TCIOJJ,a CH.l\a 11pHTH/KeHHH 

(2) F=--=-fmM -, +--+-+---=-+ ... · o> Po>O. dU ( 1 2"- 31-1 4v ) , 
dp p2 p3 p4 po ' • -

KoacpcpHgHeHTbl A, f1, v, ... Bl10.l\He orrpep,e.l\HIOTCH 3all,aHHeM 

TOH 11.1\H HHOii <JlOpMbl .aaKOHa 4.1\H CHJ\bl npttTH.IKeHHH IlOCJ\e paa

.1\0/KeHHH ee B 6ecKOHetJHblM p»p;. 

Ec.l\H npHHHTb .aaKOH npHT.H.IKeHHH HbIOTOHa (A=f1='1= ... =0), 
TO OTHOCHTe.l\bHOe ABHiKeHHe 11.1\aHeTbl no OTHOllleHHIO K CO.l\Hl!Y 

6yp,eT onpep,e.l\HTbCfl B <PYHKJ!HH BpeMeHH t ypaBHeHHHMH 1) 

n-=--= V j-(MJ-~; (=n (t-'t); u-esinu=(; 

(3) r =a (1-e cos u); 

w v 1+e u p b2 
tang - 2- = 1 tang -2 ; r = -1- + ; p = -

-e ecosw a 

3p,ech BBeJJ,eHbl 06m1Ha'IeHH>I: a H b-cOOTBeTCTBeHHO 60.1\b• 

lllafl .If MaAaH IlO.l\YOCH <IJ\AHilTHqecKoii op6HTbl 11.1\aHeTbI; e-aKc
Q,eHTpHCHTeT 9.1\.1\HrICa; r-pa1J,11yc BeRTOp, coep;HHHIOI,gHii nAaHeTy 

c geHTpOM THa>.eCTH COAHga; w-HCTHHHaH aHOMa.l\HH 11.1\aHeTblj 

1) Tisserand: ,,Traite de Mecanique celeste", t. I, § 31. 
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u-aKcgettTpli'IeCKaH aHOMa.l\HHj ~ -cpe.n;HHH aHOMa.IUfHj ' - MO Me HT 

npoxolK.n;eHHH nAaHeTbI qepe3 nepHre.l\HH. CoxpaHHH o6osHaqeHHH 

He6ecHoi1: MexaHHKH H cooTBeTcTBYIOIJ!YIO TepMHHOAormo 1), BBe.n;eM 

c.l\eAyIOIJ!He yr AbI, onpe.n;e.l\HfOIJ!He noAomeHHe n.l\aHeTbI B npo

cTpaHCTBe, c TOH TOAbKO pa3HHJ!eH, qTo pOAb rIAOCKOCTH <lK.l\HrI

THKH AAH 1-ro HHBapH 1850 ro.n;a y Hae 6y.n;eT HrpaTb rI.l\OCKOCTb 

CO.l\He'<JHOro 3KBaTopa: 6--.11;0.l\rOTa BOCXOAHIJ!ero ya.l\a Il.l\OCKOCTH 

op6HTb[ OTHOCHTeAbHO rIJ\OCKOCTH COAHe'rnoro aKBaTopa, ?-HaK.l\O

HeHHe IT.l\OCKocTH op6HTbI K TOH me n.l\OCKOCTH, w-.n;oAroTa rre

p11reAHH, V-.ZJ;OArOTa rIAaHeTbl Ha ee op6HTe. 

Tor.n;a HCTHHHaH 11 aKcgeHTp11qecI<aH aHOMar.HH rrpep;cTaBHTCH 

B BH.n;e, ecAH BBeCTH 2-cpe,'l;H!OlO .ZJ;Ol\rOTY anoxH, 

(4) 
EcAH aaKOH npHTHlKemrn 0T.11J1qen OT aaKoHa HbJOTOHa, TO 

ITOCTOHHHbie a, e, ?. 6, w, 2 B ypaBHeHirn:x (3) <lA.l\HCTTH'leCKOro 

,'l;BH.lKeHHH IT.l\aHeTbI MOiKHO paCCMaTpHBaTb, KaK HeH3BeCTHbie 

ctJYHKJ!HH BpeMeHH, no.n;AemaIJ!He onpe,!!,e.l\eHHFO. 

CTpHHHB, '!TO CH.l\a npHT.11meHHH MemAy ABYMH MaTepttaAbHbIMH 

TOqKaMH Bb!pamae1'CH .PHAOM (2), BblqRcAHM ee ITOTeHgHa.I\, C'IHTaH 

COAHJ!e CIT.l\OllIHbIM Te.l\OM, a rI.l\aHeTy IIO npearneMy TQqKOH. f .l\aB

HblH geHTpa.l\bHbIH <l.1\.1\HrICOHA HHepgHH CO.l\Hga npHMeM sa 9.1\.1\Hn

COHJ.J. npaIJ!emrn. 

oyp;eM HMeTb 

p p p p U=fmj(l__+~+~-+~+ ... )dM= 
(5) M . 

= fm { M + /,Af + 2p.'M + 3i sin2_~-;;-- 0) . sin2? + r__!_J } ; 
r r- 2r3 r 4. 

p. 1 = p. - 2~ ; i =A - C. 

311.ecb r HMeeT npemHee 3Ha"leHue, a A a C cyTb r.l\aBHbte 

geHTpaAbHbie MOMeHTbJ HHepgi:m CO.l\Hga: A OTHOCl1TeAbHO OCH, 

AeiKalJ!eH B rIAOCKOCTH SKBaTopa, H c OTHOCHTeAbHO OCH apaIJ!eHHH 

8.1\.11.HllCOH,'l;a, 

CTp111v1eHH.R MeTop; ycnAHBaIOIJ!HX cpyHKJ!l1H, MO/KHO noKa3aTb, 

qTQ PRA (5) A.l\H u 6yp;eT CXO,'l;HIJ!HMCR, eCMI r> Po+ omax. 
r Ae Omrrx 06o:;1HaqaeT HaH60.l\bIIIee paCCTOHHHe OT geHTpa THiKeCTH 

CO.l\Hga p;o ero noaepxnocTH. 

T oqno TaKHM me o6pasoM .n;oKa3bIBaeTCH cxo.n;nMOCTb p11.n;a, 

110AyqenHoro H3 pH.n;a (5) .n;Hq:Jq:JepettgHposamrnM ero no npsiMo

yro.l\bHbIM KOOp.D;HHaTaM II.l\aJieTbJ H.l\H IIO KaKOMy-AH6o napaMeTpy, 

ctJYHKJ!HeH KOTOporo HB.l\H!OTCH STH KOOp.D;HHaTbl. 

1) Tisserand, ibid., § 32. 
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B o6i:geM cAyqae CHAa npHTHlKeHIUI nepecTaeT 6hITb geHTpaAb

HOH. 0Ha npespai:gaeTCH B geHTpaAbHyIO, ec.l\H C'IHTaTb CO.l\Hj!e 

MaTepHa.l\bHOH TOt{KOH H.l\H, HanpHMep, npHHHTb, t{TO OHO orpaHH

qeHO ccpepHt.JeCKOH nosepxHOCTblO H IlAOTHOCTb ero B KalKAOH 

TO'LJKe ecTb cpyHKJ;!HH TO.l\bKO OAHOrO paCCTOHHHH 9TOH TO'IKH AO 
geHTpa orpaHwnrnami:ge:iI ccpepbI (i == 0). 

§ 2. CTepsblH qacTHbIH cAyqail J). 

EcAH B pHAax (1) H (2) Bee 1wacpcpHgHeHTbI p., 'I, ••. , KpoMe A, 
paBHbI HYAIO H KpoMe Toro COAHge H 11.1\aHeTa paccMaTpi-rnaIOTCSI, 

KaK MaTepHa.l\bHbie TOt{KH, 6AaroAapH qeMy CH.l\a npHTHlKeHHH IlOAy

qaeTCSI geHTpaAbHOH, TO MOlKHO IIOKa:aaTb, MCXOAH H3 HHTerpaAOB 

lKHBOH CH.l\bl H Il.l\OIQ.aAeH, 'LJTO ypaBHeH:lrn ABHlKeHHSI II.l\aHeTbl 

6yAyT OT.l\H'LJaTbCH OT ypasHeHHH 0>.l\AHilTHt{eCIWro ABHlKeHHH (3) 
.l\Hlllb TeM, 'LJTO 11CTHHHaSI aHOMa.l\11H w npHo6peTeT MHOlKHTeAb 

., / P EcAH 9TOT MHOlKHTeAb SIBASieTCH pag110HaAbHb1M v p + 21,. 
'IHC.l\OM, TO Tpae1nopHH IIJ\aHeTbl 6yAeT :aaMKHYTOH a.l\re6p~11qe
CKOH KpHso:iI. CMeigeHHe IIepHreAH.SI :aa OAHH o6opoT II.MHeTbI 

BOKpyr COAHJ;!a IIpeACTaBHTC.Sl B BHAe, eC.l\H BOCIIO.l\b30BaTbC.Sl pa:a

.1\0lKemteM s p.SIA npH Ma.l\OM A, 

(6) 2- (i/._+ 2;.- 1)- 2·d, + " 1 ····- -- ... 
p p 

§ 3. BTopoi1 qacTHbIH cAyqai1. 

CqHTa.SI CHAY npHrnmeHH.SI geHTpaAbHOH (§ 2), noAOlKHM, qTo 

B pH.ztax (1) H (2) ace K.oacpcpHgHeHTbI v, ••. , KpoMe A H p., pasHbI 

HY.l\IO. noJ\b3YHCb HHTerpaAaMH .IBHBOH CH.l\bl H II.l\OigaAeH, IIOAy

qaeM ypaBHeHHe TpaeKTOpHH IlAaHeTbl B IlOA.SipHblX KOOpA!-fHaTaX 

r H W 2) 

(7) bo 
r=-----

4 p ( ru' -}- W) - bl 

3AeCb qepe:a p (ru' + w) o6o:aHa'leHa 9.l\AHilTl1'LJecKa.SI ctJYHKJ!BSI 

Beliep111Tpacca c HHBapHaHTaMH 

(8) 
3bob1b2 - 2b~ ·- b~b3 

ga= 16 

1) Routh: ,A treatise on Dynamics of a particle", 1898, § 359· 
2) 06igaH Teopirn ?THOCHTeAbHOCTH ,1(aeT. YP~,BH~HH~ TpaeKTOpHH TaKoro JKe 

BH,l\a: Forsyth, .Proceedmgs of the Royal Society , Sect10n A, vol. XCVII, 1920, 
p. 145; Morley, ,,American Journal of Mathematics", yo!. XLIII, 1921,, p .. 29; 
Jans, Acadernie Royale de Belgique, Classe des, sciences, 1923, Memoires. 
t. VII, fasc. 5· 
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B cBOIO oqepeJJ;b 

(9) b _ Jfp._1J!j- m) . 3b1 __ 1 + 2j), (M + m) 
o-- n2 , - n2 

2/ (M+m) 
3b2 = -752-- -; 

mh 
4epe3 T H D o603Ha"!eHbI rrpott3BOJ\.bHbie rrocTORHHbie HHTe • 

rpaAOB .lKHBOH CHJ\.bl H fIJl.O'!!aJJ;eH 

(10) 
dw 
dt =D. 

Ha1weeg, 2ru H 2w' cyTb Bei!!eCTBeHHbIH H qttcTO·MHHMbltt 

nepHOJJ;bl 9J\.J\HfITHqecKOH <PYHKJ!HH, a ei = p (ro), e2 = p ( (j) + w'), 
ea= p (w') {e1 > e2 >ea) Bei!!eCTBeHHble KOpHH fIOJ\HHOMa 4x3-
g2x-g3. 

KorJJ;a noM1pHbIH yroA w B03pacTaeT OT HYAR .a.o ru, <PYHK!,!HR 

p (ru' + w) B03pacTaeT OT ea JJ;O e2• OpH JJ;aJ\bHeiirneM so3pacTamm 

yr.Ila w JJ;O oo, H3MeHeH11e <PYHKJ!HH p (ru' + w) 6y.lleT 3aKJ\JOqaTbCR 

s Tex .me rpaHHgax. CooTBeTcTsyroigtte BHaqeem1 paJJ;Hyca BeKTopa r 
nAaHeTbl 6y AYT 3aKJ\JOqeHbI Mem.a.y r max H rniin • 

3a1<0H JJ;BHlKeHHR nAaHeTbI no ee op6HTe BbipamaeTcR ypaBHe-

HHeM 

(11) 

( ) n=w'+A· 

16Dp'(v) _ -~f[1og::+~+ 2 u((v)I I 
b~ (t i:) -- dv I p' (v) «=w' J. 

3JJ;ecb BBeJJ;eHbI o6brqebre o6o3HaqeHHH cr H ( <PYHKJ!HH Beiiep

rnTpacca. nocTORHHblH rrapaMeTp V onpeJJ;eJ\.HeTCR ypaBHeHHeM 

;p (v) = ~__!_· noJ\araR B paBeHCTBe (11) w = 2w, IlOAY"IHM speMR T, 

npoTeKa10igee Me.lK.llY JJ;BYMH fIOCJ\eJJ;OBaTeJ\bHbIMH npoxomJJ;eHHRMH 

rrAaHeTbI qepe3 nepHreAHH, 

(12) 
b2 d w((v)-vqw) 

T= 4D ;p?(;;j dv ;p' (v) 

CqHTaH A H f1 MaAbIMH, npeJJ;cTaBAReM cMeigeewe nepHreAHH 

3a OJJ;HH o6opoT IlJ\aHeTbl BOKpyr COJ\Hj!a B BHJJ;e pHJJ;a 

(13) 
2'1tA 67tf1 

2w-27t=-+-i + ... 
p p 

npH MaJ\.bIX A H f1 napaMeTp p MOiKHO cqHTaTb HMelOigHM 

TO me 3HaqeHHe, qTO H J3 9J\.J\.HfITHqecKOM JJ;BH.lKeHHH. 
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§ 4. l1HTepBaA CX0.11,HMOCTH npogecca n,ocAe.11,oaaTeAbHblX npH

OAHiKeHHH. 

CTepexo.11,H oT pa306paHHbIX qacTHbJX cAy'Iaes K 061geMy, 

npHMeHHM MeT0.11, aapttagHH npoH3BOAbHbIX IlOCTOHHHblX H 6y.11,eM 

C'IHTaTb, 'ITO HHTerpaAbI H3y'!aeMoro .11,BHiKeHHH cosrra.11,a10T c HHTe

rpaAaMH 9AAHilTH'!eCKOrO .11,BHiKeHHH (3), HO weCTb npOH3BOJ\bHblX 

TJOCTOSIHHblX IIOCJ\e.11,Hero a, e, 9, 0, oo, e cyTb HeH3BeCTHbJe <!JYHK

Q;HH apeMeHH t. Ey,11,eM HHTerpttposaTb noJ\y'Ia101gy10ca cttcTeMy 

,ll;H<tJ<tJepeHgMaJ\bHblX ypaBHeHHH no MeTo.11,y IlOCJ\e,ll;OBaTeJ\bHblX 

npll6AHiKeHHH, npHHHMaH sa Ha'IaJ\bHOe 3Ha'IeHHe He3aBHCHMOro 

nepeMeHHOro to, a 3a Ha'!aJ\bHble 3Ha'!eHHH HemmeCTHblX cpyHKQ;HH 

a0 , e0, 90, 00 , w0, E0• 3aliMeMCR rrpem.11,e acero aorrpocoM o cxop,H

MOCTH 9Toro npogecca. 4,.H yrrpoigeHHH Bbl'IHC.11.eHHH orpaHH'IHMCH 

CAy'IaeM geHTpaAbHOH CHJ\bl, paccMaTpHBaH COJ\Hge H IIJ\aHeTy, 

KaK MaTepttaAbHbie TO'IKH. Bso.n;HM rrepTyp6agHOHHy10 <!JYHI{Q;HJO R 

_ 2 (1 A. !1 v ) 
U-mk -+-2 +-3 +-4 + · · · = r r r r 

= m ( k; + R} k = V f (M + m); 

(14) R = k 2 (--;- + 11s +--;- + ... ) ; r r r 

F=-mk -2 +-3 +7+~+ .... 2 ( 1 2'A 3µ 4v ) 
r r r r0 

,llttqiqiepeHgHaJ\bHbie ypaBHeHHH, onpe,11;e.l\HIOigHe HeH3BeCTHb!C 

cpyHKQ;HH, npe.n;cTaBJ\HlOTCH B BH.11,e 1) 

(15) 

dB 1 8R 
(2) -dt = na2 V1 2 • 7i.:i,- ; -e szn9 

<'..? 

dill tang2 iJR i/1 -- ~2 BR_. 
(3) - = ----:==== + 

dt na2 y1 -- e2 89 na2e 8e ' 

(4) de=- v~~ a~-y1-e2 
dt na2e aw 

1- i/ 1-e~ fJR . 

dr:; 1 8R 
(f>) _d_t, = - ----===--- - -

na2 -V 1 - e2 sin 9 80 
r:; 

tang 2 ( fJR BR ) 
na2 v 1 - e2 aw + {)e j 

1) Tisserand, ibid., chap. IX, X. 
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~ 

de 2 aR tang -'2 
(6) dt =- na aa + na2 i/1 --e2 

-- 1 - V 1 - ez oR + V 1 - ez na2-e --- -()e. 

BR 
a:p + 

TaK KaK nepTyp6agHOHHaH cpyHKgm:1 R He cop,epmHT nepeMeH

HbIX Cf' H 6, TO 2-oe H 5-oe ypaBHeHHH npeP,bIJJ.y~eH CHCTeMbl 

p;aIOT 9 = COnsf., 6 = Const., T. e. P,BHJKeHHe IIOAyqaeTCH 11/\0CKHM. 

06o3HaqHM qepe3 h MCKOMYIO BeAMqHHY MHTepBaAa BpeMeHH 

(t0 , t0 + h), B IIpep,eAax KOToporo Mb! MOJKeM 6bITb ysepeHbI 

B CXOP,HMOCTH IIpogecca IIOCAep,osaTeAbHbIX IIpH6MnKeHHH. 

1 
npeP,IIOAaraH BblIIOJ\HeHHe YCAOBIUI Q < eo < -172' 6yp,eM HMeTb 

P,Ba cAyqafl B BaBHCHMOCTH OT BeAHqHHbl HaqaJ\bHoro aKcgeHTpM

CHTeTa. 

EcAH 

(16) 

TO 

(17) 

( 11 )! 
a0eo \1-9 eo 

no p, I (1--Fxr-- ; 
npH aTOM nepeMeHHbie a H e 6yp,yT BaKAIOqeHbl B MHTepBaAaX 

ao ( 1 ~ i ) ; e0 ( 1 -+- -~-) · 

EcAH 

HAH, JCHAHBaH, 

s If- I Ct +z) 
(19) I 6 \4 

3a(, ( 1 -- e1. '1 

\ 5 v / 

TO 



3HaqeHHSI <l>YHKgHH a H e He BblitAyT HS HHTepBaJ\OB 

ao ( 1 -+- ~ ) ; e0 ( 1 =!: ; ) · 

AJ\11 onpeAeAeHHSJ Koaq>q>HgHeHTa X HYtttHO cocTaBHTb q>yHK
gmo S (r) 

F 1 21.. ·3p. . 4v 
(21) S (r) = - ---;;;J;2-- - -r2 -7 = ---;."i -r . r'; + ... 

TaK KaK r =a (1 - e cos u), TO Hae6oAee wHpoKoMy ea ABYX 
npeAbIAYJ!!HX HHTepsaJ\OB AJ\H a H e COOTBeTCTByeT CAeAYIOIJ:!Hli 
HHtepsaA AJ\H r 

(22) 
_7 ( 11 \\ 11 ( 11 \ 

rm,·,,- -9 ao 1,1 --9 eo;·; r =----a 1 +-- e0 l. max 9 0 \ 9 I 

Koaq>cpegHeHT z onpeAeAHeTcSJ HepaseHCTBOM 

(23) Z >I ;: S (r) I; rmin < r < rmax• 

DpH 6ecnpeAeAbHOM soapacTaHHH an 'IHCJ\O X. MOIKHO B3SJTb 
CKOJ\b yrOAHO MaJ\blM· 

B ocnosy nawHx paccymAeHHH 6b!AO noAottteno, 'ITO Koaip
lf>HgHeHT ), ne paseH HYAIO. EcAH 6b1 OH 6bIA pasea HYAIO, TO 
BMeCTO uero B cpopMyAbl BOWeJ\ 6bI KoaipqrngHeHT p., IlOJ\araSJ 
nocAep,mdi He paBHbIM HYAIO. KaK H paHbWe, Mb! HMeAH 6b1 p,sa 
cAy'laH B aaBHCHMOCTH OT BeJ\HqHHbl Ha'laJ\bHOI'O aKcgeHTpHCHTeTa. 

EcAH 

(24) 
11 y;;~~p.:--<1+x) [1-21/-V eo <1+e,>J 

eo < 9 --- ( -13 \5 ' 

36 a~ \. 1 - -11 e0 ) 

TO 

(25) 

9 a 2e0 (1 - }~ e \), 5 

2/9\T o \ 11 o h--1--- ! ---------

- 33 \ 11) no i p. I (1 + z) 

OepeMeHHbie a 11 e 6y.a.yT aaKAIO'leHbI B HHTepsaAax 

ao (1 -+- ~_\ · (1 -+- -~J 
· - 11) ' eo \ - 11 J · 

Ee AH 

(26) 
. 1 5 \ 5 a~ eo i 1-6eo) ·5 [ r I 7 \5] 

e (1+eo) +1 j (1-l-e )2 -+- ---(-- - \ ' > .. / _ 
0 r I 0 ' 3 6 J • p. [ (1 +z) v 6 
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• 

H.11.H, 

(27) 

TO 

ycH.11.HBa.H, 

6 3 r 
eo>5 ~/ 

1 [ 1 -. f 2 l(S\5 ageo(1-ieoJ°] 
<23> h = 6noeo -(l +eo)-r JI (l +eo) +3\ 6) I f.L I (1 + z) . 

3HaqeHH.H <PYHKJ!HH° a H e He BblHJlYT H3 HHTepBa.11.0B 

a0 ( 1 -+ ~ ) ; eo ( 1 -r ~ ) · 

ct>yHKJ!H.H s (r) HMeeT BH,ll, 

F 1 3p. 4v 
(29) S (r) = - mk'2 - 72 - --;:4 = -;:5- + · · · 

KoacpqmgHeHT z onpe,1le.ll.}leTc.sr HepaBeHCTBOM 

(30) 

r,ll,e 

(31) rmin = -ri ao (1 - i~ eo); rma.x = i~ ao (1 + i~ eo) 

,lJ,.11.jj 60.11.bllIHX BHaqeunii a0 HMeeT cH.11.y npem.Hee auaqeHHe 

OTHOCHTe.11.bHO Ma.11.0CTH z. 
Ec.11.H orpaHHqHBaTbC.H T0.11.bKO nepBbIM npn6.11.Hm.eHHeM, TO 0I11116Ka, 

no.11.yqalOiga}IC.H npH Bbl'IHC.11.eHHH KaKOH•J\H60 H3 HCKOMbIX <PYHKJ!HH 

,ll,.11.}I MOMeHTa apeMeHH, He BbIXO,ll,.Higero 113 BbIIlle onpe.t1.e.11.eHHOrO 

HHTepBa.11.a, 6y.t1.eT no a6CO.ll.IOTHOtt Be.11.HqHHe MeHbille, qeM 

(32) A~B re(A+BJ(t-to)·-1--(A+B)(f-to)], 

r,11,e no.11.om.11Te.11.bHb1e KOAH'leCTBa M, A, B HMelOT Te me aeaqeffH}I, 

'!TO 11 y Goursat 1 ); e = 2, 71828 ...... . 
Via Hali,zieHHblX cpopMy.11. AA.H h c.11.eii;yeT, qTo Be.11.H'IHHa HHTepBa.11.a 

CXOJl,HMOCTH npogecca noc.11.eJ1,0BaTe.ll.bHbIX npH6.11.HlKeHHH 3aBHCHT 
2 

aoeo a0eo 
01' OTHOilleHH.H -,-A-, ' eCAH A =l= 0, H.11.H OT OTHOllleHH}I -I t.Lf' eCAH 

I.= 0 H f.L =l= 0. HHm.e 6y,ziyT npHBe,zieHbI HeKOTOpbie coo6pameHH}I 

OTHOCHTe.11.bHO qpeBBbiqalieoii MalloCTH .t1.pofor I 'A ! : a0 (§ 6). Ho, 

1J Goursat: "Cours d'Analyse mathematique", 1925, t. II, § 388. 
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BOo6ige I'OBOpH, KaKOBbl 6b1 Hl1 6b!AH KO<HpqmgHeHTbl /, Jf p., npH 

Ha<JaAbHOM aHa'leHHH aKcgeHTpHCHTeTa, 6AH3KOM K HYAIO, HHTepBaAh 

6yp,eT '1pe3BbI'laHHO MaA. CAyqafi e0 = 0 MbI He paccMaTpHBaeM. 

§ 5. 06igHH cAy'laH. 

B o6igeM cAy'"lae MbI He 6yp,eM npirnHCbIBaTb KaKHX-AH6o 

qaCTHblX 3Ha<Jemdi Koaq:iqmgHeHTaM /,, p., "· •. ., a TaKJKe C'IHTaTb 

CHAY npHTHJKeHHH geHTpaAbHOH. 

llpeHe6pem.eM, 6Aarop,apH MaAOCTH m no cpaBHeHHIO c M, 
BAHHHHeM nAaHeTbl Ha P,BHJKeHHe COAHga. 

OepTyp6agHOHHaH cJ:lYHK\!HH 6yp,eT HMeTb BHP. 

( /, p: \ . a - . .1-
R-= k2 - 2 +--3;-J +-" sin2 (v-O)-sm 2 9+ ... ;k=vfM; 

r r r0 

(33) 

yfa cJ:lOPMYA 9AAHilTHlJeCKOI'O P,BHJKeHHH noAyqaeM CAep,y10ig11e 

pa3AOJKeHHH 1), CXOP,HigHeCH npH MaAbIX 3Ha'leHHHX e: 

(34) 

2 

r - 1 r +· e (1 ?") + . r - + - -----;;-- -ecos"' T -cos-., ... , ., -nt '° -oo 

-2 '> 

( ~ ) = 1 + 2e cos ( + ~ (1 + 5 cos 2() + .. . 
( ~ - rH = 1 + 3e COS ( + 3~2 

(1 + 3 COS 2() + .. . 

- -- -· - r + 2 . ,, + Se2 . 2r _L w - v - oo - ., eszn~ - 2 szn ., , ... 

sin' (v-- 8) = __ !_ [1-cos2 (nt+2-B)]+ 
2 

(35) + 2e sin (nt + z --w) · sin 2 (nt + 2 - 8) + 
+ { [cos 2 (ill - 8) + 

+ 8 cos 2 (nt + E - 0) -- 9 cos 2 (2nt + 22 -- u)- 6)] --:---

1) Tisserand, ibid., Chap. XVI. 



4e.l\aH IlOP,CTaHOBKy, noAytJaeM Bblpamem1e nepTyp6agHOHHOH 
<PYHKJ!HH B BHP,e geAoro p.ap,a OTHOCHTe.l\bHO e 

_ I k2), k2[L 1 o sin2 9 , l , 
R - \a' + -a3 + 2a3 [1 - cos 2 (nt + E - 6)] + ... r1 

+e {( 2~:A + 3~~~) cos (nt+a- 6) + 
osin2 '!) - -+ 4a 3-'- [6 cos (nt +a - oo)- 7 cos (3nt+ 3a - w - 26) + 

+cos (nt+ s + w -26)] + .. · l + 

(36) J ~A . I + e2 [ 2a2 [l +scos2(nt+s-Ui)]+ 

3k2u' + 2a~ - [ 1 + 3 cos 2 ( nt + 2 - ill)] + 
osin2 '!) - -

+-8~ [6+ 5 cos 2 (oo - B)+ls cos2 (nt+ :o - oo)+ 

+io cos 2(nt+s-6)-39 cos2 (2nt+ 2s- w-B)J+ ... } + 
+ ................................................. . 

nop,CT3BMieM 3H3tfeHHH npOH3BOP,HblX nepTyp6agHOHHOH cpyHK

"J!HH no nepeMeHHbIM a, e, 9, 6, w, s B c:acTeMy p,mpcpepeHg11a.l\b
HbIX ypaBHeHHH (15) H npHnHCbJBaeM 8THM nepeMeHHblM Hatfa.l\bHble 
aHatJeH:a.a. Torp,a npasbie tJaCTH ypaeeee:aii 6y,11,yT co,11,epmaTb, KaK 

2rc 2rc 2rr 
nep:ao,11,:aqecKHe 'I.l\eHbI c nep:ao,11,aMH - , -2 , , ... , r,11,e 

no n0 3no 
3 

no= ka0 - 2, TaK H Henep:ao,11,:aqecKHe. 

TaK KaK Hae HHTepecyroT np:apal,!!eHHH cpyHKJ!HH a, e, 9, B, w, s 
2r. 

ga epeM.a 0,11,Horo o6opoTa nAaHeTbI eoKpyr co.l\Hga T = - , TO 
no 

Mb! B0.3bMeM B KBa,11,paTypax nepeoro np:a6.l\HlKeHHR aa npe,11,eJ\bI 
HHTerp:apoeaHHR t0 H f 0 + T. 

()nepagHH HHTerpttpoeaHHH Tpe6yeT paBHOMepHOH CXOP,HMOCTH 
p51,11,oe, KOTOpbIMH Bb1pa1KaIOTCH YilOMHHYTbie nponaso,11,Hbie nepTyp-
6ag:aoHHOH cpyHKQHH I). 

1) CqMTaJ'I cOAH!J,e H IJJ\aHeTy MaTepMaJ\bHbIMH ToqKaMH, He TPYJlHO noKaaaTb, 

IJOAb3JHCb pHJlOM AaHrpaHma (Goursat, ibid., t. Il, § 302), qTQ, Hanp., HHTerpaA 
I ! ·au 

{J-;; dt CCTb roJ\OMopqrnaH <l>YHK!JHH SKC!J,CHTpllCHTCTa e. 

lo 



npHpaigeHH.H tlJYHKj!HH a, e, 9, 0, 
HeTbl npe,ll;CTaB.HTC.H CTeneHHblMH 

w, e aa O,ll;HH o6opoT 11Aa

p.H,11;aMH OTHOCHTe.l\bHO eo 
1 
ao 

B KOTOpblX HHlKC BblllHCaHbl TOJ\bKO nepBble '1.1\CHbl: H 

( .)t0 + T _ O· (S)t" + T = 3;.i COS 'fo + 
at - ' I 2 ••• 

o o Mao 

t0 + T 2;.I, 6;.µ' 15;.i sin2 9o , -
(w)10 = ~-+--2- +---4-ii-;;.- 2-- [2 -;-cos 2((1)o - Oo)] +. 

o a0 J~a0 

{37) ( ) t, + 1· = 15r.e0i sin2 90 • sin 2 (w0 - B0) + 
et 2 • • • 

0 4Ma0 

(':o)t" + T ___ _ I_?;.e~i sin 2 '.Po • sin 2 (<00 - 00)_ + 
'to - 8Ma2 ... 

. 0 

3;.i sin2 '-'o '-'o + ' [7 - tg2 - 2· - - 3 cos 2 (nofo + eo - Oo)] +. . .. 
2Ma; 

PaaHoCTb co - 0 HBMep.HeT yr.11.osoe paccTO.HHHe MeiK,11;y nepH-

re.11.HeM H socxo,11;.HigHM y:aAOM 11.11.ocKoCTH op6HTbI· CMeigeHHe 

nepHreAH.H :aa O,ll;HH o6opoT n.11.aHeTbI 

8TOT pe:ay.11.bTaT npH i = 0 cor.11.acyeTC.H c HaH,ll;CHHblMH HHbIM 

nyTeM H ,ll;MI qacTHblX c.11.yqaeB BbipameHHflMH (6) H (13), CC.11.H 

B HHX ITOJ\OlKHTb ,11;.l\.H op6HT llO'ITH KpyroBbIX p = ao. 
nepBbie '1.1\eHbI llOAY'ICHHblX pR,ll;OB llOKaBbIBafOT, 'ITO H3Me

HeHHC yrAa 0, T. e, npegecCHOHHOe ,ll;BHJKeHHe 11.1\0CKOCTH op6HTbI, 

H H3MeHeHHe yr.11.a tp, T. e. nyTagHoHHOe ,ll;BHJKeHHe TOH lKe n.11.0-

CKOCTH, 06yc.11.0B.l\HBaK>TCR HCK.11.K>'IHTCJ\bHO KOocpcpn:gHeHTOM i, xa

paKTepH3YK>IgHM. pac11pe,ll;e.l\eHHe MaCCbI Ha co.11.Hge. C.11.e,ll;CTBHeM 

H3MCHeHl1.>i yr.l\OB 0 H 9 .HB.11..HeTC.H ,ll;BHlKCHHe y:a.11.0B ll.l\OCKOCTH 

opfoiTbI. 

Yl:aMeHeHHe aKcgeHTpHCHTeTa e TaKJKe :aaBHCHT HCKAK>'IHTeAbHO 

OT KOacpcpHJ!HeHTa i. 
4To me KacaeTc.H yr.11.o~oro CMeigeHH.H 11epHre.11.HH co - 0, TO 

OHO :aaBHCHT H OT K03cpcpH!JHCHTa i H OT KoacpcpHgHeHTOB '" fL 
pH,11;a (2), Bbipamamigero cn.11.y 11pHT.HlKeHHH· 



§ 6. 0 q0cAeHHOM 3ffaqeHHH KOacpcpHgHeHTOB ),, f-l, i. 

Onpeti;eAHTb c y ti;OBAeTsopHTeAbHOH CTeneHbIO TOqHoCTH q0cAo

sy10 BeA0q0Hy KoacpqmgHeHTOB ),, p., i B03MOiKHO TO.l'lbKO npH 

HaA0q00 ti;ocTaToqao ToqHbIX acTpOHOM0qec1rnx ,11;aHHbIX. B npo

THBHOM CAyqae qHCAOBaH ogeHKa 6y,11;eT HOCHTb o6IgMH H nptt6110-

meHHbIH xapaKTep. CAe,11;y10igHe coo6pameHHH noaBOMIIOT ogeHHTb 

nopHJJ;OK seAHqHHbI KoacpcpHgHeHTa A. 8liHI11Teliay npHHati;AeiKHT 

BblpameHHe 1), BbITeKaIOigee H3 o6igeii TeOpHH OTHOCHTeAbHOCTH, 

JJ;AH CMeigeHHH nepHreAHH nAaHeTbl 3a OJJ;HH ee o6opoT BOKpyr 

COAHQa 

(39) 

rJJ;e c o6oaHaqaeT cKopocTb cseTa, a ocTaAbHbie o6oaHaqemur 

COBI!ati;aIOT c HallIHMH. ,llMI op6HT noqTH KpyroBblX p =Go· lfro 

KacaeTCH ToqHOCTH cpopMyAbl 8liHI11TeHHa, TO, KaK H3BeCTHO, OHa 

ti;aeT npeKpaCHblll peayAbTaT, B CMblCAe COBilati;eHHH c acTpOHOMH· 

qecKHMH BbiqHcAeHMHMH, JJ;AH MepKypmr H, noBH,.'J;HMOMy, ae CTOAb 

yAOBAeTBOpHTeAbHblH JJ;AH ,11;pyrHX nAaHeT, 6bITb MomeT, BCAeJJ;CTBHe 

Heµ;ocTaToqeoli TOqHOCTH peayAbTaTOB ynoMHHYTbIX BbIIlle BblqHC

AeHHH AMI IlOCAeAHHX (nAaHeT). 

EcAH C,.'J;eAaTb npeti;noAomemi:e, qTo KOatpcpHgHeHT A He paBeH 

HYAIO, TO ti;AH JJ;OCTaToqHo 6oAbllIHX 3HaqeHHH G0 B pHAY (38) 
MOiKHO orpaHHqfiTbCH era nepBbIM qAeHoM. Torti;a cpaBHeHHe 

c cf>OPMYllOH 8iiHI11Tei1Ha JJ;aeT npH6AH3HTeAbHYIO BeAHqHHY Koacp

cpHgHeHTa /, 

(40) 
, 3/M A=--.-,-. 

c 

Sur la loi de !'attraction. 

N. Neronoff 

Posons la Joi de !'attraction ayant telle forme que le potentiel de 
la force d'attraction agissant entre deux points materiels de masses M 
et m s'exprime par la serie (1), ou p est leur distance 2). 

La force d'attraction a !'expression (2). 
Determinons la position d'une planete clans l'espace par le procede 

employe en Mecanique celeste. Mais le plan de l'equateur du soleil 

1) Einstein: .,Sitzungsberichte der Preuss.• Akademie der Wissenschaften", 
1915, P· 831 · 

2) Voir la Note precedente (p. 299) dont le resume a ete enonce a la Soc. 
Astron. de Leningrad au janvier ;926. 
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jouera le role du plan de I' ecliptique au 1-er janvier l 8 5 o. Conservons 
aussi la terminologie correspondante 1). 

Considerons la planete comme le point materiel de masse m et le 
soleil comme le corps continu de masse M dont !es moments d'inertie 
principaux relatifs a son centre de gravite sont A = B et C. 

Le potentiel de la force d'attraction se presente sous la forme de 
la serie (5), ou r designe la distance de la planete au centre de gra
vite du soleil, 6-Ja longitude du noeud ascendant du plan de l'orbite 
par rapport au plan de l'equ~teur du soleil, 9-l'inclinaison de l'orbite 

par ~apport au meme plan et 'I-la longitude de la planete clans son orbite. 
Etudions la convergence de la serie (5) par la methode des fonctions 

majorantes (§ l ). 

Examinons deux cas particuliers quand la force d'attraction, le soleil 
et la planete etant regardes comme !es points materiels, est centrale 
et clans les series (1) et (2) seulement quelques de premiers coefficients 
sont differents de zero (§§ 2, 3). 

Dans le cas general nous considerons les elements du mouvement 
elliptique a (le demi grand axe de l'orbite), e (l'excentricite), 9, e, ro 
(la longitude du perihelie) et e (la longitude moyenne de l'epoque) 
comme Jes fonctions inconnues du temps l prenant Jes valeurs initiales a0 , 

eo. 9o. eo, illo, 80 pour l = lo. . 
Determinons ces fonctions du systeme des equations differentielles (15), 

ou R designe la fonction pertubatrice 2). 

Employons pour. I' integration du systeme ( l 5) la methode des appro
ximations successives et trouvons l'intervalle du temps (lo, lo + h) pour 
lequel le procede sera convergeant en supposant, pour simplifier Jes for
mules, la force d'attraction comme centrale (§ 4). 

Cette restriction n'a pas lieu plus loin. 
3 ' . T 2r: -Quand le temps rei;;oit I accroissement = - , ou n 0 = kao - ~ et 

no 
k = v IM, egal a la duree de la revolution de la planete sur son 
orbite, nous avons de la premiere approximation (§ 5) les expressions 
pour Jes accroissements des fonctions inconnues qui se presentent sous 

l 
la forme des series (37), ordonnees suivant les puissances de - et ea. 

ao 
Le deplacement du perihelie a chaque revolution de la planete a la 

forme (38). 
Les premiers termes des series (37) et (38) montrent que: 
l) le changement des angles 6 et 9 ne depend que du coefficient i 

caracterisant la distribution de la masse du soleil. A cause du change
ment de ces angles a lieu le mouvement des noeuds du plan de l'orbite; 

2) le changement de I'excentricite ne depend que du coefficient i; 
3) le deplacement du perihelie depend en meme temps du coeffi

cient i et des coefficients A, fl des series (1) et (2). 

1) Tisserand. ,,Traite de Mecanique celeste", t. I, §§ 31, 32. 
2) Tisserand, ibid., Chap. IX, X. 
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Si le coefficient A est different de zero, nous ne retenons clans 

la serie (38) pour les valeurs de - 1- et e0 suffisamment petites que 
ao 

le premier terme. La comparaison a la formule d'Einstein (39), deduite 
de la theorie de la Relativite, ou c designe la vitesse de la lumiere et 
pour Jes orbites presque circulaire p = a0 , donne la valeur approxima
tive de A (40). 

Les valeurs exactes des coefficient A, p., i ne peuvent etre re~ues 
que des calculs astronomiques. 



Ueber einige asymptotische F ormeln. 

A. Dymmann. 

Herr Professor J. M. Winogradow hat in seiner Abhandlung: ,, Ueber 
eine asymptotische Gleichheit der Theorie der quadratischen F ormen" 
(Perm, 1918, russisch) einen asymptotischen Ausdruck fiir die Summe: 

0 (a+b)+e (a+2b)+ ... +H <a+Zb) 

gegeben 1) Unter 8(D) wird folgendes verstanden: 

r) El(D) = h (D), d. h. der Classenanzahl quadratischer Formen 
erster Art der Determinante D, wenn D < o; 

2) 8(D) = o, wenn D ein vollstandiges Quadrat ist; 

3) El(D)= : . h (D). lg ( T+ U VD), wo T, U die kleinsten 

positiven Auflosungen der Pell'schen Gieichung x 2 - Dy2 = r bedeuten 
wenn D > o und kein vollstiindiges Quadrat ist. 

Das Ziel der vorliegenden Abhandlung besteht im Vorfinden analoger 
asymptotischer Ausdriicke fiir Summen beliebiger Potenzen der t'unktio
nen 8 (D), d. h: 

[H (a+b)]m + (8 (a+ 2b)]"' .+ ... + [ e Ca+Zb)]"'. 
Der Vereinfachung unserer Unrersuchungen halber aber, wollen wir, 

tatt der Progression a+ bx, die natiirliche Reihe betrachten, denn 
unsere Methode bleibt dieselbe auch fiir den Fall einer Progression. 

r 0 • Bezeichnen wir mit (i-) entweder das Jacobi'sche Symbol, oder 
I 

Null, je nachdem die Zahlen 20: und ~ relativ-prim sind, oder nicht, und 
mit H (D) eine folgendermassen definirte Funktion: 

00 

( r) H (D) = ~ ( ~) ~ 
n= l 

wo D kein vollstiindiges Quadrat ist. 

1) Diese Abhandlung war Herrn Winogradow's Kandidat-Dissertation, 
nach der Idee Herrn Prof. J. W. Uspensky (jetzt Akademiker) die Dirichlet'schen 
Reihen an die Berechnung asymptotischer Ausdriicke fiir die Funktion El ( D) zu 
wenden, geschrieben.-Die vorliegende Abhandlung ste!It dieselbe Anwendung 
der Dirichlet'schen Reihen dar. 
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Da die Reihe (r) bedingt convergent ist, wollen wir unter [H (D)]"' 
folgendes verstehen: 

(2) 

[H (D)]'" = lim 
?-7>0 

( ~ ( D' 1 )"' .LJ\--;;) n1+p ,p>o. 
n=I 

Zeigen wir die Existenz dieses Grenzwerths. 
Es ist leicht zu ersehen, class: 

wo ',,, (n) die Anzahl aller Zerlegungen der Zahl n in m Faktoren 

bedeutet. Im Falle, wenn m = 2, stellt ' (n) die Divisorenanzahl der 
Zahl n dar. 

Da die Reihe (2) eine Reihe von der Form 

ra ~ (p) 
n ' •n ' 

( - (!?__) ,;; o - 'tm (n) \ 
I wo a,, - n ' '" (. ) - t + o I ' 
\ n ' I 

st, und fiir sie folgende Bedingungen gelten: 

r) S,, = a 1 + a2 + ... +a,, bleibe bei unendlich wachsendem Index 
n stets unter einem endlichen Werthe S; 

2) •i,, (p) sei reel! und positiv; 

3) '/11 (p) nehme mit wachsendem Index n ab und convergire gegen. 
Null; 

4) '/,. (p) se1 eine stetige abnehmende Funktion von p,-schliessen 

wir, dem §. 4 Abschn. III der Bachmann'schen ,,Analytischen Zahlen
theorie" zufolge, class die Reihe (2) eine stetige Funktion von p sei. 
Um den Grenzwerth der Reihe (2), wenn p ---:?> o, zu erhalten, setzen 
wir in den einzelnen Gliedern der Reihe p = o, und dann erhalten w1r: 

00 

lim V (!2) 'tm (n) __ "'1 (!2) _'m_(n_) 
o-:)>oLJ n n1 +? - .LJ n n 

n=I n=l 

Wenn aber D ein vollstandiges Quadrat ist, wollen wir die endliche 
Reihe: 

Q 

[H (D)]"' = ~(-~) 
\.m (n) 

n 
n=l 

betrachten. 
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2 °. Beschaftigen wir uns mit dem Vorfinden des asymptotischen 
Ausdrucks der Summe: 

<Ii (X)=[H (1)]'"+ [H (2)]"'+ ... + [H (.X)]"', 
wenn X unendlich wachst.-Wir setzen voraus, class die friiher genannte 
Grosse Q eine bestimmte Funktion von X sei, deren Gestalt wir spiiter 
definiren. 

Der Definition der Funktion H (D) zufolge, erhalten wir: 

x Q 
"\:1 "\:1 '"'m (n) 

<I> (X) = L.JL.J ( : ) n +Ro (X), 
x>On=I 

WO 

Wir setzen hier, wie auch iiberall im folgenden, X> 4 und Q > 4. 

Berechnen wir zuerst das Restglied, und dafiir bestimmen wir den 
Werth der Summe 

Im besonde.ren Falle, wenn m = 2, und, folglich, '°' (n) die Anzahl 
der Zerlegungen der Zahl n in 2 Faktoren darstellt, hat die Summe S 
die Gestalt: 

S ( x), (x\-L (x), :x)+rx)+ , =-12-)12---:--2·,-- 1 - ... T 
I '2.1 3.1 4.1 '2,2 

_L ( X ) + ( X ) , , ( X '\ 
I 2 -d O 2 \-d .,, I ... T 2 d-;::-1 • 

I I 202 "0" 

wo d;, oi reziproke Divisoren der Zahl D bedeuten. Aus dem Aus

drucke (4) sehen wir, class die Summe S sich folgendermassen darstellen 
!asst: 

n =--= rv .bl 
5_ --1-t-2 --,. ---)+(---)+ ... -,- --;l-r --~ ( X \ ' ( X \ f( X \ . X \ J ( X \ \ I 

n2 1 r 1 l' 2 . 3 D l 
n=l 

+2 (-~) !l{-~-)+(-x-)+ ... +f _ _!~-)'1+ 
2 3 4 / \ [D; 2] 

+ • .. + 2 ( - x_ --) Jl--~c - J + ( ___ ( _x_ __ -)} 
[l/D]-r [J/D]' 1 lVDJ+-1 



Da die Anzahl vollstandiger Quadrate in der Reihe 1, 2, 3, ... D 
nicht grosser, als t/-D ist, jede von der in den grossen Parenthesen 
enthaltenen Summen aber, dem §. 3 der Winogradow'schen Abhandlung: 
,, Ueber eine asymptotische Gleichheit der Theorie der quadratischen 

Formen" gemass, die Ordnung V X lgx hat, die· Anzahl dieser Sum· 

men aber nicht grosser, als v-D ist,-erhalten wir: 

I S ! < F . ti x. lgx . i/15. 
Wenn aber m > 2, stellen wir ',,. (n) durch die c-Funktion dar. 

Fangen wit mit m = 3 an. - Die Zahl , 3 (n) ist gleich der Anzahl der 
Auflosungen in ganzen Zahlen der unbestimmten Gleichung: 

(a) X[ • X2 . X:: = n 
diese in der Form: 

(b) 
n 

X[ • X2 =--
X;3 

geschrieben, sehen wir, class, fiir jede angegebene x 3 , die Anzahl der 

Auflosungen der Gleichung (b) gleich '(;) sei; da aber X3 sammtliche 

Divisoren der Zahl n durchlauft, erhalten wir, ' ( !!:._) = -:: (o) <lurch alle 
X3 

Divisoren o der Zahl n summirend, class die Anzahl der Auf!osungen 
der Gleichung (a) gleich ~' (o) sei. ~ 

D 

Darum wird die Summe S= .Li { (-;) [, (a)} m diesem F'llie 

n=I 
folgendermassen dargestellt: 



und fiigen die Symbole mit den gleichen t (k) zusammen. Dann wird 
die Summe S in der Form: 

D [D,2] 

S=-c (1) ~(~-)+" (2) ~(:n)+ ... +t<[V-L>D.([V~]2) 
n= 1 n=l 

dargestellt. 

Da t (n) = 0 (n'), (wo a beliebig klein ist), erhalten wir: 

I s I < F' . f x lg x YD . D·. 

Ebenso handeln wir im allgemeinen F alle; (m sei eine beliebige 
positive ganze Zahl). Dann ist: °'m (n) =}:I: ... ~"' (a), wo das [ -

Zeichen (m - 2) Mal wiederholt wird, und die erste (iiusserste) Summe 
auf siimmtliche Divisoren der Zahl n, die zweite auf siimmtliche Divi
soren jeden der letzen,-u. s. w. bis zur letzen Summe,-ausgedehn': 
werden. 

Nach denselben Betrachtungen, wie friiher, erhalten wir: 

I s I < P'. v~ lgx . v D . din - 21 . •. 

Die Grosse (-x_) t (n) !asst sich folgendermassen darstellen: n tri. 

( x' ~ -I-)· ' (n) -- 0 - p \ n 'In I H n-t• 

WO 

e ,/- [· ,/- (m-2) 
Pn = n . F". r x . gx r n . n ; I El,. I < r. 

und darum gehen wir von der zu der folgen-

den Summe: 

~- _P_,,_ np"=! =-Q+r + ~ p" 
n>(J n';:.>(.J 

iiber. Daraus erhalten wir: 
co . 

. ~ ( ) ' C X 1' lgX Q(m- 2l···-I Ro (X) I < :I. X. ( x ) ~--.!!.__ ! < . 
\ n n 1 y'Q 

, n .>Q 

Beschiiftigen wir uns jetzt mit der Berechnung der Summe: 

x Q 

(5) ~ ~ (-~ '"'i~-
x :.>On :c.c l 



Dem §. 2 der friiher genannten Winogradow'sehen Abhandlung 
gemiiss, gilt fiir die Summe: 

x 

S= ~ ( ~) 
x=l 

die Gleichheit: s = x. n (I - ~-) + T (wo p sammtliche Primdivi

soren den Zahl n durchlauft),-wenn n ein vollstandiges Quadrat ist, 
und die Ungleichheit: I S I < T, wenn n kein vollstandiges Quadrat ist 

(in beiden Fallen I T I < V~~ lgn). 
Darum wird die Reihe (5) in der Form: 

+e 

dargestellt. Hier ist: 

Wenn w1r, statt der Summe: 

V I) 

~ 
n=L 

die Summe: 

~ _n_\_1_-~:-2)_~_'m_(n_2) 
n=l 

betrachten, wird die bei unserer Berfchnung erlaubene Abweichung die 
Grosse 

( 2) Q("' -1) • "m n 
n2 < C2 lFQ 

nicht iibertreffen. 



Das Restglied unserer asymptotischen Formel wird die Gestalt: 

C. X3/2 • lgX Q<m - 2J • 
I R (X) I < V Q ----+ 

Q(m-l)• 

VQ 

haben. Q = x•i, gesetzt, erhalten wir: 

(6) 

und schliesslich: 
00 

(I) <Ii (X)=X ~ 
ll = 1 

wo cp (n) die Euler'sche Funktion bedeutet und I p I < r 1). 

3°. Bezeichnen wir mit h (D) die Classenanzahl quadratischer Formen 
erster Art der Determinante D, so haben wir, den Dirichlet'schen ,, Vor
lesungen iiber Zahlentheorie" gemass: 

(r) h (D)=-3:_ · yfDl H (D), 
r. 

wenn D<-r, 

(2) 
2·yl5 

h (D)= lg (T+ UyD). H (D), 

wo T, U die kleinsten positiven Auf!osungen der Pell'schen Gleichung 
x2 - Dy2 =I bezeichnen,-wenn D > 0 und kein vollstandiges Quadrat ist. 

1) Wenn m = 2, haben wir im Hauptgliede der Formel (!) die Divisorenan
zalh der Zahl n 2• Wenn m = 3, haben wir: 

-;;3 (n 2J = i: (n2) c; (n). 

Die letzte Gleichheit fol gt daraus, class -;;3 (•1) = 2:-;; (~) ( wo die Summe auf 
sammtliche Divisoren der Zahl ·1 ausgedehnt wird); der Ausdruck 2:-; (o) aber 
lasst sich mit Hilfe derselben Methode, welche in den Dirichlet'schen • Vor
lesungen iiber Zahlentheorie" fiir den Beweis , der Gleichheit ~>.p (o) = n benutzt 
wird, in der Form: 

2J <; (o) = ~ (/'; + I) ( i: + I) WO 'I= pp/i 
darstellen. 

Fiir •1 = n 2, ist also: 
2:-:; (l,) = c; (n 2) • -; (n). 

(Sie Dirichlet, 1871, I. Abschnitt, §. r4). 
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Beschaftigen wir uns mit dem Vorfinden des asymptotischen Aus
drucks der Summe: 

[0 (1)]"'+ 8 (z)t + ... + <0 (Z)]"', 

wo 8 (D) die friiher definirte Funktion bedeutet, - wenn Z unendlich 
wachst. 

Dafiir finden wir zuerst den asymptotischen Ausdruck fiir die Summe: 

m rn 

W (Z) = [H (1)]"' + 2 2 [H (2W' + ... + Z 2 [H (Z)]"', 

wenn Z unendlich wachst. 

Aus der Formel (I) sehen wir, class: 

[H (X)J"'= P+ R (X)- R (X- 1), X = 5, 6, ... Z, 

wo P die im Hauptgliede der F ormel (I) stehende Konstante, R (X} 
aber das Restglied bedeuten. 

Z> 4 vorausgesetzt, erhalten wir die folgende Formel: 

"' 
W (Z)=[H(r)J"'+2 2 [H(2)J"'+3~ [H(3)J"'+4 2 [H(4)Jm+ 

woraus ist es leicht zu finden: 

(II) 

Beim Uebergange zu der Funktion El(D), bemerken wir, class, ihrer 
Definition gemass, verschwindet die Differenz: 

m m 

[8(D)]"' ~ :-;;;- D 2 lH(D)( 

nur im Falle, wenn D ein vollstandiges Quadrat ist, nicht 1). 

1) Zwischen den negat[ven Werthen von D gibt es D = - r, wo die ge
nannte Differenz atlch nicht verschwindet. 
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Da 

"' 2 

m 7t 
D2 [H(D)(' < G. z 2 +·~. m \ m 

die Anzahl vollstandiger Quardrate in der Reihe I, 2, 3, ... Z abe 
nicht grosser, als i/-Z ist, hat die Differenz zwischen der Grosse ,,. 
2 
--;;; . W (Z) und der Summe: 
7t 

· re (1)t + 1<'"1 (2)J"' + ... +le <Z)t 
m+l --2-+·,, 

die Ordnung Z 

Daraus erhalten wir: 

Dieselbe Methode, wie friiher gesagt, gilt auch fiir das Vorfinden 
asymptotischer Ausdriicke solcher Sumroen beliebiger Potenzen der Funk
tionen e (D), WO D die Werthe der Glieder einer arithmetischen Pro
gression von der Form a+ bx annimmt 1), und liefert fiir die Summe 

z .Li [0 (a+ bx)( einen folgenden Ausdruck: 

x=l 

Z m m+~ '1 2 m+t. bg 
L.}0 (a+ bx)t = -7t-"'-(m-+-2 ) P · Z 2 + 
n=l 

2m+3 tn 1 +e ·N-Z_4_ +l) b2 + 4 +r, 

I 
indem wir, der Einfachheit halber, a ::5 - b gesetzt haben. - In der 

- 2. 

letzen F ormel soil b hinreichend kleine W erthe annehmen. 

Leningrad, 25. V. 19~6, 

IN 1 x)1 .;-
t) Denn die Fundamentalungleichheit I ~1 ( ~ < V X • lg X gilt auch 

fiir den Fall einer Progression. 
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0 HeKOTOpldX aCHMllTOTB'lleCKBX «1»opMyAax. 

A. ,4blMMUH. 

B eacTO.llI,!!eft pa6oTe p,a10Tc.11 aCHMIITOTH'leCKHe Bb1pa.1Kemrn A.l\H 

cyMM BHP,a: 
z 
~ [E>(D)l"' 

D=l 

z 

~ [0(a+bx)t, 
x=l 

rp,e 8 (D) = h (D), T. e. 'lHC.11.Y KJ\aCCOB KBap,paTH'IHblX q>opM 1-ro 

BHP.a onpep,eAHTeJ1..11 D, Korp,a D < o; 

8 (D) = : h (D) · lg ( T + UY D), 
" 

Korp,a D > o H ee ecTb IIOAHb1A KBap,paT ('Iepea T, U o6o~rna
'leHbl eanMeHbllIHe IIOJ\O.!KHTeJ\t,Hbie pellleHH.11 ypaBHeHH.11 Pell'R 

x2 - Dg2 = 1), H, HaKOHeg, e (D) = o, KOI'P,a D eCTb KBap,paT ge

J\OI'O 'lHC.l\a. 

npep,cTaBHB <l>YHKJ!HIO h (D) B BHP,e pRP,a Dirichlet H p,e.11.a.11 

HeKOTOpbie npeo6pa30BaHHR c ¢YHKyHett "" (n), Bblpa.!KaIOI,!!eA 

'IHC.11.0 pa3.l\O.!KeHHii 'lHCJ\a n Ha k COMHO.!KHTeAeif, Mbl noAyqaeM 

OKOH'laTe.11.bHYIO cJ>OpMyAy: 

Z m 00 

m + 1 b2 ~ en (n) . 't (n2) m + 2 
[0 (a+ bx)]"'= -2 ----- T m z-z- + 

7t"'(m+ 2) n3 
x=l n=l 

2m+ 3 m 1 +e. N· z-4-+~. b-2+,+·~. 

I'OAHYIO AA.II ,llOCTaTO'lHO Ma.11.blX 3HalJeHHH b. 



CDHCOK .llOKAAAOB, 
npO'lllT&llllldX B 3aceA&B&•x AeBBarp&AcKoro Cl>nsntto· 

MaTeMaTB'llecKoro 06igecna c 192~ uo 1927 roA. 

1922-1923 roA• 

1. H. H. H .it e A 1> c o ff. AcTpOffOMHqec1<He aonpoc1>1 CBHSBffffl>le c npHff· 
IJHDOM OTffOCHTe.AbffOCTH •. 

2. A. A. <I> pH .it M a ff. 0 KpHBHSffe npocTpaHcTaa. 
3. A. C. B e s H Ko a H q, Hoa1>1e 'OCffOBaffHH Teopee HffTerpa.AoB 

Ae6era. ' 
4. .H. B. Y c n e ff c Ke ii. 0 IJ>JHKIJHOffa.A~ffOM ypaaffeffHH f eKKe· 
5. IO. A. K p y T Ko a e B. A. <I> o K. MaHTffHK AOp.ita Pa.AeH. 
6 .. .ff. ,ll. Ta M·a p Ke ff. 06 acceMnToTeiiecltex B1>1paateHHJ1x .it.AH peme

. ffHH .AHffeiiffblX p;eq>IJ>epeffIJHa.Al>ffl>IX )'paaffeffeii. 
7. B. A. <I> o K. 0 ffeK0Top1>1x eli1'erpa.A1>ff1>1x ynpaaffeeegx Volterra. 

b 

. . Jp(y)dy 8 . .H. A. Ill ox a T. 0 pauoateffHH a ffenpep1>1affy10 ,1tpo61>. 
x-y 

. a 

9· .H. 'A· Ta Map K H ff: 0 npH6.AHIKeffffOM cnoco6e ,It.AH Bl>lqlic.AeffHH 
pemeffHH HffTerpa.Abffl>IX ypaaffeQuii 2-ro po,1ta. 

1 o. B. H. C M H p ff o a. K TeopHH ayTOMOplJ>ffl>IX rpynn., 
I I. B. H. A e JI. 0 ff e. reoMeTpHqeCKaH HffTepnpeTBIJHH a.ArOpHIJ>Ma 

Bopoeoro. 
I 2. H. M: r IO ff T e P· 0 neitarorHqecKoii ,1teJ1Te.AbffOCTH A. A. MapKoBa 

(sace.itaffee naM.RTH A. A. MapKoaa). 
13, B. A. CT e KA o a. QqepK atHSffH e ,1teHTeJ1.1>ffOCTH A. A. MapKoaa 

(sacep;affHe naM.RTH A. A. MapKoaa). 
I 4. .H. B. Y c n e ff c K H ii. QqepK ffayqffoii p;eHTeAbffOCTH A. A. MapKoaa 

(sace,1taffHe naMHTH A. A. MapKoea). 
I 5. A. C. B e· s H IC. o a H q, Pa60T1>1 A. A. MapKoaa no TeopHH aepoHT-

eocTeii (.sacep;affHe· naMHTH A. A. MapKoaa). -
I 6. B. · ,ll. A 1> a o a c K H ii. 0 saMKHyTbIX noaepxsocT.RX nocTOHffffOH 

KpHBHSHbl. 
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17. B. M. Ko .11 Ao a H 'I. 0 Heonpe,n;eAeHHblX P.1111><1>cpeny1rnJ1.bHblX ypa
aHemrnx (TpH coo61}!eHH.ll). 

I 8. A. r. A 0 Ry .II H c K H ii. 0 11f>HMCHeHHH KOMl1.!l.CKCHOH 11epcMCHHOH 
K pcrneHHIO 061}!eii aa,n;a'IH TeopHH MexaHH3MOB. 

19. B. l1. l1 a a e Ko B. YcAOBH.ll AHHaMH'leCKOH B03MOiKHOCTH ,ll;BHmeHHH 
B.ll3KOH ClKHMaCMOH lKH,ll;KOCTH • 

. 20. H. M. r IO HT e P· 06 OCHOBHOH aa,n;aqe I'HApOAHHaMHKH. 
2 I. r. M. <P H x Te H r 0 JI. by. 0 aaMKHJTOH CHCTCMC opToroua:\bHblX 

<!>YHKYHR· 
22. A. B. Ba c HA b c B. 06 Ha,n;aHHH co6paHH.ll CO'IHHeHHH H. l1. 

Ao6aqcacKoro. 

1924 ro,a;. 

I. A. r. A 0 i1: ya H c K H ii. 0 11pH6J1.HlKCHHOM o6pal}!CH!1H <PYHK1jHi1: . 
. 2." H. M. r IO HT c p. 0 ACHC'l'BR.llX Iia,n; q>yHKJ!HHMH HC HMeIOJ}!HMH 

11pOH3BOAHbJX. , 
3. B. A. <Po K. 06 o,n;Hoii aa,n;aqc Teopm:1 sepo.11THOCTei1:. · 

4. B. H. Ac .!I. o H e. 06 HCCAc,n;osaHH.llx BopoHoro, KacaJOI,!!HxcH 
11paBHJlbHOro 3al10.!l.HCHH.ll 11pocTpaHCTBa. 

5· A. <P. r a B pH JI. 0 B. Ilj:>HMCHCHHe MCTo,n;a xapaKTepHCTHK K HHTe-
rpHposaHHIO ypaBHeHHH reo4C3H'ICCKllX JlHHHii:. 

6. B. H. A e Ao He. 0 11ycToM rnape. 
7. .H. B. Y c 11 c H c K H ii. 0 Koaq>q>HQHCHTax cpopMy JI.bl Cotes' a. 
8. B. .l{. A b a o B c K H ii. 06 oco6bJX TO'IKax OAHOCTOpOHHHX 11oscpx

HOCTefi. 

9. R . .l{. Ta Map K H H. K TeopHH HHTerpaAbHbIX ypastteHHH. 
Io. B. A. C 11 e p a H c K H ii:. , K TeOpHH KOHe'IHbIX Of>TOroHaJlbHbIX 11pe-

06paaosaHHR. 
I 1. A. C. E e a H K o B H 'I. 06 OTHOCHTCJlbHbIX maxima H minima HbTo

HOBa 110TeHJJHaJ1.a. 
I 2.. A. A. c H JI. b Be f> Me H. 0 HCKOTOpblX orrpe,n;eJleHH.llX CJMMHpye

MOCTH. 
I 3. A. 'f. Ao ii y H H c K H if. 06 OAHOM rpa<f>HtieCKOM c11oco6~ perne

HHH ypaBHCHHii. 
I 4· H. M. r IO HT e P· 06 OCHOBHOii 33A3'1C rH,ll;f>OAHHaMHKH. 
I 5. E. H. A e Ao H c. Hosoe ,n;oKaaaTCJlbCTBO KJ6H~cKoii TeopeM.bI 

Fermat. 

1925 rop;. 

I. B. .ll,. Ab B o B c K H ii. 0 aaMKHJTblX Tf>CXMCf>HbJX npocTpaHcTsax 
KAacca Volterra H 06 HX o6o61J!CHH1!x. 

2. E. H. A e Ao He. 106 onpe,n;eAeHHH Kaa,n;pa'i'HtiHoii . cpopMbI 110 ee 
nocJ1.e,n;o'BaTc.J1.bHbIM minima. · 

3· R. B. y c n e H (: K H ii. .3aMe'laHHC no 11oso,n;y" o,n;irnro CBOii:CTBa 

Hf>f>3J!HOH3JlbHblX 'IHCCJI.. 
4· H . . M. r IO H 're i>· 0 MCTo,n;ax pernemrn rHAf>OAHH3MH'ICCKOii aa,n;a'IH. 
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5. H. M. ·. r IO H Te P· 0 .l\eMMe HyaHKape. 
6. a .. A. T a p 'r a K. 0 B c K H ii:. 0 peweHHH B ye.l\blX 'IHC,/l.ax . ypaBHe-

'/ 2 n 2 n 
HHll X - 'IJ.y .. I. 

7. · A. ct>. rasp H .I\ o s. 

8. M. A. 3ape_yKHH· 

3aMeqaeHe o yeH'rpo6e.11SHoii: cHAe . 

.Pacno~olKe~ KOHrpyeHTHblX COBOI<JUHOCTeli 
ea tiTpesKe. , 

9· o. K. m HT 0 M tf p c K H ii. feoMeTpHH Kpyros c npcieKTHBHOH TOqKH 
· apemrn;. (HeeBKAHAOBa reOMeTpHH Kpyros). · ... . / . . . 

c. A. rep w r 0 pH H. HocTpOeHHe <l>YHKyHii: KOMn.l\~Kcaoro .nepe· JO. 

MeHHoro noMOJMl>io .wapeepHbIX MexaHH3MOB. 
B. 11. CM H p:e o·s. Pa60TbI Brower' a H Weyl'n 06 ocifosaHHHX I I. 

MaTeMaTHKH. 
l 2. B. l1: CM Hp Hos.· Hosb1e pa60TJ>I Hilbert' a 06 ocHoBilHH"Hx.MaTe· 

13. 
14. 

I 5· 

16. 

17· 

18. 

20. 

2 J. 

22. 

23. 

MaTHKH. 
A. A. 'r e 6 e pr. Hosoe AOKa3aTeAbCTBo TeopeMbI Betti. 
A. M. r IO HT e p. 0 ABHiKeHHH .iKHAKOCTH,. 3aKJ\IOqeHHOH H nepe· 

Mei!!aK>IYeMCH cocyAe. 
P. 0. Ky 3 b M H H. 06 a.l\re6paeqecKOM ypaBHeHHH, see !<OpHH 
. ' .. "\ 

KOToporo OTpegaTe.l\bHbI. 

B. YI. CM Hp Ho B. Pa60TbI ct>. KAeii:Ha n.o TeOpHH · <l>YHKJ,!HH 
(aaceAaHJ.le naMHTH ct>. KAeii:iia). ' ··. ~ · . 

H. B. A e n H H. Pa60Tb1 ct>. KAeii:H~ no aAre6pe ··. (aaceAaHae 
'naMHTH ct>. KAeiiHa). · · '· ' · · 

c. A. B o,r 0 M 0 .I\ 0 B. Pa60Tb! ct>. KAeiilfa no reoM:e.fpilli .. (sace· 
AaHee naMHTH Cf>. KAeHHa). 

B. K. ct> p e A e pH Kc. Pa60TbI ct>. KAeliHa no o6IYeMy npa~yarry 
. "'OTHOCHTe.l\bHOCTH (aaceAaHHe naMilTH ct>. K..\eiiHa): . . .. 

E~ E. n H 0 T p 0 B CK H ii. Pa69Tbl ct>. KAeiiua no pecf)opMe npe-
noAaBaHHH MaTeMaTHKH (aa<;eAaHHe "naMHTH ct>~ K:~~iiffa). .. . . 

IO. A. K p y T Kos. Q.itFJO aaMettaHHe 06 o.flloceTeAbflONI' .itBH.llSeHHH 
. .! .- . • • 

TOqKH. 

B. H. CM H p H o s. Beorpaq>H"n A. A. ct>pHAMaHa (saceAaeHe 
naMHTH A. A. · ct>pHAMaHa). · 

J.t B. M e I!! e p c K e ii. Tpy,ib1 A. A. ct>pHAMaila ,!,Ci rH:.iipoiornaMHKe 
(aaceAaHue; naMHTH A. A. ct>pBAMaHa), · . · ·' ·.. • 

E. H. H a B e K 0 B. Pa6oTbl A. A. (flpHAMaHa no TeopeTHqeCKOH 
MeTeopOAOrHH (aace,itaHHe naMHTH A. A. CbpBAMaHa). · · 

B; K. ct> pea e p HK c. Pa60TbI A. A.' ct>pH,itMaHa no .o6IYeii: TeopHH 
OTHOCBTe.l\bHOCTH (saceAaH:ife. naMHTH A. A. ct>pHAMaHa). 

r. B. A. ct> o.I<:, 0 KOH<l>OPHOM eao6pamemn:1 <1eTblpeyroAhHHKa c HyAe-
BbIMH yrAah-)H Ha noAyn.l\OCKOCTb (23/I}.. • 

.2. E. r. r a A e p K H H. 0AHH CJ\yqaii: ·paBHOBeCHH TpeyrQ.l\))HOH IT.l\a· 

CTHHKH (20/ll). 1 

3. E. A. He Ko A a H. 0 KoAe6aHHHX corny'l'or~. cTepm~jl . .(20/II). 
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4. B. A. A b e o e c K H ii. 0 saMl<HYTblX TpexMepHblX npocTpaHcTeax 
KAacca Volterra H 06 HX 06061J!eHHJ1X (coo61J!eHHe II) (20/Il). 

5. B. H. A e Ao He. PemeHHe sa;ta'IH BKBHBaAeHTHOCTH H Tady.u
pHsayH.11 Ky6u11ecKBX, p;eoifHH'IHblX tpopM oTpliyaTeJ\bHOro onpep;e-
J\HTCJ\JI (13/lll). . . 

6. H. M. B H Hor pa 4 o e. 0 pacnpep;e.u\HHH · p;po6Hb1X p;oAeii sHa-
11eHHH tpyHKijHH op;Horo nepeMeHHOro (27/III). 

7. H. H. H Ba Hoe. 0. p;eyx cpaeHeHHJIX (27 /Ill). 
8. H. H. Ce Me Hoe. 06 op;Hoif p;eoifHoif cyMMe (27/IIl). 
9. B. H. A e A o H e. K TeopHH riapuAeAOeApoe (c p;eMoHcTpayHeif 

MOAeAeif 4-xMepHblX napaueAoep;poe) (10/IV) • 
• lo. r. B. K 0 A 9 c 0 e. 06 OAHOM o6061J!;eHHH 3a,1'8'1H Saint Venant'a 

(8/V). 
1 l. H. C. Ko m A .11 K o e. 0 JJCKOTOpb1x ceoiicTeax nOAHHOMOB 

Laguerre'a (8/V). 
J 2. H. M. r IO HT e P· 0 .ll,BH.IKCHHH .IKHAKOCTH B 38MKHYTOM cocyp;e 

(22/V). 
l 3· A. <l>. r a B pH A 0 e. K TeOpHH ceTOlt 4e6bJWOBa (22/V). 
I 4· B. H. r AH Be HK o. 06 HS06pa.1KeHHH MHO.IKCCTB Fa B napaMeTpB

qecKOH tpopMe (5/VI). 
l 5. C. H. Be pH m Te if H. 0 eepo.11THOCTH co6bITHH, ce.11saHHbJX e yenb_ 

(25/IX). 
16. A. B. A bl M M a H. 0 HeKOTOpbIX acHMDTOTH'ICCKHX tpopMp.ax 

TeOpHH 'IHCCA (25/IX). 
l 7· M. A. re Ab 6 Ke. 06 aCHMDTOTH'ICCKHX Bblpa.IKCHHJIX cyMM ,ztpo6-

HbJX 11acTeif tlJYHKljHH Aeyx nepeMeHHbJX (25/IX). 
18. B. H. CM up Hoe. BuorpacpH.11 B. A. CTeKJ\oea (sace4aHHe naMJITH 

B. A. CTeKAOea 9/X). 
19· B. r. r a J\ e p K H H. Pa60Tbl 0 B. A. CTeKAOBa no. TeOpHH ynpy

rOCTH (sacep;aHHe naMJITH B. A. CTeKAOBa 9/X). 
· 20. H. B. M e I!! e pc Ku if. Pa6oTbJ B.1 A. CTeKJ\oea no rnp;pop;HHaMHKe 

(sacep;aHne naMJITH B. A. CTeKAoea 9/X). · 
2 l. H. M. r IO H T e P· Pa6oTbJ B. A. CTeKAOBa no MaTeMaTH'ICCKOH 

cpusnKe u Teopuu saMKHYTOCTH (sacep;aHHe naMJITH B. A. CTe-
KAOBa 9/X). . 

22. P. 0. Ky s b M H H. Pa60TbJ B. A. CTeKAoea no MexaHH11ecKHM 
Kea4paTypaM (sacep;aHHe naMJITH B. A. CTeKAOea 9/X). 

2 3. K. B. M e A H K o e. 0 AHO saMe11aHHe <;> tlJYHKYHH pacceJ1HHJ1 ( 2 3 /X). 
24. B. A. <l> o K. flpHeep;eHHe nAocKoif sap;aqu TeopHH ynpyrocTH 

K HHTerpaAbHOMY ypaBHCHHIO (23/X). 
2 5. P. 0. K y s 1> M H H. 0 HCKOTOpblX TpuroH0MeTpB11ecKHX HepaeeH-

cTeax (23/X). . 
26. B. H. CM Hp Hoe. 06 op;Hoif sap;aqe A.11nyHoea (13/XI). 
2 7. H. n. H e p 0 H ~ e. 0 saKOHe npHTJl.11!.CHHJI (I 3 /XI). 
28. C. A. 5i H q e e c Ku if. 0 TeopeMax KOAe6am1.11 ABHeHHbJX ABtptpepeH

yHaAhHbJX ypaBHCHHH (27/XI). 
29. C. B. A6oAbHHK. 0 npocTbJX. 4HCJ\ax BH4a (1 +Nx) Ho He-

KOTOpbIX aue6pau11eCKHX TeopeMax (27/XI). ' 
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30. P. O. Ky s b M H H. 06 OAHOM nonpoce Heonpe,l\eJ\eHHoro aHaJ\Hsa 
(I I /XII). 

3 r. B. A. Ta p T a K o B c K H if. 0 nOJ\HHOMax, SHa11eHH11 KOTOpb1x npeA· 
cTaBJ\1l10Tc11 ApyrHMH no.11.HHOMaMH OAHOif nepeMeHHoif (11/XII). 

1927 roA. 
(eeceHHHif ceMecTp ). 

J. c. A. re p lli r 0 p " H. 0 tfHCJ\e HY J\eif npoH3BOAHOif BHYTPH ,AaH· 
Horo KOHTypa (29/I). 

2. H. M. r IO HT e P· 06 OAHOM npHJ\OZCHHH TeopHH 38MKHJTOCTH 
(12/II). 

3. H. M. B H Hor pa Ao e. :'.:heMeHTapHoe 40KasaTeJ\bCTBO OA~Oif 
<t>opMJAbI faycca (12/II). 

4· B. ,ll. A b B 0 B c K H if. 0 ce11eHH1IX TpexMepHoro npocTpaHCTBa 
(5/III). 

5. E. H. A e Ao fie. 06 aAropHcpMe noeb1meHH11 (26/III). 
6. H. M. r IO HT e p. 06 ypaeHeHH11X rHAPOAHHaMHKH (g/IV). 
7. B. A. C n e p a H c K H if. HeKOTOpbte saMe11alln.11 , K Teopuu rpynn 

(g/IV). , 
8. B. B. r 0 J\ y 6 e B. Onpe,AeJ\eHHe 8H8J\HTHllCCKOif ct>YHKIJHH ee 3Ha· 

qeHH11MH Ha KOHType (I 4/V). 
9. H. H. My c x e J\ u m e H J\ u. EAHHCTBeHHOCTb pemeHH11 nJ\OCKoif 
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2. CnucKH l(0.11.JKHOcTHblX .11.ug u 11.11.eHoe 0-ea. 
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