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BbmycKaH nepBbIH BbmycK BToporo ToMa .Hi.ypHaAa, Pe,1aKJ!lfH cqaTaeT cnpaBe,I· 
.l\lfBblM OTMeTIITb, qTo CBOeH onpHTHOH II HllHJ!!HOH BHCilIHOCTb!O .Hi.ypHaA o6RllaH 
'13Topoii Tanorpaq>HH TpaHcneqaTH IIMeHH AoxaHKOBa, r,1e OH yllle TpeTHH ro,1 
neqaTaCTCH. Oco6eHHO ,IOJ\JI\Hbl 6b!Tb OTMeqeHbl l!a60Tbl H npe,1ynpe,1HTCJ\bHOCTb 
3aBCAbIBaIOJ!!ero TexHHqecKHM OT,1eJ10M M . .H. faHll6ypra H COTPY.!IHHKOB A. C. Po
MaHcKoro H E. B. TiyAbKHHOH, a TaK.Hi.e yMeHHe H BHHMRTCJ\bHOe OTHOilleHHe 
K AeAy Ha6opJ!!HKoB: B. TI. AAeKcaH;,;paHoii, M. 11. Bor,1aH0Ba, B. 11. KpacoBcKoro, 

M. A. A»nHHa H .zi;. A. qeJ\HOKOBa. 

Pe,1aKgHH HRCTOHJ!!HM npHHOCHT THnorpaq>llli H oco6eHHO nepeqHcJ\eHHbIM ee 
COTPYllHHKaM BblpameHHH CBOeH HCKpeHHeH 6Aaro,1apHOCTH. 

AeHIIHrpa,1cKHH 06AaCTJ\HT N2 12347. THpam 1.060 aKll. 133/4 J\. 

2·H THnorpaqiu» TpaHcneqaTH HKTIC. -AeHHHrpa;,;. YJ1. TipaB,lbI, 15. 



B TE4EHYIE nOCAEti,HEro f OAA 
06IJJECTB0 nOHECAO Pfl4 T.fUKEAbIX nOTEPb: 

noqeTHbIH 'lAeH 06IYeCTBa, npocpeccop 
H noqeTHbIH 'lAeH AKa,zieMHH HayK CCCP 

KoncTaHTBH AAexcaHAposuq 

IlOCCE 
CKOH'IaA.cH 24/VIII - 1928 r., Ha 81 ro,11y lf\H3HH 

fJoqeTHb1i!: 'lAeH 061YeCTBa, 3acA.yJKeHHbIH 
npocpeccop 

IO;u1aa BacHALesuq 

COXOJ!KHH 
CKOH'IaA.cH B HO'Ib Ha 14/XII-1927 r., 

Ha 86 ro,11y lf\H3HH 

4AeH 06IYec-rsa, npocpeccop 

AAexceii AAeKceesuq 

AAAMOB 
CKOH'IaA.cH 24/XI - 1927 r., Ha 49 roiiy lf\H3HH 

l.J:AeH 06IYeCTBa, acnHpaHT A. r. YHHB - Ta 

Mouceii Apososuq 

3APEJ!KHH 
YTOHYA BO apeMH KynaHHH B asrycTe 1927 r., 

Ha 24 ro,lly lf\H3HH 



llo npu.M.epy 11pyzux nagl/.HbZX OOl!JeCmB CCCP JlenuH-

1.pa11cKoe C/Ju3u,w-Mame.M.amu1J.ecKoe 06W,eCmBo pewu.11.0 

om.M.emumb 11ecRmu.11.emue co IJHR 0KmROpbCK.oil PeBo

.11.10yuu U31JllHUe.M. no11poonoi1. 6u6.11.uo1pa<j:Juu no om11e.11.y 

. .M.ame.M.amul/.eCKUX HllgK, KOmopaR Hlll.11.JllJHbl.M. oopa30.M. 

110.11.mna cBu11eme.11.bcmBosamb oo ycnexax amou ompac.11.u 

nagK 3a ucmeKwee nepBoe 11ecRmu.11.emue CoBemcKou 

B.11.acmu. 

CoeCOK paOOT DO MaTeMaTB~eCKHM eayKaM, ODYOABKOB3HHLIX 

e CCCP sa oepBOA 1917-1927 r. 

K. B. Me.11wwB. 

HacTo.mynii cnncoK o6HHMaeT MaTeMaTnqecKyro J\HTepaTypy sa nepuop; 
1917-1927 r. B Hero BKJI.JOqeHbl TOJ\bKO mypHaJ\bHble CTaTbH H OT/l;CJ\bHO H3/l;aH
Hble opHrHHaJ\bHbie HCCJ\ep;oaamrn:, yqe6HaH J\HTepaTypa coaepweHHO HCKJI.JOqeHa. 
Ilepep; COCTaBHTeJ\eM CTOHJ\ Bonpoc O B03M0lKH0M pacnpep;eJ\eHHH MaTepHaJ\a OT 
·CTpororo aAcpaBHTa aBTopoB p;o ,tpyroii KpaiiHOCTH cTporo cHCTeMaTnqecKoro pac
npep;eJ\eHHH, nop;o6Horo, Hanp., pacnpep;eJ1.eHHIO B Jahrbuch iiber die Fortschritte 
der Mathematik. CocTaBHTeJ\b us6paA cepe4HHY H orpaHuqHJI.CH caMoii rpy6oii 
·CHCTeMaTH3agueii, BBep;,i: ceMb OT,teJ\OB, COOTBeTCTBYIO'!!HX nepBblM ceMH rJ\aBaM 
·CXeMbI HasBaHHoro HeMegKoro cnpaBoqHHKa. Bo H36emaHHe HeAopasyMeHHH OH 
·C'IHTaeT HYlKHbIM oroBopHTb op;Hy oco6eHHOcTb sToii cxeMbI - HC'IHCJ\CHHe KOHeq
HbIX pa3HOCTeii H TeOpHH BepoHTHOCTeii C MaTeMaTnqecKOH CTaTHCTHKoii, o6bi'IHO 
·OTHOCHMble K aAre6pe, 34ecb OTHeceHbl K aHaJ\H3Y. 

AnTepaTypa no qncTOH MaTeMaTHKe npe4cTaBJ1.eHa HaCTOJ\bKO nOJ\HO, Ha
·CKOJ\bKo 9TO 6b!J\O B03M0ll1HO; Bb16op me J\HTepaTypbl no MexaHHKe B ee qacTHX, 

norpaHH'IHblX C cpH3HKoii, acTpOHOMHeii H, rAaBHblM o6pa30M, TeXHHKOH, MOlKeT 
6b!Tb HOCHT HeCKOJ\bKO cyfrbeKTHBHblH xapaKTep. 

0THOCHTeJ\bHO npHHHTbIX coKpaiyeHHH MOlKHO yKa38Tb CJ1.e4y10iyee. ijncppa 
B CK06Kax o603Ha'laeT HOMep cepnu; lKHpHblM wpHcpTOM o6o3Ha'laeTCH TOM myp
HaJ\a HJ\H ero rop;, ecJ\H TOMa onpe4eJ1.1110Tc11 rop;aMH; nop;cTpO'IHaH y;ncppa o6osHa
·qaeT HOMep BbmycKa p;aHHOro TOMa HJ\H rop;a, ecJ\H BbmycKH HMCIOT caMOCTO
.HTeJ\bHYIO narHHay;uro. EcAH yKasaHo p;aa roaa, TO rop;, cToHiyHii B CK06Kax, o6osHa
'laeT BpeMH q>aKTH'leCKoro BblXOAa B CB.CT p;aHHOro TOMa. AAH mypHaAbHblX CTaTeii 
-,!18Hbl nepBall H nocJ\eAHHll CTpaHH!!bI, KaK caMOH CTaTbH, TaK H pe3l0Me, ,!J\H 
-OTAeJ\bHO H3AaHHblX MOHOrpaq>Hii-o6iyee 'IHCJ\0 CTpaHHy;. MecTO BbIXOAa H3AaHHll 



VI I. 061!!HH OTJte.11.. 

coKpa'!!eHo a 5 C.11.y<1aJ1x: A. - AeHHHrpait, Ilrp. - IleTporpap;, M. - MocKsa, K. -
KHes l'I X. - XapbKOB. CoKpa1£eHHJI Ha3BaHHH mypHaAOB noHJITlihI caMH co6oii, 
HO see me a KoHge (cM. cTp. XXXVI) npH.11.0JKeH no.11.HbIH cnHcOK BTHX coKpaI£e
Hl'IH. 11a COKpa1£eHHH 0/tHOH 6yKB0H Hap;o ynoMJIHJTb 11. - 11asecTHJI, m. - lliyp
HaA, A. H. - AKaiteMHJI HayK. KsaitpaTHbie cKo6KH ( ], KaK scerita, yKaabrna10T, 
'ITO aaK.11.IO'leHHOe B HHX itaHHOe Ha caMOM HaitaHl'IH He HMeeTCJI l'I JIBJ\JleTCJI IlOJIC
HlllOl£1'1M JJ;OilOAHeHHeM COCTaBHTeJ\JI. 

ArpoBOMOB, H. A. C6opHHK CTaTeii H 
aaMeTOK no paaAH'IHbIM sonpocaM Ma
TeMaTHKH H ee npenoJtaBaHHJI. B.11.ap;H
BOCTOK, T PA· ,ll;aAhHesocT. Y HHB. 
(15) 1 1927 57 + I. 

A3Aegguii, C. 0 6ecKOHe'IHOM a TOAKo
BaHHH KaHTopa. IlepMb, TpJt. MaT. 
CeMHH. YHHB. 1 1927 34-37 <PP· 
pea. 37-37. 

AuaeeR Ha llfopaKa. B0npocb1 H peme• 
HHJI. Ilepes. c apMHHcK. 11. A. Op· 
6e.11.H. Ilrp. (P. A. H.) 1918 80. 

SesuKOBH'I, A. C. Pa6oTbI A. A. Map
Kosa no TeopHH sepOHTHOCTeii. A •• 11. 
A. H. (6) 17 1923 (1924) 45-52. 

SeKees, A. OnbIT nposep;eHHJI Kypca 
BblCilleii MaTeMaTHKH no .11.a6opaTopHO
rpy11nosoii CHCTeMe B focy,11apcTseH
HOM .l{aAhHeBOCTO'IHOM YHHBepcHTeTe 
B 1925/26 aKaiteMH'lecKoM roity. BAa· 
.lll'IBOCTOK, Tp.zi. AaAbHesocT. YHHB. 
(1) 1 1926 1-15 q,p. pea. 15-15. 

6o6waua, B. B. .l{pesHe ·HH,11yccKaJ1 
MaTeMaTHKa H OTHOilleHHe K Hett .zipeB
Heii fpegHH. Ka3aHh, 11. <P.-M. 061£, 
(2) 22 1917 (128- 157). 

BacuALeB, A. B. MaTeMaT11Ka. 8bm. I. 
(1725-1826-1863) (PyccK. HayKa. 
OT,11. BTOpoii). Ilrp., 1921 1+72. 
- CTo.11.eTHe HeaBKAH,llosoii reoMeT· 

pHH. M., Hay'IH. Pa6. 192610 20-29. 
--- 4HCTaJI MaTeM8THK8 Ha CAym6e 

ecTecTsoaHaHHJI H TeXHHKH. M., BecTH, 
11HJK. 19251 ~5-42. 

BeiiepmTpacc. Pe'lb, npoHaHeceHHaJI npH 
BCTJilJ\eHHH B AOJ\lKHOCTb peKTopa Eep
J\HHCKoro YHHBepcHTeTa 15-ro OKTJ16pJ1 
1873 r. M., Yen. q>Ha. HayK 12 1918. 

BuaoKypos, B. <P103HOHHaM a npeno,11a· 
saHHH MaTeMaTHHH. IlepMb, Tp.zi. MaT. 
CeMHH. - YHHB, 1 1927 32-34 q,p. 
pea. 34-'---34· 

faspRAOB, A. Cl>. IlaMHTH A. A. <PpH.ll· 
MaHa. M.-A., Yen. q>Ha. HayK 6 1926 
73-75. 

fAaroAeB, H. A. A. K. BMcos '1868-
1922) (HeKpoAor). M., MaT. C6~pH. 32 
1925 273-275 c nopTp. 

0 T ,l( e J\. 

fpase, JJ.. A. Ein neu entdeckter Brief 
von C. F. Gauss an H. W. Olbers. 
K., .3an. <P.-M. si,111tiAy 12 1924 
91-95. 

--- Historische Bernerkungen. K., .3an. 
<ll.-M. siititiAy 14 1925 6-7. 

ft0aTep, H. M. 0 ne,11arorHqer.Koii JteR
TeAbHOCTH A. A. MapKosa. A., 11. A. H. 
(6) 17 1923 (1924) 35-44. 

-- TiaMJITH A A. <PpH,llMaHa A., m. 
<P.-M. 061!!. 1 1926 5- u c nopTp. 

EropoB, /J.. Cl>. EoAecAas KopHeAHeBH'I 
MAo.ziaeescKHH. (HeKpOAOr ). M., MaT; 
C6opH. 32 1925 449-452 c noprp. 

-- -- KoHCTaHTHH AAeKceeBH'I AH11pees. 
(HeKpoAor). M., MaT. C6opH. 31 1924 
337-340 c noprp. 

3teraAKHB, H. H. 0 rexHHKe BhI'IH
cAeHHH npeAAOJKeHHH B CHMBOAH'le· 
cKoii .11.ornKe. M., MaT. C6opH. 34 
1927 9-26 q,p. pea. 26-28. _ 

ff3ueKOB, 6. H. Pa6oTbI A. A. <PpH11· 
MaHa B 06.11.acTH reoq,HaHKH. M.-A., 
lli. reoq>Ha. H MeTeop. 31-2 1926 
5-18. 

KaAHBOBH'I, Cl>. C.11.oBHHK MareMaTH'IHOi 
TepMiHoAorii. 4. I TepMiHOAoriH 'IH
cTo"i MaTeMaTHKH, 4. II TepMiHoAoriH 
TeopeTH'IHO'i MexaHiKH, K.-X., 1925-
1926 vm+240, vm+8o. 

Kep11u'leB, B. .J\. Co6pam1e CO'IHHe· 
HHH, T. I. Ilrp., 1917 XL+ 615 
c 3 nopTp. 

KoAMOropos, A. H. 0 npHHgHnE> ter
tium non datur. M., MaT. C6opH. 32 
1925 646-667 q,p. pe3. 667-667. 

KoCTugLIB, B. A. H. 11. Ao6aqescKHH 
H ero ana'leHHe s HayKe. M., TexH.-
9KOHOM. BecTH. 6 1926 327 - 332 
c nopTP· 

-- IlaMJITH B. A. CTeKAosa. M., 
Hay'IH. Pa6. 19260- 6 6-11. 

-- Ilpoq,eccop H. E. lliyKoscKHH 
(1847-1921). M., MaT. C6opH. 31 
1922 5-6 c nopTp. 

Kpi.1AOB, A. H. AAeKcaHAP MHxaHAOBH'f 
AHnyHoB. 1857-1919. HeKpoAor. flrp., 
11. A.H. (6) 13 1919 (1920) 389-394. 



Vlll I. 06iyuii OTACA. 

C.11.yrueoa, c. n. ,ll;MHTpHH HHKOAaCBH'I 
3eiiAurep, npoq>eccop MexaHHKH Ka
aaecKoro focyAapcTBeHHoro YHHBep
CHTeTa. (Ilo IIOBOAY 40-AeTHll ero 
)"leHOH, ne.1tarorH'ICCKOH H o6iyeCTBeH
HOH ;teHTeAbHOCTH). IlepMb, 2K. <1>.-M. 
06iy. 4 1927 73-78 c nopTp. 

-- K 200-AeTHIO AKa.1teMHH HayK. 
y cnexH MaTeMaTH'ICCKHX uayK. IlepMb, 
2K. <1>.-M. 06iy. 3 1926 61-63. 

-- K 45-AeTHeMy I06HAe10 Hay'IHO· 
ne.1tarorH'1eCKOH .iteHTeAbHOCTH npoq>. 
r. K. CycAOBa. IlepMb, 2K. <1>.-M. 
06'!1. 4 1927 89-93. 

K cToAeTHeMy 106uAe10 HOBOH reo
MeTpH'leCKOH TeopHH H. 11. Ao6a'leB
cKoro. IlepMb, Tp.1t. MaT. CeMHH. 
YHHB. 1 1927 II - 19 q>p. pea. 
19--19. 

-- IT. A. HeKpacos. [HeKpoAor]. 
.IlepMb, TpA. MaT. CeMHH. YHHB. 1 
1927 37-38. 

-- <l>10sHOHH3M B MaTeMaTHKe. IlepMb, 
Tp.1t. MaT. CeMHH: YHHB. 1 1927 
26-29 qip pea. 29-29. 

CMupeoa, B. H. TiaMHTH aKaAeMHKa 
B. A. CTeKAOsa (1863--1926) A.-M., 
8AeKTp. 19267 301-304 C nopTp, 

CMupeoa, II. A. Pa6oTa 'AKaAeMHH 
HayK B o6AaCTH HayK q>H3HKO·MaTeMa
TH'leCKHX. (Pe'lb). TiepMb, 2K. <1>.-M. 
06IJ!. 3. 1926 46 - 59 aHrA. pea. 
60-60. 

Coeue, H. H. [AsTo6Horpaq>nH]. MaTe
puaAbI AAH BHorpaqi. CAosapll .1teiicTB. 
'IAeHOB 11. A. H. 2 Ilrp. 1917 
170-173. 

-- 1-Ie6b1rues, Tiaq>HyTuli AhBOBH'I. 
MaTepnaAbI AAH Buorpaq>. CAoBapH 
;teHCTB. 'IAeHOB 11. A. H. 2 Ilrp. 1917 
218-222. 

CTaBKeauq, H. B. MexattuKa B nporuAoM 
H HacTOIIIJ!eM. (AeK!!Hll). IlepMb, TpA. 
MaT. CeMHH. YHHB. 1 1927 5-11 
q>p. pea. II-II. 

CTeK.11.oa, B. A. (AsT06Horpaq>u11]. Ma
TepuaAbI AAll B1rnrpaq>. CA0Bap11 .iteiicTB. 
'IAeHOB 11. A. H. 2 Ilrp. 1917 
173-177. 

-- A. A. <l>pHAMaH. (HeKpoAOr). A., 
feoq>Ha. C6opH. S1 1927 7-- 8 c 
nopTp. 

-- AAeKcaHAP MHxaHAOBH'I A11nyH0B, 
1857-1919. HeKpoAor. Tirp. 11. A. H. 
(6) 13 1919 (1920) 367 -- 388 C 
nopTp. 

-- AH,11;peii AH,11;peeBH'I MapKoB. A 
11. A. H. (6) 16 1922 (1924) 169-184 

-- MaTeMaTHKa H ee 3Ha'leHHe AAH 
'le.i\OBe'leCTBa. BepAHH (foe. Ha.it.) 
1923 137. 

-- T eop1rn H npaKTHKa B HCCAeAOBa
HHIIX 4e6blruesa. Ilrp. 1921 21 c nopTp. 

CymKeaeq, A. K. 0 MCTOABX npeno.1ta· 
saHHII MaTeMaTHKH a cpe,11;Heii WKOAe. 
BopoHeJK, TpA. Yeus. 3 1926 290-305. 
HeM. pea. XIII-.XIII. 

THXOM8HAPHl;!KHH, M. A. (1844-1921) 
QqepK ne)laroruqecKOH H HBY'IHOH 
,11;eHTe.i\bHOCTH. 3an. MaT. Ka6. Kpb!MCK. 
YHHB. 2 1921 XX-XXXII aHrA. pea. 
XXXII-XXXII. · 

Y coeecKaii H. B. 8AaAHMHp AH,11;peeBH'I 
CTeKAOB, (HeKpoAor). A., 11. A. H. 
(6) 20 1926 837-856. 

-- l136paHHble MaTeMaTH'leCKHe paa
]3)1.e'leHHll. Tirp., 1924 262 + 2. 

-- QqepK HCTOPHH AOrapHq>MOB Tirp., 
1923 72 + 6 T6A. 

-- QqepK Hay'IHOH AeHTe.i\bHOCTH A. 
A. MapKosa. A., 11. A. H. (6) 17 
1923 (1924) 19-34. 

-- f100Tep, H., CMepeoa, B. B. A. 
CTeKAOB KaK y'leHbIH M., Hay'IH. Pa6. 
1926 5-6 12-21. 

G>eceBKOB, B. r. HcaaK Hb!OTOH. (1727-
1927). M., P.AcTp.2K.4192791-101 
c nopTp. 

<l>pHAMaH, A. A. (HeKpoAor). M., 2K. 
feoq>ua. H MeTeop. 2 1925 133-136 
c nopTp. 

G>pBAMaB, E. II. IlaMHTH A. A. <l>pnA· 
MaHa. A., feoq>Ha. C6opHHK S1 1927 
9-10. 

Xueqeu, A. H. l1,11;eH HHTYH!!HOHHBMa H 
6opb6a 38 npe,11;MeT B COBpeMeHHOH 
MaTeMaTHKe. M., BecTH. KoMM. AKa;t. 
16 1926 184-192. 

Uneaep.11.uer, A- n. feoMeTpHH y 11:peB
HHX ernnTHH. A., 11. A. H. (6) 19 
1925 541-568. 

Curriculum vitae A. A. <l>pHAMaHa. A., 
feoq>us. C6opH. S1, 1927 11-13. 

In memoriam N. I. Lobatschevskii. 
Vol. II. Collection des memoires pre
sentes par !es savants de divers pays 
a la Societe Physico-Mathematique de 
Kazan a I' occasion de la celebration 
du centenaire de la decouverte de la 
Geometrie Non-Euclidienne par N. I. 
Lobatcheffsky. (2/24 Fevrier 1826) 
[KasaHb]. fAaBHayKa 1927 201+1. 



II. ApHq>MeTHKa H aAre6pa. IX 

II. ApmpMeTHKa H aAre6pa. 

ApaaaiicKa11, E. 0 AHHeiiHhlx coOTHo
meHHllX MelllAY DOKasaTCJ\llMH CTeneHeii 

B cpaBHCHHH g i + g ui = l (modp). 

KasaHb, 11. ct>.-M. 061J!. (3) 1 1926 
107 - 114 q,p. pes. II4 - 114. 

Axaeaep, B. H. Hosnii BHBiA Heo6xi.it
HHX YMOB npHHaJ\ClllHOCTH UiAoi q>yHK• 
gi'i giAOl'O nopHAKY AO DCBHOl'O THny. 
K., .3an. ct>.-M. Bi.it.itiAy. 2a 1927 
29-33. 

-- Ober cine Anwendung der Euler
schen Transformation. K., .3an. ct>.-M. 
Bi.it.itiAy la 1925 32-33. 

:Bopop;aa, B. lfac.11osa11 
II N <p (d) - npoHsBe,1teHHe qHCJIOBhlX 
AeJlHTeAeii geAoro qacAa N. ITepMb, 
Tp.it. MaT. CeMHH. YHHB, 1 1927 30-
32 q,p. pes. 32-32. 

:Spauc, B. YMHOllleHae npa6AHllleHHhlX 
qacCA. KasaHb, 11. ct>.-M. 061J!, (2) 25 
1925 (1926) 56--84 HCM, pes. 84-85 • 

. Baca.11.r.ea, · A. B. ijeAoe qHcAo. ITrp. 
1919 272 C l T6A. 

Be.11.LMBB, B. n. 06 Hso6pallleHHH qffCCJ\ 
KBa;tpaTHqffhlMH q,opMaMH C ABYMll 
nepeMeHHhlMH, PocTOB Ha ,lI;oHy, 11. 
,lI;OHCK, YHHB. 5 1925 42-44. 

-- CM- V. 
BeaKoB, 6. A. 06 apHq>MeTHKe KBaTep

HHOHOB. A., 11. A. H_ 16) 16 1922 
(1924) 205-220, 221-246. 

Buaorpap;oB, H. M. AHaAHTHqecxoe 
AOKasaTeJ\bCTBO TeopeMhl o pacape.ite· 
J\CHHH ,1tpo6HblX qacTeii geAoro MHOl'O· 
qAeHa. A., 11. A. H. (6) 21 1927 
567-578. 

-- K aonpocy o pacnpe.iteAeHHH ,1tpo6-
Rb1x AOAeii llRaqeHHH q>YHK!!HH 0,lHOl'O 
nepeMeHiloro. A., m.. ct>.-M. 061J!. 1 
1926 56-64 q,p. pes. 64-65. 

-- Hoahlii cnoco6 AAll no.11yqeHHJ1 
acHMilTOTHqecKHX Bblpal!ICHHH apHq>Me
THqecKHX q,yel(gaii. ITrp., 11. A. H. 
(6) 11 1917 1347--1378. 

-- 0 rpaHHge HaHMCHbWCl'O HCBhl
qeTa n-oii cTeneHH. A., 11. A. H. 
(6) 20 1926 47-58. 

-- 0 apo6Hb1X qaCTJIX ge.11oro MHOl'O
q.11eHa. A., 11. A. H. (6) 20 1926 
58,;-600. 

·-- 0 pacnpe,1teJ1eHHH ,!tpo6HblX AOAeii 
BHaqeHHH q>yHKYHH ABYX nepeMeRHbIX. 
A., 11. IlOJIHTexa. l1acT. 30 1927 
31 -52 q,p. pes. 52-52. 

-- 0 pacnpe,1teJ1eHHH HHAeKcoa A., 
,lI;oKJI. A. H. (A) 1926 73-76. 

-- 0 pacnpe,ie.11eHHH KBB,ll;paTHqHhlX 
BhlqeToB H HeBb1qeT0B. ITepMb, m.. 
ct>.-M. 061J!. 2 1919 1-14 q>p. pes. 
15-16. 

-- 0 cpeaHeM aHaqeHHH qHcAa KJ\accoa 
qHCTO KopeHHhlX q,opM OTpHgaTeJlb· 
aoro onpe.11eJ1HTe.1111. X., Coo61J!. MaT. 
061J!. (2) 16 1918 10-38. 

-- 06 O,!tHOM aCHMDTOTH'leCKOM pa• 
BeHCTBe TeopHH KBa.itpaTHqHhlX q,opM. 
ITepMb, m.. ct>.-M. 061J!, 1 1918 
(1919) 18-28 q,p. pes. 28-28. 

-- 8.11eMeHTapHoe AOKasaTeJ\bCTBO oa
HOl'O 061J!e!'o npe,!tJIOllleHHJI Hll aHaAH
THqecKoii TeopHH q11ce.11. A., 11. no
JIHTeXH. 11HCT. 29 1925 2 - 12 q>p, 
pes. 

-- 8.11eMeHTapHoe AOKaaaTeJlbCTBO oa
HOii 061J!eii TeopeMbl aHaJIHTHqeCKOii 
TeopHH qHce.11. A., 11. A. H. (6) 19 
1925 785-795 q>p. pes. 796-796. 

-- Demonstration elementaire d'un 
theoreme de Gauss. A., m.. ct>. - M. 
061J!. 1 1927 187 - 193 pyccK. pes. 
193-193. 

-- Sur la distribution des residus et 
des nonresidus d~s puissances. ITepMb, 
m.. ct>.-M. 061J!. l 1918 (1919) 94-98. 

-- Sur un theoreme general de Waring. 
M., MaT. C6opH. 31 1924 490-507 
pyccK. pes. 507-507. 

fe.11.r.6Ke, M. 06 acHMDTOTHqecKOM Bbl· 
palllCHHH cyMMhl ,1tpo6Hb!X qacTeii q>yHK
YHH aayx nepeMeHHbIX. A., m.. ct>.-M. 
061J!. 1 1927 281 -298 HeMeg. pe:;i. 
298-298. 

fpaBe, a. A. 0 CAHHHgax KOHeqHOl'O 
noJlll. M., MaT. C6opa. 32 1925 562-

•568 q>p. pes. 568-568. 
..--··- 0 pall.llollleHHH npOCThlX q11ce.11 Ha 

H1teaJ1bRb1e MHOlllHTCJIH. M.,MaT.C6opH. 
32 1925 542-560 q,p. pes. 561-561. 

-- 06 OCHOBHhlX IlOJ\OllleHHllX TCOpHH 
HaeaJ\hHbIX qHce.11. M., MaT. C6opH. 
32 1924 135-151 q,p. pes. 151 -151. 

-- Sur les racines cinquiemes de 
l'unite. K., .3an. ct>. - M. aia1ti.11y 11 

1922 (1923) 4-6. 
-- Sur un theoreme d'Euler. K., .3an. 

ct>.-M aiaai.11y 11 1922 (1913) 1-3. 
fpap;mTeiia, H. C. 0 ae11eTHhlX coaep

meHHhlX qac.11ax. M., MaT. C6opH. 32 
1925 476-508 aHrA. pes. 509-510. 
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fpeoeBJOK, .n;. f. Q <pyHKJ!HOHaAbHOM 
6aaHce 06.JlaCTH a.Jlre6paHqecKHX qHce.Jl, 
saBHCHIYHX OT KOpH.11 Henp11BO/lHMOro 
ypaBHeHHH n-oii cTeneHH. TawKeHT, 
foo.Jl.Jl. Cp.-Aa. YHHB.13 192641--51 
<pp. pe3. 52 - 52. 

-- 0 ge.JlbIX a.Jlre6paHqecKHX qHc.Jlax, 
3aBHCHIYHX OT HenpHBO)IHMOro ypaBHe
HHH 4-ii cTeneHH. TanIKeHT, 6IO.Jl.Jl. 
Cp.-Aa. YHHB. 11 1925 19 -43 <pp. 
pes. 43-43, 12 1926 1-14 <pp. pes. 
14-14. 

fparopi.es, E. H. I1a 06.JlaCTH HeOnpe
;;e.lleHHoro aHa.Jlnaa 4-ii CTeneHH. Ka
aaHb, I1. <l>.-M. 06iy. (2) 241 1924 
76-80 <pp. pea. 80 - 80. 

-- YeTbipe 6HKBailpaTa ( 3aJlaqa 8ii
Aepa). KaaaHb, I1. <l>.-M. 06iy. (2) 
242 1924 (1925) 61 - 78 <pp. pea. 
78-78. 

-- Resolntio formulae Diophanteae. 
KaaaHb, Yq. 3an. YHHB. 85 1925 
209-217. 

)J;eAoee, 6. H. 0 qnc.Jle npe/lCTaB.JleHHH 
qffc.Jla )IBOHffHqHOH Ky6nqecKOH <pop
MOH oTpnyaTe.JlbHoro onpeile.JlHTe.JlH. 
A., I1. A. H. (6) 16 1922 (1924) 
253-272. 

- - PemeHHe aailaqH SKBHBa.JleHTHOCTH 
n Ta6y.llHpHaagm, Ky6uqecKHX ,IIBOH· 
HHqffbIX <popM OTpngaTe.JlbHoro onpe
.AeAHTe.JlH A., LK. <l>.-M. 06iy. 1 1926 
40-55 HeM. pea. 55-55. 

-- Peme,me Heonpe/le.lleHHoro ypau
HeHHH X1q + Y3 = I. A., I1. A. H. 
(6) 16 1922 (1924) 273-280. 

- -· Ueber den Algorithmns der Erho
hnng. A., LK. <l>.-M. 06iy. 1 1927 
257--267 pyccK. pea. 267-267. 

,ll;y6eos, SI. C. 0 cHMMeTpHqHo c;;uoeH
HbIX opToroHaAbHbIX MaTpHgax. M., 
1Accoy. H.-ucc.Jl. HHCT. npu <l>m1MaTe 
I M. r. Y. I1cC.Jl. HHCT. MaT. H Mex. 
npn l M. f. Y.) 1927 33-54 HeM. 
pes. 54-55. 

,ll;wMMae, A. Ueher einige asympto
tische Formeln A., LK. <l>.-M. 06iy. 1 
1927 313-322 pyccK. pea. 322-322 . 

.2K.ypaBCKHD, A. M. 3aKoH uaaHMHOCTH 
Ky6uqecKnx Bb1qeTOB. A., LK. <l>.-M. 
06iy. 1 1927 204- 232 <pp. pea. 
232-232. 

Haaeoa, H. H. K Teopnn KBa,11paTnqffbIX 
H HeKBai!paTHqHbIX BbJqeTOB no ,11aH
HOMY npocToMy Mo,11yAI0. ITrp., I1. 
noAHTexH. HHcT. 28 1919 (1921) 
185-189. 

-- 0 ,11Byx cpaBHeHHHX. A., LK. <l>.-M. 
06iy. 1 19'26 37 - 38 HeM. pea. 
39--39. 

-_- 0 cyMMe, BaBH<'SIT!leH OT npocToro, 
'IHC.Jla <popMbI 4m -i · . A., .l);oK.Jl. A. H. 
(A) 1927 43-48. 

--- 06 OJlHOM qnc.JlOBOM TOJKeCTBe. 
ITrp., I1. nO.JlHTeXH. HHcT. 28 1919 
lI921) 181-183. 

Kara&, B. Cl>. 0 HeKOTOpbIX CHCTeMax 
quce.Jl, K KOTOpbIM npHBO,AaT AopeH
J!OBbI npeo6paaoBaHHH. M., (Accog .. 
JJ.-HCCA. HHCT. npH <l>naMaTe I M. r. Y. 
I1ccA. HHCT. MaT. H Mex. npH I M. 
r. Y.) 1926 24, 1927 3-29 HeM. pea. 
30-31. 

Kaiieep, M. 0 MHoroMepHbIX onpe,11eAH
Te.JlHx H HX npH.llOJKeHHH K TeHaop
HOMY ucquc.JleH11IO. 0,11ecca, LK. H.·HCC.Jl. 
Ka<peAP 14 1924 27 - 30 <pp. pea. 
30 - 31. 

Konaep, C. C. Ueber einen Satz von 
Tschebyscheff • Minkowski. M., MaT. 
C6opH. 32 1925 528-540 pyccK. pea. 
541-541. 

Kom:eBHBKOB, B. A. AnHeHKa, J!HPKY.llb 
H ypaBHeHHe nHTOH cTeneHH. M., 
BecTH. I1Hm. 1926 212-214. 

KocTaffp;H, r. B. Pa3.JlOlKeHHe Hppagno
Ha.Jlbffb!X qnce.Jl B HenpepbIBHbie /lp06H 
Bb!CIIIHX nopH,AKOB. 0,11ecca, *· H.·HCC.Jl. 
Ka<pe,11p. 11 1923 31-42. 

KomJ\HKOB, H. C. Ueber eine Zahlen
tsheoretische Anwendung der Lagner
reschen Polynome. A., LK. Cl>. - M • 
06J!!. 1 1927 275-280 pyccK. pea. 
280-280. 

Kpan'lyK, M. .ll;o Teopii nepeMiHHHX 
MaTHJ!b. K., 3an. <l>.-M. BiillliAy l:i-
1924 28-32 <pp. pea. 33-33. 

-- .l);oBiil TeopeMH npo cygi.JlhHicTb 
KopeHiB aAre6pnqHoro piBHaHHH. K., 
HayK. 3an. 2 1924 71-71. 

--- HoBHH /lOBi,11 o,11Ho"i TeopeMH MiHb· 
KOBCbKoro. K., HayK. 3an. 2 1924 
66--70 <pp. pea. 70-70. 

-- ITpo KBa;;paTHqffi qiopMH Ta AiHiiiHi 
nepeTBopeHH.11. K., Tp,11. i:D.-M. BiA
,11iAy 13 1924 1-84 <pp. pea. 85-8q. 

ITpo O,IIHO nepeTBOpeHHH KBa,11pa
THqffHX qiopM. K., 3an. <l>.-M BiA
AiAy 12 1924 87-90 <pp. pea. 90-90. 

-- PaanoAiA nepBicHHX qnce.Jl no ni,11-
CTaB.JleHHHX rpynn a.Jlre6pnqfforo pi
BHHHHH. K., 3an. <t>.-M. BiMiAy 22. 
1927 25-,2 HeM. pes. 

Kpi.1.11.oB, H. M. Sur l'existence des ra
cines d'une equation algehrique. CnM
q>epoIIO.Jlb, 3an. MaT. Ka6. TaBp. YHHB. 
1 1919 33-35. 

-- H KpaB'lyK, M . .ll;eHKi yBarn npo, 
paaB.llllaHH.11 a.Jlre6pnqffHX piBHHHb, 
OCHQBaHi .JlHIIIe Ha noHHTTi HeaBe11n-
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MOCTH. K., 3arr. <P. - M. Bi/111iAy. 12 

1924 62- 67 <pp. rrepen. 67 -72. 
Kyaeegos, r. n. I1cKJ\I04eHHe HerrpHBO

/IHMblX MHOJKHTeJ\eH H3 geJ\OH pagno
HaJ\bHOH <pyHKj!HH. HonoqepKaccK, I1. 
.l(oHCK. IIOJ\HTeXH. l1ttcT. 9 1923 -1925 
1-15 <pp. pe3. 16-16. 

-- 06061!!,eHHe TeopeMbI 11'AAaM6epa. 
HonoqepKaCCK, I1. .l(oHCK. IIOJ\HTeXH. 
l-fHCT. 9 1923- 1925. f1pHAOJK. 1-e. 
1-38 <pp. pe3. 39 - 39· 

KyaLMHB, P. 0. 06 O/IHOM apn<pMeTH
qecKoM CBOHCTBe aAre6paH4eCKHX <pyHK
j!HH. A. I1. IIOJ\HTexa. I1HcT. 30 1927 
107-111 <pp. pe3. 112-II2. 

J\oiigHBCKHU, J\. f. 06 0/IHOM rpa<pH
qecKOM MeTO/le pellleHHH ypaBHeHHH. 
A.] m. P. <P.-X. 061£. 4aCTb <pH3. 

56 1925 270-279 HeM. peB. 280-280. 
MaAeeB, B. A. 0 rpynnax perneHHH 

3n Jn Jn 
cpaBHeHHH: X + y + z - 3 X n y 0 z" 0 
no MO/IYAIO, rrpe/lCTRBJ\HIOl!!,eMy CTeneHb 
rrpocToro /leAHTeJ\H BbipaJKeHHH x2 - yz, 
y2 - xz, z2 -xy. Ka3aHb, I1. <P. - M. 
061£. (3) 1 1926 95-105 <pp. peB. 
105-106. 

Ma_pKOB, A. OnbIT rrpnMeHemrn <pyHKj!HH 
£ (entiereJ K HCCJ\e;l;OBRHHIO HeKOTOpbIX 
KAaccoB Bel£eCTBeHHbIX 4HCeA. Bopo
HelK, Tpy/1. Ymrn. 3 1926 222-239 
aeM. peB. XI-XI. 

Ma_p'leBCKuii, M. H . . I1pn6op /IAH ycKo
peHHOro BbI4HCJ\eHHH CTerreHHbIX BbI
qeTOB no /laHHoMy aeqeTHOMY rrepso
Ha4aJ\bHOMY MOAJAIO. X., Coo61£. MaT. 
061£· l4) 1 1927 25-31 <pp. pe3. 
31-31 

Meeee, A. Il. K Borrpocy o noAy4eHHH 
4HCJl0Bb1X TOlKeCTB IIOMOl£bl0 4HCJ\0Bb1X 
pH/IOB, M., MaT. C6opH. 32 1924 
220-231 <pp. peB. 231-231. 

MopAyxaii-BoATOBCKOii, .n;. ,LI;. 0 He
K0Topb1x CBOHCTBax Tpaacgea11eHTHbIX 
qnceA rrepsoro KAacca. M., MaT. C6opH. 
34. 1927 55-99 <pp. pell. 99-100. 

Ha_p1,,1mKnea, E. A. 0 qncAax, aaaAo
rH4HbIX 4HCJ\aM EepHJAJ\H B O/IHOKJ\aC
cHbIX KBa11paTH4HbIX o6AaCTHX 0TpH
gaTeJ\bHOI'0 AHCKpHMHHaHTa. A., I1. A. 
H. (6) 19 1925 145-176, 297-314. 

HaKoAaeB, A. H. l13BAe4eHne KBa/lpaT
HbIX H Ky6H4eCKMX KOpHeH H3 4HCeJ\ 
C IlOMOl!!blO apH<pMOMeTpa. TawKeHT, 
E10AJI. Cp.-A3. y HMB. 11 1925 65 - 73 
HeM. pe3. 74--74. 

Ila_p4'e&TLeB, H. H. Sur quelques pro· 
prietes nouvelles de la fonction qui 
definit le nombre des nombres pre
miers clans un interval donne et sur 

quelques relations entre !es nombres 
premiers. KaBaHb, I1. <P.-M. 061£. 
(2) 23 1923 12 -14. 

PomAeCTBeHCKBii, H. H. PacmnpeHne 
nOHHTHH qncAa. X., HayK. 3an. [2] 
1926 155-160. 

Cne_pmeecKuii, C. B. cM. IV. 
CeMeaon, H";,H 06 O/IHOH 11noiiaoii 

CJMMe. A., m. <l>.-M. 061£. 1 1926 
114-u8 HeM. peB. u8-II8. 

-- 06 011uoii :ueMeHTapHOH aa,l1;a'le 
Ha TeopHH 4MCJ\0Bb1X IlOCJ\C/10BaTeJ\b
HOCTeH A. I1. IIOJ\HTexH. I1HcT. 30 
1927 135 - 140 HeM. pea. 141 --142. 

ConMas, M. KpHTepnii HerrpHBO/IHMOCTH 
geAbIX <pyHKj!HH B J\I060M aJ1re6panqe
CKOM noAe. X., Yq. 3arr. u.-nccA. Ka
<f,e/lp 1 1924 81 - 82. 

CymKeBH'I, A. K. Sur quelques cas des 
groupes finis sans la Joi de l'inversion 
univoque. X., Coo61£. MaT. 06J!!. 
(4) 1 1927 17- 24 pyccK. pea. 24- 24. 

Ueber die Darstellung der ein
deutig nicht umkehrbaren Gruppen 
mittelst der verallgemeinerten Substi
tutionen. M., MaT. C6opH. 33 1926 
371-372 pyccK. pea. 373 - 373. 

Ta_pTaKOBCKBii, B. A. Auflosung der 
Gleichung x4 - py4 = 1. A., I1. A. H. 
(6) 20 1926 301-324. 

-- Ueber die Losung der unbestim

mten Gleichung X20 - p Y20 = I. K., 
3arr. <P.-M. Bi/1/li,y 12 1924 39-43. 

YcoeecKBii, H. B. AcRMIITOTH4ecKHe 
BbipalKeHHH 4HCJ\0Bb1X <pJHKj!MH, BCTpe-
48l01£HXCH B aa,l1;a4aX O paa6neHHH 
4MCeJ\ Ha cAaraeMbie. Tirp., 11. A. H. 
(6) 14 1920 199- 218. 

-- 06 O/IHOH aa11aqe I1BaHa EepHyA
AH. A., I1. A.H. (6) 18 1924 67-84-

___ -- Note sur le nombre des represen
tat;ons des nombres par une somme 
d'un nombre pair de carres. A., I1. A. 
H. (6) 19 1925 647- 662. 

-- Sur !es relations entre !es nombres: 
des classes des formes quadratiques 
binaires et positives A., I1. A. H. (6) 
19 1925 599 - 620, 763 - 784, 20 
1926 25 - 38, 175 - 196, 327 - 348, 
547-566, 6!9~642. 

ClloABDDOB, A. 06 0/IIIOM cnoco6e pe
llleHHH ypaBHeHMH 3-ii CTerreHH n aAro
pH<pMe f paBe. 0/leCca, X\. H.•HCCJI. 
Ka<pe/lp 11 1923 1- 13. 

Cll_pasK, M. A. 0 n1,1qncAeHHH KOpHeK 
ypaBHeHHH C nOMOJ!!blO MeT0/18 no· 
CTOHHHOI'O KOS<p<pHj!HCHTa. CnM<pepo
llOAb, 3arr. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB. 
2 1921 225-229 aHrJ\. pea. 229-229. 
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:xaa'IBB, A. B. Be.llHKall TeopeMa <l>ep
Ma. M.-A. (foe. l-fa,1.) 1927 76. 

-- K Bonpocy o npe,11cTaB.11.eHHH '!He.Ila 
B BHAe cyMMbI ABYX np~cTbIX 'IHce.11.. 
11BaHOBo - Bo3HeceHcK, 11. no.11.11TeXH. 
11HCT. 5 1922 42-- 48. 

-- 06 OJIHOM CBOHCTBe HenpepblBHblX 
,1po6eii H ero apmpMeT191ecKHX npu.11.0-
lKeHHJIX. 11BaHOBO • Bo3HeceHcK, 11. 
llO.llHTeXH. 11HcT. 5 1922 27-41. 

-- Bemerkung zur metrischen Theo
rie der Kettenbriiche. M., MaT. C6opH. 
32 1925 326 - 329 pyccK. pe3. 
329-329. 

-- Ueber die angenaherte Auflosung 
linearer Gleichungen in ganzen Zahlen. 
M., MaT. C6opH. 32 1924 203--218 
pyccK. pe3. 219-219. 

"IJeOOTapeB, ff. f. .l);oKa3aTe.llbCTBO Teo• 
peMbI Kronecker'a • Weber'a OTHOCH· 
Te.llbHo a6e.11.eBbIX 06.11.acTeii. M., MaT. 
C6opH. 31 1923 302-308 HeM. pe3. 
309-309. 

--- K 3a,1aqe HaxoJK,1eHH11 a.11.re6pau'le
cKHX ypaBHeHHH C Hanepe,1 aa,1aHHOii 
rpynnoii. Ka3aHb, H. <t>.-M. 06'!!. 
(3) 1 1926 26-32 HeM. pea. 32 - 32. 

- -- HoBoe o6ocHOBaHHe TeopRR u,1ea· 
.II.OB (no 30.11.oTapeBy). KaaaHb, 11. 
<t>.-M. 06'!!. (2) 25 1925 (1926) 
l - 14 qip. pea. 14-14. 

-- Onpe,1eJ1eHne IIJIOTHOCTH coBoKyn· 
HOCTH npOCTblX 'IHCeJI, npHHa,1J1elKai!!HX 

K aa/,laHHOMY K.11.accy no,1cTaH0BoK. A., 
11. A. H. (6) 17 1923 (1924) 205-
230, 231-250. 

-- Der Hilbertsche Satz. K., 3an. 
<t>.-M. Bi/.1,n;iAy 12 1924 3-7. 

-- Eine Verallgemeinerung des Min
kowski'schen Satzes mit Anwendung 
auf die Betrachtung der Korperideal
klassen. O,n;ecca, m. H,·HCCJ\. Kaqie,n;p 1, 
1924 17-20 yKp. pea. 20--20. 

IDMDJI;T, 0. IO. fpy11m>1, Bee 110,n;
rpy1111h1 · KoTopbIX crreytta.llhHbie. M., 
MaT. C6opH. 31 1924 366-372 HeM. 
pea. 372-372. 

-- f py1111b1, l!M8I0'!!He TOJ\bKO OJIHH 
KJ\acc He RHBapuaHTHblX IIOArpym,. 
M., MaT. C6opH. 33 1926 161 - 172 
HeM. pea. 172-172. 

IDoxop-TpogKnii, C. OrrhIT cOBMecTHoro 
o60CHOBaHHII TeopHR Bel!!CCTBeHHblX H 

KOM11J1eKCHhIX 'IHCeJI. KaaaHb, 11. <t>.-M. 
06'!!, (2) 22 1917 159--221. 

Bell, E. T. Sur la notion de I'arithme
tique generale. In mern. Lobatschevskii, 
2 1927 135-136. 

Kharadze, A. Note sur Jes racines ra
tionelles de !'equation du troisieme 
degre. Tiflis, Bull. de !'Univ. 2 1922-
1923 197--199 (Tio rpya.) . 

-- Sur Jes suites des nornbres ration
nels analogues aux nornbres de Ber· 
noulli et d'Euler. Tiflis, Bull. de 
!'Univ. 7 1927 248-253. 

III. Teop1u1 MHomecTB. 

ArpoeoMOB, H. A. K TeopttH HC'IHCJIH
MbIX KOMrr.lleKCOB. CTaBporrO.llh, Tp,n;. 
C.-X. 11HCT. 61 1921 l -5. 

A.11.eKcaep;poa, D. Sur !'invariance topo· 
logique des ensembles cornplernentaires 
aux ensembles (A). M., MaT. C6opH. 
31 1923 310 - 318 pyccK, pea. 
318-318 . 

.6eanKoaa'I', A. C. 06 OAHOM cTpyKTyp
HOM CBOHCTBe qiyHKl!HH tt aHCaM6J1eii. 
M., MaT. C6opH. 31 1922 129-145 
qip. pea. 145-146. 

fpyaaegeB, r. A. 0 pa3JIH'IHblX Mepax 
TO'IC'!HbIX aHcaM6J1eii:. X., HayK. 3arr. 
[2] 1926 II-19, 

-- 06 o,n;HOM TUiie CBOHCTB TO'le'I
HblX aHCaM6J1eii. X., Y'I. 3arr. H,
ucc.11.. Kaqie,n;p 1 1924 50--62. 

3apegKeii, M. A. Sur un problerne des 
ensembles congruants A., 2K. <t>.-M. 

06'!!, 1 1927 182-186 pyccK. pea 
186-186. 

KoMapeacKaii, B. M. 06 o,n;HoM caoiicTBe 
J\RHeHHhIX continuurn'oB c TO'IKaMR 
BeTBJ\eHRll. TawKeHT, Tpy,n; TypK. foe. 
Yens. 6-8 1922 19-26. 

KpLDKaBOBCKnii, ,ZJ;. A. ,ll;o Teopi'i TO'I· 
KOBHX MHOlKHH, (Tipo TeopeMy Eo.11.b
gaHO. Baiiep111Tpaca). 0Aecca, m. 
H,·AOCJI. KaTe,!!p 23 1926 96-99 HeM, 
pea. 99-99. 

Ayaae, H. H. Memoire sur Jes ensem
bles analytiques et projectifs. M., 
MaT. C6ope. 33 1926 237- 289 pyccK. 
pea. 290 ·- 290. 

HeMLI!JKHii, B. 0 HeKoTOpb1x K.11.accax 
JIHHeiiHhIX MHOJKeCTB B ca11au c a6co
J1IOTH0ii CXO,!\HMOCTbIO Tp!!rOHOMeTpH
qeCKHX pRJtOB, M., MaT. C6opH. 33 
1926 5-30 qip. pea. 30 -32. 
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CepnHBCKBii, B. K. AKcHoMa Zermelo 
H ee pO.ilb B TeOpllH MHOJKeCTB H 
B aHaJ\Hae. M., MaT. C6opH. 31 1922 
94- 128 q,p. nep. COAeplKaHHH 94-95. 

-- Sur une fonction de classe 4. In 
mem. Lobatschevskii 2 1927 197-201. 

TyMapKRR, .I\. A. CM. V. 
Xeu11uu, A. H. Hosoe AOKaaaTeJ1bCTB0 

OCH0BHOH TeopeMbl MeTpH'leCKOH TeO
pHH MHOJKecTB. 11saHoso-BoaHeceHcK, 
11. 110.i\HTexH. 11HcT. 6 1922 39-41. 

11epKBCOB, A. H. Ueber Unstetigkeits
punkte allgemeiner Kontinuen. M., 
MaT. C6opll 33 1926 99-108 pyc.z:<. 
pea. 108-108. 

11eTsepyxna, H. ID. cM. V. 
Frechet, M. Sur !es ensembles plans de 

mesure lineaire nulle. In mem. Lo~ 
batschevskii 2 1927 151-155. 

Gokieli, L. Sur !es proprietes fonda
mentales de !'ensemble de toutes !es 
propositions. Tiflis, Bull Univ. 5 1925 
295-305. (Do rpya.). 

Levi, B. Resolutfon des points singuliers 
d'une variete algebrique a un nombre 
quelconque de dimensions. (Note pre-
liminaire ). In mem. Lobatschevskii 2 
1927 191-196. 

IV. A H a .11. H 3. 

A,11;aM0B, A. A. 0 .itsyx cpopMyJ1ax, cJ1y-
_ 1ek, 

JKa'.!!ll.X /\AH Bbl'IHCJ\eHHH q = e k no 
.itaHHOMY MO/lYJIIO B TeopHH 8./\J\HnTH
qecKHX cpyHK\JHH. A., 11. noJ1HTeXH, 
l1HcT. 30 1927 24-28 «pp. pea. 29-29. 

00 

0 J sinm(ax) d -- 6 HHTerpaAax BHAa x. 
0 x' 

A., 11. noJ\l!TeXH. 11HCT. 30 1927 3-20 
q,p. pe3. 21-23. 

AAeKCBH,ll;pOB, n. L'integration au sens 
de M. Denjoy consideree comme re
cherche des fonctions primitives. M., 
MaT. C6opH. 31 1924 465-476 pyccK. 
pe3. 476-476. 

Ae,11;poaos, A. 11 .l\eoaTOBB'I, M., CM, VI. 
AnneALpOT, f. f. 0 HeKOTOpbIX npe

o6pa30BaHHHK OCHOBHOH cpopMbl CH
CTeMbl aJ1re6pa11'1eCKHX A!!«pcpepeH
J!l'!aJ\bHbIX ypasHeHHH. M., MaT. C6opH. 
32 1924 9-19 HeM. pe3. 20-21. 

Axeeaep, H. H. · Ilpo o.i,;Hy BJ1aCTHBicTb 
MeTOAH cyMysaHHH Weicrstrass'a K., 
HayK. 3an. 2 1924 72~77. 

-- H WTaepMae, 9. Ober die Zusam
menhang zwischen der Stormerschen 
Integrationsmethode und den Bernoul
lischen Polynomen. K., 3an. <1>.-M. 
BiAlli.ily 22 1927 16-- 24. 

6aKAYB,ll;, 0. A. Zu Gyldens Theorie 
die Differentialgleichung des Radius 
Vector zu integrieren. A., 11. A. H. 
(6) 20 1926 (1927) 1395-1404. 

6axyp1111, ff. M. OTIOAbI no Teopfm Ha11-
MeHbm11x Kea.i,;paTos. A., 3an. fopH. 
11HCT. 7 1926 13--25 HeM. pe3. 25-25. 

6e3BKOBR'I, A. C. l1ccAeA0BaH11e Henpe
pbIBRbIX «pyRKJ!IIH B CBl13H C sonpocoM 
06 HX All«p«pepeHyHpyeMOCTH. M., MaT. 
C6opH. 31 1924 529-556 HeM. pes • 
556-556. 

-- 06 0,!tHOM ypaBHeHHII B KOHe'IHblX 
pa3HOCTHX. OepMb, m.. Cl>.-M. 06zy. 1 
1918 (1919) 29-32. 

-- Beweis von drei Satzen iiber die 
Differenzierbarkeit. A., ,lJ;oKJ\. A. H. (A) 
1924 133-136. 

-- Diskussion der stetigen Funktionen 
im Zusammenhang mit der Frage iiber· 
ihre Differenzierbarkeit. A., 11. A. H. 
(6) 19 1925 07- 122. 

-- Nouvelle forme des conditions d'in
tegrabilite des fonctions- OepMb, m.. 
Cl>. -M. 06IJ!. 1 1918 (1919) 140-145. 

-- Quelques theoremes generales sur 
l'interversion des integrations et !'in
tegration des series. OepMb, m.. Cl>.-M. 
06IJ!. 1 1918 ( 1919) 99-139. 

-· - Sur deux questions d'integrabilite 
des fonctions. CTepMb, m.. Cl>.-M. 06zy. 
2 1919 105- 123 C l T6JI. qepT. 

--- Ueber die Beziehung zwischen dell!, 
Maximum und Minimum des Moduls 
einer ganzen Funktion von der Ordnung 
< 1. A., 11. A.H. (6l 18 1924 17-28. 

-- Ueber relative Maxima des New
tonschen Potentials. A., 11. A. H. (6) 
18 1924 29-34. . 

6epemTeiia, C. H. MaTeMaTH'lecKHe 3a
J1a•m cospeMeHHOR 6HoJ1orHH. X., HayKa 
Ha YKp. 1 1922 14-19 

-- 0 3aKoHe 60JlbillllX 'IHCeJI. x:, 
Coo6zy. MaT. 06'.!!· (2) 16 1918 82 87. 

-- 0 npHMeHeHHH o.i,;Horo reoMeTptt
qecKoro np11Hy11na K Teop11H Koppe.ilH-
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ynn. In mem. Lobatschevskii 2 1927 
137-150. 

-- 06 OAHOM BHAOH3MeHeHHH Hepa· 
BeHcTBa 4e6b1meaa. X., Yq. 3an. 
H.·HCCJI. Ka<1>e4p 1 1924 38-48 <l>P· 
pe3. 48-49. 

-- OnbIT aKCHOJ,'laTH'lecKoro o6ocHo· 
Bam!JI TeopHH BepOHTHOCTeli. x .. Coo6ig. 
MaT. 06iy. (2) 15 1917 209-274. 

-- PemeHne 04Hoii MaTeMaTH'lecKoii 
npo6J1eMbI, CBJ13aHHOH C Teopneii Ha· 
CJ1e4CTBeHHOCTH. x .. Yq. 3an. H.·HCCJI. 
Ka<1>e1tp 1 1924 83-115. 

-- TeopnH BepoHTHOCTeii. M.-A. (foe. 
l1s4.) 1927 VIII+363. 

-- Sur !es polynomes multiplement 
monotones. X., Coo61J!, MaT. 06IJ!. (4) 
1 1927 l-l I. 

-- Sur les sommes de quantites de· 
pendantes. A., H. A. H. (6) 20 1926 
(1927) 1459-1478. 

-- Sur une propriete des fonctions 
entieres de genre o. X., HayK. 3an. 
[2] 1926 1-9. 

-- Sur une propriete des polynomes 
de Tchebycheff. A., .ll;oKJl. A. H. (A) 
1927 (1928) 405-407. 

~orO.llJODOB, H. Ilpo Ha6J1n111eHe posm1· 
ByBaHHJI AH<t>epeHyiHllbHHX piBHJIHHiB. 
K., Tpit. <t:>.-M. BiA1tiJ1y 55 1927 357-
365 <l>P· pes. 408-408. 

-- CM. VI. 
Boroil:oAOB, C. A. 06!£ne ocHoBaHHJI 

HbloTOHoBa MeT04a nepBbIX n nocJ1e1t
HHX OTHomemdi. KasaHb, I1. <t:l.-M. 
061£· (2) 22 1917 79-n2. 

:BorOMO.ilOBa, B. 06 OAHOM KJl.acce <l>YHK· 
J!HH BCIOAY aCHMilTOTH'leCKH Henpe
pbIBHblX. M., MaT. C6op11. 32 1924 
152-169 <l>P· pes. 169-171. 

BoeB, r. II. 0 KOH<l>OPMHOM npeo6paso
BaHHH n <1>opMyJ1e Landen'a. CapaToB, 
Y" 3an. YHnB. 11 1923 3-6. 

-- 0 Me1tJ1.eHHO paCTYI£HX n orpaHH· 
'!eHHblX OJtH03Ha'IHblX aHaJIHTH'leCKHX 
lflYHKJ!HllX, CapaToB, Y'I, 3an. YHHB. 
42 1925 1-10. 

-- 06 aBTOMOP<l>HhIX <l>YHKJ!Hl!X, Ca
paT011, Y'I. 3an. YHnB. 52 1926 191-
208. 

-- PocT yeAhIX <l>YHKJ!HH BHYTPH yrJ10B, 
cB0601tHhIX OT HyAeil:. CapaToB, Y'I. 
3an. YanB. 3~ 1925 28-32. 

BpaiigeB, H. P. 06 OAHOM npe4cTaB.11.e
HHH aHa.11.nTn'lecKoli <l>YHKynn. H.-HoB
ropoA, I1. YHHB. 1 1926 81-122. 

.Spm.e'IKa, B. Cl>. 0 HeKOTOpb1x Hepa· 
BeHCTBaX noJ1.yqaeMbIX H3 HHTepnoJl.ll· 
J!HOHHOH <1>opMyJ1.hI AarpaH111a. X., 
Coo6iy. MaT. 06q&. (4) 1 1927 12- 16. 

ByAraKOB, H. A. Application des for
mules de M. Ch. Neumann exprimant 
!es charges de deux spheres conduc· 
trices isolees au cas limite, ou elles 
sont en contact. A., I1. A. H. (6) 
19 1925 743-752. 

·-- Sur le probleme de !'induction ma
gnetique de deux spheres. A., I1. A. H. 
(6) 20 1926 (1927) 1445-1458. 

ByeugKaii:, E . .J\ . .ll;n<1><1>epenynposanne 
<l>YHKJ!HH OT·<l>YHKynn.KasaHh, 11.<t:>.-M. 
061£. (2) 22 1917 123-127. 

BacaA&eB, A. C. BepoHTHeiiwnii pe· 
sy.11.bTaT nsMepeHHJI OAHOH n TOH lKe 
BeJI.H'IHHbl HeCKOJl.bKHMH HHcTpyMeH· 
TaMH. A., "'· A. H. (6) 21 1927 373-
384, 543-566. 

BeeaaMHBOB, B. feoMeTpnqecKoe 40Ka
saTeJ1.bcTB0 OCHOBHl>IX TeopeM TeopHH 
npoH3BO/tHb!X qnce.11.. M., MaT. C6opH, 
32 1924 101-110 <l>P· pe3. 110-110. 

-- Sur un probleme de la representa
tion conforme de M. Caratheodory. 
M., MaT. C6opH. 31 1922 91-93 
pycc1c peg. 93- 93. 

BnX.llHeB, II. A. OqepKn TeopeTn'!ecKOH 
CT&THCTHKH. M., 1924 150+1I. 

BmueeBCKHii, .J\. A. A6co.11.10THbIH aKcTpe
MYM 04Horo no.11.nHoMna.11.bHoro <l>YHK· 
ynoHa.11.a. CHM<t>epono.11.h, 3an. MaT. 
Ka6. TaBp. YHHB. 1 1919 37-40 aHrll. 
peg, 40-40. 

--- 0 HeKoTopbIX Bonpocax Teopnn 
<l>YHKJ!HH 6ecKOHe'IHOro 'IHCJl.a nepe
MeHHbIX. CnM<t>epono.11.b, 3an. MaT. 
Ka6. TaBp. (KpbIMCK) YHHB. 1 1919 
65-126, 2 1921 155- 204 <l>P· pes. 
204--208. 

-- Sur !'application d'analyse de fon
ction ii. une infinite des variables aux 
problemes d'cxtremum. C11M<1>eponoJ1b, 
3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB. 2 
1921 215-218. 

-- Ueber eine Minimalaufgabe von 
Tchebyschew. CnM<1>eponOJ1b, 3an. 
MaT. Ka6. KpbIMCK, YHnB. 2 1921 
253-258. 

-- Ueber einen Satz betreffend der 
gleichmassigen Konvergenz Bilinear
formen der unendlichvielen unabhangi· 
gen Variabeln. C11Mq:,eponoJ1b, 3an. 
MaT. Ka6. KpbIMcK. YHHB. 2 1921 
230-233. 

faBpBAOB, A. Cl>. 06 a.11.re6panqecKnx 
HHTerpa.11.ax ypaBHeHHJI reoite3H'leCKHX 
JIHHHH. A., I1. IlOJI.HTeXH. J1HCT. 30 
1927 53-73 q:,p. pes. 74-74 · 

farae~, 6. M. K TeopHn cnMMeTpH'le
cKoro Hitpa. KasaHb, I1. <t:l.-M. 061£ 
(3J 1 1926 149-152 <l>P· pe3. 152-152. 
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-- HeKoTopbie cuoiicTBa cyMMHpyeMbIX 
pHAOB Sturm'a-Liouville'11. KasaHb, 
Yq. 3an. YHHB. 87 1927 67-82. 

-- 0 nopHAKe npH6JI.HlKeHHJI BbipaJKe
HIIJI qiyHKJ!HH c IlOMOIJ!blO co6CTBeH
HbIX <l>YHKJ!HH. KasaHb, 11. <l>.-M. 06q&. 
(3) 1 1926 41-48 <pp. pell. 48-48; 

-- 0 pocTe HHTerpa!I.OB AH<p<pepeH
J!H8J\.bHbIX ypaBHeHHH 1-ro nopRAK8. 
KaBaHb, I1. $.-M. 06q&. (2) 25 1925 
(1926) 15-19 <pp. pes. 19-19. 

--- 0 CHCTeMe AH<p<pepeHgHaJ\.bHbIX 
ypaBHeHHH 2-ro nopHAKa, HHTerpaJl.bI 
KOTOpoii JI.HHeHHble itpo6Hbie <l>YHKJ!HH 
npoHBBOJl.bHbIX nocTOHHHbIX. KasaHb, 
11. <l>.-M. 06q&. (2) 241 1924 57-60 
<l>P· pes. 60-60. 

·-- 06o6q&eHHe <pOPMYJl.bI <f>ypbe, Ka-
38Hb, I1. <l>.-M. 06q&. (3) 1 1926 33-
40 <pp. pes. 40-40. 

-- PemeHHe CHCTCMbI JI.HHeiiHhlX HHTe
rpaJ1.bHbIX ypaBHeHHH. KaBaHb, l1. <l>.-M. 
06q&. (2) 242 1924 (1925) 19-30 <pp. 
pes. 30-30. 

-- PocT HHTerpaJ1.0B AH<p<pepeHJ!HaJl.b
HblX ypauHeHHii. Kasaub, Yq. 3an. 
YHHB. 85 1925 229-236. 

feALBBX, fl. A. 06 OAHOM HenpaBHJl.b
HOM BblBOAe B TeopHH BepOHTHOCTeii. 
A., l-1. B.-Tefrn. A. [1] 1927 128-140. 

fepmropua, C. A K onHcaHHIO npH-
6opa AJl.fl HHTerpHpOBaHHJI AH<p<pepeH
l,IH8Jl.bHOro ypaBHeHHH AanJ1.aca. M.-A., 
2B.. DpHKJI.. <l>Hs. 3 1926 271-274. 

--- 0 npH6JI.HJKeHHOM HHTerpHpOB8HHH 
AH<p<pepeHyHaJl.bHbIX ypauHeHHii Aa
UJ1.aca H flyaccoHa. A., H. noJI.HTexH. 
l1HcT. 30 1927 75-94 HeM. pes. 
95-95. 

-- 0 qHCJl.e HyJ1.eii <l>YHKJ!HH H eenpOH3-
B0AHOii. A., m.. <l>.-M. 06q&. 1 1927 
248-256 HeM. pes. 256-256. 

·-- 06 OAHOM cnoco6e qffcJl.eHHOl'O 
HHTerpHpOB8HHJI o6bIKH0BeHHbIX J\.H· 
HeHHbIX AH<p<pepeHyHa!\bHblX ypasHe
HHii. M.-A., 2B.. P. <l>.-X. 061J!., 4acTh 
<pH3. 57 1925 171-178 HeM. pes. 
178-178. 

-- DpH6op AJ\.JI HHTerpHpOBaHHJI AH<p
<pepeHj!HaJ\bHOro ypaBHeHHfl AanJ1.aca. 
M.-A., 2B.. flpHKJI.. <l>Hs. 2 1925 161-
167. 

-- CM. VI. 
Top;LIJ!KHii·!JBupKo, A. M. fpa<pH'lecKoe 

HHTerpHp0B8HHe AH<p<pepeHJ!H8Jl.bHOro 
ypaBHeHHJI 2·ro nop»AKa. A., C6opH. 
l1HCT, nyT, C0061J!• 96 1927 291-296. 

foAy6es, B. B. I1ccJ1.eAOBa11HJ1 no TeopHH 
oco6b1x ToqeK OJtHOsHa'lHbIX <l>YHKJ!HH. 
CapaToB, Yq. 3an. YHHB. 2'1 1924 49-

95, 32 t925 1-23, 42 1925 II-29 
52 1926 209-227. 

-- 0 COOTBeTCTBHH rpaHHJ! npH KOH· 
q>opMHOM Hso6paJKeHHH. M., MaT. 
C6opH. 32 1924 55-57 <pp. pell. 57-57. 

-- 06 OAHOM o6o6q&eHHH TeopeMbl 
Picard'a. M., MaT. C6opH. 31 1924 
557-566 <pp. pes. 567-567. 

foe'lapoB, B. A. 0 J!MhIX <pyHKJ!HHx H 
npRMhIX 2B.10J1.Ha. X., Coo6q&. MaT. 06q&. 
(4) 1 1927 94-167. 

fpaae, ,A. A. 0 pemeHHH J1.HHeiiHh1x AH<p
<pepeHyHaJl.bHhIX ypaBHeHHH npH no· 
MOJSH onpeiteJl.eHRbIX HHTerpaJ1.0B. A., 
l1. A. H. (6) 21 19:i.7 ( 1928) 943 -952. 

-- 06 ypasHeHHflX BiiJ1.epa M HX npH
JI.OJKeHHHX B TeopH11 ynpyrocTeii. A., 
11. A. H. (6) 20 1926 917-942. 

-- Dpo Aan.11.acose piBHflHHJI. K., 3an. 
<l>.-M. BiAJti.11.y 23 1927 1-4 <pp. pes. 

-- Generalisation d'un theoreme d' Abel. 
K., .3an. <l>.-M. BiAiti.11.y 11 1922 (1923) 
7-8. 

fpap;mTeiia, M. 0 MOHOTOHHblX <l>YHK· 
j!HJIX OT MHOfHX He38BHCHMbIX ncpe· 
MeHHbIX, onpeite.11.eHHblX B HeorpaHH· 
qeHHblX CBepxy K.11.accax, COCTOflIJ!HX H3 
Hll0.11.HpoBaHHbIX TO'leK. 0Aecca, m.. 
H.·HCCJI.. Ka<peitp 1, 1924 21-22 <pp. 
pes. 22-22. 

fpe6eB10K, ,A. f. 06 OJtHOM K.11.aCce 
Il0.11.HHOMOB H8HMeHee YK.11.0HJIIOq&HXCJI 
OT HY.II.JI B ABHHOM npoMeJKyTKe. Tam· 
KeHT, 610.11..11.. Cp.-As. YRHB. 15 1927 
43-65 <l>P· pes. 66-66. 

flORTep, H. M. 3aMe'laHHe o TeopeMe 
M~ra. In mem. Lobatschevskii 2 
1927 156-162. 

-- 0 JteHCTBHJIX HBA <l>YHKl.\HJlMH, He· 
HMelOq&HMH npoHBBOAHhIX. A., H. A. 
H. (6) 18 1924 (1925) 353-372, 19 
1925 75-96. 

-- 0 J1.eMMe flyaHKape. M., MaT. C6opH. 
33 1926 291-330 <pp. pes. 331-331. 

-- 0 pacnpocTpaHeHHH TeopeMbI KomH 
Ha J1.I06y10 CHCTeMy ypaBHeHHii B qacT· 
HbIX npoH3BOAHbIX. M., MaT. C6opH. 
32 1925 367-443 <l>P· pell. 444--447. 

-- 06 8H8.II.HTH'leCKHX pemeHHJIX ypa
BHeHHJI 
c!'u ( au Ou O'u O'u) 

axa9 = I x, Y, u, ax' a9 • a:;:,· Ii? 
M., MaT. C6opH. 32 1924 26--42 <pp. 
pes 42-42. 

-- 06 OAHOH BCilOMoraTe.11.b.HOH TeO
peMe. A., I1. A. H. (6) 17 1923 (1924) 
53-64. 

-- 06 OAHOM rrpH!I.OJKeHHH TeOpHH 
ll8MKHYTOCTH. A., 11. A. H. (6) 21 
1927 63-94, 255-272. 
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06 ypaBHeHHH 

,w . av av av 
di -f- u Ox + V -Jg + w Tz = j · 

M., MaT. C6opH. 32 1925 .280-304 
lf>p. pea. 304-304. 

-- Sur quelques applications des fonc
tions de W. Stekloff A., ,ll;oKJ\. A. H. 
(A) 1924 :,5-38. 

-- CM. VI. 
Jl:BMaemTeia, .B. K BODpocy o MaTe

MaTHqecKoM BblpaateHHH JIBHlKeHHJI Ha
Ce.J\CHHJI. X., HayK. 3an. [21 1926 
u5-131. 

Aaa&BK, A.H. Ta6.11H!JbI lf>YHK!JHH .Eec
ce.J\JI o-ro H I-ro nopHJIKli OT KOMnJ\eKC
Horo apryMeeTa. M.-Ilrp., 2R. P. <l>.-X. 
061J!, <l>na. OTJI. 55 1923 121-127. 

AJOKOB, H. <PopMy.11a Cowell'n H Krom
melin'a. KaaaHb, Yq. 3an. Ye11a. 85 
1925 37-37. 

EpM&Koe, B. n. Ilo.J\HHOM HaHMeeee 
YKJ\OHHIO!!!Hiicn OT HYJ\JI a ,11aHHb!X npe
,11e.11ax. M., MaT. C6opu. 30 1918 5u-
520. 

2KyKOBCKBii, H. E. 3aMeTKa no eap11a
yil:OHHOMy HcqHcJ\eHHIO, M., 1923 20. 

Hsaeoe, H. H. 0 BbJqHc.11eHHH onpeAe
J\eHHoro HHTerpa.11a 

1 

! _lg (1-----:xn) dx _ 
n---

0 i/ 1-xn 

A., 11. nOJ\HTeXH. l1ecT. 30 1927 97-
ro3. 

-- 0 HepaaeucTae ,11ayx HHTerf>aJ\OB. 
A., I1. no.11.HTexe. I1ecT. 30 1927 104-
106. 

Koeaet.KO, A. C. 06 OJIHOM o6o6i;geuHH 
q,opMy.11 Lagrange'a H Cauchy o KOHeq
_HOM npnpai!!eHHH. M., MaT. C6ope. 
33 1926 203-205 q,p. pt"3, 205-:205. 

-- Sur la generalisation de la methode 
de Cauchy de la construction des se
ries conjuguees. K'.., 3an. <P.-M. ai.11AiAy 
22 1927 13-15. 

Kor6eT.1u1ag, 9. ApHlf>MOJ\orHqecKaH aHa
AorHH TpHrOHOMeTpH'leCKHM pn,11aM 
<Pypbe. X., Coo61J!, MaT. 061J!. (2) 16 
1918 55-72. 

-- 0 CXOJIHMOCTH pa3J\Oll!.eHHH no no
J\HHOMaM lle6buneaa H 51Ko6u. X., 
Coo6J!!. MaT. 06J!!, (2) 15 1917 275-
277. 

KocTB!JLIB, B. A. ·I1uTerpa.11bHbie ypa
BHeHH.11 c HHTerpa.11bH0-.11orapnq>Muqe
CKHM .RJIPOM H cpoAHhie HHTerpaAbHbie 
ypaBueHHH. M., MaT. C6ope. 31 1923 
188-205 <l>P· pea. 205-207. 

-- 06 OJIH'OM oco6oM He.J\HHeHHOM 
HHTerpaJ\bHOM ypaBHeRHH, M., MaT~ 
C6opn. 31 1924 373-375 <l>P· pea. 
376-376. 

-- Sur !es solutions singulieres des 
equations integrales du cycle ferme .. 
M., MaT. C6opu. 33 1926 41-42 pyccK. 
pea. 42-42. 

-- Sur quelques equations integrales, 
de la physique moleculaire. M., (Accoy .. 
H.-HCCJ\. HHCT. npH <l>uaMaTe l M. r. Y. 
H.·Hcc.11. HHCT. MaT. 11 Mex. npH I M .. 
r. Y.J 1920 40. 

-- Sur une classe des equations inte
grales. M., MaT, C6ope. 31 1922-
1923 78- 85, 185-187 pyccK. pea .. 
85-85, 187-187. 

KomJUtKOB, H. C. 0 11eKoTOpb1x npa
J\OJKeHH11x TeopHH HHTerpa.llbHbIX BbJqe
TOB. CnMq>eponoAb, 3an. MaT. Ka6 .. 
Taap. (KpbIMCK.) YHHB. 1 1919 189-
254, 2 1921 1-79. 

-. -. Sur une equation integrale singu
Iiere. CnMq>eponoAb, 3an. MaT. Ka6. 
Taap. Ye11a. 1 1919 35-37. 

-- Sur une integrale definie analogue 
a celle de Poisson. CHMq>epono.11b, .3an. 
MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB, 2 1921 
259-260. 

-- CM. II. 
KoHAOBB'I, B. M. 0 eeonpe,11e.11em!h1x 

AH<t><t>epeuyua.11bHblX ypaBHeHHJIX. (4o
K.IIBJ1 I-ii). A., m.. <P.-M. 061!!· 1 1926 
66-76 <l>P· pea. 76-76. 

-- 0 eeonpe,11eAeHHhIX AHq>«pepee
yuaJ\bHbIX ypaaHeHH.IIX. (f.11aBHbie pe
meHHJI). IlepMb, 2R. <P.-M. 06J!!. 4 
1927 103-u2. 

KpaB'IYK, M . .3aMiTKa a npuao,11~ T~o-· 
peMH Cauchy. K., 3an. <P.-M. BIJIJII.IIY 
22 1927 33- 36 <PP· pea. 

--- .3aMiTKa npo Taylor'oay q>opMyAy. 
K., .3an. <D.-M. aiMi.11y 21 1927 1-4 
q>p. pea. 

-- IHTepno.11ngi11 Ta ,11e.11KH nHTaue.11 
a Teopii qiyHK!JiH Aiiicuoro aMiHHoro. 
K., .3an. <P.-M. BiMi.11y la 1925· 70-
81 q,p. pea. 81-82. 

-- Note sur une methode de N. Kry
loff pour !'integration des equations 
differentielles de la physique mathe
matique. K., .3an. <t>.-M. BiMiAy 22 
1927 5 - 8 yKp. pell. 

Kpeiie, M. f. Le systeme derive et !es 
contours derives. 0,11ecca, 2R. H.-,11oc.11 .. 
KaTe,11p 23 1926 61 -73 yKp. pea. 
61-61. 

KpwmaeoecKeii, A. A. feoMeTpH'!ecKaH 
HHTepnpeTa!,!HJI 38BHCHMOCTH MClKAY 
JIBYMH <PYHK!,!HHMH OT Aayx nepeMeH-
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HbJX. Ka3aHb, 11. cn.-M. 06q!. (2) 22 
1927 113 -122. 

-- fpaq>i•rnuii cnoci6 po3BJI3JBaHHJI 
cHcTeMbI HepiBHaHb nepworo cTyneHJI. 
0AeCca. 3an. iHCT· Hap. OCB. 1 1927 
226-232. 

-- Sur Jes differentes definitions de 
limite. 0AeCCa, m.. H.-HCC./\. Kaq>eAp 
ls-9 1924 1-10 yKp. pea. 

KpwAOB, A. H. 0 npH6M1JKeHHOM ,m
c./\eRHOM peweHHH o6bIKHOBeHHbIX AHCt>· 
q>epeHyHa./\bHblX ypaeHeHHH. ITrp., 
E111er. coroaa MopcK. HHJK. 2 1917 3-
43 aHr./\, pea. 260--260, M., Apx. q,ua. 
H, 1-2 1918 68--119+4 T6./\. 

--- Opn6AHJKeHHoe 'IHC\eHHOe IIHTe· 
rpupOB8HHe o6bIKHOBeHHblX AHq>q>epeH· 
yna./\bHbIX ypaBHeHuii. BepAHH, 1923 
92+3 T6./\. 

-- Sur l'integration des equations dif
ferentielles ordinaires par des appro
ximations numeriques. M., Arch. Sc. 
Phys. 1 1919 65-us +-3 T6./\. 

l(p1.1AOB, H. M. 0 HeKoTopbIX HOBbIX 
MCTOAaX npH6./\HJKeHHOro peweHHJI aa
Aa'I MaTeMaTH'IeCKOH q>HBHKH. In mem. 
Lobatschevskii 2 1927 180--185. 

-- 0 HeKOTOpb!X q>opMy./\aX o6o61!1eH
HOH HHTepnoAJIYHH. C11Mq>epoIIO./\b, 
3an. MaT. Ka6. Taep. YHHB. 1 1919 
48-58. 

-- 0 CXOAHMOCTH HeKOTOpb!X q,opMy./\ 
MeXaH11qeCKHX KB8ApaTyp AJ\JI MHOro
KpaTHblX HHTerpaAoB. CnMq>eponO./\b, 
3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB, 2 1921 
248-250. 

-- ITpo BH3HaqeHHJI noxn6KH IIpH 3a
CTocyBaHHi cIJoco6y Ritz 'a AAJI Ha6./\H· 
JKeHo'i iHTerpayi'i AHq>epeH:giJIAbHHX 
piBHJIHb. K., 3an. cn.-M. BiAAiAy ls 
1925 23- 25 q,p. pe3 25-25. 

-- ITpo BH3H8'IeHHJI CTJilHJI noxn6KH 
npu 3acTocyeaHHi cnoco6y W. R i tz'a 
AO CHCTeM AHq>epeH:giJI./\bHHX piBHaHb 
MaTCMaTHqHo'i q>H3HKH. K., 3aIJ. cn.-M. 
BiAAiAy 14 1925 3-4 q>p. pe3. 

-- ITpo Ha6AHJKeHe poirnR3JBaHHJI Ai
HiHHHX iaTerpaAbHHX pieHaHb K., TpA. 
cn.-M. BiAAiAy 3s 1926 185-:207 q,p. 
pe3. '.lo8-:208. 

-- ITpo OAHH cnoci6 Ha6AHJKeHo'i iHTe
rpayi'i AHq>epeH:giJI./\bHHX. pieHJIHb OCHO
BaHHH Ha IIpHH:J!Hni minimum'y. K., 
3an. cn.-M. BiAAiAy. 13 1925 65-69 
q>p. pe3. 69-69. 

-- ITpo now11peHHJ1 MCTOAY HaliMeH· 
WHX KB3ApaTiB Ha H86./\HJKeHy iHTe· 
rpayjro CHCTCMH AHq>epeHgiR./\bHHX piB
HJIHb. K., 3an. cn.-M. BiAAiAy la 1925 
?9-62 q,p. pes. 62-63. 

tfl.ypHB.J\. 

-- ITpo pimHi y3ara./\bHeHHJ1 Ritz'oBoro 
MeTOAY Ta MCTOAY H8HMeHWHX KBaApa
TiB A.JI.JI Ha6./\HlKeHoro iHTerpyBaHHJI 
piBHaHb MaTeMaTH'IHo"i q,iaHKH. K., TpA. 
cn.-M. BiAAiAy 32 1926 3-28 q,p. peg. 
28-28, errata 58- 58. 

-- About some important formulas in 
the theory of trigonometric series. X., 
Coo6qJ. MaT. 06I!J. (2) 16 1918 73. 

-- Application of the method of infi
nite determinants to some . boundary 
problems in one dimension. CnMq>epo
no./\b, 3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB. 
2 1921 147-154. 

-- Qualche osservazioni sopra ii me
todo del sig. Pearson. C11Mq>epono./\b, 
3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB. 2 1921 
234-236. .. 

-- Remarque a propos d'un raisone
ment de Stieltjes clans la theorie des 
series trigonometriques. CnMq>eponO./\b, 
3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB. 2 
1921 222-224. 

-- Sur differentes generalisations du 
lemme fondamental du calcul de va· 
riations. K., 3an. cn.-M. BiAAiAy 11 
1922 (1923) 8-11, M., MaT. C6opH. 
31 1923 220-:223 pyccK. pea. 221-
223. 

--- Sur diverses generalisations de la 
methode de W. Ritz et sur quelques 
questions, qui s'y rattachent. CnMq>e· 
ponoAb, 3an. MaT. Ka6.TaBp.(Kpb1McK.) 
YHne. 1 1919 127-188, 2 1921 Sr -
146. 

-- Sur la determination de diverses 
formes du reste de la formule d'inter
polation de Lagrange. C11Mq>epoIIO.J1.b, 
3an. MaT. Ka6. Taep. YHHB, 1 1919 
:22-23. 

-- Sur la methode d'integration de 
W. Ritz, (Reclamation de priorite). K., 
3aII. cn.-M. BiAAiAy 11 1922 \I923> 
12-r,. 

-- Sur le reste de la serie de Taylor. 
C11Mq>epon0Ab, 3aII. MaT. Ka6. TaBp. 
YHHB. 1 1919 24-26. 

-- Sur quelques formules d'approxi
mation, fondees sur la generalisation 
des quadratures "dites mecaniques". 
C11Mq>epon0Ab1 3aII. MaT. Ka6. TaBp. 
YHHB. 1 1919 59-64. 

-- Sur quelques generalisations de la 
serie de Taylor. C11Mq>epoIIO.J1.b, 3an. 
MaT. Ka6. Taep. YHHB. 11919 27-29. 

-- Sur un complement a la methode 
du calcul des fonctions impiicites par 
des approximations successives. · CHM· 
q,eponoAb, 3an. ,.MaT. Ka6. Taep. YHHB. 
1 1919 20-21. 

II 



XVIII IV. A H a J\ u 3. 

-- Sur une formule de G. Darboux. 
K., 3an. <P.-M. Bi1111iAy 11 1922 ( 1923) 
II- 12. 

-- Upon some theorems in the theory 
of equations. C11MqieponOJ\b, 3an. MaT. 
Ka6. KpbIMCK. YHHB. 2 1921 251 -252. 

-- H Goro.uo6oa, H. Opo Rayleigh'iB 
npHH!!HII B Teopi"i ,!IHq>epeHgiHJ\bHHX 
piBH8Hb MaTeMaTH'IH0°i <J>i3HKH Ta npo 
0/IHY E0Aep0By MeT011y B BapiH:giiiHiM 
4uc.11.eHi. K., Tp11. <P.-M. Bi1111i.11.y 33 
1926 37 -56 aHrJ\. pe3. 57- 57. 

-- H BomoeBCKHii, .J\. A. Sur l'extre
mum absolu dans le probleme simple 
du calcul de variations. C1rnqieponOJ\b, 
3an. MaT. Ka6. KpbIMCK. YHHB, 2 
1921 209-214. 

-- H TaMapKRB, H. /J.. Sur !'applica
tion de la theorie des quadratures 
mecaniques generalisees a l'evalution 
par approximations successives de la 
solution de I' equation integrale. K., 
3an. <P.-M. Bi11.11i.11.y 11 1922 (1923) 
16-21. 

-- -- Sur la methode de W. Ritz 
pour la solution approchee des pro
blemes de la physique mathematique. 
Orp., 11. A. H. (6) 12 1918 69 -IS8. 

-- u WTaepMao, 9. Notes sur quel
ques formules d'interpolation. K., .3an. 
<P.-M. Bi111tiAy 11 1922 (1923) 21-23. 

-- -- Sur quelques formules d'inter
poiation convergentes pour toute fon
ction continue. K., 3an. <P.-M. Bi1111iAy 
11 1922 (1923) IJ-16. 

Ky~f>JIB!JeB, B. A. 0 pacnpe11e.11.eHHH 
KopHeii npoH3BO,!IHOH geAoii TpaHcgeH· 
JleHTHoii <pyHKJ!HH. M., MaT. C6opH. 
32 1925 364-- 365 HeM. peg. 366- 366. 

-- 0 pacnpep;eJ\eHHH KOpHeH npOH3· 
B04HOH geAOH TpaHcgeHp;eHTHoii <t>YHK· 
J!HH, KOpHH KOTOpoii J\el!laT BHYTPH 
HeKOToporo yrAa. M., MaT. C6opH. 32 
1924 172-176 HeM. pe3. 176-176. 

Kyaeeyoa, B. ti. 3aMeTKa, oTHoClU!!aHcJI 
K HHTerp11p0BaHH10 ypaBHeHHii Mexa
HHKH. M., MaT. C6opH. 32 1925 622-
6:24 <pp. pe3. 624-624. 

Kyai.mee, P. 0. 0 KopHHX 6ecceJ\eBblX 
q>yHKguii. flepMb, 2K. <P.-M. 06f!!. 2 
1919 17--21. 

--- 0 HeKOTOpblX TpHrOHOMeTpH'IeCKHX 
HepaBeHCTBax. A., lli.. <P.-M. 06[!!. 1 
1927 233-239 <pp. pe3. 239-239. 

KypeBCKIIH, M. K. flpo HHTerpuBaHHJI 
,11;11qiepeHgiiiHHX piBHJIHb 3 qacTKOBHMH 
noxiJJ;HHMH npH 6araThOX BaAearnux 
3MiHHHX. K .• Tp,11;. <P.-M Bj411jAy 53 
1927 35- 166 <pp. peB. 167 -169. 

·-- CIII. VI. 

.J\anno-Aaoo.11.eacKRii, H. A. Theorie 
algorithmique des corps de Riemann. 
M., MaT. C6opH. 34 1927 II3-146 
pyccK. peB. I 4 7 - I 48. . 

.J\axToe, .J\. K. KpuBbie pacnpe;teJ\eHHJI 
H IIOCTpoeHHe )tJ\JI HUX HHTepnOJ\JI• 
J!HOHHhlX qiopMyJ\ no cnoco6aM flnp
coHa u BpyHca M. 1912 151. 

.J\oeenK, B. fapMoHiiiHHH aHaAusaTop. 
K., HayK. 3an. 2 1924 89-92 + 
I TfiJ\ . 

.J\oiiy11ecKnii, ;I\, f. Quelques remarques 
sur la methode de !'inversion appro
chee des fonctions au point de vue du 
calcul effectif. M., MaT. C6opH. 32 
1924 22 -24 pyccK. pes. 24-25. 

--· Sur !'inversion approchee des fon
ctions. M., Ma-r. C6opH. 31 1924 
585 - 595 pyccK. peB. 595-595 · 

.J\yaue, H. H. 0 cy[!!eCTBOBaHHH aHaAu· 
TH'IeCKHX <pym<yuii paBHOMepHo-6ecKO· 
HC'IHblX B6Mt3H KYIIIOpbl. 11saHOB0· 
Bo3HeceHCK, 11. lIOJ\HTeXH, 11HCT, 5 
1922 20-26. 

-- Remarque sur un lemme de Poin
care. M., MaT. C6opH. 33 1926 357-
362 pyccK. peg. 362-362. 

----- Sur la representation conforme. 
11BaHOBo-BosHeceHcK (flrp.), 11. lIOJ\H· 
TeXH. 11HCT. 2 1919 ?7-80. 

.J\ypi.e, A. H. 0 qiopMyAe lliBap:ga-Kp11-
c-roqiq>eJ111 A., 11. IIOJ\HTexH. HHcT. 30 
1927 II3-120 HeM. pe3. 121-l2I. 

.J\iocTepeeK, .J\. A. Bemerkung zur Lo
sung des Dirichletschen Problems. M., 
MaT. C6opH. 33 1926 363-364 pyccK. 
pes. 365--365. 

-- Ueber einige Anwendungen der 
direkten Methoden in Variationsrech
nung. M., MaT.·C6opH. 33 1926 173-
200 pyccK. pe3. 200-201. 

.J\11nye0B, A. M. Sur une formule d'Ana
lyse. Orp., 11. A. H. (6) 11 1917 
87-u8. 

-- CM. VI. 
MaKaaeea, B. M. K aHaAm1y aMnHpu1Ie

c1<ux KpHBbJX. HoBblH cnoco6 BbJJteJ\e· 
HHJI nepuo;tn'IeCKHX 'IJ\eHOB npu CBO. 
6o;tHOM 'IJ\eHe, HMelOigeM IlOCTOllHHYIO 
BeAH'IHHy. A., 11. P. fu1tpoJ\. HHcT. 
14 1925 13 -29 q>p. pea. 30-30. 

MapKOB 1 A. A. HecKOJ\bKO 3a11a'I HC'IH· 
CJ\eHHJI BepoHTHOCTeii. flrp., 11. A. H. 
l61 12 1918 (1919) 2101-2116. 

-- 0 KoaqiqiuyueHTe p;ucnepcuu. (B-ro
paH BaMeTKa). flrp., 11. A. H. (6) 14 
1920 191-198 

-- 0 HeKOTOpblX npep;eJ\bHbIX q>OpMy· 
ABX HC'IHCJ\eHHJI BepoHTHOCTeii. flrp., 
11. A. H. (6) 11 1917 177--186. 
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06 3AAH!ICOH,ll;aX ( 3AAH!ICax) pacceH· 
HHH H KoppeAHJ!HH. A., 11. A. H. (6) 
18 1924 l !7- 126. 

-- 06o61£CHHC 3a,!!a•rn O !IOCAC,!!OBa
TeAbHOM o6MeHe mapoa. llrp., 11. A.H. 
(6) 12 1918 261-266. 

-- ·-- Tpy,!!HOCTb MeTO/la MOMeHTOB H /!Ba 
npHMepa Hen!)AHoro paapemeHHH ero. 
A., H. A. H. (6) 16 1922 (1924) 281-
286. 

Map'leBCKnii, M. H. 0 KOHeqHbJX paa
HOCTJIX <flYHKj!HH ABYX He3aBHCHMblX 
!IepeMCHHbJX. X., HayK. Ban. [2] 1926 
21- 46 cf>p. pea. 

Mac.llOB, A. Cl>. 0 npeo6paaoBaHHH Mou
tard'a H KBa11paTHl{HbJX pemeHHllX ypa
BHCHHII c paBHbJMH HHBapHaHTaMH. M., 
MaT., C6opH .• 32 1925 569-596 <J>p. 
pea. 597-598. . 

·MeABKOB, K. B. 06 o.iiaoii aosMomHoii 
KOHCTPYK!!HH rapMOHHqecKoro aHaAH· 
aaTOpa. Tirp., Ban. no rn.iiporp. 3 (44) 
1921 185-191. 

Met1HHKOB, B. B. 0 aepo11THOCTH nona
.iiaHH!I npH CTpeAb6e no ABHIKY1£CHC!I 
i;ieAH. A., 11. B.-TexH. A. [1] 1927 
1r4-127. 

-- 0 q,opMyAax KBa.iipaTyp n 06 onpe
.iieAeHHH napaMeTpOB SMnnp11qecKHX 
<J>OPMYA no C!IOco6y H3HMCHblllHX KBa
.;i;paTOB. A., I1. B.-TexH. A. [1) 1927 
141-149. 

Mn.ll.llep, Cl>. A. Bb1qHcAeHHe HeK0Topb1x 
Heonpe.iieAeHHblX HHTerpaAOB, co.iiep-
1Ka)!!,HX nponase,11;eHHe JlByx Ee<a_ceAeBblX 
<J>YHKJ!HH. A., 11. noAHTeXH. I1HcT. 30 
1927 123-133. 

MexaALCKHii, H. Bap11ay110HHoe 0606-
1.!!emie cxeMbJ Y:e6b1rnesa Mil napa60-
A11qecKoro HHTepnoAHpOaaH11H. M., P. 
AcTp. m.. 4 1927 15 - 19 aHrA. pea. 
IC}-19. 

Max&el'IJl'I, r . .J\. A11HeHHbJe HHTerpaAb· 
Hble ypa»HeHHII BTOporo po.iia C KOCO
CHMMeTpHqHblM 1111poM. 0,!lecca, m.. 
H.·JlOCA. KaTe,tp 23 1926 78-81S <J>p. 
pea. 88- 89. 

---- 06 OJiHOM npeo6pa30BaHHH OJlHO
po.iiHoro AHHeHHOro HHTerpaAbHoro 
ypaBHel!Hll BToporo po,!!a C KOM!lAeKC· 
HbJM 8BTO!IapaMeTpoM. O.iiecca, m.. 
H.-HCCA, Ka<J>e.iip ls-9 1924 24-27 <l>P· 
pea. 28-28. 

-- PemeHHe Heo.iiHopo.iiHoro AH.Heii
Horo HHTerpaAbHOl'O ypaBHeHHII BTO· 

poro po.iia C KOCO·CHMMeTpHl{HblM 
HApoM. 0Aecca, m.. H.·HCcA, Ka<J>e.iip 
ls-u 1924 14-22 <pp. pea. 22 - 23. 

. Mop,Ayxaii-60.llTOBCKoii, ,ll;. ,ll;. 0 sa.iiaqe 
lllsapya OT11oc111!!eiic11 K A6eAeBbIM 

HHrerpaAaM. PocToB Ha /.(oHy, Tp.ii. 
C.-KaBK. Acc. H.·HCCA. I1HcT. 1, I1HCT. 
MaT. H EcTeCTB, npH C.-KasK. foe. 
YH11B, 2 1926 1-12 q,p. pea. 13-13. 

-- 0 pa3AOIKCHHH Ha npHMapHble MHO
IKHTeAH yeAOH TpaHCJ!CHAeHTHOH <J>YHK· 
y1rn. M., MaT. C6opH. 31 1924 579-
584 <J>p. pea. 584-584. 

- - 0 l{HCAOBOH xapaKTepHCTHKe YTBep
lKAaeMoro TomecTBa, PocTOB Ha /.(oHy, 
I1. /.(OHCK, YHHB. 7 1925 40-43. 

-- 06 HHTerpHpOBaHHH a KOHel{HOM 
BHAe JlH<J>q>epeHyHaAbHblX 6HHOM0B 
B cAyqae 11ppay110HaAbHblX noKaaaTe
Aeii. KaaaHb, I1. (p.-M. Ot>IM· (3) 1 
1926 14-25 q,p. pea. 25-25. 

Mycxe.llOB, H. H. 06 onpe.zteAeHHH rap
MOHHqec1wii <J>YHKJ!HH no aa.iiaHHIIM 
Ha KOHType. TiepMb, m.. (p,-M. 061£. 
1 1()18 (1919) 89-93, • 

-- PemeHHe o.iiHoro HHTerpaAbHoro 
ypaeHeHHII BCTpeqa101!!eroc11 B Teop11H 
qepHOl'O H3AyqeHH/I. M., m.. P. cp_.x. 
061!!., qaCTb <pH3. 56 1924 30 -39. 

--· Sur !'integration de !'equation bi
harmonique. Tirp., 11. A. H. (6) 13 
1919 663-- 686. 

-- CM. TaKIKe Mus~helisvili. 
Haaapos, H. H. Tipn6AHIKeHHoe BbJl{H

cAeHHe JiBOHHbJX onpe.iieAeHHblX HH
TerpaAoB. TamKeHT, DJOAA. Cp.-Aa. 
YHHB. 10 1925 91-u9 <J>p. pea. 
119-rr9. 

HeKpacou, A. H. 0 BOAHax ycTaHOBHB
meroca BHAa, r.l\. II. 0 HC.l\HHeHHblX 
HHTerpaAbHblX ypaBHeHHIIX, I1BaHOBO
BoaHeceHCK, I1. llO.l\HTex. I1HcT. 6 
1922 155-171. 

--· 0 He.l\HHeHHblX HHTerpaAbHblX ypa
BHCHHIIX C noCTOIIHHblMH npe.iie.l\aMH. 
M., I1. ct>Hs. I1HcT, npH MocK. HayqH, 
I1HcT. H I1HcT. DHO.l\Or. ct>m1. np11 
Hap. KoM. 311paB. 2 1922 221-238. 

HeMLIJ!Knii, B. cM. III. 
0rAo6Aue, H. B. cM. VI. 
Op.lloB, A. B. 0 q,opMyAax 4e6b1mesa 

A.l\11 HHTepnO.l\HpOBaHHH !IO cnoco6y 
HaHMCHblllHX KBa.iipaTOB, Tirp •• I1. P. 
AcTp. 06iy. 23 1919 22-26 

Ilap4'eRTLeB, H. H. Tip11MeHeHHe Teop1rn 
sepoHTHOCTeii K llOAyqeHHJO TOl{HOH 
cpaBHHTCAbHOH oyeHKH Ha6AJO/laeMbIX 
HBACHHH, Kor.iia JlAH HayqaeMoro po.iia 
06'beKT0B He HMeeTCll MacmTa6a H3Me
peHH.JI. KaaaHb, I1. (p.-M. 061!!· (2) 
23 1923 21-32. 

--- La deduction asymptotique de la 
loi de J. Bernoulli clans la theorie 
des probabilites. KaaaHb, yq, 3all . 
YaHa, 87 1927 90-91. 
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IlacTyxoB, A. C. 0 npH6AHllleHHJIX 4e-
6b1111e11a. M., MaT. C6opH. 32 1925 
320-324 <l>P· pe3. 325 -325. 

IloAHBaeoe, J\. H. 0 TeopeMe Cauchy
Fatou. H.-HosropoJt, 11. YHHB. 1 1926 
123-132 <l>P. pes .• 133 - 1·n. 

IloAy6apneoea n. H. cM. VI. 
Ilpuea.llOB, H. H. 11HTerpaA Cauchy. 

CapaTOB, 11. YHHB. <l>.-M. q>aK, 111 
1918 94+II. 

-- K TeOpHH conpJIJKeHHblX TpHrOHO
MeTpH'leCKHX pHJtOB, M., MaT. C6opn. 
31 1923 224 -228 <l>P· pes. 228-228. 

-- 0 IIOCJ\eJ!OBaTeJ\bHOCTJIX aHaAHTH· 
qecKHX <f>YHK!JHH. M., MaT. C6opH. 32 
1924 45 49 <l>P · pes · 49 -49. 

-- 0 npn6AH2KeHHH cyMMaMH Fejer'a 
cf>YHK!JHH YJtOBAeTBopmoiyHx ycAOBHJO 
Lipschitz'a. M., MaT. C6opH. 30 1918 
521-526 .• 

-- 0 pHJte TattAopa. M., MaT. C6opH. 
31 1924 345 - 349 <l>P· pes 349 ·· 149. 

-- 0 cyMMHposaHHH pH11a Legendre'a. 
M., MaT. C6opH. 30 1918 527-534 
<!>P, pes. 534-- 534· 

--- 0 cXOJtHMOCTH pH.IIOB Sturm'a-Liou
ville'R H Legendre'a. X., Coo6iy. MaT. 
06iy. (2) 15 1917 148 - 160 <pp. pes. 
160-160. 

-- 0 CXOJ!HMOCTH corrpJillleHHblX TPH· 
roH0MeTpH<1ec1rnx pHJ!OB. M., MaT. 
C6opH. 32 1925 357-362 ct>P. pes. 
363-363. 

0 <l>YHK!!HRX, .1ta10iynx 0/IHOJ\HCTHOe 
KOHq>OpMHOe oTo6palKeHHe. M., MaT. 
C6opH. 31 1924 350-363 <pp. pe3. 
364- 365. 

-- 06 0/IHOM HOBOM npo!Jecce cyMMH
poeaHHJI 6ecKOHe4HbJX pH/IDB, M., MaT. 
C6opH- 32 1925 711-720 <l>P· pes. 
721-722. 

-- 06o6iyeaHe TeopeMbI Fatou. M., 
MaT. C6opa. 31 1923 232-235 <l>P· 
pe3. 235-235 • · 

---- 06o6igeaue TeopeMbI Paul-du-Boys
Reymond'a. M., MaT. C6opa. 31 1923 
229-231 <l>P· pe3. 231-231 

· - Sur !es fonctions harmoniques. M., 
MaT. C6opH. 32 1925 464-469 pyccK. 
pe:s. 470-471. · 

-- Sur !es suites de fonctions analy
tiques. M., MaT. C6opH. 33 1926 II9 -
128 pyccK. pes. 128-128 

-- Ueber einen Mittelwertsatz in der 
Theorie der analytischen Funktionen. 
M., MaT, C6opH, 32 1924 50-53 
pyccK. pe3, 54-54. 

Il4teii4"flep, r. B. Note sur les cas par· 
ticuliers des equations lineaires en 
jacobiants aux derivees partielles du 

premier ordre de plusieurs fonctions9 

qui admcttent l'integrale generale-l'in
tegrale de M-er Hamburger. K., 3an. 
Cl). M. ei11.1t:Ay. 13 1925 91-99. 

-- Note sur !es proprietes des inte
grales d'unsysteme jacobien d'equations 
lineaires aux derivees partielles du 
premier ordre. K., 3an. (1).-M. ei.1t.1tiAy 
1, 1925 15- 19. 

-- Sur une methode speciale d'inte
gration des equations et des systemes 
d'equations non lineaires aux derivees 
part:elles du premier ordre. K., 3an. 
(1).-M. Bi.1t11iAy 11 1922 (1923) 41-51, 
51-59. 

Dme6opCKBii, A. n. 3a.1ta'la 06 SKCTpe· 
MyMe HHTerpaAa J f (x, y, y') dx 
C rrepeMeHHblMH KOHe'IHblMH TO'IKBMH 
X., Y'I. 3an. H. ·HCCA. Kaq>eJtp 1 1924 
1-26. 

Pa6aeoeeq, IO. AHaAHTH<JecKHe eeKTop
<PYHK!JHH H JtH<f><PepeHgHa.l\bHble ypa
BHeHHR, KOTOpblM OHH YJ!OBJleTBOpJIJOT. 
KasaHb, 1918 xn+133. 

PoMaHOBCKBii, B. H. Hoeoe JtOI<a3aTeAb· 
CTBO TeopeMbJ CTyaccoHa. TanIKeHT, 
6JOJ\Jl, Cp.-A3, YHHB, 9 1925 95- 100· 
aHrA. pes. IOI - IOI.. 

-- 0 BepOJITHOCTJIX CBJ138BHbJX rrpH· 
3H8K0B HO HX rrpHMeHeHHH B CTBTH
CTHI<e. M , BecTH, CTBTHCT. 12 1922. 
34-41. 

-- 0 KOppeAJI!!HOHHrM OTH011IeH11H. 
M., BecTH, CTaTHcT, 12 1922 29-33. 

--· 0 .I\HHeHHOH KoppeAH!JHH 11eyx Be
JlH'IHH, M., BecTH. CTaTHCT. 12 1922 
23-28. 

-- 0 pacnpe.1teAeHHH cpeAHeii apH<P· 
MeTH'leCKOH B cepHHX He38BHCHMbIX 
HcnbITBHHH. A., 11. A.H. (6) 20 1926 
1087-uo6. 

...-- 0 pacrrpe11eAeHHH cyMMbl aop· 
MaJ\bHO pacnpe.1teJ\eHHblX BeAH'IHH. 
TarnKeHT, B10.11J\. Cp.·A3. YaHB, 9' 
1925 89-93 aHrJ\. pes. 94-94. 

-- 0 crroco6ax HHTepnoAHpoeaHHJI 
oca11K0B, TamKeHT, 1924 30. 

--· 0 CTBTHCTH'leCKHX I<pHTepuax npH· 
HB/1.lleJIIHOCTH JtaHHOH oco6H K 0/IHOMY 
ns 6AH3KHX BHJ!OB, TarnKeHT, Tp11. 
TypK. a. 06iy. 2 1925 173-184 aarA. 
pe3. 

-- 0 geaTp8AbHblX MOMeHTBX /IBYX 
HOpMaJlbHO pacrrpe11eAeHHb!X cAy'laH
HblX nepeMeHHbIX, TamKeHT, B10AJ\. 
Cp.-As. Yane. 15 1927 307-312 aarA. 
pes. 312-312. 

-- 06 Ol!HOH sapaqe P. A. (l)nrnepa. 
TamKeHT, B10AJ\. Cp.-As. YHHB. 15, 
1927 313-317 aHrA, pe:;i. 317-317. 
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--. 0606'.!!eHne HepaaeHCTBa MapKoBa 
11 ero npHMeHeHHe B TeopHH KOppeiUI· 
J.!HH. TawKeHT, 610.l\.l\. Cp.-Aa. YHHB. 
8 1925 107-uo aHrA. pe3. III-III. 

----· 0606'!!~-"He cnoco6a CHAbBaHyca
ToMcoHa rapMOHH'lecKoro · aHaAHBa. 
TawKeHT, Tpit. TypK. foe. YHHB. 6-8 
1922 3-18. 

-- CoKpa'!!eHHblH BbIBOA cpopMyAbl 
K. Il11pc0Ha AMI MOMeHTOB r11nepreo
MeTpH'leCKOro Pl!Jta. TawKeHT, 6IOA.l\. 
Cp.-AB. Ymrn. 12 1926 127-129aHrA. 
pea. 129-129. 

---·- On certain expansions in series of 
polynomials of incomplete [3-functions. 
M., MaT. C6opH. 33 1926 207 - 229 
pyccK. peB. 229-229. 

-- On the dtstribution of the regres
sion coefficient in samples from nor
mal population. A., 11. A. H. (6J 20 
1926 643-648. 

-- Sur !'integration des systemes en 
involution d'une classe quelconque. M., 
MaT. C6opH. 32 1924 255-272 pyccK. 
peB. 272-,--272. 

PycCbJIB, ll K. Classe du systeme d'equa
tions de Pfaff. X., HayK. 3an. [2] 1926 
47-55. 

-- Generalisation de Ia methode de 
Cauchy de l'integration de l'equation 
differentielle aux derivees partielles 
du premier ordre. X., Y 'I. 3an. H.·HCCA, 
Kacpeitp, 1 1924 27-37, 

CaM6BKBB, H. n. 0 pa3.l\Oll(eHHH qnce.l\ 
" H e B Henpepb1BHble .11po6H npH no
MOI.!!H rHnepreoMeTpHqecKoro pHAa, Bo
poHelK, Tp.11. Ymrn. 3 1926 240-246 
HeM. pea. XII-XII. 

·CaTKeBB'I, A. A. MeToit 4e6bIWeBa no
cTeneHHoro COCT8B.l\eHHll no ,l.laHHbIM 
onb!Ta geAoii aAre6paH'leCKOH cpyHKJ.!HH 
B ynpo'!!eHHOM o60CH0BaHHH H rrpH· 
MeHeHHOH K rrpaKTHKe cpopMyAHpOBKe, 
Ilrp., 11. P. fH,1.1poA. 11HcT. 1-3 1921 
1-,--38 <pp. peB. 39-39 

·CaepmeecKaii, C. 6. 0 nepexo.11e OT 
KpHBblX pa3HblX THIIOB IlHpcoHa K HX 
rHCTorpaMMaM. KaaaHb, 11. <1>.-M.06'!!, 
(2) 25 1925 (1926) 43-47 cpp. pea. 
47-47 . 

. -- 06061.!!eHHOe npeo6pa30BaHHe OAHO• 
poiteoro AtrneiiHoro HHTerpa.\bHoro 
ypaBHeHH.11 BToporo poita C KOMII.l\eKC
HblM aBTorrapaMeTpoM. Oitecca, .lli. 
H.·JtOC.l\, KaTeitp 23 1926 90-94 aHr.l\. 
pe 3 • 95- 95 

-- <l>yHK!JH.11 E (x) H ee npHMeHeHHe 
B TeopHH sepOHTHOCTeii. KaBBHb, 11. 
ct>.- M. 06'!!. ( 2) 25 1925 (1926) 41 -
43 <pp. peB. 43-43 · 

CuemBBKOB, r.H.O MHHopax Fredholm'a. 
CapaTOB, Yll, 3an. YHHB, 32 1925 
24-27. 

-- 06 ypaBHemm OX.l\all()teHHll KO
.l\e'IKa. CapaToB, Yll. 3an. YHHB, 22 
1924 26-29. 

Coagoa, ,D;. M. H. E . .lliyKoBcKHH 11 KAac
cncpHKagn.11 oco6eHHbIX TO'leK AH<pcpe
peHgHa.l\bHblX ypaBHeHHH 1-ro nop.11.11Ka. 
X., Yq, 3arr. H.-nccA. Kacpeitp. 1 1924 
76-80. 

-- 06061.!!eHne cpopMyAbl Enneper'a
Beltrami Ha CHCTeMbl HHTerpaAbHblX 
KpHBbIX Ilcpacpcpoaa ypaBHeHH.11 Pdx+ + Qdg + Rdz = o. X., Coo6'!!. MaT. 
06'!!· (4) 1 1927 64-73-

-- CaoiicTBa cncTeMbI HHTerpaAbHblX 
KpHBbIX Ilcpacpcpoaa ypaBHeHHH Pdx+ 
+ Qdg + Rdz = o. X., Coo6'!!. MaT. 
06'!!, (4) 1 1927 74-79. 

CapOTBB, E. E. l1HTerpnpoaaHHe ypa-

BHeHHH Riccati BHita g' + g 2 + ; = o 

rrpH IIOMOI.!!H p.11/tOB, MnHCK, I1pagbl 
6eAapycK. l{aHpll(, Y HHB. 4- 5 1923 
155-158. 

C11opooa, B. H. 3aita'la o6pa'!!eHHH AH· 
Hei!Horo itmpcpepeHgHa.l\bHoro ypaaHe
HHH BTOporo nopHitKa C 'leTblpbM.11 
OC06blMH TO'IKaMH. Ilrp., 1918 XVI+ 
+307+5 Ta6A. (AHTOrp.). 

-- 0 pagnoHaAbHbIX npeo6paaoaamrnx 
.l\HHeHHbIX JtH<pcpepeHgHa.l\bHblX ypaBHe· 
HHH BToporo nopaAKa. M., MaT. C6opH. 
34 1927 101-!06 cpp. pea. 107-107. 

-- IlpHAOJl(CHHC npHH!JHIIa CXOJtHMOCTH 
K TeopHH yHncpopMnaagHH. X., Coo6'!!· 
MaT. 06'!!. (2) 16 1918 39-54. 

-,- Sur quelques series de polynomes. 
J\., .lli. ct>.-M. 06~. 1 1927 268-274 
pyccK, peB. 274-274. 

C1110AeBCKBii, 6. H. OcHOBHbie o6b1KHO· 
aeHHble AH<pcpepeHgHa.l\bHble ypaaHe
HIUI rrepsoro IIOf>ll/tKa C reoMeTpH'leCKOH 
TO'IKH BpeHHll, CsepitpoacK, 11. Y paAbCK. 
rroAHTexH. YIHcT. 5 1926 13-35 cpp. 
peB. 35-35. 

CoeerAep, H. Cl>. 06061.!!eHHe cpopMyAbt 
Green'a AAH npocTpaHC1Ba n HBMepe
HHH. X., Coo6'!!, MaT. 06'!!. (2) 15 
1917 193-:200. 

CpeTeecKaii, A. 0 B.l\HHHHH rrpncoeitH
HeHHblX Ha6J1I01teHHH Ha KoecpcpHgHeHT 
KOppeAH!JHH. [M.] feocpHB, 6IOAJ\. 14 
1926 50 - 53 cpp. peB, ~3-53.· 

CTaeKeBo'I, 6. 8. 06 O/tHOM AHHeiiHoM 
AHcp<f>epeHgHaJ\bHOM ypaBHeHHH H 0 
reoMeTpH'leCKOM HCTOJ\KOBaHHH HCKO· 
TOpbIX ero 'laCTHblX CJ\y'laeB. IlepMb, 
.lli. ct>.-M. 06'!!. 3 1926 43-45. 
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CTex.11.oa, B. A. OcHOBHbie aaJlaqu Ma
TeMaTuqecKoii q>H3HKH. 4acTb nepaaJI. 
0cHOBHhie 3a,11aqH MaTeMaTHqecKOH q>H
aHKH JlAJI TeA AHHeHHblX pasMepoB. 
Il6., 1922 IV +285. 4acTb BTopaJI. 
OcHOBHbie aa4aqu MaTeMaTuqecKoii q>H
aHKH Jl.l\JI TeA Tpex HaMepeHHii. Il6., 
1923 n+185. 

Quelques remarques complemen
taires sur !es quadratures. Ilrp .. 11. A. 
H. (6) 12 1918 587-614. 

-- - Ramarques sur Jes quadratures. Ilrp., 
11. A. H. (6) 12 1918 99-118. 

Sur !'approximation des fonctions 
a !'aide des polynomes de Tchebychef 
et sur Jes quadratures. Notes I, II, Ill. 
Ilrp., 11. A.H. (6) 11 1917 187-218, 
535-566, 687-718, errata 1094. 

-- Sur le developpement des fonctions 
continues en series de polynomes 
de Tchebychef. Ilrp .• 11. A.H. (6) 15 
1921 (1923) 249-266. 

--- Sur le probleme d'approximation 
des fonct;ons arbitraires a !'aide des 
polynomes de Tchebychef. A., 11. A. 
H. (6) 20 1926 857-862. 

- Sur Jes quadratures. Notes I, II. 
Ilrp., 11. A. H. (6) 12 1918 1859-
1890. 13 1919 65-96. 

-- Une contribution nouvelle au pro
bleme du developpement des fonctions 
arbitra,res en series de polynomes 
de Tchebychef. Ilrp., 11. A. H. (6) 15 
1921 (192,\ 267-280. 

-- Une methode de la solution du 
probleme du developpement des fonc
tions en series de polynomes de Tche
bychef independante de la theorie 
de fcrmeture. I, II. Ilrp .• 11. A H. (6\ 
15 192 1 (1923) 281--302, 303-326. 

CTenaeoa, B. B. K npHH!!Hny du Bois
Reymond 'a B Teopm'[ pocTa q>yHK!!Hii, 
M., MaT. C6opH. 30 1918 535-542. 

-- Sur la distribution des valeurs des 
sommes incompletes d"une serie con
vergente a termes positifs. M., MaT. 
C6opH. 31 1923 256-264 pyccK. pea. 
264-264. 

Sur la resolution du probleme 
de Dirichlet a !'aide de l'integrale 
de Poisson. M., MaT. C6opH. 32 1924 
1u-114 pyccK. pea. 114-u4. 

-- Sur Jes conditions de !'existence de 
la differentielle totale. M., MaT. C6opH. 
32 1925 5u-526 pyccK. pea. 527 -
527. 

-- Sur une propriete caracteristique 
des fonctions mesurables. M., MaT. 
C6opH. 31 1924 487 - 488 pyccK. pea. 
489-489. 

Cy660TBB, M. Cl>. 0 qiopMe Kosq>q>HJ;!HeH
TOB cTeneHHhIX paa.r.omeHHii aAre6paH
qecKHX q>yHKJ;!Hii. HoeoqepKaccK, I1. 
AoHCK, noAHTeXH, l1HcT. 7 1919 226-
249 qip. pes. 250- 251. 

--- 4uc.r.eHHOe HHTerpHpOBaHHe JlHq>q>e
peH!!HaAbHblX ypaaHeHHii. (CTaThJI nep
ea»). TalllKeHT, 610.r..r.. Cp.-Aa. YHHB. 
16 1927 273- 286 q>p. pea. 287-287. 

-- On the Law of Frequency of Error. 
M., MaT. C6opH. 31 1923 296-300 
pyccK. pea. 300-301. 

Cymxeea'I, A. K. 06 OJ!HOM onpeJle.r.e
HHH HHTerpa.r.a. X., HayK. 3an. [2] 
1926 57-70. 

Ta6AH!!bl aHaqeHHfi BAAHDTHqecKHX HHTe
rpa.r.oe nepaoro poJla F (<p, q) H BTO· 
poro poJla £ ( 9, 6 ). Ilrp., OIOAA, P. f H· 
Jlpo.r.. l1HcT. 19225 9-12. 

TaMapxee, H. ,lJ;. 0 HeKOTOphIX o61J!HX 
aaJlaqax TeOpHH 06blKH0BCHHblX AHHeii
HbIX JlHq>q>epeH!!HaAbHblX ypaeHeHHH H" 

0 paaAOlKeHHH npoHaBOAbHblX q>YHKJ;!Hll 
e PHJlbl. Ilrp., 11. ::heKTp. 11HCT. 14 
1917 I-VII+81--388. 

-- Complement a !'article: Sur la me
thode de W. Ritz pour la solution 
approchee des problemes de la phy
sique mathematique. Ilrp., 11. A. H 
(6) 15 1921 (1923) 327- 332. 

THM'leBKO, H. r. Demonstration elemen
taire de !'existence d'une fonction in
verse d'une fonction holomorphe d'une. 
variable compexe. OJ!ecca, m.. H.·JlOCA 
KaTeJlp 23 1926 56-60 yKp. pes. 56-56. 

TexoMaep;pugxaii, M. A. CoepeMeHHoe· 
cocTOJIHHe TeopHH A6e.r.eBblX HHTerpa
J\OB. CHMq>eponoAb, 3an. MaT. Ka6. 
Taep. YHHB 1 1919 4r-43. 

Typqaeeeoa, A. C. 061J!aH 06paTHa11 
SaJlaqa eapHaJ;!HOHHO!'O HcqucAeHHJI. 
Ol!eeca, m.. H.-JlOCA. KaTeJlp 2s 1926-
36-43 q>p. pes. 43-43. 

-- cPoKaJ\bffble TOqKH B aapHaJ;!HOHHOM 
HcqHcAeHHH. OJ!ecca, m.. H,·HCCA. Ka
qieJ!p 18- 9 1924 u-13 q>p. pes.13-13. 

Y pi.JCOB, 0. 06 OJ!HOM THUe HeAHHeH
HblX HHTerpaAbHbIX ypaBHeHHH. M .• 
MaT. C6opH. 31 1923 236-254 qip. 
pea 254-::r.55. 

Y cneeCKHii, H.B. 0 npu6AHJKeHHOM Bbipa
JKeHHH KOBq>q>HJ;!HeHTOB YJlaAeHHblX q.r.e
HOB B paaJ\OlKeHHH ypaeHeHHH !!eHTpa 
B pHJl no CHHycaM KpaTHblX cpeJ!Heii: 
attoMaJ\.HH. Ilrp., 11. A.H. (6) 15 1921 
(1923) 333-342. 

<llep;opoa, B. C. MoHoreHHOCTh H Henpe
pbIBHhle OJ!HOaHaqHble Hao6palKeHHJI. 
11eaHoeo-BoaHeceHcK, 11. noAHTexH. 
11HcT. 82 1925 38-47 q>p. pea. 47-48. 
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HenpepbIBHOCTb H MOHOreHHOCTb. 
11aaHOBO-BosHeceHCK (flrp. ), 11. nOJ\H" 
TeXH. 11HCT, 1 1919 45- 56, 139-139. 

-- 0 KOH<pOpMHOM 0T06pal!l.eHHH xpy
roa c paapeaaMH. 11aaHoBo-BoaHeceHCK, 
H. nOJ\HTeXH, 11ttcT. 5 1922 49-59. 

-- 0 npoHaBOAHOH 8Ha.l\HTH'leCKOH 
<l>YHK!!l!H B6.I\HBH MHOJKeCTB8 oco6b!X 
TO'leK. M., MaT. C6opH. 32 1924 
122-133 q,p .. pea. 133-134. 

-- 0 paBJ\Oll!.eHHH BCIOJtY HenpepbIB· 
HOH aHa.l\HTH'leCKOH <pyHK!!HH B pHJt 
no JtBOHHblM RHTerpaAaM Lebesgue'a. 
M., MaT. C6opH. 33 1926 385-393 
<pp, pea 393-394. 
- 0 pHAaX no JtBOHHb!M HHTerpaAaM 
Ae6era a TeopHH aHa.l\HTH'leCKHX <pyHK· 
!!HH, M., MaT. C6opH. 34 1927 29-
36 <pp. pes. 36-36. 

- Oco6b1e aHa11eHHH aea;te Henpe
pbIBHblX aHa.l\HTH'leCKHX <pyHK!!HH, Haa
HOBo-BoaHeceHcK, H. noAHTeXH. l1HcT. 
6 1922 43-56. 
·- Sur la continuite des fonctions ana
lytiques. M., MaT. C6opH. 32 1924 
115--120 pyccK, pea. 121-121. 

Cl>HxTeero.11.Lg, r. M. 06 a6co.l\lOTHO 
HenpepbIBHblX <pyHK!!HHX. M., MaT. 
C6opH. 31 1923 286-294 q,p. pea. 
294-295. 

--- TeopHH npocTb!X onpe;te.l\eHHb!X HH· 
TerpaAOB aaBHCHI!!HX OT napaMeTpa. 
flrp., 1918 Vll-1-327 (AHTorp.). 

Cl>oK, B. A. 0 KOH<popMHOM Hao6pall!.e
HHH 'leTb!pexyro.l\bHHKa C HYJ\CBblMH 
yrAaMH Ha noAynAOCKOCTH. A., 2B..ct>.-M. 
061!!, 1 1927 147-168 <pp, pea. 167 -
168. 

-- 0 HeKOTOpb!X HHTerpaAbHblX ypa
BHeHHHX Volterra. M., MaT. C6opH. 
31 1924 519 - 528 aHrA. pea. 528-528. 

-- CM. VI. 
<l>paeK, M. .J\. O;tHa H3 aoaMOlKHblX 

1<0HcTpJK!!HH noM1pHoro HHTerpaq>a. 
CHM<peponOAb, 3an. MaT. Ka6. Taap. 
YHHB. 1 1919 29 31 aHr.l\, pea. 31-32. 

Xe&'IHB, A. H. l1ccAe1t0BaHHe o CTpoe
HHH HaMepHMblX q>yHK!!HH. M., MaT, 
C6opH. 31 1923 - 1924 265-285, 377-
430 <pp. pea. 430-433. 

--- -- 0 fleTep6yprcKoH Hrpe. M., MaT. 
C6opH. 32 1925 330-340 HCM. pea, 
341-341. 

-- 0 noc.l\e;toBaTeAbHOCTRX aHBJ\HTH
TH'leCI<HX q>yHK!!HH M., MaT. C6opH. 
31 1922 147- 150 q>p. pes. 150-151. 

--- 0 npogecce HHTerpHpoaaHHR Den
joy. M., MaT, C6opH. 30 1918 543 - 557, 

06 o.i,;HOM aonpoce TeopHH ,ll;Ho
<paHTOBbIX npH6.l\lfll!.eHHH. l1BaHOBO-

BostteceHCK, 11. nOJ\HTCXH. 11HCT. 82 
1925 32-37 tteM. pea. 37-37. 

--- Octt0BHb1e 11aKOHbl TeopHH aepoRT· 
HOCTeli. M., (Accog. H.·HCC.I\. HHCT, npH 
<PH3MaTe 1 M. f, Y. H.-HCCJ\. HHCT. 
MaT. H Mex. npH I M. r. Y.) 1927 91. 

-- Sur la theorie de l'integrale de M. 
Denjoy. HaaHoao-BosHeceHCK (flrp.) 
11. nOJ\HTCXH. 11HCT. 3 192 I 49 - 5 I. 

--- Uber die Anwendbarkeitsgrenzen 
des Tchebycheff'schen Satzes in War
scheinlichkeitsrechnung.M , MaT.C6opH. 
32 1925 678-687 pyccK. pcs. 688- 688. 

-~ Ueber diophantische Approxima
tionen hoheren Grades. M., MaT. C6opH. 
34 1927 109-112 pyccK. pes. 112-112. 

-- Zur Theorie der diophantischen 
Approximationen. M., MaT. C6opH. 32 
1925 277 -278 pyccK. pea. 278-278. 

----- H Ko.11.11orop0B, A.H. Ueber Kon
vergenz von Reihen, deren Glieder 
durch den Zufall bestimmt werden. 
M., MaT. C6opH. 32 1925 668-676 
pyccK. pes. 677-677. 

X.11.o,11;0BcKHii, H. Une remarque sur la 
represantation des fonctions continues. 
par des polynomes a coefficients en
tiers. M., MaT. C6opH, 32 1925 472-
474 pyccK. pea. 475-475. 

XOTBMCKBH, B. Bb1paBHHBaHHe cTaTH· 
CTH'leCKHX pn;toa no MeTo;ty HaHMeHb
llIHX KBa.i,;paToe ( cnoco6 4e6b1111eaa) H 
Ta6AH!!bl Jt.l\H HaXOll!.JteHH.11 ypaaHeHHH na
pa6o.l\H'leCKHX KpHBblX. M.-A., 1925 88. 

1Ia11.11.LirHB, C. A. OcHoaaHHH ttoaoro 
cnoco6a rrpH6AHlKeHHOro HHTerpHpo
BaHHH AH<p<pepeHyHaAbHblX ypaBHeHHH, 
M., Bio.I\./\. H,-BKcrrep. 11HCT. rryT. coo6111. 
13 1919 1-16. 

flpH6.I\Hll!.eHHOe HHTerpHpoeaHHe 
o6b!KH0BCHHOro AH<p<pepettyHa.l\bHOro 
ypaBHCHHH rrepaoro nopHAKa- flrp., 
(KoM, ocob. apT- on.\ 1920 20+1 T6A, 

11e6oTapen, H. r. KpHTepHli Bel!!CCTBCH
HOCTH KOpHeli TpaHcyeHJtCHTHblX ypa
BHCHHH, Oitecca, 2K. H.-HccA. Ka<pe11p 
11 1923 15-30. 

-- 0 MeTO/le HCKJ\IO'leHl-!R rrepeMCH· 
Hb!X Ha TpaHCJ!CHJteHTHbIX ypaaHeHHH. 
KaaaHb, 11. <t>.-M. 061!!. (2) 241 1924 
1-6 <pp. pea. 6-6. 

---- florrpaBKa K Moeii CT8Tbe .o Me
TOJte HCKJ\IO'leHH.11 nepeMeHHblX Ha 
TpaucyeH;teHTHblX ypaBHeHHli". Ka
aaHb, 11. <t>.-M. 061!!- (3) 1 1926 146-
148 <pp. pea 148-148. 

W11e,11;T, O. IO. 0 rrapaitoKce Bertrand'a 
a TeOpHH aepo.11THOCTeii. M., MaT. 
C6opu. 33 1926 33-39 <pp. pea. 
40-40. 
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IDoxaT, H. A. Ylcc.11eA0BaHHe OAHoro 
K.l\acca MHOrotl.l\eHOB HaHMeHee YK.110· 
HlIIOJ!!HXCJJ OT HY.I\JJ B JlaHHOM npoMe
lKYTKe. EKaTepHH6ypr, 1918 4+160 
(AHTorp.). 

-- 0 <l>YHKJ!HlIX HaHMeHee YK.I\OHJJIO· 
J!!HXCll OT RY.l\ll B 6eCKOHe'IHOM npoMe· 
lKYTKe. EKaTepHH6ypr, 11. Y pa.llbCK. 
YHHB. 2 1921 1-13 cpp. pes. 

fflTaepMaB, 9. Quelques remarques sur 
les . formules des quadratures <lites 
mecaniques au point de vue de leur 
calcul effectif. K., 3an. <I>.-M. BiJlAiAy 
12 1924 10-12. 

JJ!uroAeB, 6. 0 paa.11oll\emm acHMMe
TPH'lec1wil: KpHsoil: pacnpeJlC.l\eHHll Ha 
2 KpHBbie faycca M., P. AcTp. tfi.. 
13-4 1924 76-89 aur.11 pea. 

-. - Paa.11oll\eHHe pacnpeJle.l\eHHJJ Tpex 
nepeMeHHbIX Ha JlBa npHBeJleHHble Hop
Ma.l\bHhie pacnpeJle.11eHHJJ. M. P. AcTp 
tfi.. 33- 4 1926 145-155 am·.11. pes 
156-156. 

-- Paa.110JKeHHe <l>YHKJ!HH pacnpeJle.l\e· 
HRH Tpex nepeMeHHbIX Ha 2 ccpepH'le
CKHe pacnpeAe.l\eHHJI. M., P. AcTp. tfi.. 
21 1925 1-5 aHr.l\. pea. 6-6. 

HKOBKBB, A. 0 ceKTOpHoM n.11aHHMeTpe. 
A., 11. P. AcTp. 061,!!. 25s-9 1924 
17-19. 

Frechet, M. Sur la loi des crreurs d'ob
servation. M., MaT. C6opH. 32 1924 
5-8 pyccK. pea. 8-8. 

-- Sur la Joi des erreurs d' observa
tions. M., MaT. C6opH. 32 1925 705-
710 pyccK. pea. 710-710; 

<iuillot, G. Sur la convergence de la serie 
de Fourier. 0Aecca, tfi.. H.-Hcc.11. KB· 

q>eJlp 14 1924 23 - 26 yKp. pea. 26-26. 
Gumbel, E. J. Eine Beziehung zwischen 

Fehlermassen. M., MaT. C6opH. 33 

1926 395-4u pyccK. pea. 412-
412. 

-- On life tables. M., MaT. C6opH. 
32 1925 613-620 pyccK. pea. 621-
621. 

Hadamard, J. Quelques cas d'impossi
bilite du probleme de Cauchy. In mem 
Lobatschevskii 2 1927 163-176. 

Hayashi, Tsuruichi. A soluble case of 
the Laplace equation. K., 3an. <D.-M. 
BiJlJliAy 23 1927 II5 -120. 

Kharadze, A. Quelques applications 
d'une classe particuliere des polyno
rnes. Tiflis, Bull. de !'Univ. 3 1923 
97-106 (no rpyaHHCKH). 

Lefschetz, S. Un theoreme sur !es fonc 
tions abeliennes. In rnem. Lcbatschev
skii 2 1927 186- 190. 

Muschelisvili, N. Applications des inte
grales analogues a celles de Cauchy 
a quelques problemes de la Phys,ique 
Mathematique. Tiflis (lrnpr. de l'Etat) 
1922 vm+151+1. 

Nikoladze, G. Einige Eigenschaftcn der 
Risspunktkurve in der Variationsrech· 
nung. Tiflis, Bull. de !'Univ. 3 1923 
324-328. 

Razmadze, A. Deux propositions du cal
cul des variations. Tiflis, Bull. de !'Univ. 
1 1919-1920 157-172. 

-- Ueber unstetige Losungen mit einem 
Unstetigkeitspunkt in der Variations
rechnung. Tiflis, Bull. de l'Univ. 2 
1922-1923 282-312. 

Silverman, L. L. On the omission of 
terms in certain summable series. M., 
MaT. C6opH. 33 1926 375- 382 pyccK. 
pea. 382-384. 

Tonelli, L. Sur une question du Calcul 
des Variations. M., MaT. C6opH. 33 
1926 87-97 pyccK. pes. 97-98. 

V. f e O M e T p 11 ~-

ArpOBOMOB, H. A. 0 npeo6_paaoBaHHH 
06J!!ero ypaBHeHHll KpHBOH BTOporo 
nopHJlKa K npocTeil:weMy BRAY· B.11aJlH· 
aocToK, TpJl. 48.1\bHeaocT. YHHB. (7) 
1 1926 3-0 7 q>p. pea. 8-8. 

Ap;aMoB, A. A, i:heMeHTapHbIH cnoco6 
Jl.llll . Hay'leHHll oqepTaHHH KpHBbIX 
3-ro nopJJJlKa no JlaHHOMY ypaBHe· 
HHIO B JleKapTOBbIX KOOPJlHHaTaX. 
I1rp., 1918 338, a.11b6. 'lepT. 47 + 2 
(AHTorp.). 

Bpeaen, E. K. AKcHOMbI nopHJlKa a cH· 
CTeMe aKCHOM reoMeTpHH Hilbert 'a. 

M., MaT. C6. 31 1924 576- 577 HeM. 
pea. 578-578. 

J;poamTeiia. H. H. 0 MHHMbIX .I\HHeil:
HhIX Wurfax. M., MaT C6opH. 34 
1937 37-47 HCM. pea. 47 - 47. 

B10mreac, C. C. 0 TeopeMe Koenigs 'a. 
M., MaT. C6opH. 33 1926 49 - 55 q>p. 
pea. 55-56. 

-- 06 H3rH6aHHH noaepxHOCTeH Ha 
rAaBHOM OCHOBaHHH. M., 1917 79 + I. 

-. - Sur certaines families invariables 
de courbes. M., MaT. C6opH. 32 1925 
348-351 pyccK. pea. 352---352. 
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Sur Jes surfaces ayant une famille 
des paralleles. planes ou spheriques. 
M., MaT. C6opH. 32 1925 632-643 
pyccK. pes. 644-645. 

-- Sur une classe des hypersurfaces. 
M., MaT. C6op. 32 1925 625-630 
pyccK. pes. 630-631. 

Baiialf)e .. u.A, A. c. reoMeTp11qecKIIH Me
T0,11 onpe,11e.J1.eHl!ll II IICCAe,110BaHl!ll ,11e
q:,opMag1111 .lll!HeiiqaTOH noBepXHOCTH. 
X., HayK. 3an. [2] 1926 87-106. 

-- DpuHgun HegaBHCHMOCTH ,11eiicTBHll 
H npHMeHeHHe ero K reoMeTpuqeCKOMY 
ucquc.lleHHIO 1-ii Bapuayu11 noBepxHo
·cTHoro a.lleMeHTa. X., HayKa Ha YKp. 
3 1922 203-209. 

BeAbMBB, B. n. DpuMeHeHue TeopHH 
geAbIX KOMn.lleKCHblX quce.ll K perneHHIO 
o,11Hoii reoMeTpuqecKoii gaiiaqu. PocTOB 
Ha ,ll;oHy, I1. ,ll;()HCK. YH11B. 5 1925 
40 - 41. 

BeueaMBBOB, B. Sur une propriete met
rique des courbes de M. Jordan. M., 
MaT. C6opH. 31 1924 446-464 pyccK. 
pes. 464 - 464. 

BAacos, A. K. HoBoe ,110KagaTe.llbCTBO 
TeopeMbI Pohlke. M., MaT. C6opH· 32 
1925 453 - 455 q:,p. pes. 456-4~6. 

--- 06 oco6eHHOCTllX B pacno.llolKeHHH 
DacKa.lleBbIX .lll!HUH Jl.llll ,11aHHbIX wecTH 
ToqeK KOHHqecKoro ceqeHHll. M., MaT. 
C6opH. 32 1925 689-704 HeM. pes. 
704-704-

raspBAOB, A. 4>. CM. IV. 
fAaroAeB, H. A. 3a,11aqa o KpaTqai'iweii 

.llHHUH B npoeK!!UllX C quc.llOBbIMH OT
MeTKaM11. M., MaT. C6opH. 31 1923 
319-323 q,p. peg. 323-323. 

-- 0 reo,11eguqecKoM oTo6palKeHHH 
MHoroo6paguii. M., MaT. C6opH. 32 
1925 305-318 aHrA. peg. 318-319. 

-- 06o6i;geHue TeopeMbI Pohlke. M., 
MaT. C6opH. 32 1925 457-462 «pp. 
peg. 463-463. 

-- DpuMeHeHHe UAOCKOCTHbIX Byp<flOB 
K onpe,11e.J1.eHHIO npocTpaHCTBeHHOH 
KpHBoii 4-ro nopH,11Ka 1-ro po,11a. M., 
MaT. C6opH. 32 1925 342-347 HeM. 
pes. 347-347. 

-- PuMaHOBbI MHoroo6pa3HH npoeKTHB
Horo Tuna M., MaT. C6opH. 32 1924 
177-190 HeM. peg. 190 - 191. 

-- Sur le probleme du plus court 
chemin entre deux points d'une sur
face. M., MaT. C6opH. 31 1923 319-

323. 
ropoyuoB, .6. M. H YMaHCl(BB, o. A. 

Ilpo sgaeMHi Kpusi. K., Tp,11. Q).-M. 
Bi,11Ai.J1.y 55 1927 371-374 «pp, peg. 
408-409. 

fopeB, H. n. HeKOTOpble CBOHCTBa q:,o
Ka.llbHblX KpHBbIX coqioKyCHbl1 nosepx
HOCTeH BToporo nopHAKa. EKaTepuH-
6ypr, 11. YpaAbCK. YHHB. 2 1921 1-8. 

·-- 0 HeKOTOf>bIX CBOHCTBax KpUBbIX, 
nOMlf>HblX CHCTeMe CO«pOKYCHblX KOHHK. 
EKaTepuH6ypr, I1. Y paAbCK, Y HUB. 1 
I920 I - I6 + 4 T6.ll. 

-- CM VJ. 
fpane, /1.. A. DAocKaH reoMeTpu11 8BK.J1.H

,11a, KaK npe,11eAbHall JIAH reoMeTpHH 
Ao6aqeBcKoro. In mem. Lobatschevskii 
2 1927 25 - 36. 

fpnrop&es, E. H I1g HOBoii reoMeTpuu 
Tpeyro.llbHHKa. KagaHb, Y'I. 3an. YH1rn, 
85 1925 63-67. 

/1,aaaTg, B. CuHTeTH'lecKue ocHOBbl 
n.llOCKOH napa60AHqecKOH reoMeTpHH. 
X., Coo6[!!. MaT. 06[!!. (2) 15 1917 
177-192. 

/1,ap.wocTyK, n. M. Oco6eHHble c.Jlyqau 
conp1maca10(!!erocJ1 wapa (u n.llOCKOCTH) 
B TOqKe npocTpaHCTBeHHOll Kf>UBOH. 
X.. Coo6[!!. MaT. 06[!!. (4) 1 1927 
80-93. 

/1.enyTaTOB, B. H. K Bonpocy o npupo,11e 
tt.llOCKOCTHblX sypq>oB. M., MaT. C6opH. 
33 1926 109-u7 HeM. peg. u8-u8. 

AYABH, C. OqepKH no a.lleMf'HTapHoii 
aHa.llHTHqecKoii reoMeTpHu B napa.ll
.lle.llbHblX TaHreHyUa.llbHblX KOOp,!IUHa
Tax. CBep,11.lloBcK, I1. Y paAbcK. Y HUB. 
3 1922 - 23 21 - 50 +- 2 T6.ll. HeM. 
peg. I1. Y f>a.llbCK. UOAHTeXH. I1HCT. 4 
1924-25 I7 - 43 + I T6.ll. HeM. peg. 

/1.ymuu, H. CaMonpoeKTHBHbie u.llu W
Kf>UBble. X., Coo6[!!. MaT. 06[!!. (4) 1 
1927 32-63. 

Eropoa, /J.. 4>. Sur les surfaces engen
drees par la distribution des lignes 
d'une famille donnee. M., MaT C6opH. 
311923 153-182 pyccK. peB. 182-184. 

2KuTOMBpCKHii, O. K. K HeeBK.llHJIOBOH 
reoMeTpHH KpyroB. A., m. <ll.-M. 06[!!. 
1 1926 u9 - 142 HeM. peg. 143-141. 

BeiiA&rep, /1.• H. I1g Kypca AUHeiiqaTOH 
reoMeTpHH. KagaHb, I1. <ll.-M. 06i;g. 
(2) 23 1923 130-156. 

BeAeuue, B. A. TeopuH o6i;geii aKcOHO· 
MeTpuu. I1aaHoBo-BoBHeceucK, I1. no
.llUTexH. I1HCT. 9 1926 1- 20. 

BeTeA&, C. 0 nocTpoeH11u HeKoTOf>blX 
npaBUAbHblX MHoroyrOAbHHKOB. CBep,11-
AOBCK, I1. Y paAbCK. Y HHB. 3 1922 - · 23 
195 - 201 ·j- 2 T6.ll. 

H3BOA&CKHii, H. HeK0Topb1e. ugbJCKaHHll 
o napax KpyroB. 51poc.llaB.llb, 1927 13. 

HoBAeB, H. H. r.llaBHbJe MeTO,!lbl 060-
CHOBaHUII reoMeTpuu Ao6aqeBcKoro. 
ToM I. CaMapa, 1923 144. 
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--- ;l;aa HOBbIX cnoco6a npoeKTHBHOI'O 
Bb!BO,!la OCHOBHbIX q>opMyJl TpHI'OHO· 
MeTpHH Ao6a1JeBCKOl'Oo Ka.aaHb, 11. 
ct:>.-M. 06IJJ. (2) 22 1917 234-241. 

Karae, B. «I>. CTp11MeHeHHe y1JeHH.R 
0 napaAJle./lbHOM nepeHeceHHH BeKTO· 
poB K Bb!BO,!!Y npeAJlOlKeHH.R, npe,!!CTa· 
BJl.RIOIJJero co6oii o6o6qJeHHe TeopeMbI 
faycca 06 Yl'JlOBOM H36bJTKe reoAeBH· 
1JecKOI'0 TpeyroAbHHKa. M., MaT. C6opH. 
31 1923 208-218 HeM. pe.a. 218-219. 

Kaiisep, M. CTpocTpaHcTBeHHaJI rpaq>HKa 

JlOI'apHq>MHKH y := ax. 01tecca, .lR. H.· 

HCC./\.. Kaq>eAp.1, 1924 32-34 HeM. pe3. 
34-35. 

KoBeep, C. C. 06 O,!!HOM HCKyccTBeHHOM 
npHMepe JlHHHH paBHOI'O Hl!MeHeHH.11. 
[M.] feoq>H3. 610./l./l. 14 1926 47-49 
aHrA. pe.a. 49-49. 

-- Eine mathematische Theorie der 
magnetischen lsogonen. [M.] feoq>Hll. 
610./l./l. 14 1926 41-45 pyccK. pe3. 
45--46. 

KoMapeBcKHii, B. M. 06o6qJeHHe ,!lOKa· 
3aTeJlbCTBa TeopeMbl 8iiAepa O MHOI'O· 
rpaHHHKax, ,!laHHOro von Staudt'oM. 
Ta111KeHT, B10J1.Jl. 1 Cp.-A3. YHHB. 6 
1923 151-153. 

-- - TeopeMa Euler'a o MHororpaHHmcax. 
YicTOpHKO·KpHTH'leCKHH 06.aop pa3JlH1J· 
HhIX ee AOKa3aTeAbCTB. TalllKeHT, Tp,!!. 
TypK. H. 06qJ. 2 1925 141 -170 qip. 
pe.a. 171-172. 

KoCT3BAB, r. B. feoMeTpH'leCKa.R HHTep
npeTaJ!}I.H oitHoii TeopeMbI. O,!!ecca, 
.lR. H0 ·AOCJl. KaTe,!!p. 23 1926 74 - 77 
q>p. pe3. 77-77. 

KoTeJ\LBBKOB, A. n. CTpHHJ!Hil OTHOCH· 
Te./lbHOCTH H reoMeTpHH Ao6a1JeBcKoro. 
In mem. Lobatschevskii 2 1927 37-- 66. 

KoTOB, T. H. l'eo,!leBH1JecKHe JlHHHH. 
X., HayKa Ha YKp. 3 1922 107-II3. 

-- feoAe3H1JeCKHe JlHHHH Ha noaepx
HOCT.RX BpaqJCHH.11 C MaKCHMa./lbHOH 
napaAJ1.eJ1.bIO. X., Y1J. 3an. H -nccJl. Ka· 
q>e,!!p. 1 1924 63-74 q>p. pe.a. 75- 75· 

---- l1ccJ1.e,!l0BaHHff Hll 06J1.aCTH TeOpHH 
reo,!leBH'lecK.Hx JlHHHii H reo.1teBH1JecKHX 
Kpyros. (feo,!leBH'lecKHe Kpyrn H reo,!le· 
3H1JeCKHe napaAAe./lhHbie KpHBb!e). x., 
HayK. 3an. [2] 1926 79 - 86 q>p. pe.a. 

-- 0 reo,!le3H1JCCKHX napaAJle./lbHblX 
KpHBblX H reo,!le!!H'leCKHX Kpyrax. M., 
MaT. C6opH. 311924 508-514 q>p. pe.a. 
515-515 • 

. - 0 reo,!le3H1JeCKHX JlHNH.RX, aCHMUTO· 
TH1JeCKHX K 38MKHYTOH reoAeBH'leCKOH 
JlHHHH. M., MaT. C6opH. 31 1924 
516-518 ipp. pe.a. 518-518. 

-- 0 npe,!!e./lax paccTOl!Hllii MelKAY 
UOJlIOCaMH npaBHJlbHblX noaepxHOCTeH 
BpaJ!!eHHH C HCKJlIO'IHTeJlbHO BaMKHy
TbIMH reoAeBH1JeCKHMH JlHHHHMH. M., 
MaT. C6opH. 32 1924 43-45 q>p. pe.a. 
45-45. 

----- 06 aCl!MilTOTH'leCKHX reo,!le3H1Je-
CKHX JlHHHIIX. X, HayKa Ha YKp. 4 
1922 170-173 ipp. pe.a. 173-173. 

KpaB'IJK, M. Ao Teopii KpHBHX 4 cTy
neHH. K., HayK. 3an. 1 1923 76 - 83 
qip. pe3. 84- 84. 

Kpwm.aeoBCKBii, ,ll;. A. CTpo TeopeMy 
.ll;e.aapra. O,!!ecca., m. H,•,!!OCJl. KaTe,!!p-
23 1926 100-100 HTa./l pe.a. IOI-IOI. 

Ai.BOBCKBii, B. ,ll;. 0 .aaMKHYTbJX ,!!Byx
CTopoHHHX TpexMepHblX npocTpaHCTeax. 
A., m. ct:>.-M. 06IJJ. 1 1927 169- 180 
HeM, pe.a. 180-181 + 15 T6Jl. 

-- 0 UOCTpoeHHH 3aMKHYTblX O,!!HO· 
CTOpOHHHX noaepxHOCTeii C 3aMKHy
TblMH ,!!BOHHbJMH JlHHH.RMH. M., MaT. 
C6opH. 32 1925 353-356 + l T6Jl, 
HeM. pe3. 356-356. 

MacAOB, A. «I>. Sur la deformation con
tinue d'une classe des surfac.es. M., 
MaT. C6opH. 33 1926 367-370 pyccK. 
pe.a. 370- 370. 

-- Sur la deformation des surfaces 
avec conservation d'un systeme con
iugue. M., MaT. C6opH. 331926 43-48 
pyccK. pe.a. 48-48. 

MaTBCOBa, A, M. 0 KOHroysHJ!HH Ribau
cour ·a. Ka.aaHb, YI. ct:>.-M. 06J!!, (2) 
241 1924 7-13 q>p. pe.a. 13-13. 

-- 0 yeHTpaAbHOii noaepXHOCTH HBO· 
TponHott 1wHrpyeHgHH. KaBaHb, 11. 
ct:>.-M. 06J!!. (2) 23 1923 126-129. 

MAoAaeeBCKeii, 6. K. K Ta6AHJ!aM Kpe
MOHOBbIX 1JHCe./l nepBblX 21 nop.R,!!Ka. 
M., MaT. C6opH. 31 1922 35- 54 q>p. 
pe3. 55-57. 

-- K TeopHH KpeMpHOBbIX npeo6pa
.aoBaHHii. M., MaT. C6opH. 31 1922 
7--31 q>p. pe.a. 32-34. 

-- AnHeiiHb1e cHcreMbI KpHBbIX, CBJ!· 
:aaHHblX C apHq>MeTH'leCKHMH pe111e
HH.RMH KpeMOHOBbIX ypaBHeHHii. M., 
MaT. C6opH. 31 1924 341-343 q>p. pe.a. 
343- 344· 

-- Ta6J1.11ya KpeMOHOBbIX 1J11ceJ1. nep-
BbIX 21 nop.11,!!KOB. M., MaT. C6opH. 31 
1922 58-77 cJ!p. pe.a. 58-- 58. 

MopAyxaii-6oATOBCKoii, ,ll;. ,ll;. KBa.1tpa
TH1JHb1e ,!!HaMeTpbl H UOJlllpbl KpHBl>IX 
rperbero nop.R,!!Ka. PocroB Ha ;l;oHy, 
TpA. C.-KaaK. Acc. H. HCCJl. YiHcT. 1, 
YiHcT. MaT. u Ecrecra. npu C.-KaaK. 
foe. YHHB. 2 1926 29-38 ipp. pe:a, 
38-38. 
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-- HaqepTaTeJ\bHaJI reoMeTp11J1 Tpex
MepHoro II qeTbipexMepHoro npocTpaH
CTBa, KaK MeTOA reoMeTp11qecK11X no
C:-Tpoee11li B orpaHll'!eHHOH o6AaCTII. 
ITepMb, m.. ClJ.-M. 061£, 4 1927 63-71. 

-- HeKoTopbte TeopeMbJ o Kp11BbIX 
BTOporo II TpeTbero nopllAKa B CBJ1a11 
c Teop11eli 8AA11nT11qecK11x <f>YHK!!IIH. 
PocTOB Ha .l(oHy, 11 • .l(oHcK. YH11B. 4 
1924 4-7. 

-- 0 reoMeTp11qecK11x nocTpoeHIIJIX 
B apocTpaHCTBe Ao6aqeacKoro. In. mem. 
Lobatschevskii 2 1927 67-82. 

---- 0 .r11nepnAOCKOCTHOM ceqeHIIII r11-
nepK0Hyc0B. PocTOB Ha ,ll;oHy, Tp11, 
c .. KaaK. Acc. H.-11cc.11. 11HCT. 1, I1HcT. 
MaT. 11 EcTecTB. np11 C.-KaaK. foe. 
YHHB. 2 1926 15-28 <pp. pea. 28-28. 

--- 0 AHaMeTpa.llbHbIX csoiicTsax a.11re-
6paHqecKoli Rp11aoli B reoMeTpllH Ao-
6aqescKoro. PocTOB Ha .l(oHy, 11 . .l(oHcK. 
YHIIB. 4 1924 99-102. 

--- 0 nepeceqeH1111 a.11re6pa11qecK11x 
KpllBblX, PocToB Ha .l(oHy, I1 • .l(oHCR, 
YHIIB. 4 1924 1-3. 

--- OcH0BaH11J1 reoMeTpH11 He11aoreH
HbIX II HeroMoreHHbIX npocTpaHCTB 
C TOqKH apeHHJI TeopllH rpynn. PocTOB 
Ha .l(oHy, 11 • .l(oHcK. YH11B. 7 1925 
29-39. 

Mo"ly.11.1,cKnii, A. AHTHMeTp11J1 qeTblpex
MepHoro npocTpaHCTBa BeKTOpOB BeI£e
CTBeHH0H A.IIHHbI. 0Aecca, m.. H.-Hcc.11. 
Ka<peAp 11 1924 36-47 aHr.11. pea. 
48-48. 

OrnenegKRii, H. E. 0 cooTHomeH11J1x 
MelKAY KOB<p<pllgHeHTaMII opToroHaJ\b
Horo npeo6paa0BaH11J1 11 napaMeTpaM11 
P0Ap11ra. X., Coo6I£. MaT. 061£. (4) 1 
1927 108--1 I I. 

0rAo6.llnR, H.B. feoMeTp11qecKoe 11cc.11e
AOBaH11e 0/lHOro poAa Kp11BbIX. C11M
<f>epono.llb, 11. KpblMCK. TieA. 11HcT. 1 
1927 103- 109. 

llau4'n.ll0B, H. H. 0 Kp11BllaHe c<f>ep11-
qecKIIX IIH/ll!KaTpllc. HoaoqepKaccK, H. 
,Z(oHCK. IlO.lll!TeXH. 11HCT. 8 1920-1922 
(1923) 81-83. 

llap4'eRTLeB, H. H. f e0MeTp11a11p0BaH11e 
Bce.11eHHoli. KaaaHb, Yq. 3an. YH11B. 
86 1926 I1p11.1101K. 3- 23. 

lloROMapea, H. MaTeMaT11qecKoe 11cC.11e
AOBaHae sonpocoa yaeTHOH cneKTpo
cKon1111 11 np11MeHeH11e ero peay.11bTaT0B 
K 11aroTOBJ\eHIIIO CTepeocKon11qeCKl!X 
Ta6.1111y. KaaaHb, 11. ClJ.-M. 061£. (2) 23 
1923 33-47 + 2 T6J\. 

Pasp;O.llLCKBii, A. H. I1p11Ao1KeH11e aA.1111-
nT11qecKHX <f>YHKJ!IIH K pemeHl!IO OCHOB
HOH reoAea11qecKoii aaAaq11, M., P. 

AcTp. IB.. 22 1925 77- 87 HeM. pea •. 
88-88. 

CsemBRKOB, r. H. 0 napaA.lle.llbHOM CMe
I£eH1111 BeKTopa II ypaBHeHIII! OpToro
HaAbHblX TpaeKTOpllii reo,\ea11qecKIIX 
.1111H11ii. CapaToB, Yq. 3an. Y1111B. 42 

1925 30-34. 
Cnegos, .n;. M. HecKOAbKO MOAeAeii AA.JI 

IIJ\J\10CTpay1111 KBaApaT11qHoro xa paKTepa 
.111111eliqaToli reoMeTpllll (aa11aqa Ger
gonne-Steiner'a}. KaaaHb, I1. ClJ.-M. 
061£. (2) 22 1917 222 - 225. 

--- 0 TOqKax aoaapaTa or116a10I£eH. 
KaaaHb, I1. ClJ.-M. 061£. (2) 241 1924 
61-67 <pp. pea. 67-67. 

---- <DopMyAa 8pM11Ta AJ\JI np116J\11JKeH
HOro Bb1q11c.11e111111 cerMeHTa Kp11aoii 11 

ee B11A011aMe11e1111e. KaaaHb, 11. ClJ.-M •. 
061£. l2) 22 1917 226- 233. 

-- CM. IV. 
CAyrnROB, C. n. .l(.IIHHa AYrH B npo

cTpaHCTBe n 11aMepeHHH. ITepMb, m.. 
ClJ.-M. 061£. 3 1926 7-10 aHr.11. pea. 
IO-IO, 

CMepBOB, B. H. 0 <f>YHAaMeHTaAbHOH 
o6AaCTI! rpynn ABHlKeHl!JI Ha Il.llOCKOCTlf 
Ao6aqeac1<0ro-EoAHa11. In mem. Loba
tschevskii 2 1927 103-u8. 

CMo.lleBCKHii, 6. H. cM. IV. 
Coeer.llep, H. <I>. cM. lV. 
CycAOB, r. K. Yqee11e O BeKTOpHaJ\bHOM 

no.11e. 0Aecca, 1922 149 + 3 + 2 T6.11. 
TyMapKHB, A. A. Beitrag zur allgemei

nen Dimensionstheorie. M., MaT. 
C6opH. 33 1926 57-86 pyccK. pea. 
86-86. 

Y pLICOB, ll. 3aB11CHM0CTb MeJKAY cpeA
HeH m11pHHOH 11 061,eMOM BblilYKAbIX 
Te.I\ B n-MepHoM npocTpattcTBe. M., 
MaT. C6opH. 31 1924 477-485 HeM. 
pea. 486--486. 

--- 06 OAHOH aa11aqe Caratheodory 
M., MaT. C6opH. 31 1922 86-90 
<pp. pea. 90-90. 

Y coeecKeii, H. B. BaeAeHHe B Heea
K.IIIIAOBY reoMeTpHIO Ao6aqeacKoro
EoAHa11. flrp., 1922 177 + I. 

<l>ep;opoB, E. C. r paqmqecKHe onepag1111 
C 'leTblpbMll HesaBHCIIMbtMII nepeMeH
HblMII, ITrp., 11. A. H. (6) 12 1918 
615-624. 

-- HeK0Topb1e noA11p11b1e cHcTeMbl 
a n.11ocKOCTII. ITrp., I1. A. H. (6) 12 
1918 1913- 1924. 

-- Cnei;J11a.llbHblH ynpoIJ!eHHblH BIIA 
Cl!CTeMbl C napaMeTpOM ToqKolO. I1rp., 
I1. A. H. (6) 12 1918 19u-1912. 

-- Tpeyro.llbHIIKII, qeTbipexrpaHHHKH 
11 neHTaTOilbl KaK o6paabI, o6yc.11aa.11H
aa10I£He Koppe.llJITIIBHOCTb, Bblpazae--
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MYIO O/lHHaKOBblMH CHMBOJ\aMH. CTrp., 
H. A. H. (6) 12 1918 1905-1910. 

1J>BBBKOB, C. fi. 06 0/lHOM c.11yqae OC0-
6oro Hartt6aHHH KoHTpyeHJ!HH. M., 
MaT. C6opH. 31 1924 241 -247 HeM. 
P,ea. 247-248. 

-- Sur la congruence rectiligne de rou
lement d'une infinite de manieres. M., 
MaT. C6opH. 34 1927 49-54 pyccK. 
pea. 54-,;4. 

-- - Sur la deformation des surfaces 
ii. reseaux cinematiquement conjugues 
persistants. M., MaT. C6opH. 33 1926 
129-159 pyccK. pea. 159--159. 

-·- Sur les congruences de roulement. 
M., MaT. C6opH. 32 1925 599-611 
pyccK. pea. 612- 612. 

----· Sur Jes surfaces de M. Bianchi. 
M., MaT. C6opH. 32 1924 249-254 
pyccK· pea. 254- 254-

{J)_paeK, M . .J\. feoMeTpHH Ao6a'leBcKoro 
H ee aHa'leHHe AMI coBpeMeHHOH HayKH. 
K CTO.lleTHeMy 106tt.11e10 HeeBK.IIHAOBoli 
reoMeTpHH. CttMq>epono.11b, H. KpbIMCK. 
CTeA. HacT. 1 1927 13-15. 

--~ 0 M8KCHMa.llbHOM 'lHCJ\e /lBOHHblX 
TO'leK MHOl"OYl"OJ\bHHKa C 'leTHbIM 'IHC· 
JI.OM cTopoH. C:ttMq>eponoJ1.b,H. KpbIMCK. 
CTe.zi. HHcT. 1 1927 100-102. 

<ll_pep;MaB, A. A. 0 Kp1rnmrne npocTpaa
CTBa. M., LR.. P. <t>.-X. 061J!. Yac1b 
q>Ha. 56 1924 59-68. 

q_e6oTa_peB, H. r. 0 noBepxHOCTHX nepe
HOCa. M., MaT. C6opa. 31 1924 4 34-
445 HeM. pea. 445-445. 

0 nrnp1rne KOHTypoB H Te!\. 0Aecca, 
m.. H.-HCC./1. Kaqie,i;p ls-9 1924 29-40 
HeM. pea. 40-41. 

-- 06 0/lHOM o6o6IJ!eHHH noBepXHO· 
CTeli nepeHoca. O,i;ecca, m.. H.-,i;oc.11. 
KaTe/lp 23 1926 44-54 HeM. pea. 
54-55. 

-- Ueber Flachen welche lmprimitivi
tatssysteme in Bezug auf eine gege· 
bene kontinuirliche Transformations· 
gruppe enthalten. (Verallgemeinerte 
Schiebungsflachen). M., MaT. C6opH. 
34 1927 149-204 pyccK. pea. 205-206. 

"lle_puymeBKO, H. C. 0 rHJ1.b6eprosb1x 
aKCHOMax csaaH. X., HayK. 3an. [2] 
1926 107-· II3. 

q_eTBe_pyxeu, H. IP. 3aBHCHMOCTb MeJK.ztY 
IlOHHTHHMH KOHrpyeHTHOCTH OTpeaKOB 
H KOHrpyeHTHOCTH yr.11os. M., MaT. 
C6opH. 31 1923 324-330 aeM. pea. 
331-331. 

-···- 3aat1eatte aKcHOMbI Pasch'a 4.1111 
J\HHeliHOH aKCHOMaTHKH nopH.ztKa. M., 
MaT. C6opa. 31 1924 568-575 HeM. 
pea, 575-575. 

-- 0 MHoroyro.11bHHKax, OUHCaHHblX 
OK0./1.0 Il./\OCKHX TO'le'IHblX MHOJKCCTB. 
M.,MaT, C6opH. 311923 331-336q>p. 
pea. 336-336. 

lliB_pOKOB, n. A. feoMeTpH'lecKa.11 HHTep
npeTaJ!HH napaJ1..11e.11bHoro nepeHoca BeK· 
Topa B reoMeTpHH Weyl'a. KaaaHb, 
Yt1. 3an. YHHB. 85 1925 56-58. 

Hcc)':eAOBaHHe TeHaopaoro J!Hq>· 
qiepeHgHaJ\bHOl"O ypaBHeHHa: 

Di Dk D1 'f-O 

.zi.11a Riemann'oBbIX npocTpaHCTB. Ka· 
aaHh, H. <t>.-M. 061J!. (3) 1 1926 
123 -134 qip. pea. 134-134. 

--KpHBbie B npocTpaHcTBe nocTOllHHOH 
no.110JKHTeJ1.bHoli KpHBHaHhI. KaaaHb, 
Y'I. 3an. YHHB. 85 1925 218-228. · 

-- 0 BeKTopaoli Il.llOIJ!8JlH. Kaaaab, 
H. <t>.-M. 06iy. (2) 242 1924 (1925) 
31-43 <pp. pea. 43-43. 

-- 0 rpynne KOHq>opMHhIX npeo6pa
aoBaHHii HeeBI<JIH/lOBbIX npocTpaHCTB 
9./\JIHUTH'leCKOl"O H rHnep6oJIH'lecKoro 
THna. KaaaHb, H. <t>.-M. 06iy. (2) 23 
1923 83-113. 

-- 0 napa".11e.11bHOM nepeHOce BeKTo
pos B HeeBK.IIHJ!OBblX upocTpaHCTBax 
nocTO.IIHHoli KpHBHaHbI. KaaaHb, H. 
<t>.-M. 06IJ!. (3) 1 1926 135-144 qip. 
pea. 145-145. 

0 q>yHKJ!HH Y/lOBJ\eTBopa!Oiyeii 
ypasHeHHIO Laplace'a B Riemann'oBbIX 
3-MepHblX npocTpaHCTBax H '28BHClll!leii 
TO.llbKO OT paccTO.IIHHH. Kaaaab, Yt1. 
3an. YHHB. 85 1925 59-62. 

-- 06 0/lHOM npH.IIOJKeHHH TeHaopaoro 
aaa.11Haa B TeopHH noBepxHocTeii. Ka· 
aaHb, Y'I. 3an. YaHB, 87 1927 
62-66. 

-- 06 0/lHOM cnoco6e BbIB0/l8 OCHOB
HblX qiopMy.11 reoMeTpHH Ao6a'leBcKoro. 
KaaaHh, I1. <t>.-M. 06iy. (2) 241 1924 
33-41 <PP· pea. 41 -41. 

-- 06 OTJIH'IHTeJ\bHb!X CBOHCTBax cqiep 
B npocTpaHCTBe IlOCTOHHHOH KpHBHaHbl. 
KaaaHb, H. <t>.-M. 06IJ!. (2) 25 1925 
(x926) 48-55 <pp. pea. 55 - 55· 

-- CTocTOllHHbie no.11J1 se1<1opos H Tea· 
aopos 2-ro nop.<1.ztKa B Riemann'osb1x 
npocTpaHCTBax. KaaaHb, H. <t>.-M. 
061J!, (2) 25 1925 (1926) 86-113 
aeM. pea. II3-u4. 

-- CTpeo6paaoBaHHe BHHTOBblX HHTe
rpa.110B B npocTpaHCTBax IlOCTOllHHOH 
KpHBHaHhI. In mem. Lobatschevskii 2 
1927 119-134. 

-- 8TIOAbl no reoMeTpHH Ao6a'leB• 
cKoro. KaaaHb, H. <t>.-M. 06IJ!. (2) 
241 1924 26-32 qip. pea. 32-32. 
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ll!uro.lleB, 6. 0 conpHJKeHHbIX npHMO
.IIHHeHHbIX JIHaMeTpax KpMBb!X 4-ro no
pHJIKa. IlepMb, tK. <P.-M. 061J!, 2 1919 
125-138. 

H6AOKOB, B. A. KpHBhie JIBOHKOH KpH
BH3HhI. Ka3aRb, Yq. 3au. YuHB, 87 
1927 147-155. 

-- 0 B3aHMHO IlO.IIHpHblX KOHHqecKHX 
ce'!eHHHX. Ka3aHh, 11. <P.-M. 06'!!, (2) 
23 1923 76-82. 

·-- TeopeMbI Ano.11.110HHH B n-MepHoi'i 
reoMeTpHH EBK.IIHJla, KaaaHb, Yq, 3au. 
YHHB, 87 1927 83-85. 

Blaschke, Wilhelm. Beziehungen zwi
schen der Differentialgeometrie des 
R3 und des R4• In mem. Lobatschev
skii 2 1927 1-3. 

Cartan, Elie. L'axiome du plan et la 
Geometrie differentielle metrique. In 
mem. Lobatschevskii 2 1927 4-12. 

Engel, Friedrich. Zur Dreiecks-Geome
trie der Lobatschefskijschen Ebene. In 
mem. Lobatschevskii 2 1927 13-16. 

Kharadze, A. Sur une generalisation des 
· developpees des courbes planes. Tiflis, 

Bull. de I' Univ. 4 1924 305-314. 
Nikoladze, G. Sur une methode nouvelle 

de la Geometrie analytique. Tif!is, Bull. 
de !'Univ. 1 1919-1920 140-152. 

Nishiuchi, Teikichi. Sur !es faisceaux 
de coniques clans le plan noneuclidien. 
In mem. Lobatschevskii 2 1927 83-84. 

Fano, Gino. Les cycles de la geometrie 
non euclidienne au point de vue pro
jectif. In mem. Lobatschevskii 2 1927 
17-24, 

Schoenflies, A. Beweis eines grundle
genden Polyedersatzes. In mem. Loba
tschevskii 2 1927 85- 89. 

Schouten, J. A. Ueber die Projekivkriim
mung und Konformkriimmung halbsim
metrischer Uebertragungen. In mem. 
Lobatschevskii 2 1927 90-98. 

Schur, F. Konstruction von Lobatschef
skij's Parallelen. In mem. Lobatschev
skii 2 1927 99-102. 

VI. M e x a H H K a. 

A.ileKcan,a;poB, B . .J\. f1pH.110JKeHHe Teo
PHH pemeToK K BHHTy. M., TpJI, ijAfI1 
6 1924 l-17 3HI'J1, pe3, 18-18. 

Ae,a;poeoB, A. H .J\eoeTOBB'I, M. 0 Ko
.11e6aHH11x CHCTeMbl C nepHO)lHqeCKH 
MeHSIIOI!!HMHCH napaMeTpaMH. [A.], tK. 
P. <P.-X. 061J!,, YacTb <pHa. 59 1927 
429 · 442 HeM. pe3. 442-442. 

Axeeaep, H. H. K BOnp,acy 06 ycToHqH
BOCTH BHxpeBbIX y.11Hy. M., MaT. C6opH. 
34 1927 5-8 HeM. pea. 8-8. 

BeAaegKeii, C. H. ,ll0KaaareJ1bCTB0 cy'!le
CTBOBaHHll npeJ1eJ10B CH.II ynpyrocTH H 
CH.II conpOTHBJleHHH 6pycbeB npH H3-
rn6e. Ilrp., 11 A. H. (6) 13 1919 
(1920) 453--484. 

BeAHeB, H. M. MecTHble HanpHJKeHHH 
npH ClK3THH ynpyrHX Te.II I1HJK, coop. 

H cTpOHT, Mex. (C6opH. cTaT.) A., 
1924 27--108. 

YcToiiqHBOCTb npHaMaTHqecKHX 
cTeplKHeH IIOJI JleHCTBHeM nepeMeHHbIX 
npOJIOJ\bHbIX CH.II, I1HJK. coop. H CTpOHT. 
Mex. (C6opH. cTaT) A., 1924 149-167. 

BexTepeB, II. Am1.11HTH11ecKoe Hcc.11e110-
BaHHe o6061J!eHH0I'O aaKOHa fyKa. 
f1pHMeHeHHe y11eHHH O noTeHgHaJlb· 
HOH aHeprHH H Halla.Ila HaHMeHbmeii 
pa60TbI. M.-A., tK. P. <P.-X. 061J!., 
YacTh <pH3, 57 1925 359-391 HeM. 
pea. 391- 392. 

-- AHa.llHTHqecKoe HCC.lleJIOBaHHe 0606-
l!leHHoro aaKOHa fyKa. f1pHMeHeHHe 
MeTOJ13 npeo6pa30BaHHH KOOpJIHHaT. 
[A.). tK. P. <P.-X. 06'!!·• YacTb <pH3. 
58 1926 415-445 ueM. pea. 445-446, 
TaKJKe A. 1925 130 (.11HTorp.). 

Bo6p, H. K Bonpocy o aaTyxaHHH rapMo
HHqecHoro KOJ1e6aTeJ1bHOI'0 JIBHlKeHHH. 
A., H ITocT, ij. CeiicM. K. 7 1924 
387 -401. 

BorO.ll1060B, H. f1po 06qncJ1eHHH BHMY
meHHx XHTaHb, '!!O cnpaBJ1lKY10Tb neBHi 
He.11iHiiiui JIH<pepeHyiRJlbHi piBHHHHH. 
K., TpJI. <P.-M. BiJ1J1i.11y 55 1927 
367-370 <pp, pea. 408 · 408. 

BorycAaBCKBii,C. 0 KaHOHnqecKOH <pop Me 
ypaBHeHHH JIBHJKeHHH a.11eKTpOHa B 
iueKTpoMaI'HHTHOM no.11e. M.-f1rp., tK. 
P. <l>.-X. 06'!!,, <llHa. OTJI, 55 1923 
55-69. 

BpeKc, «D. A. Ilapa.11bHaH TeopHH rpe6-
Horo BHHTa. 2-e H3JI, Y I. llrp. (foe. 
HaJ1.), 1922 VII+ 261 + 8 T6JI. 

Syxro.llL!J, H. H. HcTe'leHHe ra30B ITOA. 
60.llbillHM HanopoM. f1rp. (KoM. oco6. 
apr. on.), 1919 65 + I. 

BaAi.Tep, II. A. 0 noJ1'heMHhlX .cH.11ax, 
paaBHB3IOI!!HXCH Ha JIOII3TK8X !'H)lpaB
JIH'leCKHX annapaTOB, pa60TalOI!!HX B. 
CXOJIHI!!HXCH IlOTORaX. M., TpJI. ijAfl1. 
12 1925 27 aHI'JI, pe3, 28-31. 
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·- 0 no11'beMHblX CHJ\ax, paaBHBalO• 
I.llHXCll Ha AonaTKaX rH11paBJ\HqeCKHX 
annapaToa. II. BpaiyalOIJ!HeCl! KOAeca. 
M., Tp11. ijArl1 18 1926 39 aHrA. pea. 

06 HarH6e 6pycbeB A:BOl!KOH 
KpHaHaHbl. M., TpA- UAr11 23 19 26 
1-100. 

:Bacu.11.i.es, H. C. l{BHlKeHHe lKH/lKOCTH, 
HanpaBJ\JleMOe BHHTOBbIM BHxpeM. 
011ecca, .i'R. H.·JtOCJ\. KaTe11p 23 1926 
21 -34 HeM. pea. 35- 35. 

-- TeopeMa rpacro<t>a npo mapHipHHH 
qon1pbox6iqHHK. 011ecca, 3arr. iHcT. 
Hap. OCB. 1 1927 224-225 . 

. Be.11.uKaBOB, M. A. 0 norpaHll;qHoii cKo
pocTH Typ6yAeHTHoro noToKa. M.-A .. 
.i'R. P. ct>.-X. 06IJ!., 1.JacTb <t>Ha. 51 
1925 H3-II7 HeM. pea. 117-117. 

BeenaMRBOB, B. 0 A:BHlKeHHH mapa nH· 
AOTa B aTMOc<t>epe [M.J, feoq,Ha. fimAA. 
14 1926 38-40 <PP· pea. 40 -40. 

.BeeTgeAi., .l[. A. KoAe6aHHe ocH cHa
Plllla a HaqaJ\bHhiii rrepHO/l ero ABHJKe
HHJI. A., 11. B.-TexH. A. [1] 1927 
88-ro9+6 T6J\. 

BeT"I.HBKHB, B. n. MeTO/l BKCIIepH
MeHTaJ\bHOro onpep;eJ\eHHll MOMeHTOB 
HHepyHH Taepp;b!X Te!\ npH nOMOIJ!H 
MHoroHHTHoro nop;aeca. CTrp., (KoM. 
oco6. apT. on.) 1920 27. 

-- 0 rrap;eHHH H IIJ\aHHpoaaHHH a cpe
Ae nepeMeHHOH nAOTHOCTH. M., TpJt. 
ijAfl1 1923 37. 

-- H 11eHgOB, H. r. CTAOCKHii MaJITHHK 
o ABYX cTeneHl!X cao6oAbI H onpe11e
AeHHe IIpH nOM01£H ero BbICOTbl geHTpa 
T/lll(eCTlf H MOMenTa HHepyHH TBCpAoro 
TeAa. M., Tpp;. ijAr.11 3 1923 I - 9 
aHrA. pea. IO -IO. 

--, KaMeees, C. H. H 11eegos, H. r. 
l{HHaMHKa IIOJ\eTOB • M., T PA •. ijArH 
26 1927 277 aHrA. pea. 278--295. 

·B11.11.LeB, M. A. Hosb1e HCCAep;oaaHHll no 
aorrpocy o TpaeKTOpHH cao6op;Ho rra-
11aro!J!ero B nycTOTe TeAa. f1rp., BecTH. 
BcepoccHHCK. AcTp. Cowaa, 1 1918 
95-104. 

raepu.11.on, A. (I). K aaAaqe O KpHBOJ\H· 
HeHHOM J!BHlKeHHH Hecao6011Hoii ToqKH, 
He nOABeplKeHHOii 11eiicTBHIO np .. Ao
/KeHHbIX CHA. A., H. noAHTexH. 11HcT. 
29 1925 13-16. 

,raAepKHB. 6. f. l{e<t>opMaJ!HH H HBIIpW 
/KeHHll B npHMoyrOJ\bHbIX IIJ\aCTHHKaX 
IIOJ! AeHCTBHeM cocpeJ!oToqeHnbIX CHA. 
I1Hm coop. H CTpOHT. Mex. (C6opHHK 
cTaT.) A., 1924 1-23. 

HarH6 TpeyrOAbHblX nJ\aCTHHOK. 
f1rp., H. IIOAHTexH. HHcT. 28 1919 
(1921) 1-51. 

-- l1ccAeJ10BaHHe TpeyroAbHbIX nAa
CTHHOK. llrp., H. A. H. (6) 13 1919 
(1920) 223-238. 

-- K aorrpocy o Bb16ope AHWHHX He· 
HaBeCTHbIX B CTpOHTeJ\bHOH MexaHHKe. 
M., BecTH. 11Hm. 1925 181 - 186. 

-- K pacqeTy JKeCTKHX paM. M., BecTH. 
HHlK. 192410 r - IO. 

-- K TeopHH HepaapeaHbIX IIJ\aCTHHOK. 
M., BecTH. 11Hm. 1927 2 38 - 244. 

-- KaaApaTHal! nAaCTHHKa. l1ccAeAOBa· 
HHe ynpyroii IIJ\aCTHHKH H Harrpmse
HHH npH Harn6e. f1rp., H. noAHTeXH. 
11HCT. 28 1919 (1921) 53-77. 

__ KpyqeHHe TpexrpaHHOH npHaMbI. 
Drp., 11. A.H. (6) 13 1919 111-118 . 

-- HanpHmeHHJI 11 11e<1>opMaJ!HH nAa
CTHROK B BHJ!e Kpyrosoro ceKTopa C 
aaKpenAeHHbIM AYl'OBbIM ,KpaeM. A., H. 
UOAHTeXH. I1HCT 29 1925 271-335 
<PP· pea • 

·-- HanpJillleHHJI H 11e<1>opMaJ!HH nAa· 
CTHHOK B BHAe Kpyroaoro ceKTopa, CB0-
6oJ!HO onepTbIX no KpaRM. A., 11. 
IIOJ\HTeXH. 11HcT. 30 1927 461 - 484 
q,p. pe.a. 485-485 • 

--- f1pHMeHeHHe KpHBOJ\HHeHHbIX HaO
TepMHqCCKHX ICOOpllHHaT K HHTerpHpo
saHHIO ypasHeHIUI pa11H0BeCHJI ynpyrHX 
UJ\aCTHHOK. A., 11. A. H. l6) 18 1924 
55-66. 

-- PaBHOBeCHe ynpyrHX UJ\aCTHHOK 
orpaHHqenHbIX /lBYMJI KOHJ!eHTpHt1e· 
CKHMH AyraMH KpyroB H /lBYMJI pa11Hy
cam1. llrp., 11. A. H. (6) 13 1919 
(1920) 415-426. 

--·- PemeHHe aa11aqH C.-BeHaHa 06 Ha
rH6e J!AH paaJ\HqffblX KOHTypoB OCHO· 
aaHHJI npHaMbI. A., C6opH. HHcT. nyT. 
coo6iy. 96 1927 277-290. 

--- TepMHqecKHe HanpHlKeHHH B ynpy
rm, nAaCTHHKax. l1m1c coop. H cTpoHT. 
Mex. (C6opHHK cTaT.) A., 1924 131-
148 

-- y npyraJI nAaCTHHKa B BHJle paBHO· 
6eJ!peHHOrO npHMOyroJ\bHOro TpeyroAb· 
HHKa A, C6opH. 11HcT. nyT. coo6I!!. 
94 1927 223-231. 

-- On the equilibrium of elastic plate, 
bounded by the isosceles rectangular 
triangle. A., .i'R. ct>.-M. 06[!!. 1 1926 
89-100 pyccK. pea. IOI -IOI. 

raMoypgea, r. A. f1pH60pbI J!AH Mexa
HHqecKoro BbJqHcJ\eHHJI BJ\eMeHTOB Mar
HHTHOro H rpaBHTaJ!HOHHOro UOAJI, 
BbiabrnaeMoro 6eCKOHeqHQ AJ\HHHbIM 
J!HAHHApOM npoHaBOJ\bHOro ceqeffHJI. 
A., AoKA. A. H. rA) 1928 91-95. 

raMOB, f. Q /lBHlKeHHH HeKOHCepBaTHB· 
HbIX CHCTeM C 0/lHOH CTeneHblO CBO· 
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60/lbl. lA.], m. P. <tl.-X. 06iy. lfacTb 
qrns. 58 1926 477-482 HeM. pes. 
482-482. 

TepaeuMOBB'I, B. II. l1socTaT11qecK11ii 
CJ\OH C TOqKH speHHII TeOpHH ynpyro
CTH, X., Yq. 3an H,·HCCA. Kaq>e11p. 1 
1924 127-145 aarA. pes. 146-146. 

.fepmropeu, C. A. 0 MexaHHSMax /IAII 
IIOCTpOeHHII <l>YHKJ!HH KOMIIAeKCHoro 
nepeMeHHoro. A., m. <tJ -M. 06iy. 1 
1926 102-n3+1 Ta6A. HeM. pes. 
113-113. 

-- CM. IV. 
ro.11.y6eB, B. B. Teop1111 KpbIJ\a aaponAaHa 

B IIJ\OCKonapaAAeAhHOM noTOKe. M., 
Tp11. ijAfl1 29 1927 207. 

roa'lapOB, B . .I\. 0 npo6AeMe paBHO· 
MepHoi1 TeMnepag11n. M., MaT. C6opH. 
32 1924 232-240, X., yq_ 3an. H.· 
HCC.I\. Kaq>e11p l 1924 I 16-126 q>p. pes. 
126-126. 

ropua, H. II. 0 CJ\OlKeHHH CHJ\ s npo
CTpaHCTBe Ao6aqeBcKoro. (CTaTHKa B 

nAOCKOCTH) . Csep/lJ\oBcK, 11. Y paAbCK. 
YHnB. 3 1922-1923 1-20+1 Ta6A. 
q,p. pes. 

-- 0 CJ\OlKeHHH CHA B npocTpaHCTBe 
Ao6aqeBcKoro. (CTaTHKa B npocTpaH· 
CTBe). CBep/lAOBcK, 11. YpaAbCK. noAH· 
TeXH. 11HcT. 4 1924-1925 3-15 <l>P· 
pes. 15-16, 5 1926 3-12 q,p. pes. 
12-12. 

foxMBH, 9. X. Y paBHeHHII /lBHlKeHHII 
ynpyroro Tel\a /IAII o6o6i;geHHblX CHJ\ 
npoq,. Mnseca. 011ecca, m. H-·/IOCJ\. 
KaTe11p. 23 1926 7-14 HeM. pes. 14-14-

Tpaue, A, A. Ueber die elektromagne
tischen Erscheinungen im Sonnensyste
me. K., 3an. <tl.-M. si1111iAy 22 1927 
9-12. 
--- Ueber die Rollbewegung einer 
schweren homogenen Kugel auf zwei 
Kegeln. K., 3an. <tl.-M. BiA11iAy 14 
1925 8-11. 

--- Ueber ein Poincaresches Problem. 
K., 3an. <tl.-M. Bi1111iAy 13 1925 57-59. 

--- CM. IY. 
---- H CoKo.11.os, f. Sur le mouvement 

du perihelie de Mercure. K., TpA. <tl.
M. niMiAy 51 1926 1-11. 

.I'paa6epr, r. A. 0 pasbICKaHHH qacT
HblX pemes1111 ypaBHeHIIH rH/IPOAHHa
MHKH cneg11aAbHOfO np11Hg11na OTHO• 
cnTeAbHocTn. M.-A., m. P. <tJ.-x. 06I!J;. 
4aCTb q>H3, 56 1924 593-6u. 

-- Teopm1 ynpyrocTH H fHAPO/IHHa
MHKa B cney,HaJ\bHOH TeOpHH OTHOCH· 
TeJ\bHOCTH, [A.] m. P. <tl.-X 06i;g. 
4aCTb q>H3, 56 1925 368-412 HeM 
pes. 412-412. 

fpoMOB, M. CyMMapHOCTb BeKTOpa y::Ko· 
peun11 KopnoAHCa. TamKeHT, 610AJ\. 
Cp.-As. YHHB. 12 1926 15-20+1 Ta6A. 
HeM. pes. 20-20. 

fyxMau, A. A. n Kupnn'leB, M. B 
Teopn11 MO/leAeii. A., 11. noAHTeXH. 
11HCT. 30 1927 211-260. 

ftoaTep, H. M. 0 ABHlKeHHH lKHAKOCTH, 
saKJ\JOqeHHOH B 11aHHOM nepeMei;ga10-
iyeMc11 cocy11e. A., ,ll;oKA, A. H. (A) 1925 
l1926) 152-155. 

-- 0 /IBHlKeHHH lKH/lKOCTH. saKJ\JOqeH· 
HOH B J18HHOM nepeMeiyalOl!!eMCII co· 
cyJJ,e. A, 11. A. H. (6) 20 1926 (1927) 
1323-1348, 1503 - 1532, 2.1 1927 
621-650, 735-756. 

-- 0 naXOlKJleHHH CKOpOCTH no BHXplO 
B CJ\yqae lKHAKOCTH saKJ\JOqeuuoii B 
saMKHYTOM cocyJJ,e. A .• m. <tl.-M. 06i;g. 
1 1926 12-35 qip. pes. 35-36. 

0 pemeum1x ypasneHHH rHApo1111-
HaMHKH. A., 11. A. H. l6) 19 1925 
217-232. 
- 06 OCHOBHOH sa,!(aqe rHAPOAHHa· 

MHKH, A., 11 <tl -M. 11ncT. 2 1927 1 -
168+3 T6J\. 

-- 06 ypaBHeHHl!X rHAPOAHH8MHKH. 
A., m. <tl.-M. 06i;g. 1 1927 240-247 
q>p- pes. 247-247. 

Ae.11.oae, H. 6. fopH30HTaAbHbie rapMOHH
qecKHe KOAe6aHHII rpysa IIO,!(BemeHHOfO 
Ha pacTlllKHMoii pesHHOBOH HHTH. [A.] 
X\. P. <tl.-X. 06iy. 4acTb q>Hs. 58 1926 
207-209 qip. pes. 209 - 209. 

Aua&GK, A. H. Y cToiiqHsocTb paBHOBe
CHII H KpHTHqecKall CHJ\a. x., HayKa 
Ha YKp. 4 1922 188--190. 

Ay6omHB, r. Mouvement d'un point 
materiel sous !'action d'une force qui 
depend du temps. M., P. AcTp. m. 24 
1925 5-11, 4 1927 123-141 pyccK. 
pes. 141-142. 

Aa'leBKO, B. Pyx uaeAeKTpHsoBaHHO'i 
MaTepill./lbHO'i qacTHHKH y MarHHTHOMY 
noAi. K., HayK. 3an. 2 1924 78 - 80. 

-- Ueber die quasistationiire Bewe
gung eines elektrisierten Teilchen und 
elektrisierten starren Korpers. K., 3an. 
<tl.-M. BiAAiAy 23 1927 5-24 

Epoxea, n. M. 0 HeKOTOpblX npHAOlKe· 
HHIIX CBOHCTB KOMIIJ\eKCHblX BeJ\H'IHH K 
MeX&HHKe. PocTOB Ha 4oHy, 11. ,ll;oHcK. 
YHHB, 4 1924 8-11. 

2KyKOBCKHii, H. E. BHxpeBall TeopH11 
rpe6Horo BHHTa. CTaTbll 'ICTBepTa11. 
M., TpA· ABHag. pacq.-Hcn. 610po 3 
1918 

-- 8Hxpeaa11 TeopH11 Ao6oaoro conpo· 
THBAeHHll, CTaTbll BTopall, M., TpA. 
AaHag. pacq ·HCII, 610po 6 1919. 
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---- .ziBHlKeHlfe BOAHbl co CKOpOCTblO 
6oAbweii cKopocn1 3ByKa. ITrp., (KoM. 
oco6. apT. on) 1920 12+1 T6A. 

-- 0 ABHlKeHHH B0Abl B OTKpblTOM Ka· 
HaAe H o ABHJKeHHl'I ra3a B Tpy6e. ITrp. 
(KoM. oco6. apT. on.) 1922 27-!-1 T6A. 

-- TeopeTH'lecKHe. ocHOBbl B03Ayxo
IIAaBaHH/l. I1aA, 2-e noA peA, B. n. 
BeT'IHHKHHa H H. r. 4eHJ!OBa. M., 
1925 306. 

HaaeKOB, 6. H. HoBbIH BbIBOA TeopeMbI 
B. EbepKHeca O J!HPKYMIJ.lHH. M .. - m. 
reo<J>H3. H MeTeop. 1 1924 195-197 
aHrA. pe3. 198-198. · 

-- 06 yc.l\OBHHX AHHaMli'leCKOH B03· 
MOlKHOCTH JJ;BHlKeHHll Bl13KOH lKHAKOCTH. 
M .. MaT. C6opH. 32 1924 58-99 HeM. 
pe3. IOO- 100, 

---- I1Hm·eHepHble coopymeHHR H cTpo
HTe.l\bHal! MexaHHKa. C6opHHK cTaTeii. 
A., 1924 214. 

KeAAep, A. B. 11 Ko'IBB, H. E. 06 ycAo
BHl!X ycTOH'IHBOCTH 30HaAbHOH J!HPKY· 
Al!J!HH aTMocq>epbl BOKpyr 3eMAH. M.
A., m. reoq>113. If MeTeop. 4 1927 
241--260 HeM. pe.~. 261-264. 

Kepne'1e111, B. A. CM. I. 
KoAOCOB, r. B. 3aMeTKa O /\BlflKCHHlf 

TBepJJ;OI"O TeAa B HeClKHMaeMOH lKHAKO· 
CTH B cAy'la11x B. A. CTeKAOBa II A. M. 
AHnyHoBa. ITrp., 11. A.H. (6) 13 1919 
(1920) 7n-716. 

-- 0 HeKOTOpbIX o6061£eHHJIX 3a/la'I 
CaH-BeHaHa II KAe6rna B TeopHH ynpy
I"OCTH, A., m. <t>.-M. 06ig. 1 1921 
194 - 203 q>p. pea. 203-203. 

-- 0 HeKOTOpblX npH.J\OlKeHHHX KOMn· 
.J\eKCHOl'O npeo6paa0BaH1fll ypaBHeHHH 
TeopHH ynpyrocn1 K pemeHHIO aa.n;a'I 
0 paBHOBeCHH J!lf.J\HH.n;pH'leCKHX Te.l\ If 

B 'laCTHOCTH aaJJ;a'IH B. A. CTeKAOBa. 
ITepMb, m. <t>.-M. 061J!. 4 1927 95-
102. 

-- Ueber einige Anwendungen der 
Komplexen Vektordiagramme in der 
Festigkeitslehre und Elastizitatstheorie. 
K., 3an. <f>.-M. BiAJJ;iAy 22 1927 37-49. 

-- H faapa, .n;. Die Anwendung komp
lexer Grossen auf die Theorie der Tor
sion. K., 3an. <f>.-M. BiJJ;AiAy la 1925 
1-4. 

KocTHJ!LIB, B. A. OnbIT MaTeMaTH'leCKOH 
TeopHH rHcTepeaHca M., MaT. C6opH. 
32 1924 192-201 <l>P· pea. 202-202. 

Ko'lee, H. E. K TeopHH aTMocq>epHbIX 
paapb1B0B. M., m. recq>ua. H MeTeop. 2 
1925 233-251 aHr.J\. pea. 252-252. 

-- TeopeTH'lecKa11 Mo.n;eAb nepeMelJ!aIO· 
IJ!Cl'OCll J!HK.J\OHa M., m. reo<J>H3. H Me
Teop. 1 1924 47-66 <l>P· pea. 66-67. 

KpyTKOB, IO. A.AJJ;na6aTH'leCKHe HHBa· 
pHaHTbl If HX npHMeHeHHe B TeopeTH· 
qecKoii q>uauKe. EepAHH, Tp.n;. foe. 
OnT. 11HcT. 2 1922 83-!71. 

-- YnpolJ!eHHbIH BbIBOJl KBaHTOBbIX 
ycAOBHH JJ;.J\H KenAeposa JJ;BHlKeHHn. 
M.-ITrp., m, P. <f>.-X. 06ig., <f>u3. OTJl. 
55 1923 13 - 15. 

KpMAOB, A. H. 0'lepK HcTopHH ycTa· 
HOB.J\CHHll OCHOBHbIX Halla.JI. MexaHHKH. 
M., Yen. q>ua. H· 2 1921 14 ,-161. 

-- 0 npO/\OAbHblX KO.J\e6aHHl!X CTepm
HeH. M., I1. <f>11a. 11HcT. npu MocK. 
Hay'!H. l-focT. H 11HcT. Euo.J\or. <f>ua. 
npu Hap. KoM. 3ApaB. 1 1921 301-
319 

-- 0 pacc'leTe BH6pagHii Kopa6J1l! 
npoHaBOJlHMbIX pa6oTOH MalIIHHbl ero. 
ITrp., Emer. cowaa MopcK. HHlK, 2 1917 
201 -228 aHr.l\. pea. 265-265. 

-- 0 pac'leTe nporpeccHBHOH KPYTH3.· 
Hbl HapeaoB. ITrp. (KoM. oco6. apT. 
on.) 1921 20-!-1 T6A. 

-- Sur le calcul des vibrations d'un 
navire produites par le travail de son 
machine. ITrp., 11. A. H. l6) 12 1918 
915--938. 

Kyaeegoa, B. H. cM. IV. 
KypeBCKHii, M. K. f1peo6paa0BaHHe AH<l>· 

tpepeHyHaAbHbIX ypaBHeHHH Euler'a a. 
aaAa'le o Tpex TeAax Ha OAHOH npl!Moii 
H cAy'laH HHTerpHpyeMOCTH ypaBHeHHH 
aToii 3aAa•rn. Ka3aHb, 11. <f>.-M. 06ig. 
(J) 1 1926 n5-u8 q>p. pe3. u8-
rr8. 

Ae6ep;ea, C. <I>. K TeopHH CABHra H Kpy
'!eHHll, l1BaHOB0·8o3HeCeHCK, I1. noAH· 
TexH. I1HcT. 9 1926 27--48 • 

-- HeKoTopbie aaMe'!aHHll K TeopHH: 
Kpy'leHHH S. Venant. 11BaHoBo-BoaHe· 
CeHCK, 11. lJO.l\HTexH. 11HCT, 9 1926, 
21-26. 

flpHMeHeHHe TeopeMbl O Tpex MO· 
MeHTaX K pac'!eTy mecTKHX paM. l1Ba
HOBO·BoimeceHCK, 11. noAHTexH. 11HcT. 
10 1927 39-16 HeM, pe3. 

AoiigRBCKBH, A. r. K Bonpocy O no
BepKe aanayHOHHbIX yKAOHOMepos. M., 
m. fipHK.J\. <f>H3. 2 1925 23-34. 

-- 0 HeKOTOpbIX 06i!!HX THnax KOH· 
q>opMHblX TpaHcq>opMaTopoB ABHlKeHHR. 
A., 11. noAHTexH. I1HcT. 29 1925 17-
31 HeM. pe3. 

-- 0 HeKOTOpblX CBOHCTBax JJ;BHlKeHHll 
Watt'a. A., 11. noAHTexH. 11HcT. 30 
1927 143-155 HeM. pe3. 156-156. 

-- 06 OJJ;HOH q>opMy.J\e s TeOpHH KO• 
He'IHOro apaiyeHHJI TBepJJ;oro TeAa. A., 
H. noAHTe:rn. 11HcT. 30 1927 157-165. 
q>p. pea. 166-166. 



VI. M e x a H a K a. XXXIII 

--- Sur la transformation conforme, 
accomplie par une chaine cinematique 
a deux degres de liberte. K., 3an. <l>.-M. 
BiJ1J1iAy 12 1924 7-9. 

-. -- Sur une classe de mecanismes a 
deux degres de liberte, qui accomplis
sent la transformation conforme. K., 
3an, <l>.-M. ai11J1iAy 12 1924 48- 50. 

AoKmue, A. .l(aHaMaqecKHe HanpJIJKe
HHJI B KaHaTax nepeMeHHOro ceqemrn. 
M., fopH . .m. 103 1927 414-418. 

J\ypi.e, A. D. K Teoptttt npa6irnJKeHHblx 
npJIMH..\. M.-A., .m. TipttKA. <l>aa. 2 
1925 169 -- 183. 

J\soyeou, A. M. Sur certaines series 
de figures d'equilibre d'un liquide 
heterogene en rotation. Premiere par
tie. A., 1g25 224. Deuxieme partie. 
A., 1927 Xl+1+225-"437+3. 

J\soyeo.B, A. H. 06 y11ape no octt JKH
pocKona. M., I1. <l>na. 11HcT. npa MocK. 
HayqH. I1HcT. H I1HcT. BaoAor, <l>na. 
npn Hap. KoM. 311paa. 1 1920 178- 184-

Me'IRHKOB, B. B. 06 OJIHOM caoiicTBe 
TpaeKTOpHH apTH..\AepalicKoro CHapJIJla. 
A., I1. 8.-TeXH.A.fl] 1927 110-113. 

MelJ!,epcKnii, D. B. fttApOJIHHaMaqecKaJI 
aHaAorHJI npoKaTKH. Tirp., I1. murn
TexR. I1HCT. 28 1919(1921) 141-179. 

·-- .l(mpcpepeHgHa..\bHble ypaBHeHHJI JIBH
llleHHJI JKttpocKonaqeci<0ro aaroHa OJIHO
peAbCOBOH JKeAe3HOH J!Opora. M. H.
TeXH. 6a6A. 6. cep. 9 Vlll 1922 
133-162. 

-- 3a11aqa H3 JIHHaMHKH nepeMeHHblX 
Mace. Tirp., 11. nOAMTeXH. I1HcT. 27 
1918 101--112. 

-- CoapeMeHHoe noAOJKeHHe aonpoca 
o MexaHH'leCKHX e,'\HHHJ!aX. A., DoRe
poqHoe JIC..\O 19271 (8) 29-35. 

-- T eopeTaqecKae nccAeJ10BaHHJ1 MaHo
MeTpnqecKoii Tpy6KH .. M -A., BpeMeH
HHK fA, TiaA. Mep H Bee 1 <13) 1925 
120-129 cpp. pea. 218-218. 

MopomKue, A. D. 3aanxpeHHblH CAOH n 
aaKOH v 2 noaepxHOCTHoro TpeHHJI. M., 
MaT. C6opH. 33 1926 231-231i cpp. 
pea. 236-236. 

HeKpacoB, A. D. 0 BOAHax ycTaHOBHB· 
werocJI BHJla. I1saHoao-BoaHeceHcK, 
(Tirp.) I1. no..\HTeXH. I1HcT. 3 1921 
52-65. 

-- 0 BO..\He CToKca. HaaHOBo-BoaHe
ceacK (Ilrp.), I1. noAHTeXH. I1HcT. 2 
1919 81-89. 

-- 0 npepbIBHOM TeqeHHH lKHJIKOCTH 
B JIBYX H3MepeHHllX BOKpyr npenJIT· 
CTBHJI B cpopMe AYrH Kpyra. I1saHOBO
BoaaeceHCK, I1. noAaTeXH, I1HcT. 5 
1922 3-19. 

_?KypHa..\. 

HeKpacou, K. n. CrnTHKa TBep,'loro Te,.\a 
Ha OCHOBe nOHJITHJI O paBHOBecnn pbl
qara. flepMb, TpJI. MaT. CeMHH. YHHB. 
1 1927 -20 - 25, 40 - 43 cpp. pea. 
25-25. 

HepoeoB, H. II. 0 aaKoHe npnTJ!JKeHHll, 
A., .m. <t>.-M. 06ig. 1 1927 299-312 
cpp. pea. 310-312. 

HuKoAau, E. A. Q KOAe6aHHJIX corny
Toro cTeplKHll, A., .?K. <l>.-M. 06ig. 1 
1926 77-88 aeM. pea. 88-88. 

-- 0 nonepeqHblX KOAe6aHHJIX yqacTKa 
CTPYHbl, JlilHHa KOTOporo paBHOMepao 
H3MeHlleTCJI. Tirp., I1,- no..\HTeXH. I1HCT, 
28 1919 (1921) 273-285. 

-- 06 ycTOH'IHBOCTH Kpyroaoro KOAbga 
H Kpyroaoii apKH, CJKaTblX paBHOMepHO 
pacnpeJ!e..\eHHbJM AaBAeHHCM. Tir.p., I1. 
nO..\HTeXH. I1HCT. 27 1918 323-377. 

0rAo6Aue, H. B. 06 OJIHOM BHJ!e HHTe
rpa./lOB ypaBHeHHJI AanAaca B CBJ13H 
C 3aAaqeii O JIBHllleHHH SJu\HnCOH"Jla B 
lKHJIKOCTH. CttMcpeponoAb, 3an. MaT. 
Ka6. Kpb1MeK. Yaua. 2 1921 238-247 
aHr.11. pea. 247-247. 

---- Anwendung Komplexer Grossen auf 
die Theorie der Gelenkketten. K., 
TpJI, <l>.-M. BiAJ1i.11y 12 1923 1-9. 

OpAoB, M. 3 npHBOJlY o6qucAeHHll KpHc 
TH'IHHX e.11incoi'J1iB o6epTaHHll B,pllJIKY 
«t>iryp Bi,'\HOCHOJ piBHOBam piJIHHbl. 
K., 3an. <l>,-M. BiAAiAy 23 1927 34-37 
cpp. pea. . 

----. - HoTaTKa a_ npnBoJly 06qnc.11eHHJ1 
e.11eMeHTIB KpHTHqHoro TpbOXBiCHOro 
e.11unco'iJ1y. K., 3am <l>.-M. BiJIAiAy 23 

1927 38-38. 
DanKOBD'I, II. II>. TipnMeHeHne MeTOJla 

K.11e6wa K aaxOJKJleHHIO ynpyroii .IIH· 
HHH npn CAOJKHOM narn6e. A., Kopa6Ae· 
CTpOHTe.l\b 1 1925 38-42. 

IleTpOBD'I, C. r. 8bJB0/l TOqHQH cpopMy· 
.llbI AMI onpeAeAeHHJI cTpe.11bJ npora6a 
npnaMaTnqecKoro 6pycKa, 3aKpen.11eH
Horo OJIHHM KOH!!OM H HaXOJllligeroca 
noJI JleHCTBHeM cocpeJIOTOqeHHOH Ha
rpy3KH, npH.IIOlll.eHHOH K ero .11py
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3anHcKH no fu4porpacpuu. IleTporpaJl. 
3anucKH Cl>.i3u11Ho-MaTeMaTu11eoro BiJ1ttiJ1y.YKpaiHCbKa 

AKaJteMill HayK. KHIB. 
H:aBecTHR PoccHHCKOH AKatteMHH HayK. IleTporpaJt 

[Ao 15]. AeHHHrpaJt [c 15 JlO IS]. H3BeCTHJI AKa
AeMHH HayK CCCP. AeeuHrpaJI. [c 19]. 

l13eecTHR B0eHH0-TexHH11ecK0ii AKaJteMHH. AeHHHrpaJt. 
H:aBeCTHJI r JlaBHOH Cl>.H3H'leCKOH 06cepBaTOpHH. IleTpo· 

rpaJt. 
H:aeecTHR t(oHcKoro IloJIHTeXHH'lecKoro HHcTHTyTa 

B Hoeo11epKaccKe. 
H:aBeCTHR t(oHcKoro focyJ1apcTeeHHoro YHHBepcHTeTa. 

PocToB Ha t(oHy. [t(o 7, c 8 H:aBecTHJI Cesepo-Kae
Ka3CKoro focyJtapcTBeHHoro YeueepcuTeTa]. 

H:aBecTHR KpbJMcKoro Ile4aroru11ecKoro HecTHTyTa 
HMeHH M. B. Cl>.pye3e, CHMcpeponoJ\b, 

I1:aeecTHR HsaHoeo-Bo:aHeceHCKoro IloJ1uTeXHH11ecKoro 
HecTHTyTa. HeaHoso-Bo:aHeceHCK. (1, 2, 3 6bJJ\H 
H3JlaHhI e IleTporpa/le ]. 

H:asecTHll nepBoro IleTporpaJtcKoro IloJ1HTexuu11ecKoro 
HHCTHTyTa, IleTporpaJt [28], H:aBeCTHJI AeHHH
rpaJtCKOro IloJ1HTexeu11ecKoro HHcTHTyTa HMeHH 
M. H. KaJ\HHHHa. AeHHHrpaJt. [Ha11HHaJI c 29]. 

l13BeCTHJI ITocTORHHOH QeeTpaAbHOH CeiicMH'leCKOH 
KoMHccuH. AeeuHrpa4. 

HBeecTHR PyccKoro AcTpOHOMH'lecKoro 06IYeCTBa. 
IleTporpa4 [tto 24], AeHHHrpa/l [c 25]. 

H:aBeCTHR PoccH»cKoro fHJtpOJ1oru11ecKoro HHCTHTYTa. 
AeHHHrpaJl. [t(o 15, c 16 H3eecTHJI focyJlapcTBeH· 
Horo fHJtPOJ\OfH'leCKOro HHCTHTyTa]. 

H:aBeCTHJI CeBepo-KaBKa:acKoro focyJtapcTeeeeoro 
YeHsepcHTeTa. PocToB Ha t(oHy. [c 8]. 

H:aBeCTHR HumeropottcKoro focyttapcTBeHHoro Yeu
eepcuTeTa. 

H:asecTHR CapaTOBCKOro Y HHBepcHTeTa. CapaTos. 
[1918, ttaJ1ee Y11eHb1e 3anHCKH CapaToBcKoro 
focy4apcTBeHeoro Y HHBepc1ueTa]. 
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Sur les fonctions de Bessel a plusieurs variables *). 

Par Michel Akimoff. 

L'objet du present travail est l'etude des fonctions qui se rencontrent 
d'abord sous forme d'integrale definie 

" I/' =-:=- cos (kv-x1 sin v-x2 sin 2v- . .. - x sin mv- . .. ) dv 
h m , 

0 

comme Jes coefficients du developpement en serie 
CD 

~I v = ( + 2 ~ k Ik (ke11 ke2, . .. , kem, . .. ) sin k( 

k co ' 

de la solution de I' equation 

(3) v - e1 sin v - e2 sin 2v - .•. - em sin mv - ... = ( **). 

Dans le cas particulier d'une variable (m = 1) on a !'equation clas
sique de K e p I e r 

v-e1 sinv= ( 

et sa solution donnee par B e s s e I ***) 
w 

v = ~ + 2 ~ ~ Ik (ke1) sink(, 
k=l 

OU 
" 

Ik(x) = : ./ cos (kv -xsin v) dv 
0 

est la fonction bien connue de B e s s e I. 

*) Ce memoire, sauf !es remarques de !'auteur mises entre les crochets, est 
une traduction exacte des §§ 5-7, IO, II, 16, 17, 20-23, 29 du travail litho
graphie plus etendu de !'auteur ,,Sur !es fonctions de Besse I a plusieurs 
variables et leurs applications en mecanique" <These, Petrograd, 1922), publie 
en russe. Remarque de la Redaction. 

**) Le nombre des variables x1, X 2, ••• , xm ou ei, e2, ... , em avec certaines 
restrictions pour elles peut etre illimite. 

***) Besse I, ,,Untersuchung des Theils der planetarischen Storungen ... " 
(Abhandlungen der Berliner Akademie, 1824, p. 21). 

lKypH . .l\eHHHrp. cPHs.-MaT. 0-sa. T. II, B. J ( r928). 



2 M. Akim off. 

Par analogie avee ce cas, nous appelons !'equation (3) !'equation 
de Ke p 1 er generalisee et Ia fonction lk (x1 , x~ .... ,. xm, ... )-la fonction 
de B e s s e I de plusieurs variables. 

A !'equation (3) conduisent plusieurs problemes de mecanique. 
De meme que !'equation de Ke p I er elle se rencontre d'abord 

clans la mecanique celeste. 
Tel est le developpement de !'equation du centre v - ( suivant !es 

sinus des multiples de I' anomalie vraie v, ou ( est I' anomalie moyenne 
d'une planete. 

Le probleme de !'inversion de cette serie, c'est-a-dire le developpe
ment de !'equation du centre suivant !es sinus des multiples de l'ano
malie moyenne C a ete considere par C 1 air au t et d'A I ember t et 
puis par plusieurs autres geometres *). · 

Sch Io mi I ch le premier en 1849 clans la monographie ,,Die allge
meine Umkehrung gegebener Functionen" a obtenu la solution de l'equa
tion (3) sous forme de la serie (2) et a represente !es coefficients 
<le cette serie sous forme des integrales definies ( 1 ). 

Puis W e i e r st r a s s en 1866 clans le memoire ,, Ober eine Gattung 
reel! periodischer Functionen" **) a lie avec le probleme de !'inversion 
de Ia serie (3) celui de !'inversion de l'integrale 

X 

) ... ,~~x- -- -- -- - = t, 
:::t:V(1 -x2 ). F(x) 

Xo 

qui se rencontre clans un grand nombre des problemes de mecanique ***). 

*) Voir l'article de H. Burkhardt ,, TrigonometriYche Reihen und Inte
grale" .N'!! 19, clans l'Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, B. 2, p. 944. 

**) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1866, p. 97 (Werk e, B. 2, p. 1). 
"..,*) lei se rapportent tous !es problemes, ou !'equation des forces vives avec 

Jes autres equations du mouvement conduit a !'equation 

( ~i" r :.:: (1 - x2) F (x), 

ou x est une des coordonnees et t est le temps. Tels sont: le probleme du 
mouvement du point sous !'action de la force centrale a la condition d'existence 
-de la fonction des forces; quelques cas du mouvement du point sur la surface 
(en particulier - Jes pendules); divers cas du mouvemept d'un corps autour d'un 
point fixe etc. Voir le memoire de M. St a u d e ,, Uber bedingt periodische 
Functionen ... und Anwendungen derselben auf Mechanik." (Journal fiir die reine 
und angew. Mathematik, B. 105, 1889, p. 298). [Voir encore P. Appell, 
Traite de Mecanique rationnelle, t. 1, 1926, p. 340-347, 427. - I. Horn, Zeit
schrift fiir Mathematik und Physik, B. 49, 1903, p. 246. - Ch a r Ii er, Mechanik 
-des Himmels, B. 1, 1902, p. 96. Les indications bibliographiques plus completes, 
ainsi que !es diverses applications des transcendantes de B e s s e I generalisees 
aux problemes de mecanique rationnelle et de mecanique celeste, ont ete don
nees dans ma These lithographiee, 1922, Ch. V, dont une nouvelle edition 
va paraitre prochainement dans !es Annales de l'Institut des Mines a Leningrad, 
t. 72, 1928. Voir mes Notes aux Comp t es rend us, t. 165, 1917, p. uoo; 
t. 179, 1924, p. 435; t. 183, 1926, p. 313; un arcticle aux Annales du Labora
toire mathematique de l'Universite de Crimee, t. 3, 1921, p. 6-1- et le rapport 
au Congres des mathematiciens russes a Moscou (le 3 mai 1927), OU a ete de
veloppee avec plus de details la theorie des transcendantes de Bessel a deux 
variables]. 



Sur les fonctions de Bessel a plusieurs variables. 3 

lei F ( x) est la fonction continue et positive de !' argument reel x qui 
ne devient pas une seule fois zero ou infini clans tout l'intervalle de 
- 1 a + 1, y compris ses limites. Le radical a le signe + ou - selon 
que .< croit ou decroit, et 

- l e,:;: X e,:;: l , - l ,,,,; XO e,:;: l • 

L' equation (4) definit x com me fonction periodique de t avec la 
,periode *) 

En posant x = ::+--= cos v et en developpant la fonction VF ( + cos ·v) 

en serie trigonometrique, Wei erst r ass a ramene l' equation (4) a la 
forme (3), ou -~ est une fonction lineaire de t, et a etabli le developpe-
ment en serie 

CD 

{s) 
_ __ _ _ Ao "\.--, ~ 
-f- X - cos V - -;·· + ~ Ak cos k~ ' 

k=l 

OU 

Ak = ;" t/:cos [(k - 1) v - ke 1 sin v - ke2 sin 2v-... ] dv-

.! cos [(k + 1) v - ke 1 sin v - ke2 sin 2v - ... ] dv}. 

Les formules de W e i e r s t r a s s contiennent aussi le developpement 
plus general 

(6) pe ' cos pv = - .. P - 1-
2 

+Pi: { k~- ./cos [(k - p) v -ke1 sin v - ke2 sin 2v - .•. ] dv -
k=l 0 

- ;"/cos [(k + p) v - ke1 sin v - ke2 sin 2v - •.. ] dv } cos kr"., 

et le developpement de la fonction arbitraire 
CX) 

G(x)= ~ GP cospv 
pc·,o 

en serie 
co 

G(x)= ~ Bk cos k(, 
k=O 

*) Abe I. ,,Proprietes remarquables de la fonction g = 'f' (x) determinee par 
'!'equation f (g) dy - dx V (a-· g) (a1 - g) (a2 - g) ••. (am - g)=o, ... "(Oeuvres, 
t. 2, 1881, p. 40). 

1• 
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oti Bk se compose des integrales 

;t 

: ./cos[(k~p)v-ke1sinv-ke2sin2v- ... ]dv,p=o, 1, 2, ... 
0 

II faut, cependant, remarquer qu'en introduisant Jes integrales 

: f cos (kv - x 1 sin v-x2 sin 2v- ... -x,,. sin mv- ... ) dv, 
0 

ni S ch I o m i I c h, ni W e i e rs tr a s s ne Jes considerent comme Jes: 
fonctions des arguments x1, x2, . .. , xm, . .. Au contraire, en mentionnant 

a la page 6 *) de son memoire que !es formules (5), (6) et (7) renfer
ment !es integrales de B e s s e I et H a n s e n *''), W e i e r s t r a s dit: 
,,I n d en me is en Fa 11 e n a b er, s e I b s t wen n di e Fun ct i o n, 
F(x) e in e e inf ache Form hat, sin d die Coefficient en· 

Ak, Bk sehr complicirt zusammengesetzte Grossen,. 

deren direkte Entwicklung aus den aufgestellten, 
Au s d r ii ck en sch w i er i g er sch e i n t". 

Ce n'est que M. P. Appell'~**) en 1915 a propose de considerer· 
!es integral es (I) comme une generalisation de la fonction classique· 
de Besse I lk (x) pour le cas de plusieurs variables x1, x2, ••• , x,/***)~ 
M I P ' ' *****) . d. · . I f · I ( \ . . ere s am 1que ensmte pour es onchons k x1, x2,···, xm, .. ·}' 
!es relations 

(8) 
{)fk l 

Dx = 2 (/k-m --/k+m), m = I, 2, ... ' 
m 

(g) klk =+[xi (h-1-!---Ik+1) + 2x2 (Ik-2+Ik+2) + · • · + 
+mxm (lk-m+-Ik+m}+- · · .J,. 

qui conduisent, clans le cas d'un nombre limite de n variables, au sy-
steme d'equations lineaires aux derivees partielles du second ordre ******}, . 

. ;,) Werk e, B. 2. 

,;";') Comme un cas particulier pour e2 = e3 = ... = em = , .. = o. 
,;"''*) Comptes rendus, t. 160, 1915, p. 419. [M. P. App e 11 fait une premiere· 

I 
approximation avant de !'inversion de l'integrale (4), en representant ;;--:c-c cc=· 

V F(xr 
clans l'intervalle - r, + I par un polynome]. 

,;";'**) Une generalisation des fonctions de B es s e I pour le cas de plusieurs vari
ables se renc?ntre aussi clans le memoire de M. Whittaker (Mathematische 
Annalen, B. 57, 1903, p. 351). Cependant !es fonctions introduites par cet auteur 
ne presentent pas une si profonde analogie avec les fonctions ordinaires 
de 8 e s s e I comme !es fonctions considerees dans le travail present. 

+·•·*0 .. •·) Comptes rendus, t. 161, 1915, p. 169. 
*';";";'*'-') [Nous designons le systeme de M. Peres dans la suite par (S). Celui-ci· 

est etudie avec tous !es details clans notre These lithographiee ( 1922 ,, p. 43-54 .. 
Voir encore B. Jekhowsky, Comptes rendus t. 170, 1920, p. 1042]. 
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:admettant 2n solutions lineairement independantes, dont I'une est la 
fonction lk (x1 , x2, ... , x,.) elle-meme, et equivalent · pour cette fonction 

a l'equat!on de Besse I pour lk (x). 

Enfin M. B. J e k hows k y *) a donne pour la fonction lk (x 1, x2 ••• , x) 
1 'expression sous forme de serie infinie 

+"" 
{10) ~ fk-np (x1, X2, •• ,, Xn _ 1) JP (x,,) 

§ 1. Solution de !'equation (3) sous forme de serie 
trig on om et r i q u e. En considerant I' equation (3) nous supposons 

·que pour toutes Jes variations de : et v la derivee -j~ conserve le 

signe ne devenant pas zero **). Cette supposition se verifie clans tous 
:Jes cas, comme cela a lieu clans Jes exemples cifes, quand !'equation (3) 
:s' obtient de l'integrale (4). 

Sol's cette condition la solution de I' equation (3) sera unique et si 
J' on choisit un nombre entier p de telle maniere que 

V;;; < : < (p .. ! - I} .: ' 

·on se convaincra, en substituant clans I' equation (3) ces deux valeurs 
multiples de 7t au lieu de v, de !'existence de racine de !'equation (3) 
-qui est contenue entre ces deux valeurs ***). 

Comme une fonction periodique impaire de : on peut developper la 
,difference V - ( en Serie ****) 

,(II) 

(D 

I" ,.., • ky 
v - i.., = ~ a k sin ,, 

k ,·1 

ak = ~ .l (u -()sink: d(. 
0 

*) Comptes rendus, t. 162, 1916, p. 318. Bulletin des Sciences mathema
·tiques, t. 41, 1917; p. 58. [En 1927 a paru la These (Paris) de M. B. 
J e k hows k y ,,Etude sur !es transcendantes Fourier - Besse I a plusieurs 
variables" dont la seconde partie (p 17-31) est une traduction textuelle (fai\e 
avec quelques erreurs et avec la restriction n = 2, mais sans citer ma These) 
des§§ 13 (renvoi a la page 51 et 52), 16, 17, 20-24 et 29 (voir !es§§ 6-12 
·de ce rnernoire) de ma These lithographiee (1922) qui a ete bicn connue de 
M. B. J e k hows k y]. 

**) Pour cela ii suffit, par exernple, que les variables e1, e2 , • •• em, .•. satis-
fassent la condition 

I €1 I + I 2€2 I + • • • + I mem I + • • • < I. 

***) P. App e 11. Comptes rendus, t. 160, 1915, p. 419. 

****) [E t d I'' . , .. I I 2 I I k I - I 2 + I tt •. · · · . n ver u e mega 1te ak = -~k··- = k .. k2. ce e sene con-

verge absolurnent et uniforrnernent pour toutes Jes valeurs reelles de ~. car les-

,series f lk2 et f 7.:\- convergent.]. 
k=l k=l 
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En integrant par parties et en remarquant qu 'en vertu de I' equation (3), 
v - ( = o pour : = o et ( = ", on trouve 

c' est-a-dire 

OU 

7t 

=-~-fcos(kv-X1sinv-x2 sin2v- ... -x sinmv- .. • ) dv. 
, .. • m 

0 

§ 2. D'autres 
fk(X1, X2,· • ., Xm,• • . ). 

7t 

representations de 
Considerons encore l'integrale 

la fon-ction, 

I /' 7t. sin(kv-x1sinv-x2 sin2v- ... -xmsinmv- ... )dv. 
0 

En rempla~ant clans lk (xi, x2, ... , xm, . .. ) et 1/ (x1, x2, ... , xm, ... ) 
v par 2 'It - v, on trouve 

/k (x1, X2, • •• 'Xm'. • . ) = 
27' 

'! . • 1· cos(kv-x1sinv-x2 sin 2v- ... -xm sin mv- ... )dv, 

-1/ (xpx2,, •. ,xm'' · .)= 

"" = ~- ;· sin (kv-x1 sin v-x2 sin 2v- ... -xm sin mv- ... ) dv. 

Par suite 

Jk (x1, x2, . .. 'xm, ... ) = 
27' 

= }.:.. ;· cos(kv-x1 sinv-x2 sin 2v- ... -xm sin mv - ... ) dv, 
.. 0 

2r: 

o = .1.. j' sin ( kv- -x1 sin v-x2 sin 2v- . .. -x sin mv- . .. ) dv. 
~. m 

0 

D'ici on conclut 
2;, 

Ik(x1,x2, .. . ) = 1.: ;· [cos(kv-x1 sinv-x2 sin 2v- ... ) -
2--. 

il 
- i sin (kv-x1 sin v-x2 sin 2v- . .. )] dv. 
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C 'est-a-dire 

21t 

= J_ ;• / (x1 sin v+x,sin 2v+ ... +xm sin mv+ ... -kv) dv. 
21! 

0 

Posons ici iv= t, alors l'integrale (12) entre !es limites reelles se 
transforme en integrale curviligne. 

(13) fk(x1, X2, • •.' Xm' • • .)= 

prise suivant la circonference de rayon un avec le centre au point t = o. 
§ 3· F On Ct i On genera tr i Ce*) p Our Jk (xp x2, . .. 'xm, . .. ) et 

de v e Io pp em en t de I a f o n ct ion fk (x1, x2, . •. , xm, . .• ) en 

serie multiple suivant !es produits des fonctions 
Jk (x ), m = 1, 2, .•• **). De la derniere expression ( 1 3) on voit que 

m m 

la fonction Ik (xi, x 2 , • •• , xm, . .. ) se definit comme le coefficient du 

developpe~ent suivant en serie de L au re n t ***) 

e 

X 1 X:;i Xm 
2 (t-1-IJ + 2 (12-1-2J+ ... +-2-(lm-1-m) + ... 

+x 

= ~lk(xi, X~, . .. , xm, •• • ) tk 
k·-m 

qui a lieu pour toutes !es valeurs finies de t ****), sauf t = o. 

Pour m = I on a le developpement connu *****) 

x, (1-1-1) += 
e 2 = ~ Ik,(x1) fk,. 

kl:=--00 

En remplac;ant ici x1 par xm et t par tm, on deduit 

Xm + CD 

e ·-2- (Im - 1-m) = ~ /km (x) tmk,,. , 

km=-oo 

*) M. Aki rn off. Cornptes rendus, t. 16,, 1916, p. 26. 

~'*) M. A k i m off. Loe. cit. . 
***') Voir, par exernple, E.T. Whittaker and G. N. Watson, A Course 

of Modern Analysis, 1920, p. 100, IOI. 

****) [et avec la restriction convenable pour t, X1, x 2, ... , qui est toujours 
remplie quand !'equation (3) s'obtient de l'integrale (4), si le nombre de ces 
variables est infiniment grand]. 

*****) [H a n s e n. "Ermittelung der absoluten Storungen ... , 1." ( Schriften der 
Sternwarte Seeberg (Gotha), 1843, p. rn6)]. Sch Io mi I ch. Zeitschrift fiir Mathe
matik und Physik, B. 2, 1857, p. 137. 
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d'ou, en posant m = 1, 2, ••• et en multipliant terme a terme les 
series obtenues *), qui sont absolument convergentes, on arrive a l'egalite 

Xi -1) X2 2 -2 xm , m -m 2 (1-1 +2 (t -t ) + ... + -2-- ll -t ) + ... 
e 

En comparant cette egalite avec ( 14), on conclut 
Jk (x1, x2, • ... , xm, • •. ) = 

+oo += += 

= ~ ~-·· ~-·· fk, (x,) Ik, (x2) ... 1km (xm) ... , 
k 1 -..:-oo k2 --:-co km-:::=--oo 

OU k, + 2k2 + ·., + mkm + ... = k. c'est-a-dire 

(16) Ik (x1, X2,, .. , xm, .. . ) = 
+= += 

=~··· ~-·· 
k'J:::=.--oo km=-oo 

On obtient le developpement de la fonction Ik (x1, x2, . •• , xm, . •. ) 

en serie multiple de produits des fonctions de B es s e I ordinaires **). 
Remarque. Enposantdans(14)x1=x2=, .. =xm--l =xm+l = 

= ... = o, on trouve 

(17) 

OU 

k 
(o,o, .. "' o, xm' o, ... ) t t 

Ik ( o,o ... , o, xm, o, ... ) = -~- ./ cos (kv - x,,. sin mv) dp. 
0 

En comparant (15) et (17), on conclut 

Jk (o,O, ... , O, X, O, .. . )=f (xm) 
m km 

pour k :..= mkm, c 'est-a-dire pour k multiple de m, et 

h {o,o, ... , o, xm, o, ... )= 0 

clans tous les autres cas. 

*I Jordan. Cours d'analyse, t. 1, 1909, §§ 315, 316. 
**) La possibilite du developpement suivant Jes fonctions de B e s s e I ordi

naires des coefficients Ak et Bk, qui se rencontrent clans la rnethode de Weier
strass, est prevue par plusieurs auteurs, par exemple par M. M. C h a r I i e r 
(Mechanik des Himmels, t. T, 1902, p. 34), Bo h Ii n (Acta rnathematica, t. 10, 

1887, p. 130), mais ii n'est indique explicitement nulle part. [Dans la These 
lithographiee (1922) de l'auteur (p. 27, 28 et 92) sont indiquees d'autres repre
sentations des fonctions lk (xi, x 2, •• • , X m' ••• )-sous forme de series de poly
nomes ou de produits de deux polynomes. Voir Comptes rendus, t. 165, 1917, 
p. 23 et t. 185. 1927, p. 409]. 
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On verifie aisement, en changeant clans (14) t, x2, x 4, ••• respec

tivement en --- +. - x2 , - x 4, ••• et en comparant le developpement 

obtenu avec le precedent (14), la formule 

(18) f_k (x1, x2,•.,, Xm,• . . ) = (-1)k Jk(x1,~-x2, .. • , (-1)"'-'xm, ... ). 

En se servant de cette formule on peut clans I' etude des fonctions 
Jk (x1, xi, ..• , xm, .. . ) se horner au cas de la valeur entiere et positive 

de k. En changeant clans ( I 4) t en 

velle formule 

on arrive facilement a la nou-

(19) 

En comparant ( 18) et ( 19) on conclut encore 

{20) Ik (-x,, x2,• .. , (-it xm,· . . )=(-1)k lk(x1, X2,· . . , x,,., .. . ). 

Les formules ( I 8) et ( 19) representent I' extension *) a Ik (x1, x 2 , ••• , xm, ... ) 

des formules connues 

pour Jk (x). 

On a encore immediatement de (14) 

12,. (o, X2, o, X4, •• . ) = /, (x2, X4, . .. ) 
et 

§ 4· De Ve IO pp em en t d'u n e f On Ct i On per i O di q u e de 
v en serie trigonometrique suivant Jes sinus et 
c o s i n u s d e s m u I t i p I e s d e (. Considerons maintenant !es fonctions 
cospv et sinpv, ou p est un nombre entier quelconque. 

Comme une fonction periodique paire de ~ on peut developper 
COS pv en Serie 

O'.) 

(21) bo -1 ~ I' 
cospv = 2 -r ~bkcosk~, 

k=l 
OU 

2 1· b0 = --=- cos pv d( = 
'" . . 

0 

~ .1· cos pv ( I ·-e1 cos v-2e2 cos 2v 

0 

ou b0 = 2 pour p = o. 

... ) dv=-pe 
p 

*) Pour le cas m = 2 vo1r encore B. J e k hows k y, Comptes rendus 
t. 172, 1921, p. 1331. 
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Ensuite 
;,: 

b = -·2 · ./ cos pv cos k( dC. k 7. 

0 

Integration par parties donne 

" 
b 2p1, 'k-d k = ,.k smpvsm ·, v= 

0 

" 
2P(· 'k( • ' ')d = 7..k. sznpvszn v-e1smv-e2szn2v-... v, 

0 

ou bien 
;: 

bk= ~k ( cos (kv-pv-ke1 sin v-ke2 sin 2v- ... ) dv -
i~ ·o 

;,: 

ou enfin 

(22) bk= : [Ik _ P (kei, ke2, ... , kem, ... )-

- lk+ P (kei, ke2, . . , ., kem, . .. )]. 

Comme une fonction periodique impaire de , on peut developper 
sin pv en serie 

OU 

00 

. "1 ·kr smpv = ..;,.i ck sm -.. , 
k=l 

.. 

ck=-;-./ sin pv sink: d~. 
0 

En integrant par parties, on trouve 
;,: 

2p I ck=--::..k cos pv cosk~dv= 
h b 

OU 

" 
- .Y! __ f cos pv cos k (v-e1 sin v-e2 sin 2v- . .. ) dv 

r.k 
0 

ck= -_::k /cos (kv - pv --- ke1 sin v - ke2 sin 2v- ... ) dv ·+ 
H, 0 

+-!k- .! cos (kv + pv - ke1 sin v - ke2 sin 2v - ... ) dv, 
0 
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ou enfin *) 

(24) ck= ~· [lk _ P (ke1, ke2, • •• , kem, .. • ) + lk -1.. P (ke1, ke2, •. . , ke"', .. . )] .. 

On peut presenter !es egalites (21), (22) et (23), (24), c'est-a-dire 
m 

CD 

sinpv= p ~ [lk-p (ke1, ke2,···• kem, ... ) + 
k == I 

en vertu de Ia formule (19) 

I_ k _ P (- ke1,-ke2 , ... , - kem, ... )-= /k + P (ke1, ke2, ... ,, kem, ... ), 

sous forme 

sin pv = 
OU 

±ipv_ 
e --

ou k prend toutes !es valeurs entieres de - W a + cc, sauf k = o,, 
pep 

et ii faut remplacer le terme - 2 - par I pour p = o. 

En vertu de cette egalite on peut representer **) toute la fonction 
periodique 

+co 
F (v)= ~ 

p ::==-co 

de v sous forme 
+oo 

~ 
k=-cxo 

*) La convergence des developpements (21) et (23) se prouve comme clans 
le § r. Les developpements (21), (22) et t23), (24) pour le cas d'une variable 
(m = r) sont indiques par Jacobi (Crelle's Journal, B. 15, 1836, p. 1-26). 
[Le resultat obtenu par· M. · B. J e k hows k y (Bulletin astronomique, t. 35, 
1918, p. 139-145) est incorrect]. 

**J [Sous la condition de la convergence absolue de la serie donnee]. 



12 M. A k i mo f f. 

OU 

(26) Ao= Co - i' (C1-+ C - 1) - 2-:2(Cd-C- 2) - ..• -

- m e:n (Cm+ C_m)- ... 

et 

Ce resultat conduit a !'extension au cas de !'equation de Ke p I er 
generalisee du theoreme suivant de C au Chy,*): 

Si 
+oc 

F= L Cpe'pv 
p----:..-.:>:J 

et 

(3) v - e1 sin v - e2 sin 2v - ... - em sin mv - •.. = :, 
-alors 

1) le coefficient Ak du developpement 

+oo 
F= ~ A/k: 

k=-= 

. St e gal a U CO e ff i Cl en t de eikv d an S I e de Ve l Opp em e n t 

. s u i v a n t I e s p u i s s a n c e s d e /v d e I a f o n c t i o n 

ke, 'eiv - e - iv)+ k;" (e2iv - e - 2iv) + ... l- e, ( iv+ - iv) 
. Fe 2 I - ---- e e -

. 2 

__ 2 ~ (/iv+ e - 2iv) _ ••• J 
2) il est e g a I encore au co efficient de /kv d ans le 

d e v e I o p p e m e n t s u i v a n t I e s p u i s s a n c e s d e eiv d e I a 
;fonction 

1 dF .k;, (eiv _.-iv)+ k;, re2iv _ e -2iv) + ... 
- ik 7;; e 

*) Comptes rendus, t. 12, 1841, p. 88 (Oeuvres, 1• serie, t. 6, p 21). [Avant 
la publication de ma Th e s e lithographiee cette generalisation du theoreme 
de Ca u Chy a ete indiquee par M. B. J e k h Ow sky (Comptes rendus, t. J66, 
1918, p. 342) qui reproduit le raisonnement de Tis s er and (Traite de meca
nique celeste, t. I, p. 229-233). A cause de !'interruption de nos rapports scien
tifiques avec l'etranger des le commencement de l'annee 1918 jusqu' au moment 
de la publication de ma These lithographiee (janvier 1922) les indications 
bibliographiques donnees dans ce travail se terminent par l'annee 1917]. 
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Pour demontrer la premiere partie du theoreme ii suffit de presenter· 
le coefficient Ak sous forme 

d'ou, en vertu de !'equation (3), 

2,c 

A _ I r C' i (ke 1 sin v -j- ke, sin 2v + ... ) ( 
k - -----=- re I - e1 cos v -

2,~ •. 
0 

-ikv 
-2e2cos2v- ... )e dv 

et si !'on pose 

+ CX) 

_ "---, A' ik'v 
~ k'e , 

k' ·,-co 

on a 

Pour demontrer la seconde partie du theoreme ii suffit de transfor
mer l'integrale (28) a !'aide de !'integration par parties, alors 

2;;: 2,: 2;;: 

A =!__ /' Fe -ik: d: = - --1- ;· Fde - ik~ = -\-- ( df_ e -ik: dv, 
k zr:. . zr:ik. z.:zk, dv 

0 O 0 

ou, en vertu de !'equation (3), 
2;;: 

A =-\- .1· . df. /k (e 1 sin v+e,si112v+ .. .J e -ikv dv 
k 2 r:zk. dv 

0 

et si I' on pose 

on a 

1 dF ~1 (eiv_.-iv)+k;, (e2iv_.-2iv;+ ... 

ik dv e 

-,!--co 

~ " ik"v 
~Ak,,e , 

k":::::::..-co 

Le developpement de la fonction 
~f (eiv-e-•v)+~t (e2iv_.- 2iv.+ .... 

e 

suivant Jes puissances de eiv introduit clans Jes expressions des coeffi-
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cients A~, A~ la fonction *) Ik, (ke1, ke2, ... , kem,' .. . ). En 
le calcul des coefficients A~, A;, on s' assure que Jes egalites 
sont equivalentes aux formules (26), (27). 

effectuant 

(30), (31) 

Comme exemple de !'application de la formule (30), citons le de
·veloppement en serie 

+w 
I_:_ e~-d"o;;:::::_\;;~~;-;_'U =-.--:. = ~ A/k' 

k c,-oo 

lei I' egalite ( 29) se reduit a la suivante 

(ke 1, kez, .. . ) 

Par consequent 

ik'v 
e 

On peut verifier .encore le developpement (32) en partant du deve
·1oppement suivant, donne plus haut (§ r) , 

co 

v = ( + 2 ~ T lk (ke1, ke2, .. . ) sink:, 
k=l 

si I' on se rappele la formule ( r 9) 

J_k (-x1, -x2,• . . )=-lk (x1. x2,· .. ), 

car en vertu de !'equation (3) on a 

dv 
I - e1 sin v - ~e2 sin 2v - •.. = d: 

§ 5. Relations de recurrence entre Jes fonctions 
h (xi, x2, •.. ,x,,, .... ) et entre ces fonctions et leurs de ri
v e es. En partant du developpement ( r 4) on prouve pour !es fonctions 
Ik (xi, x2, ... , xm, ... ) lesrelationsfondamentales(8) et (9) de M.Peres. 
En differentiant !es deux parties de I'egalite (14) par rapport a xm, on a 

I m -m) ~ (t - t- 1 ) + _x, ,/ - t-~) + -(t - t e 2 2 · ... -
2 

+= 
2 -(tm-t-m) ~ Jk(x1,x2,···,xm,···)l= 

+- OJ 

~ 
k=- 00 

k=-oo 

{j/k (xi, Xz,· .. ) 

axm 
l. 

En comparant Jes coefficients de l clans !es deux parties de la 
-derniere egalite, on arrive aux relations (8). 

*) Voir l'egalite (14). 
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En differentiant ensuite les deux parties de I' egalite ( 14) par rapport 
a t, on trouve 

[ x1 ( + -2}+ X,, ( + -3 + + Xm ( m -1 + -m-1}+ l = - - I t 2 -"- t t ) ... m --- t t ···J X 
_ 2 · 2 2 

+oo 

X ~lk (xi, x2,· .. , xm, .. . ) l= 
k=-oo 

-t-u, 
- "\:I kl 
-~ k 

( ) k-1 
x1, x 2, ... , xm,. . . t · 

k=-co 

En comparant !es coefficients de l- 1 clans les deux parties de la 
derniere egalite, on arrive a la relation (9). 

§ 6. Solution du system e (8), (9) pour la vale u r q u el· 
conque d'indice k sous forme d'une integrale definie*). 
L'integrale 

OU 

)- f cos(kv-x1sinv-x2 sin2v- ... -xnsinnv)dv 
0 

I x, 1) X:.i 2 '). Xn k ~ 
__ I-:- e z(t - 1- + 2 (1 - 1-") + ... + - 2- (tn-1-n) f- -
2.:1 . 

dt, 

C 

C designant un chemin d'integration ferme quelconque entourant le point 
t = o, definit la fonction Ik (x1, x2 , • •• , x) pour la valeur entiere 

d'indice k. En considerant maintenant l'indice k comme un nombre 
quelconque reel ou complexe, par analogie avec le cas d'une variable **) 
nous allons chercher la solution du systeme (8), (9) sous forme d'une 
integrale curviligne 

b 

sk (x1, x2, . .. , X ) = _ _.!:_: J Ft-k-l dt, 
11 27:'l 

a 

"') [Les s§ qui suivent, dont le resume est donne dans les Notes de rauteur 
aux Comptes rendus (t. 163, 1916, p. 26; t. 165, 1917, p. 23 et IIOO; t. 185, 
;927, p .. 409), ainsi que la remarque faite aux pages 51, 52 du travail lithogra

·phie de rauteur a propos de la verification des conditions d'integrabilite du 
systeme (S), sont textuellement (avec. la restriction n = 2) reproduits dans 
la T h e s e de M. B. J e k h o w s k y ,,Etude sur Jes transcendantes F o u r i e r
B es s e I a plusieurs variables." Paris, 1927, Deuxieme partie]. 

**) Soni n e. "Recherches sur Jes fonctions cylindriques" (Mathematische 
Annalen, B. 16, 1880, p. 10). Dans mon article ,,Sur Jes cas limites de la fonction P 
de Riemann" (Annales de l'Institut des Mines a Saint-Petersbourg, t. 1, 1907, 
,P• 87), (voir encore Comptes rendus, t. 181, 1925, p. 313], j'ai obtenu cette 
integrale comme cas limite de l'integrale pour la fonction P. 
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OU 
X1_ (t--f"-1) + ~~(t2 -t-2) +·,. + --~1!.._ (tn-t-n) 

F=e2 2 2 

et a et b sont des nombres constants qu'il faut definir. 

Pour toutes les valeurs de a et b cette integrale *) satisfait aux 
equations (8). 

En effet, si clans l'integrale 
b 

~ /' 8F t-k-1 dt 
:21tZ • Oxm ' 

a 

on intervertit le signe de la derivation avec le signe de !'integration, 
. • • . 8Sk ' 

cette mtegrale sera egale a -8 ~. D autre _part, si !'on effectue la dif
xm 

ferentiation sous le signe d'integrale, elle sera egale a + (Sk-m -Sk+m). 

Considerons ensuite l'integrale 

Si on la transforme par !'integration par parties, elle se trouvera egale a 

I-~ Ft-k] b + kSk. 
_2i-Z a 

D'autre part, si l'on effectue la differentiation sous le signe d'integrale, 
elle sera egale a 

~~ (Sk-t +sk+1)+ 2 -;2-(Sk-2+sk+2) + · · · +n ~ (Sk-~+sk+J 

On voit d'ici que l'integrale (33), qui satisfait toujours au systeme (8), 
va satisfaire en mewe temps a !'equation (9), si I'on choisit les constantes. 
a et b telles que 

[ -k]b F. t a= o. 

Designons par R(u) la partie reelle d'une quantite complexe quel
conque u. Soit a; et ~ deux constantes telles que **) 

*) De meme que l'integrale plus generale 

~ x, -1 x,. 2 -2 xn n -n 
_I,/ e2 (1-1 )+ 2(1 -I )+ ... +-2-(1 -I ),]I (f) dt 

2i':Z .. ' . 1 

a 

ou ·~ (t) est une fonction arhitraire de t. 
**) [En supposant ici n = 1, 2 au lieu de n = 2, M. B. J e k hows k y 

(These, Paris, 19271 p. 21, 25, 26, 28) comprend mal ces inegalites]. 
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et p = e 11 La condition (34) conduit aux trois systemes des valeurs 
pour !es limites a et b, savoir 

r} a= oo CZ, b= so ~ 

2) 
C b=_!!_, a === --?Y, pa 

3} 
0 

b= a === --;;- , ro a, 
Pl' 

le symbole = etant repute une valeur reelle positive infinie. Confor
mement a cela on obtient pour Jes solutions du systeme (8), (9) trois 
expressions suivantes sous forme d'integrales definies 

I Jc,:,~ ;'(t-t-1)+ -~2(t2-t-2J+ ... + X; (tn-t-")-k-ld 

Sk= e t t 2.:i . ' 

0 

ou /=/lg t et lg t prend !es valeurs reelles pour reel positif. 

Etudions ces integrales. 
En nous tournant aux integral es (3 5 ') et (3 5 "). nous nous imagi

nons le chemin d'integration sous forme d'une ligne sans noeuds allant 
a l'infini clans Jes directions determinees, ou veoant et revenant au point 
t = o. En posant 

et en rempla<;ant a successivement par 
2m.:i 

O:.m===ae 11 *), m === O, I, 2, ... , n- I, 

on obtient des integrales .S,,, s: 2n solutions du systeme (8), (9) 

/ (01 (1) 
k ' lk , ... ' 

pour k non entier lineairement independantes !es unes des autres **). 

s:,) Ou, corn me precedemment, 

(36) R (xn ct")< o. 

,t,,) Jordan, Cours d'analyse, t. 3, 1887, p. 244-247.--N e k r ass off ., Uber 
lineare Differentialgleichungen, welche mittelst bestimmter Integrale _ ,'.ntegrirt 
werden" (Mathematische Annalen, B. 38, 1891, p. 509). . .,·(.,.~). 

mvPH, Ae1rnttrp. ClJuB.-MaT. 0-Ba, T. II, B. I ( 1()28). 
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Faisons des integrales (37) la somme suivante 

/ (0)+/(l)_t__ _11(11--l) 
k k I • • • 1 k 

qui se reduit a une integrale 

I /co_ ~ ~' (t-t-1) + :;, (t2-t-2) -t- ... + :'___ (1"-1-") -k-t 
---::- e t dt. 
2r:z 

Pour k entier, le chemin curviligne d'integration, partant du point 
= a et y revenant clans la meme direction, apres. av.oir entoure l'origme
t = 0 (sans cela l'integrale serait egale a zero), se reduit a 11n cont01i1r
arbitraire ferme autour de ce dernier point; c'est pomq11oi l'integrale (3:9.} 
est egale a . 

fk (x1, x2, ... , x,,). 

Faisons des integrales (38) la somme suivante. 

t) + 1t-t-l) + • .. + /t--1) 

'qUi Se reduit a une integra)e 
0 

'f,''X 

Pour k entier, · le chemin curvilignc d'integration, partant du point -0 -
px 

et y revenant clans la meme direction, apres avoir entoure l'origine t = o, 
:se reduit a un contour arbitraire ferme autour de ce dernier point; 
c'est pourquoi l'integrale (40) est egale a 

I k (xi, x2, • •• , xJ 
Par consequent, pour k entier, 

1(0) + 1n1 I__ + Jin-1) = /(n) _1_ ,(11-j-l) + + /(211-l). 
k kl.... k k I k ·•• k 

On peut prendre alors comme nouvelle solution du systeme (8), (9), 
lineairement independente des precedentes, l'integrale 

Hk (x,, x2,- .. , x,.) = 

0 

'qUi, comme nous l'etablirons clans la suite, s'exprime lineairement pour 
k non entier par deux integrales (39) et (40). 

§ 7. E x p r e s s i o n s d e s f o n c t i o n s S /', S /' par S /. P assons 

a l'etude des autres solutions S/, S/" du systeme (8), (9). Nous allons 

montrer que ces solutions s'expriment par S/ *). 

*) [Pour n = I comparer Soni n e, Memoire cite, p. 24]. 
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. Soit, pour preciser Jes idees, R (x) < o. Posons alors a= 1 et 

:representons le chemin d'integration de la maniere suivante, · 
Construisons le cercle de rayon un avec le centre a !' origine des 

coordonnees. Soient Ao, A 1 •... , A211 _1 (sur la figure 2n = 10) !es 

points d'intersection de ce cercle avec Jes droites passant par J'origine 
, .: 2.: (2n-1) .: 

·et formant avec I axe reel positif !es angles o, - , -, ... , ---- . 
n n n 

Soit B le point infini de la droite passant de l'origine par A . En de-
P P 

signant par C un chemin quelconque d'integration, posons pour abre-
wiation 

A,. . 

. . .. . ' . .. ... --:j/-----· -'10 
. J\s , , ' , 

Fig. I, 

D' a pres ces notations on a 

= S (Bzm Azm Azm+t Azm+z Bzm+z), 

= S (OA211-2m-3 Azn-Zm-2 A2n-2m-1 0), 

m =o,r, ... , n-1 

/ (0) + /(1) + + J(n-1) _ 
k k • • . k -

= S (BoAoA1 . .. A211 _ 1 A0 B0), 

1i2"\x1, x2,· . . , x,.) = 1/1+("+11 + ... + 1in-1)= 

= S (OAz,,-1 Ao· · · A2,,-2 Azn-1 0), 

Hk (x1, x2, ... , x) = S (OA211 _1 AoBo). 

On trouve facilement 

2kr:i I ( e k x1, x'! .... , x,) = S (A211 _1 Ao) - S (A2,,_1 A211_ 2 ... A0) + 
+ (r -ik"i) S (AoB0), 

2* 
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/ (211) ( . ) ( .-2kci) S ( ) _J_ S ( ) k Xp x2 ... , x,, = I -·e OA2,,_1 1 A 211 _ 1 Ao -

-Zkr<i S (A A 
- e 2n-l 2n-2 · • • Ao), 

Hk (x1, x2 ... , x,,) =0 S (OA211 _1) + S (A2,,_1 Ao) + S (AoB0). 

On a d'ici 

( ) ) (2n) ( ) ( 4 I k xi, x2, ... , x,, - lk x1, x2 ... , x,,) = 
-2kci = (1-e )cHk (x1, X2· . . , x,,). 

Done Hk (x1, x2, ... , x,) s'exprime lineairernent par ( (x1,x2, . .. , x,,), 
-(211) ( ) J k XJ, Xz,, •• , X 11 • 

Prenons ensuite l 'integrale 

(m) ( ( )"-I ) -l_k xi,-xz, .. . , -1 x 11 -

, . . I e ,,; dt dt 1 k k-. k 
Si I on pose 1c1 t = - ·---- = - , · -, t = e .. , t1 --

t1 t, f1 

le chernin d'integration B2m+n+i A2m+n+t Azm+n+z Azm+n+3 Bzm+,,+:: 
se transforme en le suivant: OA2n-Zm--l A 2,,_zrn--Z A 211 __ zrn-3 0. 

C' est pourquoi 

/ __ ;, (xi,:--x2, · · ·, (-i}"-l x,,)= /"' S (OA211-2m-3 A2n-2m-2 A2n-2m.-l O) 
kci J(n-f-m) ( · ) = e k XJ, X2, , •• , Xn 

et 
( ( )n-1 )- hi (2n)( · ) fk x1,-x2, ... , ·-1 X11 -e fk x1,x3, ... ,x11 • 

En vertu de cette egalite la formule (41) donne 

-- k.ci f - k (x1,-X2, .. ,, (--I )"-1 xn) - ekci fk (X1,X2, .. ,, xn} 
Hk(x 1,x2,· .. ,x,,)=e -·--· - -- - --- - ------=,x,,;;·-----------------

1- e 

I ( ( 11--1 ) lai f ( ) -- k XJ,-X2,-··~ - I) x,.. - e k X1,X2,•••1 xi! 
(42) = - - - j - --- - ----. 

2i sink.: 

§ 8. Gen e r a I i s at i on d e I a f o n ct i o n de C. Neu ma n n. 

Pour la valeur arbitraire de k !es fonctions It), p = o, 1, ... , 2n - I, 

representent 2n solutions lineairement independantes du systeme (8), (9) et 
sa solution generale s 'exprime par la combinaison lineaire de ces fonctions. 

L'exception represente le cas de la valeur entiere de k, on a alors (§ 3) 

l_k (xi,-;2, ... , (-1)11 - 1 x,,) = (-1{ lk (xi, x2, . .. , x,,) 

et la fonction Il2") (x1, x2, . .. , x,,) coincide avec lk (x1, x2, . .. , x,,). 
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On peut prendre clans ce cas comme nouvelle, lineairement indepen
·dante des precedentes, solution du systeme (8), (g), la fonction 
Hk (x1, x2, . .. , x) ou la fonction plus simple suivante 

Yk(x1, x2,• .. ,x)= 

cos k.: fk (x1, X1,••·, x)--l-k(x1,--x2, . •• ,(-1)"-1x") 

sink.: 

qui representent la generalisation des fonctions de H a n k e 1 *) 

I_ k (x) - ehi I k(x) 
Hk(x)=~~~~-

2i sin k.: 

et de C. Neu m an n **) 

cask.: Ik (x) --I __ k(x) 
Yk(x)= 

sin k'j[ 

pour le cas de plusieurs variables. 

§ 9. Int e gr a I es en tr e I e s I i m it es re e 11 es po u r I a 
f on ct i o n Ik (x1 , x2, . .. , x,J Considerons avec plus de details· I' integrale 

(44) fk (x1. x2,. · . , x,,) . 

coa 

clans le but de la transformer de fai;:on que le chemin d'integration 
devienne reel. Posons pour cela 

o: = e\·!r- 2.:)i 

et construisons, comme -precedemment, un cercle de rayon un avec le 
centre a l'origine des coordonnees. Designons par A le point d'inter
section de ce cercle avec une droite menee de I'origine sous !'angle q, 
a !'axe reel positif et par B le point infiniment eloigne de cette droite. 
On peut alors presenter I'integrale (44) s-.>us la forme suivante 

2k;;i A, ~ 
lk(x1, x2,,, ., x,) =~ le / + /+ / J, 

2hl , , , 
B (A,A} A 

le chemin d'integration (A,A) etant une circonference parcourue clans 
le sens positif de 9 =- 'i - 2.. jusqu'a 9 = ~. si l'on pose sur ce 
chemin t = /'f · 

*) Nie Is Nie 1 sen. Handbuch der Theorie der Cylinderfunctionen, 1904, 
p. 16 et 124. 

'**) Niels Nielsen. Travail cite, p. 11. 
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Posons clans la 
droite de I'egalite 
a la suivante 

premiere et clans la troisieme integrale de la partie-
(45) t - 6 + <J;i alors ces integrales se reduisent -e ' 

k(rr-w)i . k fro -':~ (ee+<J;i -6-·-J,i) . .I-_::,_ (e2 (~+<J;i)_ .--2(~+:,;J) + ... - k~ 
e · szn r: 2 -e 1 2 

- . ;: e d0,. 
0 

I' ( 11<j,i) < OU on a suppose R xne o. 

Quant a la seconde integrale de la partie droite de (45), si l'on pose 
~ I + d I t = e et ? = y - " cr e sorte que cr = - 'It pour 9 = y - 2" 

et cr = it pour 9 = y, elle se transforme en celle·ci 

'i' 
I /-. eix1sin'f + ix'Jsin2'~ + ... + ixnsin n up - ki·~ d'.:J ~ 

2~ • 

<j,_:2;: 

ek (rr - <j,J i ;-I;" e·- ix1sin (·.i,+-,) + ix,sin 2 (<J;+,) - ... + (- 1)" ix 11 sin n (•J+,)- ki, do> 
27: 

c'est-a-dire, en reduisant Jes limites d'integration aux o et r., 

+ ,/; e -ixi(sin <j, cos o-cos·~ sin ,) + ix, (sin 2cj, cos2,-cos2·.J,sin 2,) - ... + kicr dcr } 

0 

+ 

X cos (x1cos 7 sin cr - x2cos 27 sin 20 + ... + kcr) dcr •. 

De cette maniere on a finalement 

(46) lk (x1, x2, . .. , x,) .:__ 

ek(.t-<j,)i [ r" + 2' . --.-. __ 
0 

e - ix,sin·.Ji co., ix,sin "'cos 2, - ... X 

X cos (x1cos y sin a - x2cos 2'? sin 20 + ... + ko) dcr _:__ 

)
"; _:<.<. (/1+4i_.-O-·.j,i)+:'-"- (•2 (6+".J,i) __ .-2(0+·.J,i)) + ... _ k~ -]·: 

- sin k7t e 2 2 d0· ' 
0 

Pour n = I cette formule a ete etablie par S O n i n e *). 

*) Memoire cite, p. 14. 
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Elle est applicable, avec le choix convenable de tj,, p0u,r toute la 
valeur <le xn differente de zero. Si !'on pose clans cette formule 'I= 7.. 

ou 'I = ·o, on .en .tire Jes formules suiv_antes 

~-1· cos {'ko -x1 sin o -x2 sin 20 - •.. - x,. sin no) db-
.. 0 

('() 

_ !_in,.k-. .1· e - x,sh 8 + x, sh2~ - .. _ +(- I/'xnsh11IJ - kfJdO, 

0 
IJ -~ 

sh 1&=-~~ 
2 ' 

pour R [(- :1 f xn] < ·O et 

(47'') I k (xi, x2:, .. .... , xn) = 
iTCi f /TC ,. l 

O 
cos (b +xi sin cr - x2 sin 20 -~ ... - (- 1 (x,.sin no) do-

- ,;. 16-1, '•''·" '.,rn + .. +•, ''"" ·- '"d&), 
pour R (xn) < o, SUT 1esquelles on verifie aisement I' egalite 

( 8) / ( - ( )" ) hi / ( \ 4 k -xi, X1, -x3,• • . , -I Xn = e k X1, X2·,· • • , X 11 p. 

Ces formules pour n = 1 sont indiquees par S ch I a f Ii *) et pour k 
entier se reduisent a l'integrale ( 1) de s Ch IO mi IC h-W e i erst r ass-

A pp e 11. Dans la formule (46) pour R (t x,,) < o on peut poser 

'! = : et pour R [(- i) n x n] < o on peut poser'!= 3:. On obtient 

ainsi des integrales analogues aux deux precedentes sur lesquelles on 
peut verifier de nouveau I' egalite (48). Pour .k entier on en deduit 
une nouvelle expression de la fonction Ik (xi, x2 , . •• , x,) sous forme 

d'integrale 
TC 

I /' i(x1 cos,-x.,cos3,+ ... ) ( . • + k ) 
-·.j,-- e . COS X2 Sill 20 - X4 Sill 4:J ... + '.J 
.:i • 

-0 

donnee dans le cas n = I par H an s e n **). 

§ 10. Systeme fondamental d'integrales des equa· 
ti o n s (S) d ans I e v o i s i n age de xn = o. Des expressions des 

fonctions //Pl(x1, xz, .. . , x), p=o, I, 2, ... , 2n- I, sous forme 

*) Annali di Matematica, 2e serie, t. 1, 1868, p. 237.-Mathematische Anna
len, B. 3, 1871, p. 148. 

**) Memoire cite, p. 105. 
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des integrales definies (3 51
), (3 5 ") on voit que !es points singuliers 

(qui sont tous d' ailleurs des points singuliers essentiels) de ces fonctions 
seront 

Lorsqu'une des variables xh, h =I, 2, ... , n - I, fait un tour 

dans so_n domaine complexe dans le sens direct autour du point singulier 
correspondant xh = =, cela revient au meme que si elle faisait un tour 

dans le sens negatif autour du point ordinaire xh = o. Done, quand ce 

tour est accompli, la fonction lk (p} (xi, x 2,. . . x) reprend _ la meme 

valeur *). Etudions la variation des valeurs de la fonction / k (p) (x1, x2, .•. , x,,), 
p = o, 1, ... , 2n - 1, quand la variable x 11 fait clans son domaine 

complexe un tour du point x 11 = co clans le sens direct ou, ce qui est la 

meme chose, clans le sens negatif autour du point x 11 = o. 

Quand ce tour est accompli !'argument de x,, augmente de --2 .. , vu 

la condition (36) l' argument de a augmente done de -2 .: · 
n 

P · h d f · f(q) f(n+q) -ar suite, c acune es onchons k ou k , q - o, I, ... , n -- 2, 

• (q+1) J(n+q+I) (n-1) - 2k.:i /(0) 
se change en la smvante ( ou k et 1 k en e k ou 
/ (2n-l) 2k.:i J(n} 

k en e k • 

0 · d'" · h d f t· (m) f(n+m) d"d · n v01t 1c1 que c acune es one 10ns / k ou k se e mt 

d' l 1<0> (n> d I d I une seu e k ou 1 k au moyen e circu ation e a variable x,, 

dans son domaine complexe, effectuee successivement m fois (m=o, 
1, ..• , n-1) dans le sens negatif autour du point singulier xn = o. 

En donnant aux x,, x2, . .. , xn-·l des valeurs arbitraires, constantes 
et finies, nous allons chercher, conformement a la methode de Fuchs, 
un systeme fondamental d'integrales des equations (S) dans le voisinage 
de x 11 = o, dont chacune apres le tour accompli par la variable xn 

du point x,, = o prend la valeur qui ne differe de sa valeur initiale 

que par un multiplicateur constant p,. 
En designant !es valeurs que prennent !es fonctions 1:l, p = o, 

I,. . . . 2n-1, apres le tour du pont xn = o, fait une fois par la va· 

riable x 11 , par f<,:l, on a 

I 
I 

--(n-1) _ -2.:ki/(0) 
h -e k ' 

·-1-(n+q) - J(n+q+I) ·1-(2n-l) 2;,;ki J(n) 
k - k • k =e · k , 

q=o, r, ... , n-2. 

*) Des expressions (35 1 ) et (35") ii est aussi evident qu'apres l'accroisse
ment de rargument d'une des variables x1, x 2, ••• , x 11 _ , de 2;: !es fonctions 

I 1/:', p = o, r, ... , 2n-r, reprennent les valeurs initiales. 
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On cherche l'integrale du systeme (5) ~ prenant la valeur 

(50) 

quand un tour du point xn = o est accompli. 

Pour k non ~ntier !es fonctions i,:>, p = o, 1, .•• , 2n - r, repre

sentent un systeme fondamental d'integrales par lesquel!es s'exprime 
lineairement toute integrale des equations (S); c'est' pourquoi 

g - C j(O) _j_ C /(1) I + C /(2n-l) 
<JJk - 0 k I 1 k T · · · 211-l k ' 

-- _ - (0) --(1) -c2n-l) 
@k - Co I k + Ci I k + • · · + C2,,-1 l k • 

Des equations (49) et (50) on trouve 

-(C ---2.:k, C ) coJ+ (C . C )J(l)+ 1 (C _ C ) l (11---Il+ 
11--le - ofL Jk o- If!· k • • .--r 11-2- n-lf!, k 

+(C211-/"k'-C,y.) 1tl + (Cn-Cn+1fL)lt+i) + · · · + 
1 (C C } }(2n-l) _ 

1 211-2- 211-1 fL k - o. 

Mais l~p) p = o, 1, ... , 2n-1, sont lineairement independentes 

Jes unes _ des autres, par consequent de I' equation precedente on conclut 

C - 2"'ki C C C n-l e - o l-1 = o, o - 1 l-1 = o, ... , cn-2 - cn-1 l-1 = o, 

( 5 I) C 2cki C - C C C C 211-le - ,,f!,=o, II- 11+-Ip,=o, ... , 2n-2- 2n-Ip,=o. 

d'ou, en eliminant Co, C1, •.• , C211 _1, on obtient deux equations dans 

lesquelles se decompose dans le cas considere !'equation fondamentale 
de Fuchs. 

De ces equations on trouve 2n valeurs distinctes pour f!-

2.: (k-ml i 
------· 

ll 

P·m === e , m=o, r, ... , n-r, 

auxquelles de (5 r) correspondent 2n systemes des valeurs pour 
C 

p' p=o, I, ..• , 2n- I: 

c(o, C(O) (OJ 
0 , 1 ' ... ' cn-1' o, 0, ... , o, 

c<n--1) 
0 ' 

c[n-1) 
1 ' .. 

Cn-1) 
' n-1 ' 

o, o, ... , o, 

o. o, ... , o, c{") 
n ' 

c(n) 
n-j-1' ... , c(nl 

2n-1' 

o, o, ... , o, c211-l) 
n ' 

d2n-1) c2n-l) 
n-j-1 '· · ·' 2n-l ' 
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OU 
C(m) -l 

L = Co P-m , 

d"+m)= C U-/ 
n+l n l n1-m' 

l= o, I, .•. , n- 1; m = o, I, ... , 11---- I-

De cette maniere le systeme fondamental cherche des integrales 
irregulieres des equations (S) clans le voisinage de x 11 = o ser~ 

g(O) -J(O)+ -1 /(1) + +u-(11-1)/(,,-1) 
C?J k - k P-o k • • • ' o k , 

-"Y(n-1) = /(0) + U - 1 /(11 +- ___LU - (n-1) /n-1) 
,y k k • n - 1 k · · · I ' n -- 1 k ' 

,g(n) - /(11) + -1 /(n+lJ + + - tn-1) /(2n-l) 
GI k - k 11-n k · · · P,n k • 

. . . . . . . . . . . . . . . 
cy(2n-1) - J'n) + IL -1 /(n+l) + + - (n-1) Ji2n -1 •. 

GI k - k '2n ~ 1 k • · · fL2n - 1 k 

Quand la variable x 11 fait un tour du point singulier x 11 = o clans 
2,(k-m)i 

le sens negatif, @t> obt_ient le facteur p,m = e 

2"rk+!'.'ti 

n - - et d/f:+m) obtient 

le facteur p,11 + m = e 

sous la forme 

/1 On peut done presenter ces integrales 

g(m) 
GI k 

k-m 

=x 
11 

n 

-k-m 

n 

m==o, r, ... , n-- I, 

ou JP (x1, x 2, . .. , x), p = o, I, ... , 2n - I, sont_ des fonctions uniform es 

qui se developpent en serie de Laure n t suivant Jes puissances posi
tives et negatives de x 11 et en serie de Mac I au r i n suivant Jes 

puissances positives de xi, x2, . .. , x 11 _ 1 *). 
Remarquons que s1 au systeme (8), (9) satisfait la fonction 

Sk (xi, X2, ... , x,,), au meme systeme satisfait encore Ja fonction 
-k,-,;S ( ( )"- 1 ) 0 d b . 1·· · I ,q(,,+m e -k x1,-xz ... ,, -r x,. . n peut one o temr ·mtegra e @k 

~-,.(m) • • • , - kci 
de <§I k , m = o, I, ... , n - I, en mulhphant cette dermere par e et 

en y rempla<;ant k par- k et x2, x 4, ... , par- x2 - X4, •.• 

*) [Divers developpements des fonctions 

If) (xi, x~, ... , Xn), dflj,P) (x1, X2, •.. , Xn), p = o, 1, ... , 2n - 1, 

en series sont indiques par !'auteur dans sa The s e lithographiee, §§ 18 et 19~ 
Voir encore Comptes rendus, t. 165, 1917, p. 23 et IIoo; t. 185, 1927, p. 409] .. 
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§ I I. Form u I e d'a d di ti on. Rempla<;ons maintenant clans Jes inte
grales (35) xi, x2, ..• , xn respectivement par x1 +-yi, ... , x2 + y 2,. 

x - 1-y , nous obtenons 
/l ! n 

Sk(x1 +Y1, X3 +Y2,· · ·, Xn +y)= 

1! (1- 1-li+~ (12 - i-2) +. - -+ _ _!Jr (t" -- 1--n) 
X e t -- k -- 1 dt, 

ou a et b ont la signification indiquee en § 6 et 

R [(xn +g,) a"]< o, R [(xn +y,,) n < o. 

Pour chaque valeur de Yn on peut choisir Jes constantes a, ~ de telle 

maniCre qu'en meme temps avec les conditions (52) seront satisfaites. 
encore !es suivantes 

R (yna") < o, R (yy') < o. 

Pour cela, en vertu des inegalites 

R [Y,. a" (I+ ;: ) J < o, R [yi' ( 1 + =~~ )] < o, 

X 

ii suffit d' admettre que mod _':_ < 1. 
Yn 

Developpons alors 

en serie suivant la formule ( 14 ), nous obtenons la formule d' addition 

Sk (x1+Y1, x2+y2, •• • , x,,+y)= 
+oo b ·. y 11 -~\ _I-;· {-'(1-1-I)+Y; (t2-r-2)+ ... + 2 (tn-1-11) p-k-1 ' 

- , I (x1,xo, ... , Xn) • e t dt 
p - 2~, 

p=:.-ro a 

+ru 
=~Ip (x1, x2, •.• , x) Sk-p (y1, 92, ... , y,,) 

p=-w 

avec 

mod xn < mod Y,,· 

Pour n = I elle a ete indiquee par s Ch I a f Ii *). 

*) Mathematische Annalen. B. 3, 1871, p. 135-137. [Cette demonstration 
de la formule d'addition n'est pas rigoureuse a cause de l'intervalle infini de !'in
tegration. La demonstration rigoureuse se trouve clans la nouvelle edition de l'ouv
rage de !'auteur .Sur !es fonctions de Besse I a plusieurs variables et leurs 
applications en mecanique" qui va para1tre prochainement clans les Annales. 
de l'Institut des Mines a Leningrad, t. 72, 1928]. 
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Pour k entier le chemin curviligne d'integration clans l'expression 
de lk (x.1, x2, • .. , xn) sous forme d'integrale se reduit a un contour 

ferme autour de I'origine et la condition (53) disparait. 
Comme cas particulier de I' egalite 

Ik (x1,-f-y1,, x 2+112, . .. , x,.' -J--yn) = 
+oo 

=~IP (xi, x2, ... , x,,') Ik-p (91, 92,• · •, 9), 
.p=-oo 

si r on y :pose 

YI =9i = ... =yn-1 =x,,' = o, Yn =x,. 

·et si l'on se rappele (§ 3, Remarque) que 

Ik-p (o, o, ... , o, y,,) = Ik:-P (y,) 
ll 

pour k - p multiple de n et 

Ik-p (o, o, ... , o, y,.) = o 

pour toutes les autres valeurs de k - p, on obtient la formule de 
M. B. J e k hows k y *) 

+oo 
1k (x 1, x2 , ••• , x,.) =~IP (xi, x2, ... , x,._1) Ik-p (x,,) 

p=-oo ll 

+oo 
= ~ lk-nq (x1, x2, ... , x 11 _ 1) fq (x,), 

q=-oo 

·ou k-p=nq. 

§ 12. Generalisation d'une formule de C. Neumann. 
Du developpement ( 14) on deduit 

+oo 
~Ik[xi (s+s-.1), X2 c/+s-2),,, .. ] l= 

k=-oo 

D'autre part 

x, ( t -1) ( -1) + x, ( 2 -2) ( 2 -S + e i s s t-t ·2° s +• t -t J •• , = 
-~,'·(I s-r- I ,-1) + :'2' (12 •2-1- 2.-2J+,. • ~2' (ts-l-s1-l)+ i (12 .-~ -s2 t-~) + ... 

=e- e 

*) Comptes rendus, t. 162, 1916, p. 318.-Bulletin des Sciences mathema
tiques, t. 41, 1917, p. 58. 



Sur .Jes fonctions de Bessel a plusieurs variables. 

Par consequent 

( ' -1) 
S"""7S , 

+oo +rn 
= '"1 / ( ) p p ,, ( ) ,p' --p' ~ P x1, x 2, ... f s ~IP, xi, x2,· .. cs . 

p=-ro p'=-= 

En comparant clans les deux membres de cette derniere egalite les 
coefficients des memes puissances de t, on conclut 

p'=-p+k 
et 

h [x1 (s + s- 1), xz (s2 + s-- 2), ••• ] = 
+co 

_:_ ~. I (xi, x2, · .. ) 1-p+k (x1, x2, ... ) s ~P - k 
""-" p ' 

p=-ro 

En posant 1c1 s = /~ et en remplai;ant respectivement k et p 
d'abord par 2k et p + k, puis par 2k + I et p + k + I, on arrive 
aux developpements suivants 

12k (2x1 cosct, 2x2cos2ct, .. . ) = [Ik (xi, xz, .. . )] 2 -f-
0) 

-t--2 ~ lk+p (x1, x2, ... ) lk-p (x1, x2, ... ) cos2pct, 
p ==· 1 

I 2k + 1 (2x1 cos et, 2x2 cos 2ct, ... ) = 

=2 ~ lk-LP+l (x1, x2,· .. ) lk-p (x1, x2,·· .) cos (2p+1) o:, 
pc.--cO 

po\li le cas d'une variable indiques par Sch l ii f Ii *). 
II vient d'ici **) 

" 

(54') " .1· 12k (2x1coso:, 2x2 cos2a., ... ) cos2pa.det= 
0 

(54 11
) ,. ./ / 2k+l (2x1 cos et, 2x2cos2a, . .. ) cos (2p + 1) ad CJ.= 

0 

''') Mathematische Annalen, B. 3, 1871, p. 142. 
·:I"*) {En indiquant clans ma These lithographiee (chapitre IV) une extension 

des series de L o mm e l, C. Neumann, Kap t e y n et Sch I om i I ch au cas 
de plusieurs variables, je profite (§ 29) des formules (54'), (54'') pour le passage 
des series ordonnees suivant !es fonctions lk (x1, x2 , ••• ), 10 (kx1, kx2 , ••• ), 

h (kxi, kx2, ••• ), k = o, ::':: r, ::':: 2, ... , aux series suivant !es produits de ces 
fonctions. Voir Comptes rendus, t. 165, 1917, p. 23]. 
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Pour p = o on obtient de (54') la formule interessente 
ic 

l /' -~- 12k (2x1cosa, 2x2cos21X,.· .. )d7.=[Ik (xi, x2, ..• )]2, 
0 

pour !es fonctions de B es s e I ordinaires donnee par C. N e u
m an n *). 

0 4>yaKgBJ1x Bessel'B Maorex uepeMeHH&rx. 

M. H. A1mM0Ba. 

B aToli cTaTbe, npeACTaBAHIO'!!,ett nepeBOA §§ 5 - 7, 10, 11, 
16, 17, 21 - 23 tt 29 AHTOrpa<f>HpOBaHHOH AHCCepTaJ!Hlf aBTOpa 

,,0 cJ>YHK!!,H.SIX Besse l'.si MHOrHx aepeMeHHblX H HX npHAO»teHIUIX 

B MeXaHHKe" (OeTporpaA, 1922), HCCAeAylOTC.SI HeKOTO_f)bie CBott

CTBa ¢YHK!JHH Jk (x1, x 2, ... , x,,), onpeAeA.sieMblX KaK Koaq:,tpH

gHeHTbI pa3AOateHHH 

+m 
~ lk (x1, x 2, ••• , x.) l 

k=-oo 

'11 npH npOH3BOAbHOM 3HaqeHHH napaMeTpa k npeACTaBA.SleMbIX 

KOHTYPHblM HHTerpaAOM 

00 ~ X1 1 X,, 2 2 Xll 

__ 1 __ (/2- (t-t- J+:t (I -1- )+. . .+-2- (t"-1-n) f-k-1df, 
2 ;:z •. 

a:;, 

n r4.n 
r ,tJ;e aergeCTBeHHa.SI qacTb x,, CJ. H X n t-' MeHbWe HY .IUJ. 

*) Theorie der Besselschen Functionen, 1867, p. 70. 



Sur la convergence des formules des quadratures 
mecaniques dans un intervalle infini. 

A. Jouravsky. 

§ I. La probleme des quadratures mecaniques, comme il est bien 
connu, consiste en ceci: 

Soit p (x) une fonction satisfaisante a la condition 
Cj 

./ p (x) dx< o, a~a < ~:c::;:b. 

Toutes les integrales 
b 

mn = ;· p (x) xndx, n = O, I, 2 ... 

appelees des moments, existent. 

On peut alors indiquer le nombres 

a 5" Xln < X2n < · · · < xnn S: b 
et la suite des valeurs positives A 1n, A 1n, • .• An,. telles, que 

b 

.l p (x) f (x) dx= A1,, f (x1,,) +A211 f (x2)+ .. . +A,,,, f (xn)· 
a 

Cette egalite est vrai pour tous les polynomes de degre non supe
rieur a 2n - I. 

Pour !es autres fonctions cette formule est seulement approximative 
et tout naturellement la question se pose, s'il est possible d'obtenir 
ainsi une approximation indefinie. 

La probleme de la convergence des quadratures mecaniques etait 
l' obj et des travaux des plusieur geometres savants. 

Pour le cas des limites finis cette question etait resolue par 
S t i e I t j e s *). Puis le meme probleme et le probleme plus general 
etait etudie par S t e k I o ff **) et K r y I o ff ***). 

*) S t i e,l t j e s. Quelques recherches sur la theorie des quadratures dites 
mecaniques. Annales de l'ecole normale. 1884. T. I. S 3. 

**) Sur le calcul approche des integrales definies au moyen des formules 
des quadratures mecaniques. Bulletin de l'Academie des Sciences de P. 1916. 
S. VI, Nq 3 (en russe). 

*** J Sur la convergence des formules des quadratures mecaniques et quel
ques questions qui s'y rattachent. Annales de l'ecole des mines de Petrograde 
1915 l en russe). 
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Le cas des limites infinis presentait plus de difficult~. S t i e I t j es 
a etudie le probleme de la convergence_ de la fraction continue 
a l'integrale 

./ p __ (x) 
dx. 

x-z 
0 

Ce probleme est equivalent au probleme de la convergence de la 
formule des quadratures mecaniques pour la fonction 

f (x)= - 1 -
x-z 

Markoff*) Sonin **) et Perron***) s'occupaient du meme pro
bleme. La question generale de la convergence des formules des qua
dratures mecaniques clans un intervalle infini etait duscutee pour la 
premiere fois par Ou s p ens ky *). Dans son travail ,,Sur la conver
gence des formules des quadratures mecaniques entre des limites 
infinies" ii a etabli le resultat important suivant. 

La formule des quadratures mecaniques 

+= 
/ ,, p (x) / (x) dx=A1 f (x1 )-'r-· . . +A f (x )-LR 

· , n n nn nn l n . (1) 

= 
est convergente sous la condition 

Jim m2,, ( /~;- ) 
211 

O 

n --~ CD 

pour toute fonction integrable f (x), qui satisfait a l'inegalite 

/ f (x) / < I x I 5, I x I > N, 

ou N est un nombre assez grand. 

Le but de cette note est de montrer que ces conditions penvent 
etre etandus sensiblement par rapport au caractere de la croissance de 
la fonction / (x) aussi bien par rapport des moments. 

§ 2. Soit F (x) une fonction entiere 

F ( ) - t- I ? ! + 11 ' X -co- c1x-rc2x--r· • • C11 X --j-. · · 

dont tous Jes coefficients sont des nombres positifs. 

*) Deux demonstrations de la convergence de certaines fractions continues. 
Acta Mathematica T. 19. 

b 

'""') S 1·· • I ;·F( ) dx M' . d !'A d . d S . d '""' ur mtegra e. x ·z _::-:;-· em01res e ca em1e es c1ences e 
a 

St.-Petersbouro-. T. 38. S. VII, N2 14 .. 
***) Er~eiterimg eines MarkoHschen Satzes iiber Konvergenz gew1sser 

Ketten briiche: Mathematische Annalen Bd. 74, 1913. 
*""'"') Bulletin de l'Academie des Sciences de Petrograde. 1916. 
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Supposons que la serie 

est convergente. 

et 

Alors nous demontrons le theoreme suivant. 

Theoreme 1. 

La formule des quadratures mecaniques ( 1) est convergente pour 

f (x) = F (x2). 

Posons pour simplifier l'ecriture. 
h' 

mk (h)= f p (x) 
k 

X dx, 
-h 

n 

mk,n= ~ A;nX~n 
; = 1 

mk,n (h) = ~ Ain 
I Xin I <h 

ou la sommation est etendue sur Jes valeurs xin appartenantes a l'inter
valle (- h, h). 

En integrant la Serie 

F (x 2) = c0 + c1x2+ ... + cnin+ · · ·, 

qui est uniformement convergente dans l'intervalle (- h, h), nous 
obtenons 

h n 

(2) / p (x) F (x2) dx= ~ ckm2k(h)+Rn (h). 
-h k=O 

En meme temps 
n 

(3) ~ Ais f (x;.) = ~ ckm2k,s(h)+Rn,s (h), 
l~sl<h k=O 

La serie 

st majorante pour la serie (2) parceque 

m2n > m2n (h) · 

La meme serie est majorante pour la serie (3) et pour la serie 

(5) S5 =co+ Ct m2, s +.·.+en m2n, s +. · · 
!KypH. AeHHHrp. <PH3,-MaT. 0,Ba, T. II, B. I ( 1928). 
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En effet ii est evident, que 

m > m (h). 2n. s= 2n, s 

D'autre part l'inegalite de Grom mer *) montre, que 

m2k > m2k,s · 

Designons par Rn le reste de la serie (4). Soit e un nombre positif 
arbitraire. Prenons un nembre n0 assez grand pour, que l'on a 

·R < e > n 3' n=no. 

Pour c~s valeurs de n on a aussi 

R (h) < _:_ 
n 3 , 

quel que soit h. 

II est aise de voir, que 
h ~ 

\ S-J p (x) F (x2) dx /<~ck ((m2k- m 2k (h))+f e. 
-h k=O 

Choisissons maintenant um nombre H ainsi, qu'il soit 
no 

~ ck(m2k -m2k (h)) < i 
k=O 

pour h> H. 

Alors on a 
h 

\ S - j p (x) F (x2) dx I < E 
-h 

pour h > H. 

II suit de la 
+oo 

f p (x) F (x2) dx=co+c1m2 + ... +cnmZn + ... 
-oo 

Nous avons aussi 
n 

S = ""1 A. F (x. 2). 
n ~ 1n · in 

i=l 

Considerons la difference 
s-s. n 

*.) Ganze transcendente Functionen mit lauter reelen Nullstellen. Journal 
fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 144. 1914. 
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'0n trouve aisement l'inegalite 

llo 

I ~ - S,, I < ~ ck (m2k - m2k, ,,) + f E, 

k=O 

Prenons maintenant n > 2n0• Pour cette valeur de n, 

·et par suite 

On obtient ainsi 

II suit dela 
n 

~A. 
~ lll 

i=l 

k<no 

no 

~ ck (m2k -m2k, ,,) = o. 
k=O 

n > 2no (E). 

+co 

F (x;,,2) ---:7 J p (x) F (x2) dx 

-00 

'quand n croit infiniment. 

§ 3. II est tres important pour ce qui suit d'estimer la somme 

~ A;,, F (x;,,2) 
Ix;,. I> h 

,etandue sur les valeurs I x;,, I > h. 

Supposons que l'integrale 
X 

J p (t) dt 
-co 

35 

·est une fonction continue de x et que les moments satisfont a la con
·dition 

(6) m 2,, < C (2n + p)! J", p > 0, J > o. 

Dans ce cas, comme l'a demontre Po I ya *) 

b 

~ A;,, -7 ,/P (x) dx 

a~/ "'in/~ b " 

·quand n croit infiniment. 

*) Ober den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheintlichkeitsrechnung 
und das Momenten problem. Mathematische Zeitsc.hrift Bd. 8. 1920. 
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On peut aisement tirer dela *) que, si la fonction f (x) est inte

grable clans I'intervalle (a, b), 

b 

~ Ain f (x;)-~ J p (x) f (x) dx. 
a~ j xin I ~ b a 

En utilisant ces resultats nous demontrons le th~oreme suivant. 

Teoreme 2. 

Si la formule des quadratures mecaniques 

+::o J p (x) f (x) dx=A1nf (x1,) +···+Ann f (x,,)+Rn 
-m 

est convergente, l'inegalite 

I ~ Ain f (x;) I < E 

j x;" I >H 

est satisfaite, pour Jes valeurs assez grandes de n, si H est suffisament 
grand. 

On a 

d'ou !'on tire 

n +oo 

~Ain f (x;) ::;: ! ~ A;,, f (x;)- JP (x) f (x) dx + 
lx;11 />h i=l -co 

+m h 

+ J p (x) f (x) dx - .l p (x} f (x) dx + 
-00 -h 

h 

+ ;· p (x) f (x) dx- ~ Ain f (x;) 
-h jxinlSh 

*) St i It j es. Quelques recherches sur la theorie des quadratures dites 
mecaniques. 
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Prenons un nombre H assez grand pour que 

+c:o H 

Ip (x) / (x) dx - .lP (x) / (x) 
-oo -H 

dx <~ 
- 3 

ou a est un nombre positif arbitraire. 

De ce que nous avons dit ii est aise de voir, qu'on peut choisir 
un nombre N tel, que 

I H 

I JP (x) / (x) dx ~ ~ Ain / (x;) 
I -H Xin i ~H 

-et 
+ro n 

Ip (x) / (x) dx-~ A;,. / (x;,.) < ; , n > N. 
-oo ;~1 

'Ces inegalites nous donnent 

I ~ Ain f (x;) \· < E, n > N. 
Ix;/ >H 

Le theoreme est demontre. 
Nous pouvons appliquer maintenant ces resultats a la fonction F {x2) 

·et nous obtenons 

~ A. F (x. 2)<E, n>N. ~ ,n n1 

lx;,.l>H 

§ 4. Les resultats obtenus permettent d'etablir aisement le theoreme 

Theoreme 3. 

Si la formule des quadratures mecaniques 

+oo 
j' p (x) F (x) dx=A111 F (x1,,)+ ... +A,,,. F (x,,)+R,, 

-00 

·est convergente pour une fonction F (x) qui est positive pour Jes 
valeurs assez grandes de I x I , la formule 

+oo 
,( p '(x) / (x) dx = A1,, f (x1,,) + ... + A1111 f {x,,,,) + r,, 

-00 

est· convergente pour toute fonction integrable / (x) qui satisfait 
.a l'inegalite 

I/ (x) J < F (x), IX I >L. 
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L etant un nombre assez grand. 
En partant de l'inegalite 

+ oo n .! p (x) f (x) dx-~ Ain f (xin) < 
-00 i=l 

+h 
< .l p (x) f (x) dx - ~ Ain f .(x;J + 

-h lx;nl<h 

+oo + h 

+ J p (x) f (x) dx - J p {x) f (x) dx + 
-CD -h 

+ "1 A .. f (x.) 
~ in rn 

I xin I> h 

choisissons H' de telle maniere qu'il soit 

+oo h 

.l P (x) f (x) dx - j p (x) f (x) dx 
- CX) -h 

ou e est un nombre positif donne a l'avance. Nous pouvons aussi,. 
conformemant a le theoreme 2, indiquer le nombre H )>_ Max (H', L)i 
tel que !'on a 

pour n>Ni. 

II suit dela, que 

Remarquons que l'inegalite 

H 

f p (x) f (x) dx-~ Ain f (xm) 
-H lx;nl<H 

tienne place pour n > N2 • 

On conclat dela, que 

+oo 

<~-
3 

f p (x) f (x) dx - ~ Ain f (x;J < e 
-oo i=l 
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Le theoreme est demontre. 
§ 5. Comme une consequence immediate des theoremes precedentes 

on a la proposition. 

Theoreme 4. 

La formule des quadratures mecaniques 

+co 

.! p (x) f (x) dx~Aln f (x1) +.,·+Ann f (xn) + Rn 
-00 

est convergente pour toute fonction 
valeurs suffisament grandes du I x I 
lue, que F (x2) ou 

integrable / (x), qui pour !es 
reste plus petite en valeur abso-

F (x)==co+c 1 x+ ... +en xn+... c;>o (i=o, 1, ... ) 

est une fondction entiere tranoscendente et la serie 

co 

est convergente. 

Signalons une forme particuliere de la fonction de comparaison F (x) 

(
I fl,X fl,nXn ) 

F (x)=A -+-+ ... +-~~+ ... , 
m0 m:? 2n 

0<1-1<1. 

A est un nombre positife arbitraire. 
Si les moments croissent trop lentement pour que la sene ( 7) rep

resente une fonction entiere nous pouvons toujours trouver tels nom
bres '-o, '-1, ... An que la fonction 

I' fl,X fl, n Xn 

<I> (x)=--1 -+---+ ... +~+··· ,cmo /,1m2 n 2n 

sera une fonction entiere et prendre cette fonction <I> (x) comme une 
fonction de comparaison. 

II est important pour le suivant de remarquer que 

+co J P (x) [XI r 
---,> 

[ X [ s + 1,2 
-co 

quand n croit infiniment. 

En effet on a evidement 

IX Ir 2M -------·-- < X 

lxl•+p ' Ix I >N, 

dx 
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ou M et N soot des nombres suffisament grands et la fonction 

F (x) =xM 

satisfait aux conditions du theoreme 4. 

§ 6. Ayant en vue !es applications nous demontrons qu'on peut 
prendre une autre fonction comme la fonction de comparaison. Consi
derons la fonction 

OU 

F (x)=co+c1 x+ ... +cn xn+ ... ci > (i=.o, I, 2, ... ) 

est une fonction entiere transcendente. 

Soit 

s = 2k + 2cr 

k est un nombre entier. 

o::=cr<1 

Theoreme 5. 

La formule des quadratures mecaniques 

est convergente, si la serie 

(X) 

'S 1 - J 

cn+k m2,.-2 m2,. 

est convergente. 

Soit 

F (x) = F1 (x) + F2 (x), 

OU 

F1 (x)=co+cix+ ... +ck/ 

et 

F2 (x)=ck+l /+1+ ... +en xn ... 

La formule des quadratures converge pour la fonction 

qi (x)-~ (x') 
1 - IX 1· + ),~ 

parceque W1 (x) reste finie pour toutes les valeurs de x. 
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Pour etablir la convergence des quadratures pour 

4> (x) = ___0~!) __ 
2 IX 1· + ),2 

nous avons a peu pres la ineme marche a suivre que dans la demons
trations du theoreme I • 

En integrant Ia serie 

(8) 

terme a terme on obtien 

h 

I p (x) 4>2 (x) 
-h 

L'integrale 
h 2 h 

f p (x) x n f 211-s 

Ix 1• + ),2 dx S:: P (x) I x i 
-h -h 

dx. 

En appliquant la formule generalisee de S ch w a r z, nous avons 

h Ip (x) IX 12n-s dx S: 
-h 

)

0 h 

(x) x2n-2k-2 dx ( / p (x) /n-2k 

-h 

)
1-o 

dx 

La Serie 

00 CO 

/ ) ""1 n o 1-o ~ o 1-o 
\9 ~ c • m(n-k-1) • m2 (n-k) = ~ c n+k m2n-2 • m2n 

n=k+1 k=l 

est majorante pour la serie (8). 

En repetant les raisonements du theoreme I on demontre aisement 
que 

+oo 00 +oo J ~ I' p (x) x2r 
P (x) 4>2 (x) dx = c dx. 

r ' IX 1• + ),2 
-oo r.;::k+l -ro ' 

Prenons maintenant en consideration la somme 
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De I'inegalite 

on tire au moyen de I'inegalite de G r o m m e r la conclusion, que 

n 

~Ainlxin 1
2r-s <m;(,-k-1)' m~;:._k) · 

i=l 

La serie (9) est majorante pour la serie 

quel que soit n. 

Considerons la difference 

+co n 

f p (x) «I>2 (x) dx - ~ Ain «1> 2 (x) = 
-00 ~l 

Prenons m assez grand pour que le reste de la serie 

co 
~ cr 1-a c 
~ c, m2 (r-k-1) • m2 (r-k) < 3 

r=m+1 

On a alors 

co +co oo n A 2r 

~ . f P (x) x 2' • ~~ ~ in xin . £ 
C dx - C .~--<-· 

r=m+l r :_co /x 1• + ),2 < 3 ~m+l r i=1 / X in/' +' )c2 3 

La valeur de m etant ainsi fixee choisissons une telle valeur n0, 

qu'il soit, si c, > o, 

+co n 2 f ( 2, - Ax' p x) X d -i in in 

-oo I X 1• + ),2 X - ~ I Xin 1•+ i 
pour n > n0• 

<-£-, r=k+1, ..... m 
3 c,m 
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On tire de la 

+m n 

f p (x} II>~ (x} dx - ~ Ain 11>2 (x;) < e, n > n0• 
-co i==l 

La formule des quadratures est convergente pour la fonction 11>2 (x}, 
et par consequent elle est convergente pour la fonetion II> (x). 

§ 7. Ayant en vue que pour !es valeurs suffisament grandes de ix i'. 
a fonction II> (x) est du meme ordre que la fonction 

F (x2 ) 

IX rs 

nous pouvons enoncer la proposition fondamental. 

Theoreme 6. 

La formule des quadratures mecaniques 

-1-m 

-m 

est convergente sous la condition 

pour toute fonction integrable / (x), qui satisfait a l'inegalite 

I ( ) I F (x2 ) < 
I X < I X 12k+2, , 0 = CJ < I; 

pour Jes valeurs assez grand es de 'I x I . 
La fonction 

F(x)=c0 +c1x+ ... +c,/+ ... cn~o (n=o, I, 2, ... ) 

est une fonction entiere transcendente et la serie 

~ (10) 

est supposee convergente. Le nombre k est entier 

Ce theoreme offre un grand nombre d 'applications. 
Si Ia serie 

00 

~ 
n=l 
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est convergente nous pouvons affirmer la convergence des quadratures 
pour la fonction / (x), qui satisfait a la condition 

F (x2) I I / (x) I < I x 121<+2<> ' I x . > L 

OU 

I x +x"+ F (x)=-+-+... --- ... 
mo m2 m2n 

est une fonction entiere transcendente. 

Si la fonction F (x) n'est pas une entiere transcendente nous 
pouvons choisir une suite des nombres positifs 

.ainsi que la fonction 

I x xn 
([) (x)= ~+r-- + ... +-"--+ ... 

'0 mo '1 m2 n m2n 

.sera une fonction entiere et prendre la fonction W (x2) au lieu de 
F (x2). -

· On peut tirer d'autres consequences. 

Theoreme 7. 

La formule des quadrature;; mecaniques 

+co 

J' p (x) / (x) dx = A 1n / (x1) + ... + Ann / (xn) + Rn 
-co 

·est convergente sous la condition 

2n 
a 

:pour toute fonction inegrable / (x) qui satisfait a l'inegalite 

IX I 

I/ (x) I <A 
e a 

IX I >L, e>o 

·011 L est un nombre suffisament grand. 

Soit p = 2[ + 2A. Nombre I est un entier et o L 1. < 1. 
Posons alors 

F (x2) = P ch __!__ 
a 

·et choisissons 
k=l, 2cr=2X+a 

:si 2A< 1. 
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II est aise de voir, que 

1-o B 
m2,z <-a, 

n 

ou B est une constante convenable. 

La Serie 
00 

(u) ~ 
n=l 

est convergente, si a> 1. 

Quand 2A > 1 posons 

k=L+ 1, 

On a alors 

20= 21,.-f--a-2. 

ou B' est une constante proprement choisie. 

45 

Si a > I, la serie ( 1 1) est convergente. II suit de la la convergence 
des quadratures pour chaque fonction. inegrable / (x) satisfaisante 
a l'inegalite 

ch _x_ 

\ f (x} [ <C --':_-, a> 1 IX Ip . ~ 

pour les valeurs suffisament grandes de la variable. 

En remarquant maintenant que la fonction ch 
IX I 

X 

a 
est du meme 

ordre de grandeur que e a pour les grandes valeurs de I x I nous 
obtenons la convergence de la formule des quadratures pour la fon
ction / (x), qui satisfait a l'inegalite 

IX' 
e a 

I/ (x) i < A ~+a , a> 1 

pour les valeurs du ! x \ suffisament grandes. 

§ 8. Les conditions de la convergence relatives a la croissance de la 
fonction / (x) peuvent etre precisees clans les cas speciaux. 

Considerons comme un exemple les quadratures 

+oo 
(12) / e-x• / (x) dx=A1n/(x1,.)+ ... +Annf (xn)+Rn 

-OJ 
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La formule des quadratures (12) est convergente pour toute fonction 
integrable / (x), qui satisfait a la condition 

I / (x) I < A I :x~ a , a> I 

pour les valeurs suffisament grandes de I x I • 

En effet posons 

F (x) =ex 

et 

k=o, 2cr = a. 

On a alors 

La sene (IO) est convergente pour a > I. II suit de la la conver
. gence des quadratures sous !es conditions mentionnees. 

§ 9. Les conditions de la convergence relatives aux moments 
peuvent etre etandues dans le cas ou seulement un des limites d'integra
tion devient infini. 

Pour le faire aussi simple que possible signalons une correspondance 
etroite qui existe entre !es formules des quadratures mecaniques avec 
deux limites d'integration infini et celles relafo;es aux cas ou seulement 
un des limites a une valeur infinie. 

Soit 

m 

une d'elles. 

Posons 

p (x) 

et considerons la formule 

+co 

I P(u) F(u) du=C1. F(u1)+ ... +c •• F(u..)+R •. 
- co 

Les quantites x 11 , x 12 , • •• x1n sont les racines de !'equation 

en (x)=o, 

· OU 6 n (x) est un polynome bien determine du degre n. 
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Ce polynome est caracterise par la propriete. 

= .l p (x) 6n (x) f (x) dx= o, 

ou / (x) est un polynome du degre non superieur a n - I. 

En meme temps Jes quantites u1., ... u.. sont Jes racines de 
l'equation 

0. (u)= o · 

du degre e. le ·polynome 0. (u) est caracterise par la relation 

+oo 
;· P (u) 0 e (u) F (u) du = o 

- CX) 

ayant place pour tout polynome F (u) du degre non superieur a e - 1. 

Par la transformation x = u2 + c nous passons de la relation ( 1 6) 
.a la relation 

+co 

J P (u) tin (u2 + c) f (u2 + c) du= o. 
-00 

Polynome Cf (u) = f (u 2 + c) est un polynome arbitraire, qui ne 
contient que !es puissances paires de x. 

En remarquant que l'egalite 

+co 
.l P (u} tin (u2 +c) y (u) du=o 

- co 

·est evidement satisfaite pour chaque polynome impaire y (u) nous en 
deduisons la relation 

+ CX) 

;· P (u) 6n (u' + c) F (u) du= o, 
- co 

·OU 

F (u)=cp (u)+<Ji (u) 

est un polynome arbitraire de u dont le degre et plus petit que 2n. 

II suit de la, que 

et par consequence 

·(16) ui, 2n=-u2n-i+I, 2n' U: 2 -j- c=x., (i=1, 2, ... n). 
1, n 1n 
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De la formule bien connue 

ii suit, que 

En observant, que 

+= 

dx 

du. 

j P(u) 
U en (u2 + c) 

du=o 

-= 
et que 

ii est aise d'y deduir, que 

- 00 

0>2,, {u) 
---- ----

(u - u;, 2n) 0;,, (u;n) 
du, 

ou· 

( 17) A. =2C. 2 =2C2 ·+i 2 (i=1, 2, .. . n). zn z, n n - i , n 

Les relations (16), (17) etablissent une correspondance entre les 
formules (13) et (14). 

Le moment M2,, est donne par la formule 

+oo oo 

M2n = j P (u) u2ndu =.! p (x) (x-crdx 
- cc 

et on a 

M = m -( n ) cm + ( n ) 2n n. 1.., n-1 _2.., 
2 + +c )" ,_, C mn-Z • • • -I C • 

Si les moments 

les moments M2n satisfont a l'inegalite 

M 2n < M (2n+p)! b2", 

OU 

b"=a + I c I· 
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On tire de la en faisant usage du resultat indique par P o l y a, que 

% 

~ Ain -7 Ip (x) dx 
:xin<x ' c 

quand n croit infiniment, si les moments mn satisfont a la condition 

mn <M (2n+p)! an. 

§ 10. En repetant Jes memes raisonements, que nous avons fait 
clans les paragraphes precedants on demontre Jes propositions suivantes. 

Theoreme 8. 

La formule des quadratures mecaniques 

cc 

est convergente sous la condition 

(19) mn < M (2n +p)! 2n 
a 

pour toute fonction integrable / (x), qui pour les valeurs assez grandes 
de X satisfait a J'inegalite 

I/ (x) I < 

OU 

F (x2 ) 

x2k+2• 
o ~cs< 1; k entier, 

F (x)=e0 +e1 x+ ... +en xn+ ... en >o (n=o, 1, •.. ) 

est une fonction entiere transcendante et la serie 

cc 

est convergente. 

Theoreme 9. 

La fonnule des quadratures mecaniques (18) est convergente sous 
la condition (19} pour toute fonction / (x) qui satisfait a l'inegalite 

y-; 
e a 

I/ (x) I < A - 1,---, e > o 
2 (p+IJ+a 

X 

pour Jes valeurs suffisament grandes de x. 

iKypHaJI, 4 
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§ 1 1. Les conditions du theoreme 9 peuvent etre precisees dans le cas 
speciaux. Considerons par exemple les quadratures 

00 

f / e -x / (x) dx = A1n / (x1) + • • . +Ann/ (xn) + Rn, A > - I· 

0 

Ces quadratures sont convergentes pour toute fonction integrable 
f (x) satisfaisante a la condition 

ex 
I / (x) I < A A+l+• , S > o, x > L 

X 

ou L est suffisament grand. 

0 CXOAHMOCTH 4)0.PMYA 11exaen11eCKHX KB8A.PaTY.P 
• 6ecKoee11&011 opo•ezyTKe. 

A. }Jf ypascKuu. 

OpeAMeTOM HaCTO.RIJ!eff CTaTbH CJ\Y:iKHT BOnpoc O CXOAHMOCTH 
<J>OPMYJ\ MexaHH"leCKHX KBaApaTyp, OTHOC.RIJ!HXC.R K 6eCKOHe"IHOMY 
apoMemyTKy. ABTop ycTaeanAHBaeT CAeAYJOf!!ee o6J!!ee apeAAo
.ateeue. 

ct>opMyAa MexaHH'leCKHX KBaApaTyp 

+oo 

(*) / p (x) f (x) dx = A 1n / (x1n) + ... + Ann / (xn) + Rn 
-00 

CXOAHTCH ITpH YCAOBHH, "ITO 

+oo 
(**) m2n = J p (x) x2n dx < M (2n + p) ! a 2n 

-00 

AJ\B BCBKOff HHTerpHpyeMofi <PYHKijHH / (x), KOTOpaB npH AOCTa
TO'IHO. 60AbWHX no a6COJ\IOTHOA BeJ\H"IHHe .SHa'leHHHX X YAOBJ\e-

eepaseecTBY 

F (x2) 

I / (x) J < I x 12k+2a, 0 S X < 1 (k-'IHCJ\O geAoe), 

C >O n= 

CXOAHTCJI. 



Ha aToll TeopeMbJ cAep;yeT B qacTHOCTH, qTo <1>op11y.11a Mexa
llfHqecKHX KBa.z,;paTyp (*) CXOAHTC.R npH ycAOBHH (**) AA.R BC.RKOi 
HHTerpepyeMoA <l>YHKgHH / (x), yp;oBAeTBop,uoiyel uepaseecTBY 

1-=.l 
. a 

I / (x) I < .if I xelp+l+•' s > 0, 

npH p;ocTaTO'IHO 6oAbmex BHaqeea.11x I x I . 
nocAep;eee ycAOBH~ M02KeT 6bITb YAY'IIIIeHO B OTAeAbHblX 

,cAy'la.Rx. 
TaK, uanpHMep, <J>opMyAa MexaeeqecKHX Ksap;paTyp 

+co 
f e -x'f (x) dx = A 11 / (x11) + , , . + A1n / (xnn) + Rn 

-oo 

,CXOAHTC.R, eCAH 

YCAOBHIO 
HHTerpapyeMall <l>YHKgHJI / (x) YAOBACTBOpllet' 

ex' 

' I (x) I < A -1-x 1-1+-· , s>O, 

npe I x I AOCT&TO'IHO 6oAbWOM. 

EcAH TOAbKO OAHH H3 npep;eAOB HHTerpHpOB8HHJI 6ecKOHe'IHbdl, 
'TO yc.11.0BHe (**) l1102KeT 6b1Tb aaMeHeHO ycAOBHCM 

00 

C 

-cxo.11,HTCll npH ycAOBHH ( ! ! ) .z,;A.11 sc.11KoA HHTerpapyeMoA <l>YHK-
-~KH f (x), YAOBACTBOp.lllO(YCA npe AOCTaTO'IHO . 60AbIIIHX 3Ha'le· 
,HHJIX X HepaBeHCTBY (***). 

Cxop;HMOCTb <J>opMy Abl 
00 

·npH yc.11.0BHH ( : : ) M02KeT 6b1Tb rapaHTHpOBaHa A.11..R BCJIKOA 
'IIHTerpapyeMoii cpyeKgHH / (x), YAOBMTBOp.RIOigeil: aepaBeHCTBy 

i,--; 

I / (x) I < A ~1 _e _a ~, 

2 (p+IH• 
X 
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8To ycJ\OBHe MOIKeT 6bITb s OT,lleJ\bHblX CJ\yqaJIX aeaqHTeJ\bHO 

yAyqmeHO, 

Hanpe1,1ep, KBa.llpaTypbl 

00 

f X). e-x / (x) dx=A11 / (x11)+ ... +Ann f (xn)+Rn A >-1~ 
0 

CXO,llJITCJI npH YCJ\OBH}f, qT() 

ex 
I f (x) I < A >+t+• , e > 0, x > L, 

X 

r,lle L .llOCTa'l'oqeo 6oAbmoe 11HcJ\o. 



Sum-formulae containing numerical functions~ 

By N. S. Koshliakov. 

The present paper contains the investigation and applications of the 
:sum-formulae concerning sums of the· following form 

n<,b 

~ an f (n), 
n>a 

·where an denotes a certain arithmetical function. 
The formulae of this kind · were considered by V o r o n o i, *) 

S i e r pi n s k i, **) and L a n d au***); namely when an denotes the number 
·of divisors of n, or the number of integral solutions of the equation 
xi+ x~ = n and the like. 

Here we consider the case, when an denotes the arithmetical func
·tion, subject to some sufficiently general conditions. 

In the first paragraph of our paper we deal with the fundamental 
auxiliary problem of finding the function cr (-z) having on the pl!!,ne 
· of the variable z = x + iy an illimited number of simple poles in 
z = 1, 2, 3, ... ; the respective residues being equal to a1, a 2, a 3, .•. 

"This function cr (-z) is analogous to cotgrcz and to Vo r on o i's function 
g (-z) ****). It can be found by the method indicated by Vo r on o i, 
but we prefer t0 develop an independent method which is simpler and 
at the same time more elementary *****). 

The following , two paragraphs contain the deduction of sum - for· 
mulae and their applications. In the last paragraph we investigate some 
particular cases of the function an ; the number of examples related 

' *) Vo r on o ·;. Annales de !'Ecole Norm. (3). 21. (1904). 
**) Sierpinski. Prace Matern. fizyczne. t. XVIII (1907). 

***) Land au. Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd. II. (1927). 
****) V o r o n o Y. loc. cit. p. 264. 

*****) We note, that when this paper has been already written, the author 
became acquainted with the lately publishid work by A. 0 pp en he i m 
·(Proc. _ of the Lond. Math. Soc. (2) v. 26, p. 4. (1927) ), who gives, by 
applications of Vo r on 'i's method, the, expansion of the function anologous 
to cr (-z), in the region of its poles, corresponding to the particular case 
:of our theory, when an denotes the number of integral solutions of the equation 

2+ 2+ + 2 _ Xl X2 , • , X2p - n. 

mypH. AeHHHrp, ct>Ha,•MaT. 0-aa, T. II, B. I. (1928). 
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of the theory of elliptic functions can' be considerably increased by
using formulae of Hermite's paper: ,,Sur les theoremes de' M. Kr o
ne ck er relatifs aux formes quadratiques" (Oeuvres completes t. IL 
P· 242). 

§ 1. The study of the function a (z). 

1. Denoting by v a positive integer, let us consider the arithmetical' 
function an such that I an I = 0 (n ,-t+• ), where e: denotes an arbi
trarily small positive number. Let further (f)(s) denote a function of the 
complex variable s = 't + it , regular at the point s = o and capable 
of being represented for all values of 't > v by an absolutely con
..-ergent D i rich I e t's series 

co 

(1) (f) (s) = "'1 ~ • 
~ n• 

1 

Together with the function <p (s) we consider the function ~ (s) also, 
regular at the origin and representable by a series 

co b 
4{s)==~ _n_, 

1 n• 
(2) 

absolutely convergent on the straight line 't = ~o > v. 
Let us suppose that two constant numbers a and b > o can be 

found, such that t h e tr a n s f o r m a t i o n f o r m u I a 

(I) 

holds good where it is assumed a0 = <p (o), bo =-Ho). 
The class of functions thus defined has some common properties,. 

the study of which is the chief aim of the present paper. 
2. In the following it is essential to study the properties of the 

function a (z) of the complex variable z = x + iy, defined by the, 
following expansion 

(II) a (z)=- 2abz 

•-1 00 

--~ b. 2 ,n 

~ 
1 n-2-

K,_ 1 (2b Vnz). 

Here 
1 . 

Kl'- (z) = ~ e2 l'-';t H~ (iz). 

and H~ (z) denotes the Hanke l's function of the first kind, con-· 
nected with the cylindrical functions /I'- (z) and YI'- (z) by the relation, 
H~ (z) = II'- (z) + i Yi-' (z): 
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In (II) y;- represents that value of the 

positive : R ( V z ) > o. 

radical whose real part is 

As to the function K, _ 1 (2b V nz) we 
gral representation *) 

~ 

notice the following inte-

00 

valid for all the complex values of z with a positive real part. 
In the, following we make use of this integral relation. For the function 

,-1 

z-2-K,_1 (2b Y nz) the negative part of the real axis serves as a cut 
·1-l 

i. e. that z 2 K,_1 (2b Y nz) represents two different analytic functions, 

according to the sign of the imaginary part of z. Let us find the 
value of the difference 

using the 

(5) 

Ji = I(-x+io)•-;-l K,-1 (2b Y n (-x+io)] > O -l 0_0 

1 
'1-1 l 

- (-x-io_) 2 K,_1 (2b Y n (-x-io)J > 0 

o-o 
following integral given by Soni n 

s-1 
-2-

K,-1 (2b Ynz) = z 

= 1 

v! ;· /- 2 !2~-l (2b v' nt) 
dt, R (Yz)>o. ., (t+zr+ 1 

2b" n 2 
0 

Let z1 =- x < o be a point situated on the negative part of the 
real axis. 

t, 

<I 

() • o<> 

It. 

The function under the sign of the integral (5) has the point 
t =- z for a pole of the 'Y + 1 order. When the difference z - z1 
tends to zero, this pole coincides with the point - z = x, situated on 

*) Watson. A treatise on the theorie of Besse I functions. p. 183-



56 . N. S. Kosh Ii a k o v. 

the positive part of the real axis. Let us describe around the latter 
point a circle a11~12ti (fig. 1) of an arbitrary small radius p. It is easy to 
prove by means of the formula (5) that 

1 

v! . / /-212,-1 (zb V~) 
/::,. - --- hm ( + )'+1 , dt _ - ~. 

" p--+o t Z1 

zb' n 2 "l•~ ,,a 
1 

--r,:~i- D~) [ /- 2 /2,_ 1 (2b Vnx)], 

bvn T 

but 
1 'I V -1 

D~) [x,- 2 /2,_1 (2b Ynx)]=b "n 2 x~/v-l (2b Ynx) 

and consequently 
v-1 .. 

(6) A=-7'ix_2_ /,"_ 1 (2b Vnx). 

3. We proceed now to study the properties of the function· a(z). 

Theorem I. The infinite series (II) defining the function a (z) con· 
verges uniformly in any point of the region, characterized by the 
inequality 
(7) 
where x0 denotes any positive number. 

It is easy to establish the theorem · using the following formula, 
known in. the theory of cylindrical functions *) 

V- -2v-;-
K (2 f-;) = & . _:___ _e __ _ 

V 2 ii z 

Th e o r e m II. For all values of z defined by the 
modulus of a (z) satisfies the 0-condition · 

inequality ( 7) the 

v-1 

(8) I a(z) I =O( I z I 2 ). 

The proof of the theorem is almost evident. 

Th e ore m III. For all values of z with a positive real part the 
function a (z) split into series of rational fractions as follows 

() _cp(o)+( )v-1,j,(o)ab" v-1 1 + 
a z - -z- -1 r (v) z gz 

+ v-1+ v-2+ + + CtZ C2Z . • • • Cv 

co 

(III) +(-1fzv-l ~ ):_1 C~n-7), 
1 

where c1, c2, •• ,. c, denote definite constants. 

*)Watson.lac. cit. p 207. 
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To establish the theorem we take the tran1;fo-r-mation for
m u I a (I) written in the form 

00 00 nb' 

~ ane-np=r_p (o)-•ji (o) ab:+ ab:~ bne 
1 p p 1 

and integrate both parts with respect to p 'V times 

00 

(- x)' ~ --5!:_ e-np == q, (o) v + 
~ nv r (v +1) p 

+~- 1)' tji(o) /~~) lgp+A0+A1 p+ ... +A,_1 pv-i+ 
oo p n.61 

+ab'~ b, f e-P d~ 
1 (v) p 

(9) 

p 

Here .{ . .. dp denotes a -v-multiple integral and A0, Ai, ... A,_1 

M 
are the constants of integration. It is allowed here to interchange the 
sum and integral signs as, in virtue of the supposed properties of the 
series of Dir i ch I et (1) and (2), the two series 

oo oo ? nb2 

"' --5:_ e-np ~ b ;· e-P ~ o~k~'V 
~ nk ' ~ n • ", 

1 1 ~l p 

are uniformly convergent with respect to p, satisfying the inequality 

Po~P~Pt, 

where Po and P1 are two arbitrary values of p such, that o < Po < Pt • 
Let us multiply both parts of the equality ( 9) by e -zp, where 

R (z) > o, and integrate with respect to p from o to += . We get 
00 

v ~ an I q, (o) + (-1) - -=--
1 n' z +-n z'+1 

+(- i)v-1 <Ji (o) ab' !i~+B1 + B2+ ... + ~+ 
f (v) Z Z z2 z" ' 

( 10) 
b' 

-n - dp 
e P --

' ' p 

where B11 B2,· . . B, are constants. 
00 00 

We are allowed to interchange the signs f and ~ here too 
0 1 

because of the supposed properties of the series (1) and (2). 
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The integration by parts, applied v times to the last integral in (10)~ 
leads to the equation 

" ~
00 an I cp (o) 

(~ 1) -., -+ =~+ 
n z n z 

1 

+ (- 1 'J" -1 ,!., (o) ab v lg z + C1 + ~2 + ... + s__ + 
' r (v) Z Z z2 ' z' 

00 co n bl 

ab' ~ J -zp-p dp +-,- ~ bn e 7• 
z 1 0 

(u) 

where C1, C2, ... C, are constants. 
But the integral in the right hand member of the formula ( I I} 

is reduced by means of (4) to the function K,_1 (2b Y nz) and, as it 
is easy to see, referring to the formula (II), that the last member in 
the formula ( 1 1) is equal to 

(12) 
z' 

From (u) and (12) we derive then the formula (III). 
Corollary. For all z where I z I< I the function a(z) may be 

expressed by the series 

( ) -- cp (o)+(- )v-1 1 () ab' v-1 l + 
a Z -- z I \jJ O r (v) Z g Z 

+ v-1+ v-2+ + + Cl Z C2 Z • • • C,1 

00 

(13) +<- 1)'- 1 ~ (- it (fl (v+k) /+k-t. 
1 

4. Let us investigate now the function a (z) supposing the real part 
of z negative. Let us consider the function a (--z) supposing that 
R(z)>o. Then lg(-z)=lgz--t--1ti, taking the sign,,-" ifw=argz 
satisfies the inequality o <co< 'IC, and the sign ,,+" if - 1t < oo. < o. 

Unter such conditions it follows. from the formula (III) that 

a (-z)=-cp ; 0)+~(0) /~~) z'- 1 (1gz+1ti)+R (-z)+ 
00 . 

(IV) 

according to 
o < oo < 1t, or - 'IC < co < o 

and putting for brevity 
( v-1+ ·1-2+ + + R z) == c1z c2z . . . c.1_ 1 z c,. 

5. It is further necessary for our purposes to find an upper limit 
for· I a ( z ) I for sufficiently large I z I . The following theorem, the 
proof of which may be achieved by means of the formulae (N), the 

theorem (II) and the supposed equaiity I an I = 0 (n v-l+• ), may be 
used for this purpose. 
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Theorem IV. If the real part of z satisfies the inequality 

Clo< lR(z)l < ~o, (!'tl=,-['t)) 

where a.0 and ~o are arbitrary positive fractions, then the upper limit of 
I a (-z) I is given by 0-equation: 

(15) I a(- z) I = 0 ( I z I ,~l+• ), 

where e denotes an arbitrarily small positive number. 

§ 2. Construction of the sum-formulae. 

I. Let / (z) denote the function of the complex variable z = x + ig· 
holomorphic within of a certain closed contour C intersecting the real 
axis in the points a. and ~. where 

o <a.<~. m- I< a.< m, n < ~ < n + 1, 
and m and n are integers. 

Let us denote the upper part of the contour C by "( 1 , the lower 
part by "(z. Let us consider the function 

F (z)= - qi ~o)+tJi(o) ;b~) z"- 1 (lgz+1ti)+ 
00 

+R (-z)+z•-l ~ ::. 1 (z ~n +--;;-) 
1 n 

This function has within the contour C a finite number of simple 
poles in the points z = m, m + 1, . ; . n - 1, n, with correspondent 
residues equal to am, am+l, ... an-l, an. By Cauchy's theorem 

{, a). / (1.)= - 1-. f / (z) F (z) dz, 
~ 2.T.:l 

or m C 

{-, ai.f (,,)=-·1-. f / (z) F (z) dz--1-. j f (z) F (z) dz. 
~ 27tl 27tZ 

m a 12 ~ a71~ 

Let us consider the contour a.12~ as the limit of the contour a.',2W,. 
where a.' = a. - ia, W = ~ - i6 and 6 remaining positive converges to zero 
Taking into consideration the formula (IV) we find that 

J / (z) F (z) dz= lim / / (z) a (-z) dz. 
a,.~ o-.-0 a'12~' 

Equally by means of the formula (IV) we can prove that 

I f (z) F (z) dz= lim / / (z) a (-z) dz+ 
o-..O 

a11~ a";,W' 

+ 21ti y (o) /~:) / / (z) z" - 1dz, 
a7,~ 

where 
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In what follows we assume that /(z) is 
·within and on the boundary of C, whence 

a holomorphic function 

~ 

j' I (z) v-1 d -J v-1 Z Z- X f (x) dx 
ar,~ a 

-and so 
n ~ 

·(V) ~ aA I (1.)=-4 (o) r°~~) J xv-l I (x) dx+ 
m a 

+ lim _I_ { / / (z) cr (-z) dz - J f (z) cr(-z) dz} 
5---,Q 2Tti f Ar ff Off 

a T,e a Tie 

Let us suppose now that a > o is an integer. Let us exclude the 
point z = ct by means of an arbitrary small semicircle with the radius a. 

Let on this semicircle z be= to ee'<li and suppose that the function/ (z} 
takes at the point z = ct a determined and finite value, while it is not 
absolutely necessary for / (z) to be holomorphice . in this point. Let 
further that the difference / (z)-/(ct) tends to zero uniformly with 

TC TC 
respect to - - :e::; 4 :e::;-, when a decreases to zero. Taking then 

2 2 · · 

into account the expansion of the function F(z) in the region of the 
poles, we find that in the . considered case an additional summand 

- - 1- aa. f (ct) appears in the right hand member of the formula (V) 
2 . . 

'artd the summation in the left hand member begins from the value 
A=ct+ I, 

3. Let the contour C be a rectangle with the altitude 2h, situated 
symmetrically with respect to the real axis. Then the formula (V) may 
.be written in the form 

(VI) 

where 

and 

n ~ 

~ aA f (1.)=-'Ji (o) /~:) f x'- 1 f (x) dx+ 
m a 

+0~ 0 /1(~, h)-J (a,h)}+R (h), 

x-io 

I (x, h) = - 1 - ;· / (z) a(-z) dz -
2 r; i 

x+io 
x+io 

- 2:i / f (z) a (-z) dz 
x-iO 

~ 

R (h) = ~ f f (x-ih) a (-x+ih) dx -
2 j~l 

a 

~ 

-~ff (x+ih) cr (-'-x-ih) dx. 
2 ,..z 

a 
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Suppose now that the function f (z) is such, that the equalites 

(16) Jim R (h)=o, Jim / (~. ro)=o 
h---->OO 0---->0, ~-00 

hold good. Then the sum-formula (VI) takes the form 

co co 

~ al./ (A)==-•} (o} 1,~~G) / xv-l / (x) dx+ 
m a 

a-ico a+ioo 

(VII) + 2 :i f / (z) o (--z) dz- 2:i f / (z) o (-z) dz, 
a 

where ex> o. 

4. Let us investigate one more transformation of the formula (V)~ 

As the series 
00 

o (-z) =-2ab (Y-z) v-l ~ --:-'.'._...,,.1-
1 n-2-

converges uniformly in the region cx'r 2W and cx"r1W', we have 

(17) 

f / (z) o (-z) dz= 
a'r,W 

co 

=-2ab ~ 
1 

X K,_1 (2b Yn (-x+ia)) dx 

f / (z) a (-z) dz= 
a"1,W' 

00 

=-2ab ~ 
1 

Returning to the formula (V) we suppose that the function / (z) 
is such, that it is lawful to interchange both the sign Jim and that of 
the infinite sum in ( I 7) . Then, recalling the formula ( 6), we have 

lim - 1-. J ff (z) a (-z) dz-// (z) o (-z) dz)= 
o-----;O 21tz l 

•',,~' a",,W' 
oo ~ v-1 

=ab~ ~:_ 1 f x Tf (x) I,_ 1 (2b Ynx) dx 
1 n-2- a 
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. aud finally get the following sum-formula 
n ~ 

~ a), f (A) =-lj, (o) ra~:) / x'- 1 / (x) dx+ 
m ~ 

•(VIII) 

b ~ V -1 

+ab~ -,,-:--cc1- / x-2-f (x) I,_ 1 (2b Ynx) dx, 
1 n : 2 ~ 

= 

where o< a<~-

§ 3. Application of the sum - formulae to the study of the 
functions <p (s) and 'f (s). 

1. Let us apply the formula (VII) to the function /(z)-==. - 1 - , 
z• 

R ( s) > v, supposing a = I. We have to prove that in this case the 
conditions {16) are satisfied. The first of these conditions is satisfied, as the 

modulus of the function cr (-z) can be made arbitrary small with suf-
z• 

ficiently large value of I z I . As to the second of these conditions ( I 6) 
.supposing that the number ~ increases indefinitely in the way that 
· a0 < ! ~ I < ~o. where a0 and ~o are two arbitrary fractions, we find 
.by the theorem (IV), that 

= 

where M is a constant. 
As 't > 'Y we can choose a so small, that 't - 'Y + I - e > I. Then 

from the inequality 
= 

I I (~. oo) I < ~,2!;_, j-d_t -, _-,-+-1---•. 

0 (1+t2) 2 

we infer that 
Jim J(~. oo)=o, ~-= 

1. e. that the second condition (16) is satisfied with 't > 'Y, 

The formula (VII) in our case gives 

( 8) ( ) I 1 ( ) ab v I 
. I <p S = 2 al - 't O r(v) s - 'I -

I /co cr (-1+it) ei• tgt - 1 + cr ( -I-it) e-is tgt -1 
-- . &'t>~ 

21t (1+12>5/2 ' 
0 

The integral in the right hand. member of this equality is a holomor
phic function for all finite values of s. On the ground of the principles 
.of the analytic continuation we can conclude, that the equality (18) 
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defines a furiction 9 (s) for all values of the complex variable s. From 
the formula (18) we see that 9 (s) is a one valued analytic function, 
which has one singular point S = V as a pole of the first order, with 

the residue equal to - 4 (o) ;tv"). Let us suppose in the formula (VII) 

/ (z) =-1- and o <ct< 1; we have 
z• 

a-ioo a+ioo +~ j' a(-z) dz-~1· a(-z) dz 
2 r:z z• 2r:1 z• 

a 

and as above this formula holds good for all values of the variable s. 
From the expansion cr (-z) in the region of the poles, we see that, 

in so far as R(s) < - 1, the functions under the sign of integral in (19) 
assume definite values in s = o. We are allowed therefore, in (19) to 
make ct to converge to o and, passing to the limit, we obtain 

-ioo +i~ 
( ) - I /a(-z) d I /'a(-z) d 9 s --- --- s--- --- s 

21.i Zs 2-rri ~ Zs 

0 0 

whence 
• S1t 00 S1t 00 

(20) (f)(s)= sm 2 /a(it)-cr(-it) 'dt _ cos 2 /a(it)+a(-it) "dt 
T: 2i t• 'It 2 f5 

0 0 

But the right hand member of this formula is a function holomorphic 
for R (s) < o; so we only suppose in the formula (20) t < o. 

Let us replace now in Heaviside's integral 

00 

.! Kf'- (u) u,. - 1 du = z' - 2 f C': tJ.) I1 (1'~ tJ.) , R (>.) > p. 
0 

the index fl, by V- I and suppose that /\ = 2s- V + I, U = 2bv' nx~ 
We have 

co 

JK ( b,/-) s-•+ld I r(s)r(s-v+1) > 
v-l 2 V nx x 2 x = 2 , _ 1, t v - 1. 

0 . b2s - "+ 1 n• - -2-

Taking into consideration the formula (11) we find that 

co 

b2s-v I 
(21) 4 (s~ = - ar (s) r (s-v+r) x·-" cr (x) dx, t > v .. 

0 
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Replacing s by v - s we have 
00 

J a (x) dx = _ 'l!a._b2s-, r (v-s) 4 ('1-s) 
r (s) , 't < o. 

x• sin 'Its 
0 

Let us take now the function w (z) = a (z) 
z• 

where R (s) < 0 and integrate it along the contour 
ABCDA (ffg. 2). It is easy to prove on the ground 
of the properties of the function a (z) established 
above thatthe integralsf w (z) dz taken along the 
arcs BC and DA converge to o when the 
radius of the outer circle increases indefinitely 

o< '--A ------'-B- and at the same time that of the inner circle 
tends to o. Hence we conclude that, 

oo i'l!s 

f a ~t) dt= r.iab2s-, r (v-sH (v-s) 2 
I sin'l!s f (s) e 

0 

and consequently 
00 

f a (it)+ a(-it) dt = - 'l!ab2s-• r (v-s)'\' (v-s) 
(2 3)1 r ( ) , 't < o 

O 2 f" 2 cos ,;' s 

00 

J a (it) - a, (-it) 
(23), 

21 

dt 
• $TC 

2sm 2 

r (v-s) 4 ('1-s) < 
r (s) 't o. 

0 

From the formulae (20) and (23) we derive the following fun ct i
on al equation between the functions cp (s) and ,ji(s) 

(IX) a r ('1-s) ,Ji ('1-s) = r (s) qi (s). 
b'-S bs 

This equation can also be immediately proved fro~ the formula 
of transformation (I). 

As to the function ~ (s), it has the some character as cp (s). In particular, 
the expansion of the function ~ (s) in the region of the pole s = v has. 
the forme 

b' I 
~ (s) = - cp (o) ar (v) s-'1 + w (s), 

where w (s) is a holomorphic function. 
The formulae (IX) and (22) give the following integral form of 

the function cp(s): 
00 

() _ sin.rs f a(x) d cp S ---- -- X t<o. 
1t XS ' 

0 

From this form we conclude that the function (fl(s) ~as an infinite, 
number of roots s=- 1, -2, .....:...3, ... 
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3. The function rp(s), representable for R (s) > v by Dirichlet's 
00 

series ~ ---5!__ is closely connected with the function 
~ n• , 

(25) 

00 

«l>(z) = ~ ane-nZ, R (z) > o. 
1 

Let us develop it in power series of y 

00 

4>(x+ig)= ~(-z)m Am (igr 
m=:::O 

and try to find an asymptotic expression of the coefficient Am for the 
large values of m. 

As 
00 

;ic. ( --1 . ) ~ -n (x+iy) 
'±' x -19 = ~ an e 

n=:::l 

we have 
00 

(26) A I ~ m -nx =- an e 
m ml n 

n=l 

and so the problem is reduced to finding approximative expression 
of the sum (26) supposing m large. We know that 

oo n oo 

~ane-~=rp(o)-~ (o) ab'p'+ab"p"~bne-nb'p, p>o, 
1 1 

Here we multiply both parts by pm-l and differentiate with res, 
pect to p m times. As 

D(m) pm-1 e - !'__p m -m- 1 
P = n p e 

n 

p ' 

D(m) m+v-1 -nb2p _ v-1 f -nb'pL(v-1) ( b2 ) 
P p e -P m.e m n p, 

where L~) (x) is Laguerre's polynomial 

X -a 
L(a) (x) = e x I 

m m. ~>-1, 

therefore 
00 

~ m np I' (m+v) b' I 

~ ann e- = - ~ (o) a r (v) p m+• 1 
1 

00 

+ ab ._!!!_}_ ~ b L (v-1) ( nb2 ) e - ~ 
m+v ~ n m p P 

p 1 

.lB.ypa. Aemmrp. <PH3.-MaT. 0°Ba. T. II, B. I (1928). 5 
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and so 
r (m+v) b" 

Am= - ~ (o) a r (v) r (m+1) xm+ 0 + 
+ ~ ~ b L(v-l)(nbl) e- n!' • 

xm+v ..;..,i n m x 
1 

But as it is shown by Sze go in one of his papers *), the asym
totic expansion of Laguerre's polynom is given by the formula 

X ct: 1 0: } 

e-xl~) (x)=Vi e- 2 x--2- 4 m 2 - 4 cos( 2 Vnx - 21 : 1 7t" )+Rm, 
where 

a 3 a 3 a 1 a 1 Rm= x ~2--TO(m2-4)+x -2-TO(m2--4 +o 
-o - • n =:::ax:$n , 

Substituing this expansion in (28) we find 

A = r (m+v) 
m r (m+r) 

a { ~(o) b'' 
m+~~ -l'(v) 2v-1 + 

X 4 X 4 

V- 00 b v- nb' 7: I n mn 2\1 - I - -+a -·-~-cos[2b. ------~]e Zx + b 2v-1 ..;..,i 2v-_! x 4 
m 4 n=l n 4 

( I ' l 
+o\ ~-,Jf· 

m 4 

where ·'fj > o. 
Hence it follows that 

( A _ r (m+v) a {- ,;, (o) _b"_ + Q. '_I-)} 
3o) m- r (m+x> ~ qv) 2-,--1 I 2,-1 · 

x m+ 4 x 4 \ m 4 

We notice that the transformation ( 2 7) may be established by means 
of the sum formula (VIII) with ~ = oo and / (z) = zm e -rz, m> o, p > o. 

4. One more application of the transformation formula (I) may be 
obtained as follows. 

Let 

A(x)= ~ a,, 
O<n<x 

and 

*) Mathern. Zeitschrift. 25. Bd. 1. h. 1926. 
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Let us prove that for all p > o the formula 
co co 

<(31) / e -t ( P (pt) dt - n! ab' p' ~ bn L~') (nb 2 p) e-nb'p 

O 1 

holds good. In fact 
m+l 

whence 

co co < .! e-1A (Et) dt = ~ (ao+a1+· . . +am) f e-t df= 
0 m=J 

co = 
=~am f e-t di, ~>o, 

m=O m 

T 

m 
,c 

.co = 
dt=-r.p (o)+ ~am e-T J e -tA (~t) 

0 1 

Applying to the latter sum the transforll).ation (I) we find 
00 00 nb2o 

J e-t;1P (pt) dt=ab' t~:1 ~bne--~-'- · 
O <; 1 

67 

Differentiating both parts of this equality n times with respect to ~ 
we find by means of the formula *) 

dn I - :b p 1 ( n n I 

d tn) e f = -r) tn+v+I 
" I ~· + i " 

the required equation (3 r). 
Using the asymptotic expansion of Laguerre's polynomials we 

· can prove that 

·{32) 
I foo -t n ( 2·1~1) 
~ • e t P (t) dt = 0 n . 

0 

This formula may serve to estimate the function P(t), 

§ 4. Investigation of some particular cases. 

A great numbf':r of functions cp (s) and tJ, (s) satisfies the condi
tions, mentioned in n° 3, § r. Here are some examples of such 
functions. 

*) See my note "Ober eine Zahlentheoretische Anwendung der Laguerre
. schen Polynome" (Bull. de la Soc. Math. de Leningrad. t. I. (1927). 275). 

::.r, 
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I. Let an= -r:2k (n) be the number of integral solutions of the equa-
tion 

2 _J, 2 + + 2 X1 T X2 • • • • x2k = n. 

The Dirichlet's series 

~ -.:2k(n) 

~ n• 
1 

converges absolutely for R (s} > k. In this case 'I == k and 

r.p (s) = :2k (s) 

is a function of L e r c h • E p st e i n. It is known from the theory of 
elliptic functions that 

00 00 

~ 'C2k (n} e - n "? = _Ik ~ t2k ( n} e - np" , p > o. 
n=O p n=O 

Consequently this case is contained under our general assumptions
if we take 

'i=k, a= I, b=-rr, an=bn=-r:2k(n}, r.p(o}=7(0}=- I. 

It is to be noticed that for k = I 
r.p(s}=4 x(s}C(s}, 

where C (s} is a function of Riemann and X (s} a function of 
Schlomilch. 

The sum-formula (VII) for the case (k = 1) was proved by means 
of real analysis by E. Land au in the second volume of his recently 
published book: ,, Vorlesungen iiber Zahlentheorie" (s. 2 7 4). But before 
that it was found in a somewhat different form in the papers by· 
Voronoi *) and S i e r p i n s k i **). 

It is easy to show that for k = 2 

r.p (s) = 8 ( I - 4.~1 ) : (s) C (s-1). 

In fact by Jacob i's theorem 

'-1=8(2--f--(-1r] C1 (n), 

where Ii (n) denotes the sum of odd divisors of n. But there is no
difficulty in proving that 

~ 1~ (:) = ( 1---!=r-) C (s) ((s-1), 
1 n \ 2 

00 - 2 

~(-it '·~;) =- (1- 25~ 1 ) C(s)C(s-1), 

whence the preceding equation follows immediately. 

*) Verhandlungen des dritten Internat. Math. Kongr. in Heidelberg (1905). 
**) Joe. cit. 
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Lel us apply the formula (30) to the investigation of the following 
~uestion. Lef K and iK' be two periods of elliptic functions such that 

K' 
K ==x+ig, g > o 

Let us develop the even power of the expression 

:into a power series of 

n=+oo 
6 _ ~ n• _ 2K 
3- ~q ---;-

n==-oo 

-r. K' 
q==e K 

It is known that this development is 

Developing the right hand member into a power series of y the pro
blem is to find the asymptotic expression of the coefficient Am in the 
-development 

00 

6~k :=}: (-1r Am (iy)m 
m=O 

for very large m. This expression is given by the formula (30) 

A == r (m+k) 
m r (m+x) m+~ ~ +o 2k-1 I ( 7:k ( I ) } 

X 4 I' (k) X 4 m 4 

.and coincides with the expression, obtained recently in our article 
,, Ober eine Zahlentheoretishe Anwendung der Laguerreschen Polynome". 

We notice also that for the investigated case the formula (32) 
was found by Sze go *) and served him to estimate the function P (x). 
Lastly the development of the function a (z) in the region of poles for 
the considered case was quite lately found by O p p e n he i m in his 
article ,,Some identities in the theory of numbers" **). 

2. Let P (n) be the number of representations n by binary quadratic 

form (ai, bi, c1) of the determinant - il = b; - a1 c1 < o. The Dir i
-c h I e t's series 

*) Joe. cit. 
**) !oc. cit. 

00 p 

<p(s)== ~ ~~ 
1 
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converges absolutely for R (s) > 1. Also the formula of transforma
tion (I), proved by Rosenhain 

-nitO -n.c 

,{, Va'. r ~ Va.p 
""-' P (n) e = -p ""-' P (n) e 
n=O n=O 

holds good. In this case 
71: 

v= 1, a= 1, b=y:t=, an=bn=P(n), qi(o)=Ho)=-1. 

The corresponding sum-formula (VIII) was established by Voronoi. *). 
3. Let an denote the sum of odd powers of all divisors of the 

number n, i. e. 
-~d2p-1 

an-~ , 
n=do 

In this case the D i r i c h I e t'~ series 
00 

<p (s) = }:~ 
1 n 

converges absolutely for R (s) > 2p and 

<p (s) =, (s), (s - 2p + 1). 
There is no difficulty to establish that the following formula of trans

formation 

(-1)P BP + ,{, -2n"p _ (-I)P f (-x)P BP + {-, - !n" l 
~ an e - ~ l ""-' an e J , 

4P 1 P 4P 1 

where BP denotes Bern u 11 i an number, holds good. Here we have 
BP 

v=2p,a=(-1Y, b=21t, r.p(o)=7(0)=(-1Y 4P 

4· We are going now to give examples when an is not equal' 
to bn. First we state the theorem, the proof of which is not difficult. 
This theorem is generalization of one of the theo;ems by L i o u v i I I e, 
related to the theory of Dirichlet's series. It can be expressed as follows: 

Let a (n), b (n) and c (n) denote three arithmetical functions con
nected by the equation 

(33) a (n) = ~ b (o) C (d), 
n.~da 

where the summation extends over all the divisors of the number n. 
Let further the D i r i c h I e t' s series 

00 00 }: ~i:) , R (s) > s1, ~ · c ~:) R (s) > s2 
1 1 

be absolutely convergent. 

'*) loc. cit. 
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co co 

/ 1 (s)= ~ a (n) e - ns , /2 (s) = ~ b (n) 
1 1 . 

co 

/1 (s) = ~ e (n) / 2 (ns). 
1 

-ns 
e 

The proof can be derived from the well known equality 

CO CO 00 

"1 a (n) = "1 b (n) . "1 ~) 
~ ns ~ ns ~ ns 

1 1 1 

71 

and for b (n) = 1 it coincides with a theorem given by L i o u vi 11 e. 
5. Let K and iK' denote two periods of elliptic function. K and K' 

K' 
being real and K > o. The modulus k as well as . its complement k' 

in this case are also real. Let us consider the expansion of the functions 
sn (u, k) and en (u, k) into power series 

3 u5 
sn {u, k) = u - A2 (k2) _u_ + A3 (k2) 

r.2. 3 1.2.3.4.5 

(u, k) = I -B1 (k2) 1 ~: + B2 (k2) 

u~ 
en 

1.2.3.4 

Here A, {k2 ) and B, (k 2) are polynomials in k2 pf degrees 2r and 
2r-2 respectively. Some properties of these polynoms were investigated 
already by H e r m it e *). We are going to show that the polynoms 
A, (k2) and B, (k2) can be developed into series of the form (34), 
the numerical functions a (n), b (n) corresponding to coefficients 
an' bn, which enter our general formulae. 

6. For brevity we set 

2Kv 
u=~ 

and take the expansions of the functions sn (u, k) and sn (ui, k') 
into series of sines 

(37) 
kK 

sn (u, 
" 

1 
oo n--

~ 2 
k)=2 q -

2n-1 
1 I -q 

sin (2n-1) v, 

k'K ( , ') I ~ (-,)"-lq2n 
-. sn uz k = -- tg v - · 2 ,7 : 2 sin 2n v, 

.::1 ' 2 ~ I , q n 
1 ' 

*) C:elte's Journ. t. Sr. (r876). 
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whence it follows 

4 ( 
_ )2r ~ qn- Y, 

(39) A, (k2) = k ;K ~ I_ q2n-1 
1 

( )2r-1 
2.n-1 , 

( _ )2r 2r ( 2r ) A (k'2) = _1 _.. 2 2 -1 B + 
r k'2K 27 r 

_ 2r 00 n-1 2n + (- 1)' kt ( ;K) ~ (~1~ q2! {2.n)2r-l, 
1 

where B, is a Bern ulli an number. 
If we develop now the right hand member of (39) in power series 

of q and suppose 
00 00 

__ (~2_n_-_1~)2_r_-_1 __ = ~ 
e(2n-l}s_e-(2n-l)s ~ 

n=l 
~ 
n=l 

then 
2r oo nrr K' 

Ar (k2) = t crK) ~ ane - 2 K 
1 

Now we can investigate the character of the coefficients an using 
Liouville's generalized theorem. In our case 

a (n) =an, 

so that we have • 

( ) • 2 nn: 
b n = szn --, 

2 
( ) n.: 2r -1 

c n = sin 2 -- • n , 
2 

00 00 

h (s) =--.-I---.-
e -e 

~ ~ (2n-1Fr-l 
C (n) /2 (n) = (2n-1G-----=T2n-Ds- · 

e -e 
1 n= 1 

Consequently by the theorem in n° 4 we have 

~ • 2 7t0 a= szn _ 
n ,. 

sin2 r:d • d2r - 1 

2 
do=n 

The D i r i c h 1 e t' s series 
00 

(fl (s) == ~ 
1 

a,, 

n• 

is absolutely convergent for R (s) > 2r and from the formula (36) 
we find 

(44) (fl. (s) = ( I - 2: ) ( I - 2s-~r-l) ' {s) ' {s-2r+1) 

Further supposing that 
00 

(-1r-l (2n)2r-1 

I+ e2ns 

00 

=~ 
n == 1 



Sum-formulae containing numerical functions. 

and applying again Liou vi I I e's generalized theorem to the case 

a (n) =bn, 

we get 

( n-1 
b (n) = -1) , ( ) n.: 2r -1 

c n =-cos - · n 
2 

b n = ~ ~ -I)'' COS r: i' - 1 • 

do =n 

The Dir i ch I e t's series 
= 

n• 

converges absolutely for R (s) > 2r and 

73 

{47) 7(s)= 2s-~r+l (1- /-l) (1- 25 ~ 2 , )qs)qs-2r+1). 

With the accepted notations the expression (40) for A, (k'2) can 
be written in the following form 

A (k'2) =-I- (_2:__)2r22r (22r -1) B,+ 
r k' 2K 2r 

oo K' 

{48) + (-1)' z, c~r ~ bne -n7' /(-. 
1 

We replace here k' by k, which changes Kin K' conversely. Hence 
from the formulae (39), (42}, (48} we can conclude that the formula 
of transformation 

holds good. 

It is obvious now that to apply our general results we have to take 
(-1)' . .: r-1 22r-3(22r -1) 

V=2r,a=-- 1 b=-=,w(o)=o,7(0)=(-1) · B, 
2r V 2 i r . r 

and definite the numerical functions a,, and bn by (4 3) and (46). 

7. Let us consider the polynomial B, (k2}. From the expansions 
co 

kK ""1 qn-11, -=- en (u1 k) = 2 "'-I 2 _ 1 cos (2n ·- 1} v 
,. 1 I+ q n 

co 
k'K ( . k') I ""1 (-1r-1 q2n-1 ( ) 
~en Ul, = 2 secv-2 "'-I 2 l COS 2n-l V 

1 1+qn-
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it follows 

wher.e E, denotes Eu I er i an number; the coefficients an and bn being 
defined by 

00 00 00 00 

~ (2n--1)2' _ ~ -ns ~ (-,r-1(2n-1)2' _ ~ b --n, 
~e(2n-ll•+e-(211-l)s -~ane ·~ i+e(2n-l)s -~ ne · 
n=l n=l n=l n=l 

Applying to both these sums the Liou vi 11 e's generalized theorem 
we find 

~ .:0 2 .:d 2 b _ ~ ( )" - 1 . .:d d·2, a = sin - · sin - · d ' - -1 sm - · . n 2 2 , n 2 
dil:=n dil=n 

The D i rich I e t's series 

00 00 b 

9(s}= ~ :: , •i{s)= ~ n: 
1 , 1 

converge absolutely for R(s} > 2r + 1 and 

(53) qi{s>=(1- 2•~2r )z(s)qs-2r), 

(54) ·~ (s} = ( I - ~) ( (s} X(s-2r). 
\ 2 

Further it is easy to prove, proceeding as in the preceding case, that 
the following formula of transformation 

oo - n" I!~ E K 2,+1 K 2,+1 co - K 

(55}~ane 2 K =-f(-K;-) +(-1)'-1 (-x,) ~bne-n,. k 1 

1 1 

holds good. 
To apply our general results to this case we must take 

(-r)'-1 -~ r E, 
·1=2r+1, a= +'I ,b= v-, cp (o)=o, 'i' (o)=(-1) ___ , 

2' I 2 2 

and define an and bn by the formula (52). 

In an analogous manner we can discuss the polynoms C, (k2) entering 
the expansion 

dn (u, k) = 1 - c1 (k2} ~ + c 2 (k2} _.!!__ ... 
~.2 1.2.3.4 

Crimea, luly, 1927. 



CyMMaTopewe 4>opMyA1>I, COAepzaigee 'IIHCAOB1>1e 
cf,yeKgee. 

H. C. Kow.ARKOB, 

AsTop BbIBOJI.HT pas.11.HqHoro pop;a cyMMa'l'opHbie q>opMy.11.hI .o;.11..11, 
cyMM BHP,a 

n<,b 

~ an/ (n), 
n>a 

r.lle an 06oseaqa10T apHq>MeTH'leCKHe q>yHK!!HH, no,11,<1HHeHHhie ee

KoTopbIM ,11,0CTaTO'IHO WHpOKHM yc.11.0BHSIM, 
ije.11.b q>opMy.11. - peWHTb c.11.e.z,,yIOigHH sonpoc, OTHOC.HigHffCH, 

K aua.11.11TH<1ecK0My npo.o;o.11.meumo q>yeKgHil: 
Cf>ym<g1rn 9 (s) KOMn.11.eKceoii nepeMenoii s aap,aea p.HJJ.OM 

Dirichlet 
= 
~~. 

1 n• 

a6CO.I\I0THO CXO,llHigHMCJI npH R (s) > v, rAe v- ge.11.oe llO.I\OmH
Te.l\bHOe qffc.11.0. 0,11,uospeMeuuo c 9 (s) paccMaTpHsaeTCJI q>ynK
Q;HJI 'f (s ), paa.11.ara10iga11c.11 s pJJ,11, D i r i c h I et 

~~ 
~ ns' 

1 

a6co.11.I0THO cxo,D,J1IgHiic.11 Ha np.HMoii R (s) = ~ > v. 
Koaq>¢H!!HeHTbl an H bn TaKOBbI, qTQ HMeeT MeCTO ip Op My .I\ a 

n p e o 6 p a a o B a H H JI, 

"{--, - nbp _ a ~ b - ± > O 
~ an e - -:,-- ~ n e p ' p ' 
n=O p n=O 

r ,11,e a H b > 0-aOCTO.llHHble 1.JHC.11.a, ape qeM yc.11.0BHO no.11.omeHO 

ao = - 9 (0), bo = - y (0). 

T pe6yeTCJI HayqHTb aHa.11.HTHqeCKHii xapaKTep ¢YHKQ;Hfi 9 (s} 
H 'f (s) Ha sceii ll.11.0CKOCTH nepeMeHHOrO S = 't + it. 

Pewemte aTOH :aap,aqe noAyqaeTc.11 Ha ocuoeaHHH cyMMaTopuoii 
ipOPMYAbl 

= = 
~ a,, / ()-) = -y (0) 1~~:) ./ x·,-l / (x) dx + 

m 

a.-ioo a:+ico 

-r-~/1 (z)" (-z) dz-~ J /(z) "<-z) dz. 
2•~1 2i.l 

~ a 

m-l<a<m. 
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v-1 oo b 
a (z) = - 2abz_2_ ~ ,':__1 K,_1 (2b 1/ nz), 

1 n2 

a K, (z) oaHaqaeT <pVHK!!HJO Mac don a I d'a, ce11aaHHY10 c H.BBecT· 

-iioli <t>YHKgireil: Hanke 1'11 H,1 (z) cooTHowenHeM 
VTti 

K () _ _!!____ -2H'(") .. z - e zz . 
' 2 ' 

AHaJ\HTH'leCKHH: xapaKTep cpynKgHH r.p (s) OKa3b1Bae.TCH cAe
AYIOIJ!HM: aTa <PYHKj!HH roAOMopcpua Ha eceil: UJ\OCKOCTH, aa HCKAIO· 
tJeHHeM TOlJKH s = v, r.11,e OHa HMeeT IlOAlOC l-ro nopH.11,Ka C Bbl· 

b'' 
"leTOM, paBHbIM -4 (0) / (v 1• KpoMe Toro, aTa <PYHK!!HH HMeeT 

,6ec'IHCJ\eHHOe MHOBteCTBO npocTblX Kopuefl B TO'IKax 

s = - 1, - 2,- 3, ... , 

KaK STO ycMaTpHBaeTCH H3 ee HHTerpaAbHOro npe.11,cTaBJ\eHHH 
00 

sin 7-s I cr (x) d ,.,-9 (s) = ---~-- ---;;- x, ( R (s) '--- 0). 
0 

cPyHKj!HH 4 (s) HMeeT TOT·ze aHaAHTHtJeCKHft xapaKTep, 'ITO 
lH 9 (s), H CBH3aHa C ueii IJ>YHKJ!HOHaJ\bHbIM ypaeHeHHeM 

r (v-s) y (v-s) r (s) 'fl (s) 
a -- b'_;--= bs 



K Teopua KOBe'IBldX rpynn J\BBeBBl,IX opT-OrOB8J\1,BWX 
npeo6paa0Baaui. 

B. A. CnepaHcKuu. 

B 1913 r. AKa,ll,eMHKOM )l. A. r pa Be ,ll,JUI 3aH.HTHH B ceMHHape 
no aJ1.re6pe npH KueBCKOM YHHBepcuTeTe 6bIA npe,ll,A02KeH Bonpoc 
0 HaxmK,ll,eHHH KOHe'lHblX rpynn opToroHaAbHbIX AHHeHHbIX npe
o6pa30BaHHH MHOroMepeoro npocTpaHCTBa. Yt1aCTHHKaMH ceMH
Hapa BbICKa3bIBaJ\.OCb npe.11.noA02KeHHe, 'ITO KOHe'lHbie rpynnbI opTO· 
roHaAbHblX AHHeliHblX BeIJ!eCTBeHHblX npeo6pa30BaHH0 MHOrOMep
HOro npocTpaHCTBa, Ha'lHHa.H c 5-ro HBMepeHH.H, MoryT 6bITb 
npe,n;cTaBAeHbl npH IlOMOIJ!H HeKOTOpblX cne:gHa.l\bHblX rpynn MaTpH:g, 
060.sHalleHHbIX CHMB0.11.aMH y H Y', Ba HCK.11.JOlleHHeM, pa3yMeeTC.H, 
TpHBHaAbHbIX c.AyqaeB, Kor,n;a paccMaTpuaaeMaH rpynna apHBO· 
.llHTCH K rpynaaM BeigecTBeHHblX npeo6pa30BaHHii MeHee, 'leM 
5-ro HBMepeHHH. 

B HacToHigeii 3aMeTKe H .11.oKaBbIBaJO, llTO, Bo06IJ!e roBop.11, 
H ,ll,.l\}I npocTpaHC1B BblCIIIHX H3MepeHHH yKa3aHHbie rpynnhl He 
Bcer,n;a npHBO,ll,HTCH K rpynnaM Y H Y' H .11.a10 npuMep o,n;Hoii H3 
TaKHX rpynn. 

06paayeM KBa,n;paTHYJO MaTpH:gy n-ott cTeneHH *) TaKHM o6pa-
30M, llT06bl B Ka2K,ll,Off CTpoKe ee H B Kamp;oM CTOA6:ge O,ll,HH HS. 
aAeMeHTOB paBHH.11.CH 1 H.I\H -1, a OCTaAbHbie aAeMeHTbl paBHH
.1\HCb 6bI HYAJO. 8TH MaTpH:gbI o6paayJOT OTHOCHTeAbHO YMH02Ke· 

HHH rpynny nopHp;Ka n 12n, KOTopyro 0603ua11HM CHMBOM Y'. 
EcAH He HyAeBOii aAeMeHT MaTpH:gbl paBHHeTCH 1, TO IlOAY'lHM. 
rpynny nopHAKa n I, HBOMopq>Hyro c cHMMeTpHt1ecKoii rpynnoii 
no,&CTaHOBOK H3 n aAeMeHTOB, KOTopyro o603BallHM qepe.3 Y. 
0'1eBHJJ;Ho, rpynna Y .HB.11..HeTCH ,&eAHTeAeM rpynnbI Y'. 

PaccMOTpHM, ,n;aAee, a6cTpaKTHYIO ee Abel'eBy rpynny @ no
pH,&Ka p 3 , onpe,n;eAHeMylO CHMB0.11.HlJeCKHMH paBeHCTBaMH: 

P'2 =1, SP=l, s- 1 PS=P1+P, 

*) Ilo ycTaHOBHBmeiicn B pyccKoii MaTeMaTHqecKoii J\HTepaTYpe TepMHHOJ\O• 

rHH - CTeneHb!O 6yAeM Ha.SblB8Tb qHCJ\O CTpOK HJ\H CTOJ\6goB KB8AP8TH0H 

MaTpHgbl, 
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r,11.e PH S-,11.Ba npoH3BOII.HJ!!HX aAeMeHTa rpynnh1, p Ato6oe npo

cToe He'leTHoe 'IHCAO. A.1u1 npe,11.cTaB.11.eHHJI aToii rpym1b1 B03hMeM 

MOHOMHaAhHYIO rpynny (monomiale Gruppe) MaTp11g cTeneHH p 
H, o603Ha'laJI '1epe3 p O,ll.HH H3 nepB006pa3HbIX KOpHeH H3 eAHHH!!bl 

CTeneHH p 2, onpe,11.eAHM MaTpHgbI, COOTBeTCTBYIOJ!!He r1p0H3BO,ll.SI

IJJHM aAeMeHTaM rpynnbI, CHMBOAaMH: 

(

X \ 
j \ 

S = (p -j) (p-1)p ) 

p 2 Xjj 

(j = 1, 2 ...... p; yKa3aTe.l\H npH x, 60AbWHe p, 3aMem1IOTCJ1 HX 

·HaHMeHbWHMH llOJ\OlKHTe.l\bHblMH Bbl'leTaMH no MOAYAIO p). 3aMe-

1 +P (Xj 
p = p(pi_I) +i 

p XH1 

'H npOH3BO.ll.H Ha,ll. BTHMH CHMBOJ\aMH COOTBeTCTBYIOJ!!He ,11.eHCTBIUI 

no npaBHAaM YMHO>KeHHJI H B03BbIWeHHJI B CTeneHb IlO,ll.CTaHOBOK, 

.11.erKO y6e,11.HTbCJ1, 'ITO OHH y,11.oaAeTBOpJIIOT paBeHCTBaM, onpe,11.e

.JUUOJ!!HM rpynny @. 
OnpeAeAHTe.l\b MaTpHQ;bI P, npeACTaBAJIIOJ!!Hff co6off npoHBBe

,11.eHHe KOpHeff ee xapaKTepHCTH'leCKOro ypaBHeHHJI, paBHJleTcJI: 

QqeBH,11.HO, aTO npoH3Be,11.em1e ,ll.O.l\2KHO 6b!Tb KOMn.11.eKCHblM 

qHC.I\OM, TaK KaK p-nepsoo6pa3HblH KOpeHb H3 e,11.HHH!!bl CTeneHH p 2• 

O-rc10,11.a CAe,11.yeT, 'ITO paccMaTpHBaeMa.a rpynna MaTpHg He M02KeT 

6bITb 8KBHBaAeHTHa rpynne BeJ!!eCTBeHHblX MaTpHg, TaK KaK co

OTBeTCTBeHHbie MaTpHQ;bl ABYX 8KBHBaAeHTHblX KOHe'IHblX rpynn 

J\HHeHHblX npeo6pa30BaHHii AOMKHbl HMeTb OAHHaKOBbie xapaKTe

pHCTH'leCKHe ypaBHeHHR. 

CToAy'leHHOe TaKHM o6pa30M npe,11.cTaBAemi:e rpynnbI @ nenpH

BO,ll.HMo, T. e. OHO He M02KeT 6bITb aKBHBaAeHTHO C npe,11.cTaBAe

HHeM, rpynnoaaJ1 MaTpnga KOToporo M HMeeT an,11.: 

M=llt ;11 
r,11.e A-MaTpnga cTeneHH k H B-MaTpnga cTeneHH p - k. AM1 

_Jl;OKa3aTeAbCTBa aToro 3aMeTHM, 'I.TO CTeneHb HenpHBO,ll.HMOro 

npeACTaBAeHH.R eCTb ,11.eAHTe.l\b nopS!AKa rpynnbI, noaTOMY o6e 

MaTpHgbI A H B ,ll.OAJKHbl 6bITb npHBO,ll.HMbJMH. 4eiicTBHTeAbHO, 

eCAH MaTpHga A npHBO,ll.HMa, TO nop.R.ztOK rpymibl @ ,ll.OJ\JKeH 

JJ,eAHThCH Ha k, 'ITO BOBMOJKHO TOAbKO npH k = 1, HO TOrAa p 3 ae 
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Jl,e.l\HTCH Ha p -1 H, CJ\e)l,OBaTeJ\bH01 MaTpHga A npHBO,!l,HMa. npH• 
MeHR!I aTH paccymp,eHm1 I< MaTpHge B, npHP,eM K aaKAIO'leHHIO, 
·qTo rpynna @, B cAyqae npHBO,ll,HMOCTH paccMaTp1rnaeMoro npe,!1,
CTaBAeHH.H, aKBHBaAeHTHa rpynne MaTpHg, Bee a./\eMeHTbl KOTOpbIX, 
He pacnOA02KeHHble Ha I'AaBHOH P,Har0Ha.u1, paBHHIOTC.II HYAIO, HO 
Torp.a rpynna @ 6bI./\a 6b1 Abel'eBoii, 'ITO npoTHeope'IHT ypastte
"HHHM, onpep,e.1\.HI01£HM ee CTf>OH. 

06paayeM Tenepb rpynny MaTpHg coBepweHeo aeaAorH'IHbIM 
-1 

cnoco6oM, HO nepBoo6pa3HblM KOpHeM B03bMeM p ' TOI'P,a Ka· 
2Kp,b1A a./\eMeHT MaTpH!!,bI nepBOH rpynnbl, Haxo,1v1igHHC.H Ha nepe
·Ce'leHHH r-oi,i CTf>OKH H l-ro CTOA6ga, 6yp,eT conp.HIKeHHblM c TaKHM 
me aJ\eMeHTOM no,11,06HOH MaTpHQbl. BTOpOH rpynnbl. QqeBH,ll,HO, 
.B CHAY npHBep,eHHblX Bb!We coo6pameHHH, rpynnoBa.H MaTpnga N 
BToporo npeP,CTaBAeHHjf HenpHBOJJ.HMa HH B KaKOH 06.1\aCTH H He 
'M02KeT 6bITb oKBHBaAeHTHa MaTpHge, cop,epmaige0 TOAbKO Beige
·CTBeHHbie aAeMeHTbl. 

06oattaqaR B ,11,aAbHeHweM 06pa:ay10igHe MaTpHijbl nepaoro 
·H BTOporo npe,!1,CTaBJ\eHHH rpynnbl COOTBeTCTBeHHO qepea P, s 
H P, S, IlOCTf>OHM TpeTbe npe,11,CTaB./\eHHe rpynnbl @ npH IlOM01£H 
·COCTaBHblX MRTf>H!! CTeneHH 2p, o6paay10igHe aAeMeHTbl KOToporo: 

no./\b3Y.HCb Hp;e.HMH F) 0 be Il i U s'a H 5 Ch U r'a (Sitzungsb. d. Pr. 
Akad. d. Wiss. 1906. Uber die reellen Darstellungen d. endlichen 
·Gruppen). nocAeP,Hee npe,11,cTaBAeHHe MOIKHO npeo6pa:aosaTb B a1rnH
naAeHTHoe eMy npH IIOMOigH COCTaBHOii MaTpHgbl: 

I 

~2e II 
-=-e 

H= 
J/2 

i I 'I -----=-- e 
J/2e Ir J/2 

rp,e qepea e o6oaaaqaeTCR e,11,HHH'IHaR MaTpHga cTeneeH p. 
Bb1P,eAHM BeigecTBeHHb1e H MHHMb1e 'laCTH MaTpHg P, P, S H S 

P=U+ Vi, S=X+ Yi, 

:r,11,e MaTpHlJ.bI U, V, X, Y cop,epmaT TOAbKO BeigecTBeHHbie aAe
:MeHTbI. Torp,a: 

P=U-Vi, 

M, CAeP,OBaTe./\bHO: 

P'= 
u+ Yi, O 
O U-Vi 

S=X-Yi 

x+Yi 0 11 

I! S'= 0 X- Yi -
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I 
-----=-$ 

H -1 = Jl2 
-i 
~c 
t12 

-i 
-,-- $ v2 

I -__c_e 
t/2 

H npeo6pa.s0Bb1Ba.11 MaTpHJ!bI P' H S' npH noMO'!!,H H, no.11.y'IHM 

npOH.SBO.ZVl'!!,He MaTpHyhl 'leTBepToro npe,ll;cTaB.11.eHH.!I rpynnh1 ®: 

-l II lj -VII - -l II X -Y II P"=H P'H-= V U S"=H S'H= y X. 

8TH MaTpHJ!bl, o'leBH,ll;HO, COAep1KaT TO.l\bKO Be'!!,eCTBeHHbJe a.11.e

MeHTbI H, KpoMe Toro, OHH opToroHaAbHbI (F rob e n i u s H 

s C h u r, ibid), a. C.l\e,ll;OBaTe.l\bHO, H Bee MaTpH!_!bl, 06pasy10'!!,He 

'leTBepToe npe.itcTaB.11.eHHe rpynnhl @, TaKate o6Aa.italOT aTHMH -

CBOffCTBaMH, 

.J\.erKo BHJi;eTb, 'ITO noc.11.e,11;eee npe,11;cTaa.11.eHHe rpynnhI @ He 

MOm.eT 6bITb CBe,ll;eHO K clKBHBa.11.eHTHOMY HJ\H, XOT.!I 6bI, K H30-

MOpq>H0MY npeACTaa.11.eHHlO npH noMOigH MaTPH!! Y' CTeneHH 2p 
H.I\H HHaweii, TaK KaK rpynna Bcex MaTpHJ! Y' cTeneHH 2p HMeeT 

2p 
nop.11.zi:oK (2p) ! 2 , KOTOpblH npH p npOCTOM He'leTHOM He .zie-

.1\HTCH Ha p 3, H, C.l\e,lJ;OBaTe.l\bHO, aTa rpynna He MOm.eT HMeTb 

CBOHM ,1J;e.l\HTe.11.eM rpynny @. 
AoKam.eM Tenepb, 'ITO 4-e npe,1J;cTaB.11.enHe rpynnhI @ B 06.11.acTH 

Be'!!,eCTBeHHbIX 1rnceA eenpHBOAHMo. AeiicTBHTeAhHO H.3 npeAbI

AY'!!,ero H3A02KeHH.!I BH,ll;HO, 'ITO rpynnoBa.!I MaTpHya 4-ro npe,11;cTa

BJ\eHH.!1 clKBHBaAeHTHa MaTpHge: 

I\M 0
1

1 

IO NI. 
r.zie M-rpynnosa.11 MaTpH!,!a 1-ro npe,11;cTaBAeHHH, N-rpynnosaR 

J\/laTpHga 2-ro npe.ztcTaB.I\CHHH (H.11.H Hao6opoT), npH 'leM MaTpHJ!bI 

M H N HenpHBOAHMbI HH B KaKOH 06.11.acTH. Ho rpynnoay10 Ma· 

TPH!!Y MO.IKHO pa.SAOIKHTb TOAbKO e,ZJ;HHCTBCHHbIM cnoco6oM Ha 

HenpHBO,ZJ;HMbie 'laCTH, noaToMy BCHKOC pa3AOIKeHHe rpynnoBOH 

MaTpH!JbI 4-ro npe,11;cTaB.l\eHHH ,11;0.I\IKHO co,11;epm.aTb ,D;Be HenpHBO

,ZJ;HMbie 11acTH, BKBHBa.11.eHTHbie MaTpHgaM M H N, a MbI ym.e BH

.zie.11.H, 'ITO MaTpHJ!bI M H N He MOryT 6bITb aKBH»a.11.eHTHbI MaTpH

gaM, C0,1J;ep1Ka'!!,HM TOAbKO Be'!!,eCTBeHHble a.11.eMeHTbJ. 

TaKHM o6paaoM, MbI ,11;0KaaaAH, 'ITO onpe,1J;eAHTe.11.H 4-ro npeA

cTaa.11.eHH.!I rpynnbI @ Of>TOI'OHa.AbHbl H CO,ll;ep.maT TOAbKO Be'!!,e

CTBeHHbie aAeMeHTbI, npH tJeM STO npe.zicTaB.11.euHe He MOIKeT 6bITb 

clKBHBaAeHTHO rpynne MaTpHy THna Y' H He npHBO,ZJ;HTC.!I K TpH

BHaAb~OMY CAy'lalO rpynn BeigecTBeHHblX JI.HHeHHbIX npeo6paao

BaHHH Meaee qeM 5-ro H3MepeHHH, 



V. SperansKi. Sur Jes groupes finis des substitutions. 81 

B 38K.I\IO'leHHe, npHBe,lteM B BH,lte npHMepa npOH3BOAJIIgHe 
a.11.eMeHTbI 1-ro H 4-ro npe.itcTaBAeHHJI rpynnh1 @ npH p = 3: 

P''= 

S"= 

0 

P= O 
p 0 
0 p2 

p3 0 0 

0 cos(fi 0 

p6 o o 11 

S= 0 p3 0 II 
0 0 1, 

I, 

0 -sinr.p 0 
0 0 cos2<p 0 0 -sin 2r.p 
cos 3q, 0 0 -sin3q, 0 0 
0 sinr.p 0 0 COS'f 0 
0 0 sin 2(f' 0 0 cos 2q, 
sin3<p 0 0 

cos69 0 0 
0 cos 3<p O 
0 0 1 
sin 6<p 0 0 
0 sin3r.p 0 
0 0 0 

cos 3<p 0 

- sin 6<p 0 
0 --sin3q, 
0 0 

cos6.;p 0 
0 cos39 
0 0 

0 

0 
0 
0 
0 
0 
1 

r,1.1,e p = COS'f + i sinr.p-nepeoo6pa3Hbl0 KopeHb HB e.itHHHUbJ 9-fl: 
2 kr: k 

CTeneHH H, C.l\e,AOBaTe.l\bHO, r.p = -9-, npH qeM MOlKeT npHHH-

MaTb O,AHO H3 3Ha'leHHii: l, 2, 4, s, 7, 8. 

Sur les groupes finis des substitutions reels lineaires 
et orlhogonales 

V. Speranski. 

On demontre qu'un groupe fini d'ordre p3 et du type 

P"'= 1, Sp= 1, s-1 PS=P1 +P 

des substitutions reels lineaires et orthogonales d'ordre 2p n'est jamais 
isomorphe aux groupes des substitutions monomials d' ordre 2p dont les 
elements essentiels sont egaux a -+--- I (p etant premier> 2). 

fKypHIU, 6 



0, pacnpeAeAeRBB BRAeKCOB no COCTaBBOMY MOAYAIO. 

H. A. CKonuH, 

3a.z,.aqy O pacnpe.z,.eAeHHH HH.Z,.eKCOB Bnepsble DOCTaBHJ\ H pa3-
peWHJ\ npocp. 11. M. B H Hor pa /J. o B B 1926 r. 1). 11M paccMo
Tpen cAy'lail npocToro Mo.z,.yiu1. B nacTosnyeil pa6oTe 11, c neo6-
XOAHMhIMH ,!tODOJI.HeHHJIMH, npHMeH.lilO MeTOA, KOTOpbIM IlOJl.b.SO· 
BaJ1.c11 npocp. 11. M. B H Hor p a JJ. o B, K peweuero BaAa'IH B cAy
qae COCTaBHOro He'leTHOro MOAYJ\11, 

B §§ 1 H 2 11 BblBomy cpopMyAbI pacnpel1,eJ1.ene11 HHAeKcos 
,n;J1.11 ABYX 'laCTHbIX cJ1.yqaes cocTaBHoro MOJJ.YAJI, B § 3 JI .z,.aro 
cpopMyAy JJ.AJI AI06oro neqeTnoro MOAyJ1.11, KOTopyro 6es TpyAa · 
DOJI.Y'IHM, .BHaR BbIBO/J, cpopMyJI. §§ 1 H 2. B §§ 4 H 5 JI aoJ1.yqa10 
aCHMDTOTH'leCKOe BblpameHHe AJI.R cyMMbl Ap06HbIX 'laCTeil 3Ha'le-

HHif cp-gHH Ax + n • 
p 

lfro61i1 Kam.z,.b1il pas ne orosapeBaTbc11, 11 6yJJ.y 060:ana<1aTb 
.suaKoM I: cyMMy, KOTopa11 pacnpocTpaHeHa Ha see geAble 'IHCAa 
B y1<a:aaHHblX npe.z,.eAax H 3HaKOM r,.. cyMMY, pacnpocTpaHeHHyro 
Ba 'IHCJl.a B3aHMHo-npoCTbie C Mop;yJl.eM. 

§ 1. PaccMOTpHM nepBbiil qacTHhlil cAyqaff. 
nycTb p =: P1 P2, , , Pk= npOH3Be.n;eHHIO pa.SJI.H'IHblX npoCTblX, 

He'leTHbIX 'IHCeA; 060.sna'IHM qepe.a g; nepsoo6pa.aeh1A KopeHb 

P; (i=1, 2, .. . k). Tor.n;a T1 -qecAo peweHHA cecTeMbl 

X li (MO,!\. p;), i= 1, 2, .. . k, 

r.n;e x u Y;, ee.saBHCHMO .n;pyr OT .n;pyra, npo6eraroT .sHaqemrn: 

x=l,2, ... Q==:;;P-1; (x, P)=1; Y;=1, 2, ... p/<pi, Bb1pa
maeTc11 cpopMyAoii 

P1 1 P21 • • •P/Q' 2k -
Ti= cp (P)~-+61 2 y'P lg Pig Pi lgp2 ••• lgp", 

r,n;e Q' = 'IHCAY qeceA, s.aaHMHo-npocTblx c PH ==:;; Q H I 61 I < 1. 

1) 11. M. B H Hor pa ,110 B .O pacnpe,11eAeHHH HHAeKcoB" ~OKJ\a,!lbl. AKa
,lleMHll HaYK CCCP 1926 r. 



{2) 

(3) 

0 pacnpeAe./1.eHHH HHAeKCOB no COCTaBHOMY MOAYAIO. 

,/!AH AOKa3aTeAbCTBa paCCMOTpHM cyMMY 

C OAHOii CTOpOHbI, 

C Apyroii CTOpOHbl, 

( 
m 0 (indg x-y0 ) 

1 '11 t 
21ti l 4- ... + 

e Po,-

Pi-2 

X 

m 11j (indg,,i x-9,y_j) 

P•;-l 

Pk Q 

83 

)+ 

rAe cyMMHpOBaHHe no dj pacnpocTpaHeHO Ha BCe ,!\eAHTeAH P, 
HCK.I\IO'laH 1 H P, a 3Ha'leK j noKa3bJBaeT 'lHCJ\O npOCTbIX MHOiKH

TeAei:i, BXOAHigHX B dj . 
06oaHa'laH qepea S2 nocAeAHIOIO cyMMY B paBeHcTBe (3), 

HMeeM 

Q 

}} 
x=l 

I1MeH B BHJtY ogeHHTb S2, ogeHHM cyMMY 

( 
m1 indg1 x 

Pi-l 
+ ... + 

mk indgk x \ 
+ ... + 1 ) 

Pk- • 
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/.(M1 aToro paccMOTpHM cyMMY 

P -1 (m 1 indg, x 1 mk indilk x, . x, z ) 

S (z) = ~* e2"i \. p,-1 + ... + __ P_k __ -1-+-p- , 

X1 = 1 

r Ae (z, P) = 1. 00J1.araH 
X • X1Z (MOA. P) 1 

DOJ\.Y'IHM 

(4) 

P-1 · d 
. ( m, indg x mk in !f.k x x ) 

S (1) = ~* e2'" p,-1 + ... + Pk-1 +p_ . 
x=l 

IS(1) l2 =S(1) S(1)= 

OoJ1.araH 

x lg (MOA. P), t = 1, 2, ... P- - 1, (t, P) = 1, 
noJ1.y•rnM 

P -1. (m1 indg, t mk indgk t ) P - 1 (t-1) y 

I S{1)12 = ~* /"i p,-1 + ... +-Pk-1 ~* e2"i-p-. 
t=l y :=:l 

EcAR t- 1 H P HMeIOT o6ryeft Hae60J1.bIIIHH AeJ1.HTeJ1.b d1, TO 

P-1 
~ 2 .(t-l)y 
~* e "'~p- = p.(131)(fl(d1) *), 13 1d1=P 
y=l 

H, CJleAOBaTeJlbHO 

rAe 13.=pa ... p, (n, 13.)=1, (ndk .+1. 13.)=1 H cyMMHpoeaHHe 
J 1 "-; ' -J J 

no 13j pacapocTpaHeHo Ha ece ACJ1.HTeJ1.H 'IHCJla P. 3aMeHHH ndk-j+ 1 

*) p. (x) 060:aaaqaeT u.ssecTHYIO q,-garo M e 6 H y c a. 
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!HaHMeHbWHM nOJ\021!.HTe.l\bHblM Bbl'IeTOM no MOJ,;. Pa., i= 1, 2,,, .j, 
l 

00.1\f'IHM 

OTKy.z,;a 

IS(1)l=vP. 
}13 (4) DOJ\Y'IHM 

Ha OCHOBaHHH 3aKOHa o6pa'!!,eHHH lJHCAOBblX qi-guft, HMeeM 

Q· ==[_g_J 
/~di 

Zj = 1 

r.z,;e cyMMHpoeaHue no di pacnpocTpaneHo Ha ece .z,;eAHTeAH tJHCAa P. 
!IloAb3YHCb H3BeCTHbIM MeTOJ,;OM *), noAytJHM 

,(5) 

2k VP lg P. 

Ha ocnoeaHHH TOAbKO 'ITO ynoMHHfTOH pa6oTbI npoq,. H. M. 
B H H o r p a 11. o e a, HMeeM 

Pj-2 

(6). ~ <(p.-1) lg p., j=1, 2, .. . k. 
J J 

mJ=l 

*) C111. tB.ypHaJ\ CfJuaeKo - MaTeMaTm1ecKoro 06'!!ecTBa npH CTep11cKOM 
YHHBepcHTeTe a1>mycK I, 1919 r. 11. M. BeHor-pa,110B .,Sur la distribution 
des residus et des non residus des puissances". 
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CTO.l\b3JJ1Cb (5) H (6), IlOJ\J'iaeM 

I S2 I < 2k V p (fl (P) lg p lg Pl .... lg pk 
k 1 , 

K'.am.zta,i: H3 2 - CJMM, BXOAJIY!!HX B cpe,!lHHY upaBOH 'laCTK 
paReHCTBa (3), no MO.ztYAIO MeHbllle ogeHKH IS,[. noJ\b3JJICb aTHM, 
noAytiaf:M 

S1 =p'. ... p; Q' +e122k yP- cp (P)lg PlgP1 ... lg Pk, I 61 I< 1 

11.a nocAe_zteero a (2) Haff.zteM HCKOMJIO <f:>opMyAy. 
§ 2. PaccMoTpHM sTopoA 'laCTHbiii cJ1.yqafi. 

, CTycTb P = p"; p-npocToe ee'leTHoe 'IHCAo; A-.l\106oe geAoe 
'IHCJ\O > 1; g--nep1;1006pa3HbIH KopeHb 'IHCJ\a P. 

Tor.zta T2-'IHCJ\O peweHHH cpaaeeHHJI 

X - gy (MOJJ;. P), 

r.zte X H y He3aBHCHMO .ztpyr OT .ztpyra npo6eraJOT 3Ha'leHHJI: 

x=1, 2, ... Q<P; (x, P)_:_1; g=l, 2, ... Q',,s;(fl (P)-1, 

BblpazaeTcH qiopMyAon 
Q'Q* . ,_ 

T2 = ce (P) + 62 2 V Pp lg P lg (f (P), [ 62 [ < 1, 

rp;e Q*-'IHCJ\0 'IHCeJ\ B3aHMHO-llpOCTblX C p OT 1 AO Q BKJ\lO'IH-
TeJ\bHO. . 

)1AH .ztOKa3aTeJ\bCTBa paccMOTpHM cyMMY 
<p (P)-1 Q' Q 

s. = ~ ~ ~* e2"i m ( i:dc:i-y) 
m=O y= 1 x=l 

C o.zteoft cTopoeb1, 

C Apyroft CTOpOHbI, 
S4 = 9 (P) T2. 

'l' (P)-1 Q' Q 

s, = Q' Q* + ~ ~ ~* e2"i 
m=l y=l x=l 

m (indg x-y) 

'!' (P) 

<p (P)-1 Q' Q 

=Q' Q*+ ~ 
"1 2 . m y "1 , m ind g x 

~ e- "'~ ~* e2'" \0 (P) •. 
m=l y=l x=l 

OgeHHM MOAY Ab cyMMbI 
' Q 

S _ "1* 2rti 
5-~ e 

x=l 

)1AH aToro pacCMOTpHM CJMMY 
P-1 

m in<lg x 

\0 (P) 

S (z) = ~* e2"i ( m :nJi-- + : x ),, 
X = I 
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r.o,e (z, P) = 1. noAaraa 

X z = t (MOA, P) I 

DOAY'iHll4 
P-1 

m indg z 

(7) 5(z) = e - 2"' q, (Pl 
"" . (m indg t 
~* /'" \0 (P) 

I ) m indg z 
+p = e-21ti q, (P) , 5(1) 

t=l 

P-1 P-1 
""'1 "'1 2rci ( m (indg t-indg u ) t-u) 

IS (1) 12 = 51 51 = ~* ~* e '!' (Pl + P • 
1=1 u=\ 

f_u v (MO,!t (P); v= 1, 2, .. . P-1; (v, P)=l 
HMeeM 

P-1 P-1 
""\:1 m indg v 

I 5(1) 11 = ~· e2"i 'l' (P) 

""'1 (v-1) u 

~* e2"i-P-= 
v=l u=:-1 

p-1 m ind11 ( n : +1) *) 

= <p (P) - <p ( : ) ~ e2"i q, (P) ~ 

~<fl (P)-q,(:) (p-1). 

vb (7) noAyqaeM 
Q P-1 

"" . m indg z ""'1 . m indg x 

S5 = ~· e -2m 'l' (P) = _1_ ~* e2"' ~) 
z=l S(I) x=l 

0TKy.o,a, TO'lHO, TaK me, KaK B ( 5), DOAY'IHM 

(8) IS,1=1S,1<f.%-) < y2 /Pp lg?. 

,tl;aAee 
' q, (P)-1 Q 

(9) ~ ~ e-2"i q,m(;) < qi (P) lg qi (P) **) 
m=l y=l 

*) CMoTp. BbI'IHCAeRHe I< S(l) I B § 1. 
**) CMoTp. (6). 
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YfTaK, IlOJ\b3YHCb (8) H (9), HMeeM 

S4 = Q' Q* + ()2 V2 V Pp <p (P) lg p lg <p (P) 

Ha noAyqeHHblX BbtpameHHH AMI S4 Haffp,eM T2. 
§ 3. 061J!HA cAyqaff. 

DycTb P= pi'°' p/' ... p~k, rp,e pi--npocToe HeqeTeoe qHCJ\O HA 

A106oe geAoe qucAo > 0 (i = 1, 2, ... k) H nycTb gi - nepB006pa3-

Hlldl KOpeHb p~i. Torp,a T3-qHcJ\o peweeHA cecTeMbl 

- Yi( l,"\ ·-1 2 k X = gi MOP,. pi 1; l - , , • • • , 

rp,e X H Y; npo6eralOT HeaaBHCHMO p,pyr OT p,pyra, 3HaqeHHH: 

x= 1, 2, .. . P1 ~P-1; (x, P)= 1, yi= 1, 2, ... Q; < <;> (li)-1. 
Bb1pazaeTCH <f>OPMYAOH 

rp,e I 8s I < 1, a 3aBHCHT TOJ\bKO OT k, ei = I npH Ai> I H ei = 0 

npe Ai= 1. 

BbtCKaaaHHOe BbITeKaeT Ha paccy&AeHHI §§ 1 H 2. 
§ 4. DycTb P = p 1 p 2 ••• pk= npoH3Bep,eHHIO paBJ\HqffblX npo

CTblX aeqeTHblX quceA, A geAoe quc.11.0 B3aHMHo-npocToe c P, 
a;= indg; A (i = 1, 2, ... k), (-o61J!HH HaH60.11.bWHH AeAHTeAb ai

H pi -1, liei=pi-1, E=e1 e2 ••• ek;Torp,a T4-qec.l\O peweHHH 
cpaBHeHH.ff 

Y _ Ax (MOP,. P), 

rii;e y H x, eeaaBHCHMO p,pyr OT p,pyra, npo6era10T 3eaqeHHH: 
g = 1, 2, .. . P' ~ P-1; (y, P) = 1, x = 1, 2, .. . E' < E, Bb1pa
.1KaeTc.11 tpopMy J\OH 

_ p: E' 3k+t ,1-
T4 - e.p(P) +e4 2 r PlgPlgE, 

rp,e P~ = qecAy qHceA B3al1MHo-npocTb1X c Pa ~ P' H I e, I < 1. 
,l.lAJI AOKa3aTeJ\bCTBa paCCMOTpHM cyMMY 

C OP,HOft CTOpOHbl, 
(10) 
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C p;pyrofi CTOpOHbI, 

,(11) 

rp;e cyMMHpoaaHHe no dj pacapocTpaHeHo Ha ece p;eAHTeJ\H P 
"HCKAJO'laH 1 H P. 06oaHa'laH qepea S7 nocAeAHIOJO cyMMY B (11), 
HMeeM 

p,-2 

H Ha OCHOBaHHH (5) 

'! S7 j < '2k . V p lg p ~ 
m~=l 

a; 
rp;e a;=z; (i= 1, 2, ... k) . .lt;oKameM 'ITO T5-qecAo CAaraeMbIX, 

BXOAHf!!HX B cyMMY npaeofi qacTH IlOCAep;Hero HepaBeHCTBa, npH 

p;aHHOM x, YAOBAeTBOpHIO[!!HX ycAOBHIO 

(12) 

npH t op;HOM Ha 'IHCeA pHp;a: 0, 1. .. . E-1 H N yeAOM, Bb1pa-
21rneTcS1 q>opMyAoil 

k+l (p1-2)(p2-2) . .. (pk-2) 
(13) T5 = 6s 2 E , 

rp;e j 6. I< 1. l(AH JJ;OKaaaTeAbCTBa paccMoTpHM cyMMY 



90 H. A. C K o n H H. 

C OAHOi:t, CTOpOHbl 

(14) 

C ,11;pyroii cTopoHhl, 

(15) 

~ ~ (-1); (Pil.-2) (Pil.-2) · · · (Pil -:-2), 
d· n 1+1 1+z k-J 
J 

nte BHJTpeHHlUI cyMMa pacnpocTpaHeHa Ha BCe n, KOTOpbie JJ;e• 

JI..HTCH Ha npOH3Be,11;emrn eil, eil, ••• ePk, HO He HllllelOT ,11;eJ1.HTeJ1.HMH 

,11;pyrHX e H BHelllH.HH cyMMa-Ha BCe ,11;eJ1.HTeJ1.H P. I1s (15) noAytJaeM 

I1s nocJ1.e,11;Hero H (14) na0,11;eM T5 • Ha ocHoBaHHH (13), Bb1,11;e

J1.HB Bee CJl.araeMbie, ,ll;J\..11 KOTOpblX (12). co6J1.10,ll;eHO C t = 0, 
noJ1.yqm,1 

( I Ha,11; 1: yKaBblBalOT, 'ITO cyMMHpOBaHHe npOHCXO,ll;HT no COOT

BeTCTBYIOigHM OCTaBWHMC.11 3Ha'leHH.HM) 

< 2' i/ P lg P ( 2'+' (p,-,J (p,-;,,J .. · (p, -,) . E' + 

~~ ~~ ') 
+ ~: ... ~' I . -( ....,' =) I *) 

, mF=l sm '" 01 +... •k I 
H Ha OCHOBaHHH (13) tt (12) 

< 2k VP lg p 2k+1 (p1-2) Pz;2) .• ,(pk-2 (£'+ ~ Im l < 
m=l I sin" £1 f 

I 
< 22k+Z VP 9 (P) lg Pig£. 

*) CMoTpeTb pa6oTy H. M. B H H o r p a A o B a, Ha KOTopyio JI yme ccbIAaAc,r 
Ha CTpaRH!,le 85-i. 
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Kam,11;afl HS 2k-z cyMM, BXOJtHigHX B cpe.ztHHY npasoii qacTH 
paBeHCTBa (11), no MOJtYAJO < I S1 I H, c.11.e,11;0BaTe.11.bHO, 

3k+1 -S6 = Pi' E' + 64 2 VP qi (P) lg P lg E, 

r.zte [ 64 f < 1. I1s noc.11.e.ztHero H (10) no.11.ytJHM T4• 

§ 5. HafiP,eM acHMnTOTH<JecKoe Bb1pa.meHHe cyMMbI 

(16) 

E' 
"'1 ( Ax+n I 
~ <-p->, 
x=l \ } 

r.zte A, P HE' Te lite, <JTO H B § 4, n-.11.106oe ge.11.oe lJHC.11.0 < P 
H CHMB0.11. lzl o6osaa<JaeT ,11;po6ay10 <JaCTb tJHc.11.a z, 

Hs Bb1Be,11;eaeofi B § 4 cpopMy.11.b1 Bb1TeKaeT, qTo <JHc.11.0 aea-

11eeHii ,11;po6H s +; + YJ , r.zte (s, P) = 1, 1J = 0, eCAH s + n < P 
H 1J = - P, ec.11.H s + n ~ P, s < P, BXO.ztfligHX B cyMMY (16) 

E • 
eCTb 'f(P) +as R-Bs-1 R, r,11;e f6sl<1. f6s-11<1 HR= 

3k+l ,;-
= 2 v Pig Pig E. Aaaafl s Bee sHa'leHHfl ps.zta 1, 2, ... P-1, 
Te KOTOpbie BSaHMHO·npoCTble C P, .11.erKO noAy<JHM 

E' P-1 

"'1 { AX+n\ _ ___§'_ "'1* ( s+n+YJ )+3 6 23k+l ,/pl Pl E 
~ t P I - ~ (P) ~ p s V g g 
x=l s=l 

CyMMY B npaBoii qacTH nocAeAHero eanHmeM TaK: 

P -1 P-1 

~* ; + ~*; - ~* 1. 
=1 =1 s-;;;,.P-n 

Ha OCHOBaHHH aaKoHa 06pargeem1 lJHC./1.0BblX cp-gHfi HMeeM 

(3AeCb cyMMHpOBaHHe no dj pacnpOCTpaHeHO Ha BCe AeJ\HTeJ\H P). 
AaAee .11.erKO no.11.y<JHM 

P-1 

~* ; - ~* 1 < 22k 
=1 s>,P-n 



·.92 J. · S k op in. 

E' 

~ { Ax;n } = !' + 67 23k+3 yP lg p lg £, 
x=l 

·rAe I 61 I < 1. 
T eM me MeTo,11,oM, KaKHM Mbl noAh30BaAHCb · nplf BblBOAe no

·CAe,11,Hett <pOPMYAhl, noAyqHM 

.r,11,e qHcAa P, p 11 p2, ... pk,t,1, A2, .•• ''k' e1, 12, •.• ek onpeAeAeHbl 

B § 3, (A, P) = 1, n-Aio6oe geAoe qffc.l\o < P, E onpeAeAeHo 

aHaAornqHo 'IHCAY E e § 4, £' < £, I 68 I < 1 H qffCAO a1 aaBH· 

CHT TOAbKO OT k, 

Ueber die Verteilung der Indices in Bezug auf einen 
zusa~mengesetzten Modul. 

]. Skopin. 

In der vorliegenden Abhandlung lose. ich das Problem der Verteilung 
der Indices fiir den Fall eines zusammengesetzten ungeraden Modul. 
Zuerst betrachte ich den Fall, wenn der Modul P ein Produkt verschie
dener ungerader Primzahlen ist, (P pip2 . .. pk) dann - den zweiten 

Fall, wenn P irgend eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist (P /), 
und endlich den Fall, wenn P irgend eine ungerade Zahl ist 
(P=p:• p~' • .. p~k). Im letzten Falle wird die Anzahl T der Auflosungen 

des Systems 
- yi (M d Ai) . x=g; o ·P; ,· 1=1, 2, .. . k, 

wenn x und Y; (i=1, 2, •.. k) unabhangig von einander, x die zu P 
primen Werte der Reihe 1, 2, •.• Q ~ P- 1, Y; die Werte 

I, 2., • .. p;Sr.p (pi'i) 

durchlaufen und g; eine Primwurzel der Zahl p> (i=I, 2, ••. k), ist, 

. durh folgende F ormel ausgedriickt: 

' , 'Q' 
T - P, P2 .. ·Pk + 6 , 1 ,.,+•, ,.,+•, '.k+'k 1 P 1 ,., 1 ).k 

- 'f (P) a V p I P · · · Pk g g P1 • .. g Pk • 

-wo I 6 I < 1 ist, Q' die Anzahi der zu P relativ primen Zahlen von 
1 bis Q bedeutet, e; = 1 wenn A; = 1 und e; = 0 wenn A;= r 

,.(i=1, 2, .. . k) ist. 



Ueber die Verteilurig der Indices. 

Ferner gebe ich einen asymptotischen Ausdruck fijr die Summe der· 

Bruchteile der We.rte der Funktion Ax tn , wo P irgend eine ungerade 

Zahl ist. Im besonderen Falle, wenn P ein Produkt verschiedener unge
rader Primzahlen ist (P p 1p2- .. p), lautet diese Formel: 

E' 

. ~ {Ax + n } - _£ + 6 3k+3. / p I p I E 
~ p -2 2 V g g, 
x.:=1 

wo (A,P) = I, I 6 I < I; E' < E ist, die Bedeutung der Grosse· 
E aber, im § 4 meiner Arbeit erklart wird. 



Resolution algorithmique des problemes reguliers 
de Poincare et de Riemann. 

(Memoire premier: Le probleme de Poincare,.concernant la construction d'un 
groupe de monodromie d'un systeme donne d'equations differentielles 

lineaires aux integrales regulieres). 

Par M. ]. A. Lappo-Danilevski (Leningrad). 

I. 

§ x. Fixons m points aj (j= 1, 2, ..• m) a tlistance finie sur le plan 
de la variable complexe x et tra~ons m coupures (ai oo), joignant ces 

points au point a l'infini. 
Designons par: 

uj = II u~) II et Vj = II vt) II (j=I, 2 • • • m) 

deux systemes de substitutions lineaires du degre n, dont les coefficients 
u~J et vtl (k, l=1, 2, .. . n) sont independants de x. Nommons 
nm a t r i c e r e g U Ii e r e, a d m e tt a n t l e s S U b S t i t U t i O n s d i ff i
re n tie ll es ~ et les substitutions integrales Vj en 
points sing u Ii er s respective m en t a.", toute matrice 

J 

Y (x) = II Ykz (x) II , 
formee de n2 fonctions analytiques 'hz (x), satistaisant aux conditions 
suivantes. 

1°. Y (x) represente une matrice integrale du systettie d'equations 
differentielles lineaires aux singularites regulieres: 

dY _ ~ YUi 
{i) dx - ~x-ai • 

j=l 

2 °. Les valeurs des fonctions g kl (x) sur le bord positif et negatif 
de toute coupure (ai oo) *) sont liees par les relations: 

+ 
(2) Y (x) = Vj · Y (x). 

*) En suivant la coupure (a; oo) du point a; a l'infini on a I~ bord positif 
du cote gauche. 

... .. -
!.O ,!..:.- 0, ( :;:.8: . 



Le probleme de Poincare. 95 

·Les deux problemes fondamentaux de la theorie des matrices regu
lieres sont: 

A) Le probleme de P o i n c a r e, concernant la determination 
des matrices regulieres et des systemes correspondant des 
substitutions integrales, les substitutions differentielles, ainsi 
que la configuration des points singuliers etant supposees 
donnees. 

B) Le probleme de Riemann, concernant la determination 
des matrices regulieres et des systemes correspondant des 
substitutions diff erentielles, les substitutions integrales ainsi 
que la configuration des points singuliers etant suposees 
donnees. 

_ § 2. Le groupe derive des substitutions integrales v;, etant un groupe 
de monodromie du systeme d' equations (I), la resolution du probleme (A) 
nous fournit evidemment la resolution du probleme sur la deter
mination d'un groupe de monodromie d'un systeme donne (1). Ce pro
bleme a ete traite clans toute sa . generalite le premiere fois par H e n r i 
p O i n C a re clans son memo ire celebre: ,. Sur !es groupes d' equations 
lineaires" *). 

L'emineni: geometre a etabli, que les coefficients v;!} sont les fon· 

, ctions entieres des coefficients u;!J, mais sans donner !es expressions 
explicites de ces fonctions. Ses recherches, ainsi que celles de M it t a g
L e ff I e r **) concernent plutot la determination des invariants des 
groupes d'equations lineaires dont les coefficients sont des fonctions 
algebriques (Po i n c are), ou des fonctions analytiques uniformes, ne pos
sedant qu'un nombre fini de points singuliers clans toutes portion finie 
du plan de la variable complexe (Mittag· Leff I er). Les expressions 
analytiques des coefficients v;!J , mettant en evidence le caractere 

de leur dependance des coefficients u;!J , ainsi que de la configuration 
des points singuliers a., manquaient encore. Ces expressions, ainsi que 

J 
les expressions analogues pour les matrices regulieres correspondant se 
trouvent etablies clans le troisieme chapitre de ce memoire (***). Elles 
constituent la resolution algorithmique du probleme regulier de P o i n
c are. Le deuxieme chapitre presente un examem preliminaire des fon· 
ctions analytiques des substitutions lineaires, ce qui est indispensable 
pour fonder la theorie algorithmique des matrices regulieres ****). 

*) Acta Mathematica (1884) t. 4, p. 201; CEuvres; (1916), t. II; p. 306. 
**) Acta Mathematica (1891), t. 15, p. 1. 

***) Les resultats principaux, concemant la resolution algorithmique du 
probleme regulier de Poi near e ont ete enonces clans notre Note: C.R. (1927) 
t.· 185; p. 439. Voir aussi notre memoire: "Theorie algorithmique des oorps de 
Ri~mann"; Recueil mathematique de Moscou; (1927); t. 34 fascic. 2; pp. n3-148. 

*"'**) Cette methode de !'investigation fournit, outre cela, la resolution 
aJgorithmique du prob)eme de p O in Care pour systemes d'equations differen· 
tielles lineaires a coefficients rationnels arbitraires (Voir notre Note: C. R. (1928) 
~- 186, c. '.;.!?)-
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§ 3. Le probleme (B) se reduit evidemment au probleme bien connu• 
de Riemann sur la construction de matrices regulieres et d'equations. 
lineaires correspondant, admettant un groupe de monodromie donne. 
L e f a i t d' ex i s t e n c e des solutions du probleme de R i e m a n n 
a ete etabli par M. M. Hilbert *), PI em e I j **), Birk ho ff **"'), 
Garnier ****) et Sch le singer *****); d'ailleurs le cas general 
n'a ete truite que par M. M. Plemelj et Birkh9ff. Ces deux 
geometres demontrent d'abord !'existence des solutions d'un probleme 
altere, en considerant un systeme des coupures, liant consecutivement 
!es points singuliers par une courbe fermee et en supposant, que !es 
coefficients des substitutions donnees sont !es fonctions des points. 
de cette courbe, admettant !es derivees continues A I' aide d'un certain. 
systeme des fonctions n o n a n a I y ti q u e s ils demontrent ensuite, 
que I' existence des solutions du probleme altere entraine l' existence
des solutions du probleme propre de R i e m a n n. Cette methode ne 
peut donner ancun algorithme analytique pour resoudre le probleme 
de Riemann, d'ailleurs elle ne nous apprend rien sur le caractere de 
la dependance des matrices cherchees des substitutions et de la confi
guration des points singuliers donnees. Outre cela, la methode indiquee 
ne donne aucun renseignement sur la nature de !'indetermination d'une 
matrice reguliere, -satisfaisant aux conditions du probleme. · 

En considerant le probleme (B), comme un probleme inverse par 
rapport au probleme (A), nous etablirons clans le memoire suivant !es: 
expressions analytiques explicites de, toutes les matrices regulieres cher
chees et des subtitutions differentielles correspondants, mettant comple
tement en evidence le caractere de leur dependance des substitutions. 
integrales et de la configuration des points singuliers. Ces expressions. 
donneront ainsi la resolution algorithmique du probleme regulier de Rie,-
mann ******). 

II. 

§ 4. Les elements donnes ainsi que les elements cherches des pro
blemes de P o i n c a r e et de R i e m an n etant des substitutions lineaires 
du degre fixe n, c'est la notion de la relation fonctionnelle clans le do-

*) Gott. Nachr. (1905) S. 307: .Gru~dziige einer allgemeinen Theorie der 
linearen lntegralgleichungen" (1912). S. 81. 

**) Monatshefte fiir Math. und Physik; (1908) Bd. 19; S. 211. 
***) Proc. of the Amer. Academy of arts and sciences; (1913); t. 49, p. 521. 

****) C. R. (1925); t. 181; p. 1046. 
*****) Crelles Journ. _ (1905). Bd. 129, p. 287; Bd. 130, p. 26; Math. Ann. 

Bd. 63; p. 273; Acta Mathern . .t. 31. .Einfiihrung in die Theorie der gewohnlichen 
Differentialceichungen auf funktionentheoretischer Grundlage" (192:1). S. 301. 
. ******) Dans le cas, ou !es substitutions integrales se trouvent dans un certain 
voisinage de la substitution identique, !es expressions analytiques. donnant la. 
resolution algorithmique du probleme de R i e m an n ont ete etablis dans notre 
Note: C. R. (1927) t. 185, p. 528, et dans notre memoire deje cite. 

Les resultats principaux concernant le cas general ont ete enonces dans notre
Note. C. R. (1927), t. 185, p. 1181. 
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maine des substitutions lineaires, qui fournit le fondement logique de 
l'analyse des problemes consideres. 

Chaque substitution lineaire 

sera traitee comme un systeme de n2 "elements¥ l Xlk1(k, /=1, 2, ... ,n), 
qui sont des nombres complexes. La substitution, dont les elements 
I l Xlkl I sont respectivement les modules des elements de la substi

tution X, sera designee par I X I . A et B etant des substitutions aux 
elements: l A lkk = a; l A !kl= o (k *- /); l B lkk = ! B !kl= b, nous 
ecnrons pour abreger: A= a; B = II b 11 *). Les n'J relations: 
I l X !kl I < I l y !kl I seront considerees comme equivalentes a une 

seule · relation I X I < I Y I • Les definitions usuelles des operations 
rationnelles dans le domaine des substitutions lineaires du degre n sont 
presentees par les formules: 

n 

! X-+-Ylkl = ! X !kl --I-! Ylkl; IX. Ylkl= ~ ! Xlks. ! Ylsl; 
=1 

{ l ) -1 Dlk(X) 
lXfkl=!X /kl= D (X); k, l=-1, 2 ••• n, 

ou, dans le . dernier cas, le determinant D (X) de la substitution X est 
destinct de zero et D 1k (X) est le complement algeprique de D (X). 

00 

Les n2 series: ~ ! X, /kl=! X lk1 etant convergentes, nous dirons 
v=l 

00 

que la serie des substitutions: ~ X, = X est aussi convergente et a 
v=l 

pour somme la substitution X. 
Designons par o:0 , a ... (ji,j2 , ... j = 1, 2 ... m; v=1,2,3, ... ) 

Ji h···Jv V 

des constantes numeriques, par X1 , X2 . .. Xm des substitutions aux ele-
ments variables, par x~' xg, ... x~ des substitutions aux elements fixes 

(1, 2 ... m) 

et par ~ des sommes de m' termes, qu'on obtient en faisant par
j,,j,· ... j, 

courir independamment aux indices ji, j 2, • • • j, les valeurs I, 2, •.. m. 
Les n2 series: 

_(3) jF (Xi, X2,· .. Xm)!k1 = 
oo (1,-2 ... m) 

= ao + "1. "1 !(X. -Xo) (X. -X?} .. . (X. -.X?) !kl o:. . . ~ ~ Ji Ji J, J, ;., h /,, ,, .... ,, 
v:::::1 ji,j, ... j, 

*) Pour la substitution identique nous conservons parfois la notation usuelle: 
I, de sorte que j I !kk = 1; j I !kl= o; (k + [). 

fKypHaA. 7 
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sont ainsi des series, ordonnees suivant les puissances des binomes: 
l X.lkz-lX~lkl: (j=1. 2, .. . m; k, /=1, 2, ... n). Sicesseries represen-

, ' F 2 tent les n2 fonctions ! (Xi, X2 , •• • Xm)lkl de mn variables complexes 

l JS I kl' holomorphes dans un voisinage: 
m 

~ i l.JS !kl-l XJ !kl I < p 
j=1 

du point ! XJ !kl dans I'espace de mn2 dimensions, nous dirons que la 

serie des compositions: 

(4) F (Xi, X2, • •• Xm) ~ 
oo (1. 2 .... m) 

=ao + ~ ~ (X.-X~) (X.-X~) .. . (X.-X.0) a. . 
~ ~ " " " h h ,, ]l,J,, .. . J .. 
•=1 h,j,.:.j, 

represente une fonction F(Xi, X2 , ••• Xm) de m substitutions Xi, X2 ... Xm , 
holomorphe dans le voisinage 

m 

(5) ~ I JS-XJ I < II P II 
i=l 

du systeme des substitutions Xf, Xf, . .. x:. *) Si Jes fonctions (3) sont 

entieres ou meromorphes par rapport aux variables ! X. lkl la fonction (4) 
. J 

sera dite respectivement entiere ou meromorphe. Done, la notion d'une 
fonction holomorphe de m substitutions variables du degre n se reduit 
a la notion d'un systeme de n2 fonctions holoworphes de mn2 variables 
numeriques, dont Jes developpements en series des puissances sont 
de la forme (3) **). 

§ 5. Les coefficients a.· . . de la serie des compositions (4) sont 
}I,/2,···l'J ' 

evidemment des polynomes des coefficients C (1) ••• (1) ••• (m). • • (m) 
P·11 p.nn P·11 p.nn 

des developpements des fonctions ! F (Xi, X2 • •• Xm) lkl en series des 

puissances des ! Xj I kl - ! XJ } kl" En calculant ces polynomes on etablit, 

que Jes egalites: C .<1) • • • (1) •••. (ml •.• (ml= o pour toutes Jes va-
P 11 l'-nn Pn p.nn 

leurs des indices entrai'nent !es egalites a0 = a. . . = o pour toutes 
hh.···lv 

les valeurs des indices. ll en resulte l'unicite de la representation de la 
fonction F (Xi X2·: . . X m), holomorphe dans un domaine (5), par le 

serie des compositions (4). 

*) Nous prenons le domaine de la convergence sous la forme speciale (5),· 
ce qui nous suffira pour la suite. _ 

**) La notion d'une fonction analytique des substitutions lineaires peut etre 
definie d'une fac.on beaucoup plus generale. Cette generalisation est, par exemple, 
indispensable, si l'on veut traiter !'operation du prolongement analytique. Elle 
se reduit au changement des coefficients numeriques aj1, j,, ... j, par des substi-
tutions fixes, a la consideration des substitutions iterees et a la generalisation 
correspondant de l'operation de la composition. 
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En designant par I a.M I le plus grand des modules I a.. . . I 
· '112· .. Jv 

(j1, j 2 ... f, = 1,2 ..• m) et en remarquant, que la convergence de la 
co 

serie ~ n'•-l (p-ef I a.(v) I , ou E est un nombre positif si petit 
v=l • que !'on veut, entraine la convergence de la serie 

co (1. 2 ... m) 

"1 "1 I X. - X 0 I . I X. - X? I . . . I X. - X? I '. I a.. . . , • 
~ ~ " " J, " "' h l•h···lv 
v=l j 1 j, ... jv 

pourvu que les substitutions X1 · X2 • .. Xm soient dans le domaine (5), 
co 

on arrive . a la conclusion suivante. Si la fonction / (E) = ~ a.(v) e V 

v=l 

de la variable numerique E est holomorphe dans le cercle I E I < pn, 
la fonction des substitutions (4) est holomorphe dans le domaine (5). 
Dans le meme domaine on a I' evaluation 

(6) 
co 

<~ ( I X1-X~ I+ I x,-xg I+ ... + I xm-x~ Ir. I a(v)j. 
v=l 

§ 6. Les propositions sur le calcul des series des compositions 
sont analogues aux propositions correspondant sur Jes series ordinaires 
des puissances, sauf quelques singularites algorithmiques concernant la 
determination des coefficients. ce qui vient de l'incommutativite de 
I' operation de la composition. Ces propositions peuvent etree enoncees 
comme ii suit: 

L e m m e I: Si la substitution. 
co (1.2 ... p) 

z-zo'=~ ~ (Y. - Y?) (Y. - Y?) •.. (Y. - Y?) ~. . . 
Ji '1 h h 1'1 Jv Jih .. ·Jv 

V = 1 j 1j, ... jV 

est une fonction des substitutions Y1, Y2, ••• YP, holomorphe clans un 
voisinage du systeme Y~, Yg, ... Y~, et si les substitutions 

Y.-Y~= 
I J 

co (1, 2,. .. m) 

= "1 "1 (X.-X0) (X.-X0) •• • (X.--X?) 
~ ~ Jr )1 )2 }2 '" f 'J 

(j) • 
aj,, j,, ... jv; }=I, 2 •• ·P 

v==l j,, /2, ... iv 

sont a leur tour des fonctions des substitutions Xi, X2, .•. Xm, holo

morphe clans un voisinage du systeme x~. x~ .. . x~, la substitution 
Z - zo est une fonction 

co (1, 2, ... m) 

Z- zo = "1 ,__, (X.-X0 ) (X.-X0 ) ••• (X. -X~ ) 1. . 
~ ~ Ji Ji )2 h }'I ] V Ji• ]<J, ... ]-, 

'J == 1 i1, j'J,•••i" 
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des substitutiol)s X1 , X2 ,., .Xm, holomorphe clans un v01smage du 
sy. stenie x 01, x 02, ••• x 0 , les coefficients "(. . . etant definis par . !es 

m J, J, · · ·lv 

formules: 
p 

~ r}h,) A 
lj, =..;;;,,,,,; ,, t'h, • h,=1 

lj, j,, ... j, = ~ 1, ~P ~ at~.j;, a;~~ 1 ···jx, 
p.=1 h,h,.hp.L:::.x,< ... <•p.-1<·1 

( ) (hp.) ~ 
7 ... aj"p.-1+1···j, h,,h, .•. hp.' 

ou la derniere somme est etendue sur toutes les valeurs e1~tieres posi
tives des indices Xi, X2, •.• '\-1' satisfaisant a l'inegalite indiquee. 

En particulier, si Z = Y1 • Y2, on a: 

v-1 

j ... =~ 
h h···J~ ..;;;,,,,,; 

x=l 

Si Z est une fonction entiere des Y1, Y 2, • •• YP, et si ces dernieres 
substitutions sont des fonctions entieres des X1, X2 , • •• Xm, Z est 
de meme entiere comme fonction des X1, X2, ••• Xm. 

(8) 

Lemme II: Si les m substitutions: 

= (1, 2, ... m) 

Y.-Y~= ~ ~ (X.-X~) (X.-X?) ... 
} } ..;;;,,,,,; ..;;;,,,,,; )1 " J, J, 

v=l j,j, ... j, 

(X x0 ) alil • · - 2 • • • j_, - j V j,, j,, ' ' ' j V ' j - J, l • • • ffl 

sont des fonctions des substitutions X1 , X2, • •• Xm, holomorphes 
un voisinage du systeme x~. xg, . .. ~. et si le determinant: 

(1) (1) (1) 
Ot 1 , Ot 2 ' ••• ,am 

(2) (2) (2) 
a 1 , a 2, .•• ,am 

=D. 

(m) (m) (m) 
a 1 ' Ot 2 , .•• ,am ' 

clans 

est distinct de zero, le systeme d'equations (8) admet un systeme 
unique des solutions X1, X2, ••• Xm, se reduisant a X~, xg, ... X~ pour 
Y1 = Y~, Y2 = yg, ... Ym = Y~, qui sont presentees par les fonctions: 

= (1, 2, ... m) 

X.-X~= ~ ~ (Y.-Y0 ) (Y.-Y~) ... 
} } ..;;;,,,,,; ..;;;,,,,,; }t }t ,, J, 

V =1 }1 J, .. •iv 

( y yo ) A(i) • • - l 2 
· · · iv- iv t'i,, i,, ... jv' J- ' ,. · .m, 
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holomorphes dans un voisinage des systeme Y~, }1, ... Y~, les coeffi-

cients ~~) . . etant definis par les relations de recurrence: 
/1, ]2, • • • '" 

~(i)= 1\ii 
j, ti 

m (1, 2, ... m) 

~;'.; j,, ... j,=--+ ~ ~ ~ ~ ~t\, ~j::~l···jx2 • ·' 

p.=2 h = 1 h 1, h,, ... hp. 1 ~ x,< .. .<xp.-1~' 

•. -~;::~1+1···j, (J.i~: h,, ... hp. D,,hj' 

OU Ahj est le complement algebrique de la h-ieme ligne et de la j·eme 
colonne dans le determinant A. La demonstration de ces deux lemmes 
est evidente: on forme les series des compositions satisfaisant formelle· 
ment aux conditions et on etablit la convergence en se servant des 
propositions analogues de la theorie des fonctions de plusieures variables 
complexes. 

§ 7. Le calcul des series des puissances d'une seule substitution X 
est completement analogue au calcul des series des puissances d'une 
variable complexe E, cas l'incommutativite de la composition ne peut 
etre patente clans ce cas. *). On demontre ainsi la proposition suivante: 
soit G ( '1)1, lJ2, .. · llm) une fonction entiere des variables numeriques 

00 

'1J1, '1J2, •.. lJ ; si Jes m fonctions: <.p. (E) = "'1 (J.(j) r1 (j = I, 2 ••• m) de la 
m J ~" 

v=O 

variable E, holomorphes dans un voisinage du point ~ = o, identifient la 
relation: G ((!'1 (0, 9 2 (E), ... <pm(E)) = o, les m fonctions: <:pj (X) = 

00 

"'1 Ul X" d 1 b · · X 'd 'f' = ~ a, e a su sbtubon I enb 1ent la relation analogue: 
v=O 

G (cp1 (X}, <.p2 (..\.), •..• , cp m (J.)) = o. **} 

*) Ces series sont au fond un cas particulier des series des puissances 
d'une quantite complexe formee avee plusieure unites lineairement indepen· 
dantes, qui ont ete etudiees par M. Wey r. [Bulletin des Sc. math. (1887l 
:2-me serie, t. II; p. :205] . Les series des puissances d'une matrice du deuxieme 

00 

degre de la forme "'1 + X' ont ete considerees par M. s CA I es in g er. ~ V. 

v=O 

( ,,Einfiihrung in die Theorie der 
functionentheoretischer Grundlage". 
applications a l'etude d'un systeme 
voisinage d'un point singiilier. 

gewohnlichen Differentialgleichungen auf 
19:i:2, p. 154). Cet auteur en fait quelques 
d'equation differentielles lineaires dans un 

**) En vertu du § 5 !es fonctions 'f; (X) sont holomorphes dans un voisi• 
00 

nage de la substitution nulle. D'ailleurs, pour que la serie ~ a, X' soit con• 
v=O 



102 J. A. L a p p o - D a n i I e v s k i. 

· Les fonctions elementaires: ex; tx, lgX, X 1 , ou t est un nombre, 
jouent ·un role important dans la suite. Les deux premieres fonctions 
sont definies par !es developpements entiers: 

00 00 

(10) ex=}:~ X'; tx = eXlgt =}: -;r-(Xlgt}". 
s=O , >=0 

Le logarithme: Y= lgX sera traite comme !'ensemble de toutes les 
substitutions satistaisant a !'equation ey = X. II resulte immediatement 
de la proposition indiquee ci-dessus et du § 5, que la branche du loga
rithme, se reduisant a zero pour X = I, est une fonction holomorphe 

00 

(II) lgX= ~ (-::-r) ,_\X-1)" 

>=1 

dans le voisinage I X-1 I < II : II de la substitution identique. La fonc

tion X 1 se trouve definie par la relation: X 1 = /lgX. La branche de 
cette fonction, se reduisant a I pour X = I est une fonction holomorphe 

co 

1 _ ~ t(t-r) . (t-,+r) (X-I)'' 
X-~ 1.2 .. 'I 

>=0 

dans le voisinage indique de la substitution identique. 
§ 8. Les elements et les nombres caracteristiques de la substitution 

X etant donnee, les elements des substitutions ex, tx, lgX, X 1 se calcu
lent a l'aide d'un nombre fini d'operation rationnelles, exponentielles et 
logarithmiques: Pour le faire voir, considerons une matrice reguliere Yb (x) 
ne possedant qu'un seul point singulier a a distance finie et se 
reduisant a la matrice identique pour x=b. Soit U et V la substitution 
differentielle et la substitution integrale de la matrice Yb (x). La substi
tutio·n U etant donnee, la matrice Yb (x) satisfait au systeme 

(u) ~ YU 
dx x-a 

et les developpements ( 1 o) du § 7 fournissent !es representations: 

(13) Yb(x)=( ~-: t; V=e 2~w *) 

vergente ii faut et ii suffit que !es nombres caracteristiques de le substitution X 
co 

soient a l'interieur du cercle de Ia convergence de la serie }: a,1 !;" • Cette 
s=O 

proposition suit immediatement d 'un theoreme de M. W e y r. (op. cit. p. 207) 
*) Dans le developpement 

u 00 ( ~=:) =I+ }:+i-1g" :=: U' 
>=1 

On prend Jes determinations des Jogarithmes, Se reduisant a zero pour X = b. 
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Supposons que le determinant caracteristique de la substitution U 
n'admet que les diviseurs elementaires simples: a - o1, o - o2, ••• , 

... , o-on et designons par [a1, o2, ••• on] la substitution, dont tous les 
elements sont nuls, sauf les elements diagonaux, qui sont respectivement 

01, 02, ••• o,n· En tenant compte de la representation canonique: 

u =·s [01, 02, ••• o J s-1 , n 

et en resolvant le systeme (12) on re~oit les representations cano· 
niques: 

( i=: t = S [ ( :=: r ' ( ;_; r '" • "' ( ;=; f ] s-l 
21tiU _ S [ 2,cia, 21tia, e - e , e , ... , 

En procedant d'une fason analogue, on demontre, que si le deter
minant caracteristique de la substitution U admet Jes diviseurs elemen
taires: 

Jes diviseurs elementaires de la substitution /"iU sont: 

( 21tia, }p1 ( 21tia, )P' ( 21ti<>s )Ps w-e ; o,-e , ... , w-e 

On re~oit ainsi les representations analogues des substitutions 

( x-a )u 21tiU 
b-a et e clans la cas general. 

Inversement, si la substitution donnee V admet les diviseurs elemen
taires: 

les diviseurs elementaires de toutes !es determinations de la substitution 
I 
-. lg V sont de la forme: 
21tl 

ou par lg 001, lg w2, ••• , lg oo s sont designees les valeurs principales des 

logarithmes et r1, r2, . .. rs sont des entiers arbitraires. Si les diviseurs 

elemeataires de la substitution V sont simples, de sorte que: 
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les representations canoniques des substitution 

I ·x-a ( )
21,,;1,v 

2 rri lg Vet b-a soot: 

-2
1 .lgV== r[~ lgw1+r1 ;~ lgw,+r2, ••• ;~ lgw +r] T-1 
1tl 21tl 21':l 21tl n n 

1 1 1 
~IrV ~lgw,+r, i--,-lgw,+,, 

(~'!_)· "' == T [ (~) '" , (-x-a ) '" 
b- a b-a b-a ' · · · 

1 
-2 .lgwn-+ 'n 1 ( )'" JT , ... ;_: . 

Dans le cas general on re~oit Jes representations analogues. 
Ces considerations mettent completement en evidence le cara_ctere 

de la multiformite du logarithme d'une substitution et donnent en meme 
temps la resolution des problemes reguliers de p O i n C a r e et de 
Riemann dans le cas elementaire d'un seul point singulier a distance 
finie. La resolution du probleme de p O i n C a r e est presentee par les 
formules ( 1 3) et celle du probleme de R i e m an n - par les formules: 

( ) 
2.-.!.._,.lgV 
'" I x-a 

U=-.lg V; Y6 (x)= -6-
2rrz -a 

Les expressions ( 14) representent evidemment t o u t e s Jes matrices 
regulieres, admettant la substitution integrale V en point a et se redui
sant a I pour x = b et toutes les substitutions differentielles correspon
dant, pourvu que l'on prenne toutes les determinations du logarithme. 

III. 

§ 9. En abordant la resolution algorithmique _du proble~e de 
P o i n c a r e, nous introduisons le systeme des fonctions: 

(15) L6 (aj, aj,, •.• ,aj, lx);j1,h,···j,=1, 2 ... m; "=1, 2, 3, ... , 
' 

definies par les relations de recurrence: 

X 

(16) L6(a. Ix)== r~; 
Ji " x-aj1 

b 

x L6 (aj, ... aj,_1 Ix) 
L6(a . .... a. a. Ix)== f dx, 

Ji lv-1 Jv x- aj, 
b 

ou b est un point fixe a distance finie, distinct des points a 1, a2 , • • • am • 
Nous avons nomme ces fonctions ,,hyperlogarithmes" de la coufigura-
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tion a1, a2 ... am*). Chaque hyperlogarithme (15) peut etre traite comme 
une fonction uniforme sur la surface universelle de la superposition: 
@5 (a1, a 2, am, oo) aux points de la ramification ap a2 , ••• , am oo du type 
logarithmique, les feuillets etant reunis le long des coupures (a1, oo), 
(a2 oo) •.. (am oo) [§ 1]. En fixant le point b sur l'un des feuillets 
et en designant par 'j la lougueur d'un chemin (bx) sur la surface 
@5 (a1, a2 . .. am, oo), liant Jes points b et x et par a - la distance mini
male de ce chemin aux points a1, a2, . •. am, on a les evaluations 
evidentes: 

(17) I ( a )' I lb(a. a., ... a. lx)I<-, -. 
" J, Iv ~. u 

On deduit aisement des relations de recurrence (16), qu'a l'inte
rieur du cercle dont le centre est en point b et dont le rayon est le 
minimum de la distance de point b aux points a1, a2, . .• , am, l'hyperlo-
garithme (15) est developpable suivant les puissances de x - b: 

(18) lb (a. a. , ... , a. Ix)= 
J, J, lv 

00 

= (-ir~(x-b}' ~ P.1(P.1+11-2) ... (1-1:+fJ-2+·. -+:J..,) X 
s=v P.,+p.,+ ... +P·v =s 

X I 
(a. -b)"'1 (a, -b)"'• ... (a. -b)"'' 

Ji J, Jv 

la derniere som_me etant etendue sur toutes les valeurs entieres posi
tives de indices p,1, p,2, ••• , P.,, satisfaisant a l'egalite indique. Le prolon
gement analytique de la serie (18) se fait d'une maniere particulie· 
rement simple: soit (bx) un chemin fini arbitraire sur le surface 
® (ai, a2, ••• , am, oo), ne traversant aucun des points a1, a2, . .. , am · 

On marque sur ce chemin quelques points intermediaires en c2, ••• c9 , 

afinquetouteslesvaleurs: lb (a. ,a., ... a. lc1);l (a. ,a., ... a1. [c2), 
]I /<}, l'J C1 Ji )2 ~ 

..• L (a., a., ... a. I x)secalculental'aidedelaserie(18),etonrec;oit: 
c5 }1 12 iv 

( 19) Lb(a., a., ... a. Ix)= 
J, J, lv 

... l (a. . • . a. Ix), 
cs Ix,+ 1 lv 

*) C. R. t. 185. (1927) p. 419· Les fonctions de cette forme oi:it ete 
mentionnees par p O j n Ca r e ( op. cit. P· '.31:2). 
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ou l'on pose, que le facteur L (a. . .. a. I c.+1) est cgal 
c, lx, + 1 Jx, + l 

a l'unite, si Xe+ I > xc+l *). Cette formule vient immediatement des 
relations ( 1 6 ). 

Designons par b. le point superpose b sur la surface @, (a1 , a 2, ••• 
J 

.•• am, co), qu'on obtient en suivant dans le sens positif le chemin (a), 
croisant une seule fois la coupure (a.co) et ne croisant aucune autre 
' J 

coupure. Les valeurs d'hyperlogarithmes en points bj, representees par 
Jes integrales: 

I _ (i) )-/ dx Lb(a. b.) - Pb (a. - --
Ji J 1, x-a. 

(a; ) Ji 

(20) Lb (a ... . a. a. I b.)=P(bi)(a . .. . a. a.)= 
Ji h-1 iv l Ji h-1 h 

! Lb(a;···aj Ix) = , v-1 dx 
x-a. 

(aj) h 

seront nommees "parametres de la configuration a 1, a2 ••• , am " **). II suit 
de la formule ( 1 9), que . Jes valeurs d'hyperlogarithmes sur le bord 
positif et negatif de toute coupure (a. co) sont liees par Jes relations: 

J 

_: -~· (i) + (21) Lb (a.,a., ... ,a. Ix)- Pb (a., ... ,a.)Lb(a. , ... ,a. Ix). 
lo h h Ji h. Ix+l iv 

x=O 

Ces relations mettent completement en evidence le caractere de la 
ramifications de la hyperlogarithmes en points ai, a 2 , ••• , am. 

§ 1 o. En se servant des fonctions introduites dans le paragraphe 
precedent, on demontre le theoreme fondamental sur la representation 
~l'une matrice reguliere normale ***) par la serie des compositions des 
substitutions differentielles. 

Theoreme I. L a m a tr i C e re g U J i e r e n O r m a J e e n p O i n t 
b et admettant Jes substitutions differentielles 
U1, U2, ... , Um en points a1 , a2, ... , am, est une fonction 
e n t i e r e d e s s u b s t i t u t i o n s d i ff e r e n t i e II e s, r e p r e s e n t e e 
p a r I e d e v e I o p p e m e n t: 

(22) Yb(x)= q,b (Vt, U2,• .. , um IX)= 
ai, a2, ••• , am I 
oo (1, 2, •.. m) 

=I+~ ~ Uj1 
,,:= 1 i1,i2 , ••• ,Jv 

U . ..• U. Lb(a.,·a., ... ,a. \x), 
12 h Ji 12 h 

' *) Une convention analogue concerne encore quelques formules suivantes. 
**) Les relations de recurrence, definissant !es parametres de la configuration 

independamment d'hyperlogarithmes, seront donnees dans notre memoire suivant. 
**•) Nous dirons, q'une matrice reguliere est normale en point b, si elle se 

reduit a la matrice identique en ce point. 
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dont les coefficients sont les hyperlogarithmes de 
la configuration a1, a2, ••• ,am. Ce developpement est 
un.iformement convergent par rapport ax et repre
sente la matrice reguliere dans chaque domaine fini 
de la surface @:> (al' a 2,. • • ,am,co), ne contenant a l'inte
rieur et sur le contour ancun des points a1,a2,•••,am. 

Demonstration. En vertu des evaluations (17) et des considerations 
de la fin du § 5, on conclut, que la serie (22) represente une fonction 
entiere des substitutions U1, U2 , • •• , Um et que la convergence est 
uniforme par rapport a x dans chaque domaine fini de la surface 
@:> (a1 a2, ••• , am,=), ne contenant a l'interieur et sur le contour aucun 
des points a 1, a2, .•• _, am. En differentiant cette serie membre a membre, 
conformemant aux relations ( I 6}, on resoit: 

m oo (1, 2, ... , m) 

dYb (x) 
-d--;--

- fx ~ ~- ~ uj1 uj2 U. U. Lb(a.,a., ... ,a.,a. Ix)=-
h 1 11 12 h 1 

j=l v=O j,,j,, ... ,j, 
m = (1, 2, ... , m) 

= "'1 "'1 ~ U. U . ... U. Lb(a.,a., ... ,a. 
~ ~ ~ '1 12 h Ji 12 h 
j=l , = Oj,,j,, ... , j., 

m = ~ Yb (x). Uj 

~ x-aj 
j=l 

u. 
x)--1-= 

x-aj 

On voit de la, que la serie (22) represente une matrice reguliere 
admettant les substitutions differentielles Ui, U2, .. , Um en points 
a1, a2, • •• am. Cette matrice est evidemment normale en point b. 

Notre theoreme I n'est au fond autre chose, que la resolution du 
systeme d'equations differentielles (1) a l'aide de la methode des appro
ximations successives. Grace au calcul des substitutions nous avons reussi 
quand meme de mettre le resultat sous forme definitive d'une serie 
des compositions, cette forme etant tres instructive et tres favorable 
pour les recherches ulterieures, car elle donne la representation algo
rithmique des fonctions en question dans tout la · domaine de leur 
existence et met completement en evidence la nature de leur dependance 
de la variable x, des substitutions differentielles Ui, U~, . .. , Um et de la 
configuration des points singuliers a 1, a 2, ••• , am. 

II suit du theoreme demontre une evaluation simple d'une matrice 
reguliere normale, admettant Jes substitutions differentielles donnees. En 
vertu des formules (22), (17}, (10) et (6) on a l'inegalite: 

I 1, U2, • · ·, Um ~ , , ,1 I ( cr )' _ 
1 (u f ) f 

00 

l<l\ a1, az, ... , am X -l L~(IU1l+1U2I+· ·+lum) ~ a -
-;-uu, l+IV,I+- .. +;um I l =e -1, 
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d' ou il vient: 

SI 

\ U)L\\p\\ (j=1, 2, ... , m). 

Une matrice reguliere arbitraire, admettant les substitutions diffe
rentielles U1, U2, . .. , Um en points a 1, a2, . .. , am, est evidemment liee 
avec la matrice normale consideree par la relation: 

II en resulte, que le theoreme I nous donne la representation de 
toute matrice reguliere, definie par un systeme des substitutions diffe
rentielles et par sa valeur initiale en point arbitraire, distinct des points 
sjnguliers. 

Ce theoreme fournit, outre cela, le moyen convenable aux calculs 

( U1, U2,• • , lj I ) 
numeriques. Pour calculer la valeur q, 6 m x , on marque 

, a1, a2, ... • am 
,mr le chemin (bx} Jes points intermediaires c1, c2, • •• , C5 , afin que !es 
coefficients hyperlogarithmiques des developpements des matrices 

se calculent a !'aide des series de la forme (18}, et on pose: 

q, (U1, U~,- . . , Uml ) 
b a1, a2, • .. , am X • 

La formule (22) devient particulierement simple si la groupe derive 
des substitutions differentielles est commutatif. Un ,calcul simple montre, 
qu' on a alors: 

II s'ensuit, que clans ce cas les integrales du systeme regulier d'equa
tions differentielles lineaires sont representables sous forme finie. 
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§ 11. 11 suit de la definition meme [§ 1; (2}], que la substitution 
integrale en point aj d'une matrice reguliere normale en point b est 
presentee par la valeur de cette matrice en point superpose bj de la 
surface lei (ai, a 2, • •• , am, oo) [§ 9]. Done, en posant dans le develop
pement (22) x = bj et en tenant compte des relations (20) on arrive 
au theoreme suivant, sur la representation, d'une substitution integrale 
par la serie des compositions des substitutiom1 differentielles: 

Theoreme II. La subs tit u ti on int e gr a I e en point a; 
d'u n e mat rice reg u Ii ere, norm a I e en po int b et ad me t
t ant Jes substitutions differentielles U1, U2, ••• , Um en 
points a,, a1 , • ••• am, est u n e f on ct ion en tier e des sub
s t i t U ti O n S d i ff e r e n t i e 11 e s, r e p r e S e n t e e p a r J e d e V e-
1 opp em en t: 

( .l (U1, U2, ... , U ) 
(26) V.= Q/ m = 

J Gt, a2, ... , Gm 

oo (1,2 ... ,m) 

=I+ "'1 "'1 U., U., .. . , U. P.6j) (a., a., ... , a.), 
~ ~ Ji !2 Jv ]1 h l'J 
v=1 j 1 , j'J, ..• , jv 

d o n t I e s c o e ff i c i e n t s s o n t I e s p a r a m e t r e s d e I a c o n f i
g u ration a,, a1 , •• • , am. 

En vertu de la relation (24} la substitution int~grale en point aj 

( U1, U2, • , , U I ) 
d'une matrice reguJiere arbitraire q> . m X , definie par 

a1, a2,• . • , am , 

un systeme des substitutions differentielles et par sa valeur initiale en 

point b: <I> (Ui, U2, • • ·' Um\ b) = C, est representable sous fo:rme: 
ai, a2, .. ,, am 

II suit de la relation (25), que si le groupe derive des substitu
tions differentielles est commutatif, Jes substitutions integrales sont: 

r,U) (U1, U2, . .. 'um) 2rciU,· 
1:<lb = e • 

U1, a2,, .. , am 

§ I 2. Pour achever l'exposition de la resolution algorithmique du 
probJeme de p O i n C a r e iJ nous reste a etudier Ja nature des para
metres de la configuration Pb(i) (a. , a. , ... , a. ), traites comme fonctions 

]1 h Jv 

des points singuliers a1, a 2 , ••. , am et du point de la normalisation b. 
A cet effet nous demontrerons qu'il existe une fonction: 



110 J. A. L a p p o - D a n i I e v s k i. 

des substitutions U1, U2, ••• , Um, holomorphe par rapport a Uh clans 

un voisinage de la substitution nulle et entiere par rapport a 
U1, . .• , Uh-t' Uh+l' . .. , Um, representant une matrice reguliere 
Zh (x), qui admet les substitutions differentielles U1, U2, ••• , Um en 

points a1, a 2, ••• , am et qui est developpable d;ms un voisinage du 

point x = ah en serie de la forme: 

u-
zh (x) = (x-ah) h z h (x), 

OU 
(X) 

Zh (x) =I+~ Atl (x-ah)'' 
s=1 

les matrices At) etant independantes de x. Nous nommerons la matrice 

zh (x) ,,matrice reguliere metacanonique"' car, si la substitution sh 

reduit la substitution differentielle uh a la forme ~anonique: shuhs; 1 • 

la matrice integrale canonique du systeme (1) en point ah s'ecrira evi

demment sous forme: 

En substituant !'expression (28) clans le systeme (1), on re<;oit: 

(x~~):h · u{1+ t At) (x-ah)'] +(x-ahfh~sAi5\x-ah)'-1= 

=(x-a )Uh [1+ ~ A(s)(x-a )'] [_____!}j.__-~~U. (x--ah)s-1] 
h ~ h h x-ah ~~ J (a--ah)5 

- =1 j4'-h s=1 I 

I t · A(•l d 'f" . I 'I I d et es ma nces h se. trouvent e 1mes par' es re at ons e recurrence: 

(29) UhAtl +sAtl --Atl Uh= 

[
A(s-1) A(s-2) A(l) ] 

=-~ a·h ah+(a"_a)2+ ... + ( .-h y-1+( _} )5 
j=th I J h a1 ah a 1 ah ~-

Afin de resoudre ces equations par rapport aux matrices At) nous 

remarquons, que I' equation de la forme: 

UA+sA-AU=K 

peut etre traite, comme un systeme de n 2 equations, lineaires par rapport 
aux elements l A !kl de la matrice A, le determinant de ce systeme 

etant distinct de zero, pourvu que !es differences des nombres caracte
ristiques distincts de la substitution U ne soient pas entieres, ce qui 
a toujours lieu, quand la substitution U se trouve clans un voisi-
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nage convenable de la substitution nulle. A cette detniere condition, 
!'equation (30) admet la solution unique, representable par la serie: 

ex: 

A=~ Ua KU~ (-it (a-f-~J! 
~ 5a+;l+l -;r~· 

a, ~=O 

En effet, ii est aise de voir, que cete serie identifie formellement 
I' equation consideree. En supposant, d' ailleurs, que 

I U J < II U II < II :n II ; I K I < 11 k II , 
on a: 
(32) 00 . 

I A I < ~ I ij r I K ' • I ij ,~ ~~~{)~! < II s (1!2-n~f Ii• 
a, ~=O 

Done, si la substitution U se trouve dans le vmsmage indique de la 
substitution nulle, le serie (31) est absolument convergente et repre
sente la solution unique de I' equation (30 ). 

lntroduisons le systeme des fonctions: 

A <•l ( ) . • . 
h ai,' aj,, ... , aj,;J1,J2, ... , 1,=1, 2, ... , m; '1=1, ,, 3, .... 

definies par Jes relations: 

Atl (a~')= { 

A (s) ( <0 <1 l-0 ) 

h ah ah, ah ••• aha ah = 

1 pour Ao= o 

o pour Ao> o' 

"'1 't (},o f'-t ),1. • •, P· a A a ) 

= .L.J (ah:-ah)I'-' (ah,-ah)P°' • . (ah,-ah)P-• 

1'-1-l-l'-,+···+l'-a=• 

> A (s) ( l.o l-1 i.") < ' J pour s = a, et 1.J.h ah ah, ah •.• ah, ah = o pour s a, ou es 

indices ht, h2, . .. , . h, sont distincts de l'indice h, Jes indices 
),0 , At, •.. , A0 - sont des nombres entiers non negatifs, la ligne: 

Ao fois At fois 
t I . b • I b l io l., I es remp acee, pour a reger, par e sym o e: ah ah, ah ah, . •• - a somme 

est etendue sur. toutes Jes valeurs entieres positives des indices 
P.1, p.2, ... , p.0 , satisfaisant a I'egalite indiquee, et les constantes nurne
riques: -r (Ao, [11, A1, ••• , [1 0 , A.) sont definies par la relations de 
recurrence: 

(-1 )x +1(z+i,0)! 

z! AO ! 
't U-0-%1 f'-1 1·1,· • ., IJ.0-1/0-1) 

(r-1+r-2+•. •+P.a)x+).o +1 
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En se servant de la formule (3 I) on tire consecutivement des rela-
. ( ) I . d t . A<•l f d · · d tions 2.9 es expressions es ma nces h sous orme es senes es 

compositions: 

ou la · deuxieme somme est etendue sur toutes Jes valeurs entieres non 
negatives des indices A0 , A1,. • , \, et la troisieme sur toutes Jes com-
binaisons des valeurs I, ••• , h - 1, h + I, • . . , m des indices 
h1, h2, ••. , h0 • En posant: 

+ n (m-1) u' (j= I, .. ,, h- I, h I, ... , m); -~-~-
1-2nu 

t 

et en tenant compte de la formule (3 2), on deduit Jes inegalites: 

s = 
~ ~ ~ I uh I'' l·I uh1 1·1 uh 1'1 •• ·I uhJI uh l'0 x 
a± 1 A0 , ••• , A O ==0 h,, ... ,h0 =\= h 

On en conclut, que la serie: 

00 S 00 

1+ ~Ix- ah,.~ ~ ~ : uJ0 l(!h,l·I Uh!'1 ···IUhJX 
s=l o=l \,, ... 1-0 = 0 h,, ... h0 =j= h 

x I uh 1 AO. i fl~) (a~0 ah, a~· ... ah,a~0
) I 

et, par suite, les series: 

sont convergentes, pourvu que I' on ait: 

1 uh I < 11 u II < 11 2~ 11; 
0 

1 x-a i<--
1 h' I +t 
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Ces conditions etant supposees remplies, le changement d' ordre des 
sommations est permis et on a: 

co (1, 2, ... , m) 

1+ ~ ~ U. U .... U , Nh (a . . a .•.. , 
hh ;,, hh 

a. I x), 
h 

V =} ii, j,, ... , j, 
OU 

co 

N,, (aj a., ... a., I x) = ""1 (x - ah)' Jh(s) (a. a .... , a.). 
l h JI ~ ]L it I'# 

s=O 

En differentiant Jes series (36) on etablit, que !es fonctions 

Nh (a. a . ..• , a. I x) satisfont aux relations de recurrence: 
Ji h Iv 

X 

(37) Nh(aj, [ x) =Ix±.\., si h -:j= h; Nh (ah Ix)= o 
]1 

ah 

Nh(a .... a. a_ Ix)= 
}I h-} ]'I 

et 

= J Nh (a~_:-=l_l~ dx, si ji =p h, 
x-a;,, 

ah 

Nh (ah -a1., ••• a. a. I x) = 
h-1 h 

X 

J INh (ah a1- • •• a. Ix) Nh (U- • 
- 2 h-1 h -- ------------ - --~ 

. . a; aj I x) ] 
·1-} V dx, 

x-a
-- J, 

ah 

x-ah 

si ji :-= h. Les coefficients du developpement (3 5) sont definis par 
les relations de recurrence (37) clans tout le domaine de leur existence 
sur la surface ® (a1, a2, ... , am=). Demontrons maintenant, que la 

matrice Zh (x) est representable par le developpement (36) aussi clans 
tout le domaine de son existence par rapport a x et que la matrice 
metacanonique: 

peut etre traitee comme une fonction des substitutions differentielles, 
holomorphe par rapport a Uh clans un vmsmage de la substitution 

nulle et entiere par rapport a Ui, . .. Uh-1' Uh+P . .. Um, clans chaque 
domaine fini de la surface ® (a1, a2, am, oo), ne contenant a l'interieur ' 

2KypHaA. 8 
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et sur le contour aucun des points a1, a2, . .. , am. En effet, si les points: 

b et x se trouvent dans un voisinage convenable du point ah, en vertu: 

de la formule (24), on a Jes relations: 

et 

(37a) 

II s' ensuit, que ]es fonctions Nh (a., a., . .. , a. I x) sont des polynomes · 
-- 11 12 J,J 

des fonctions Nh (a., a., ... , a. I b) et Lb (a., a., ... , a. Ix) et que la 
11 12 J,J 11 12 lv 

serie (3 5), ou les coefficients sont definis par les formules (37) est 
uniformement convergente par rapport a x dans chaque domaine fini de· 
la surface @:> (a1, ai, . .. , am, =), ne contenant a l'interieur et sur le 

contour aucun des point a1, a2, .•. , am. 

Outre cela, en vertu de la convergence uniforme de cette serie dans 
un voisinage du point ah, qui entre dans la serie de Tay Io r pour 

la matrice Zh (x), la serie {35) reste evidemment uniformement conver-· 

gente dans chaque domaine finie de Ia surface @:> (a1, a2,. . , am CD), 

ne contenant a l'interieur et sur le contour aucun des points. 
al'. . a,._1, ah+l' . .. am et appartenant aux feuillets, qui ont commun. 
le point ah, mentionne ci-dessus. 

En considerant !es relations de recurrence (29), comme les systemes 

de n 2 equations, lineaires par rapport aux elements lAt)lkl des matrices A tl 
et en se servant de la formule (37a), on peut demontrer, que la matrice 
metacanonique z,. (x) existe encore, si Uh est une substitutions arbitraire, 

dont toutes Jes differences des nombres caracteristiques distincts ne sont 
pas des nombres entiers. Mais dans le cas, ou la substitution Uh se 

trouve hors du voisinage de la substitutions nulle, la matrice zh (x) 

~·est pas developpable en serie des compositions de la forme (35). 
Pour considerer cette matrice comme une fonction des substitutions 
differentielles dans tout le domaine de son existence par rapport a ces 
substitutions, il faut introduire la generalisation de la notion d'une fon-

, ction analytique des substitutions, mentionnee dans la remarque au § 4. 

On peut demontrer ainsi, que la m at r i c e zh (x) est u n e 
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f O n C t i O n m e r O m O r p h e p a r r a p p O r t a I a S U b S t i t U t i O n Uh, 
les singularites de cette fonction correspondant 
a U X V a I e U r S d e I a S U b St i t U t i O n uh, d O n t q U e l q U e S 
differences des ncmbres caracteristiques distincts 
s· 0 n t e n t i e r e S, II en resulte la difference intrinseque entre les 
matrices regulieres normales et Jes matrices regulieres metacanoniques, 
traitees comme fonctions des substitutions differentielles: Jes premieres 
sont entieres par rapport a toutes Jes substitutions differentielles, tandis 
que les secondes ne sont que meromorphes par rapport a l'une de ces 
substitutions. 

OU 

§ 1 3. La ma trice metacanonique inverse est de la forme: _ 

( )-1 _ -- ( )-1 ( )- uh 
Zh X - Zh X x-ah , 

Zh(x)- 1 =1+ i: At) (x-al. 
s= 1 

Cette matrice satisfait evidemment au systeme: 

dY m u. * ---~~] y 
dx - ~x-a· ' 

j=l J 

*(s) 
adjoint par rapport au systeme (I), et Jes matrices Ah , independantes 
de x, remplient Jes relations de recurrence: 

U A(s) + sA(s) - A(s) U = 
h h . h h h 

lntroduisons le systeme des fonctions: 

*() Llh5 (a. a .... a.); ji,h, ... ,j,= I, 2,., ., m; V= I, 2, 3, ... 
Ii 12 1'; 

definies par Jes relations: 

* , f I pour Ao= o; 
t:, (s) (a~') = l ' 

h o pour "o > o; 

a',)-ah, h -

* " (),o P.1 ),1 • • , , p.0 >- 0) 

8* 
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· > !<•) ( ,0 , 1 <g) 
pour s = cr, et h ah ah 1, ah • . . ahcr ah = o, 

* constantes numeriques 't P·o, P,1, A1, ... , p./) sont 

pour s < cr, ou les 

definies par les rela-
tions de recurrence: 

* 
't (Ao P.1 A1 ••• ' p.Jo) = 

* 
't (),1 P.2 1'2 • · · P.o"o-x) 

(P.i+f'-2+• .. +p.J•+x+l 

En se servant des memes raisonnements que clans le paragraphe pre
cedent, on rec;:oit le developpement: 

-1 - ( U1, U2,• . . , um I )-l 
(x) = t\ X 

a1, a~,· .. , am 
oo (1,2, ..• , m} 

=I+~ ~ ~1 ~. 

_.'!' 

U. Nh (a. 
h Ji 

a . ... 
J, 

a. \ x) 
h 

v=l i1, j,, ... ,j., 
OU 

* 00 

N < I ) ~ "'(s} 
h a· a· · · • a· x = (x-a ) • 1 (a a a ) 

'1 , 1, h h · h }1 i. · ' · iv ' 
s=O 

ce developpement etant valable aux conditions (34). 
* On etablit ensuite, que les fonctions Nh (a. a. . • . a. I x) peuvent 

Ji h h 

etre definies par les relations de recurrence: 

* N,, (a. ,, 
ei: 

~/<" 

a . •. . a. 
" h 

* 
I ) Ix Nh (a;, . . . aj, [ x) 

x = - ------- dx, si j, -::/= h, 
x-aj, 

Nh (a. a . ... a. ah Ix)= 
Ji h lv-1 

* * Ix[ Nh (a, . ... a. ah I x) Nh = _ , h-1 + 
• x-a. 

]! 
ah 

Ji /, lv-1 
(a. a . .. , a. Ix)] 

dx, 
x-ah 

si j, = h, et que la serie (39) represente ainsi la matrice Zh (x) clans 
tout le domaine de son existence par rapport a x. 
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Done, la matrice metacanonique inverse: 

est aussi une fonction holomorphe clans un voisinage de la substitution 
nulle par rapport a Uh et entiere par rapport a U1, • •• , Uh_1, Uh+l' . .. Um 
clans chaque domaine fini de la surface @5 (a1, a 2, ... , am, co), ne con

tenant a l'interieur et sur le contour aucun des points a1, a2, •.• am. 

En general, la matrice metacanonique inverse consideree est une fon
ction meromorphe par rapport a la substitution uh, possedant Jes memes 

siugularites que la matrice correspondante directe. 

-(Ui, U2,•, ., U I )-l 
La dependence de la matrice 0 m x de la variable x 

a1, a2,• •• , am 

I 11 d . a (' U1, U2, , • , , U I ) est ana ogue a ce e e la matnce u m x . 
a1, a2,· . . , am 

§ 14. Supposons maintenant, que la substitution Uh se trouve clans 

un voisinage copvenable de la substitution nulle. En vertu de la relation (24) 
on a alors la representation: 

En faisant x = bh, on en conclut, que la substitution integrale Vh 

en point ah de la matrice reguliere normale (42) peut etre mise sous 
forme: 

*) II suit de cette representation, que !es substitution Vh et e2"iUh sont 
semblables, pourvu que Uh soit clans un voisinage de la substitution nulle. 
En tenant compte des considerations de la fin du § n, on conclut, que ces 
substitutions restent encore semblables, si Uh est une substitution arbitraire, 
dont toutes Jes differences des nombres caracteristiques distincts ne sont pas 
des nombres en tiers. 



118 J. A. L a p p o • D an i I e vs k i. 

En substituant clans cette relation les developpements (39) et (3 5) 
et en comparant le resultat au developpement (26) du theoreme II, on 
re<;;oit les representations des parametres de la configuration: 

...Jh) ( , 0 A '", 
(44) rb ah ah, ah1 . • • ahcr ah)= 

la derniere somme etant etendue sur toutes les valeurs entieres non ne· 
gatives des indices axif3 ,., 1 ,, satisfaisant a I' egalite indiquee. En rem· 

.!t 
placeant clans la formule (44) les fonctions Nh et Nh par leurs deve· 
loppements (40) et {36), on arrive a la conclusion suivante: ch a q u e 

p a r a m e t r e d e l a c o n f i g u rat i o n Pb(j) (a. a. . . . a, ) e s t u n e 
]I h lv 

fonction holomorphe de b clans un vo1s1nage du 
p O int a;, rep re Sent e e par J e d CV el Opp e ill en t: 

CX) 

(45) P~) (aj, aj, ... aI) = ~ (b-a)' pj'\aj, aj, . , , a), 
s=O 

les coefficients p\s) {a.a .... a.) etant des fondions 
J Ii J, h 

ration n ell es de a1, a2, ••• , am, def in i es par le s relations 

pour s>cr, ou 6(),0 p. 1 At ... P., A,) sont des constantes 
n u m e r i q u e s: 

* * *) On pose: ,; (1.0) =,; (1,0) =-= o pour 1,0 > o et " (o) =" (o) =I. 
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Le systeme des coupures (a100), (a200), ... ,(am00) etant fixe, designons 

·par Kh le cercle, doilt le centre est en point a" et dont le rayon est 

le minimum de la distance du point ah aux coupures (a,oo), ... ,(ah_1oo), 
<(ah+1oo), ... ,(amoo). La formule (45) nous fournit evidemment le moyen 
du calcul numerique des parametres de la configuration dans le cas, ou 
le point de la normalisation b se trouve a l'interieur du cercle Kr Dans, 

le cas contraire, le calcul se fait a I' aide d'hyperlogarithmes: on fixe 
un point c a l'interieurs du cercle Ki et on pose: 

.ou le chemin (be), definissant !es valeurs d'hiperlogarithmes, appartient 
entierement au meme feuillet de la surface @S (a1, a 2, ... , am, oo), ou se 

trouve le point b. 
Les resultats, que nous venons a etablir, donnent la resolution 

algorithmique complete du probleme de Poi n care soit au point de 
-vue de la theorie des fonctions, soit au point de vue des calculs nume
riques. 

AAropHTMeqecxoe pemeuue aaAa"I Poi n care 
u Riemann'a. 

,(CmambR nepaaR: 3ap;a"la Poi n care o nocTpoeem1 rpynnL1 Moeop;pOMHH 
,AaHeoii CHCTeMLI .I\HeeiieLIX p;e4'c:JlepeegttaALBLIX ypaBeeeuii C peryAHpBLIMR 

HRTerpaAaMn). 

11. A . .Aanno-/(aHu.A.eBcT<uu. 

Ta6Augy ana.l\HTHtJecKHX <J>YHKgHfi Y (x), -BbJDOAH1noigy10 CH· 

dY ~m YU. 
·CTeMy .Z,,H<p<f>epeegua.l\bHbIX ypaBHeHHH -d = __ ,_ H npeTep-

x x-a 
j=l 

nesa10igy10 noP,CTaHOBKH V. npH o6xoP,e He3aBHCHMOH nepeMeH-
J> 

HOH TOtJeK aj, aBTOp Ha3bIBaeT ,,peryM1pHOH MaTpugeii, HMeIO-

igeii P,H<pqiepeugua.l\bHbie no.D,CTaHOBKH ~ H HHTerpaAbHbie noP,CTa

HOBKH Vj". 0cHOBaHHe TeOpHH peryAHpHblX MaTpHg COCTaB.I\JIIOT 

3aP,atJH Poi n care H Rieman n'a: rrepBaH aaKAIOtJaeTcH B rro
cTpoeeuu Y (x) H V. no .z,,aHHbIM U. u a., BTopaH - B rrocTpoe-

' I . J 
HHH Y (x) H U. no AaHHbIM V. H a .. AnaAHTH'leCKHH anrrapaT 

J . J J 

aAropHTMHtJeCKOI'O pemeHHH yKaaaHHbIX aaP,atJ P,OCTaB.I\HeTCH ·reo
pueif aHa.l\HTHtJeCKHX <l>YHKJ!HH OT AHHeHHblX nop;cTaHOBOK . .lJ.onoA
H.IHI o6bitJHbie onpeii;eAeHHH paguoeaAbHbIX onepaguii B 06.1\aCTH 
.J\HHeHHbIX llOP,CTaHOBOK onpe.D,e.l\eHHeM II peP,e.l\bHOI'O nepexoti.a, aBTOp 
BBOtJ.HT noHHTHe ,,I'O.I\OMopq>HOH <l>YHKJ!HH OT nOP,CTaHOBOK", npeP,

·CTaBMleMOfi PHAOM KOMD03HJ!HCH, H pacnpocTpaHHeT Ha PH.LI.bl 
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KOMD03HgHH HCKOTOpbie Il0.11.0.lKCHH.H o6bIKHOBeHHOii TeopHH CTenee

HblX p.HP,OB. 06parga.HCb K peweHHIO 3aJ).aqH p O in Care, 3BTOp J).O· 

Ka3bIBaeT, qTo pery.11.11pHa.H MaTpHga, 3aJ).aHHa.H HeaaBHCHigHMH OT 

P,Hcp<t>epeHgHa.11.bHblX IlOP,CTaHOBOK Haqa.11.bHblMH ycAOBH.HMH, H co

OTBCTCTBYIOI!.1,He HHTerpa.11.bHbie IlOP,CTaHOBKH liB.11.HIOTC.H ge.11.bIMH 

<l>YHKQH.HMH OT P.H<t><t>epeHgHa.11.bHbIX IlOP,CTaHOBOK, npeACTaBH

MbIMH pHP,aMH I<OMD03HgHft: 

co (1, 2, ... ,m) 

Yb (x)=I+ ~ ~ u. u. ... u. Lb (a. a. .. . a. I x) 
/1 h J,, Ir J, h 

>=I ii, j.J,···JJ 

co (1, 2, ... ,m) 

Vi=I+ ~ ~ u. u. ... u. Ul (aj a ... . a.), 
h J h Pb J h i 

>=1 i1, i2,···•i<.J 

rP,e Yb (b) = I, Lb (a. a . ... a. J x)- cyTb ,,rHnep.11.orapH<pMbI 
)1 h ]-y 

KOHq>HrypagHH a 1, a 2, ••• ,am ", onpeP,e.11.HeMbie noc.11.eP,oBaTe.11.bHbIMa 

HHTerpHpOBaHH.HMH B npeP,e.11.ax OT b .11,0 x, H pbU) (a. a ... . a.)-
]! /2 J \J ~ 

,,napaMeTpbl KOHq>HrypagHH", onpe,11;e.11.11eMbie KOHTYPHblMH HHTe

rpa.11.aMH, B3.HTbIMH no neTAHM, HaqHHaIOigHMC.H H K0HqaI01!!HMC8' 

B TOqKe b H 3aKJ\IO'laIOJ.gHM BHYTPH ce6H COOTBeTCTByrorg0e 

ToqKH ar 4aAee, asTop P,aeT paa.11.02KeHH.H rm1ep.11.orapm{)MOB H 

napaMeTpOB I<OHq>HrypagHH no CTeneH.HM COOTBeTCTBeHHO X - b 
H b-ai H ycTaaas,urnaeT npocTble cpopMyAhI JI.AH nocTpoeHH.H 

aHa.11.HTH'leCKHX npoP,0.11.meHHH aTHX paa.11.omeeuA. TaKHM o6paaoM, 

BblHCH.HeTCH xapaKTep 3aBHCHMOCTH pery.11.sipHOH MaTpHQbl H HHTe

rpa.11.bHblX IlOP,CTaHOBOK • He T0.11.bKO OT TeKyrgei1 nepeMeHHOH lf 

P,HcpcpepeHgHaJ\bHbIX IlOP,CTaHOBOK, HO u OT KOHcperypagee oco6b!X 

TO'leK H ToqKH HOpMa.irnaagHH, H npHBeP,eHHble Bblllle q:>opMJJ\bl 

P,e.11.a10TC.R Bno.11.He nperoP,HbIMH P,A.R Bh1qHc.11.eH00. KpoMe ,,Hop-· 

MaAbHhrx" peryM!pHblX MaTpHg Yb (x); asTop paccMaTpHBaeT 

,,MeTairnHOHH'leCKHe" pery.11.,ipHbJe MaTpHQbl 

U· -
Z.(x)=(x-a.) 1 Z. (x), 

I J J 

rP,e Zj (x) I'0.11.0MOpq:>Ha OTHOCHTe.11.bHO X B OKpeCTHOCTH TO'IKH' 

x--:-- aj H zj (a)= J. MeTaKaHOHHqeCKHe peryM1pHbie MaTpHglii 

z. (x) oKa3bIBaIOTClI geAbIMH <l>YHKIJH.HMH OTHOCHTe.11.bHO JJ;Hcpq:>epeH-
J 

:gHa.i\.bHblX IlOJ).CTaHOBOK Ui, . .. , ~-1' ui+ l ••• 1 lj m M MepoMopq,--

HbJMH OTHOCHTe.11.bHO ~. 



Resolution algorithmique des prohlemes reguliers 
de Poincare et de Riemann. 

(Memoire deuxieme: Probleme de Riemann, concernant la construction d'un 
systeme regulier d'equations differentielles lineaires, admettant un groupe 

de monodromie donne). 

Par M. ]. A. Lappo-Danilevski (Leningrad). 

IV. Fonctions fondamentales des substitutions differentielles. 

§ I 5 *). En vertu du theoreme I [§ IO], la resolution algorithmique 
du probleme de R i em a n n [§ I] se reduit a la construction des 
substitutions differentielles ~ d'une matrice reguliere Y (x), admettant 

!es substitutions integrales donnees V. en points respectivement aj 
J 

(;= 1, 2, ... m). Conformement au theoreme II [§ II] le probleme sur 
la construction des substitutions ~ est equivalent au probleme de 

!'inversion du systeme de m fonctions entieres: 
(49) Vj = 1 + 2 TC i uj + 

oo (1, 2, ... m) 

+~ ~ (') U. U. ... U. Pb' (a. a .... a.). 
h ]2 J,, ]I h J,, 

v=2 j,,j,, ... j 0 

Le determinant 6. du lemme II [§ 6] etant egal a (2 TC i)m. on fait 
l'inversion des fonctions (49) clans un voisinage des substitutions 
Vi= Vi= ... = Vm = I. D'apres le lemme indiqueon obtient imme

diatement !es developpements des· substitutions U. suivant !es composi-
' tions des substitutions Vi - I, Vi - I, ... Vm - I, lt;s coefficients de 

ces developpements etant des polynomes des parametres de la configu-
. pU> ( ) ration: b aj, a,~ ... af, . 

La methode mentionnee ci·dessus **) est caracterisee par deux restrin
ctions essentieBes: 

1°. Les developpements obtenus representent le systeme des substi
tutions differentielles d 'u n e ma trice reguliere normale, admettant !es 

*) Pour abreger Jes citations nous continuous la numeration des paragraphes 
et des formules bu memoire precedent (pp. 94-120 ). 

**) Cette methode est exposee en detail clans notre memoire: ,,Theorie 
algorithmique des corps de Riemann" (Recueil mathematique de Moscou, 
t. 34, fascic. 2, pp. II4-148; 1927). 

tRypH. AeHHHrp. <t>u3.·MaT. 0-aa. T. II, B. I ( 1928). 
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substitutions integrales V. en points a., tandis qu'il existe une infinite 
J I 

des matrices regulieres normales, jouissant de la meme propriete. 
2 °. Ces developpements ne sont valables que pour Jes systemes des 

substitutions integrales V., situees d a n s u n c e rt a i n v o i s i n a g e 
J 

d u sys t e m e d e s s u b s t i t u t i o n s i d e n t i q u e s. 
La resolution algorithmique g e n e r a 1 e du probleme regulier de 

R i e m a n n exige une etude plus approfondie des relations, liant les · 
matrices integrales et les groupes de monodromie des systhemes regu
liers d'equations differentielles lineaires aux coefficients de ces systemes. 
Une telle etude sera esquissee clans Jes chapitres suivantes. 

§ 1 6. Nous avons a etudier quelques fonctions des substitutions 
differentielles qui jouent le role important clans la theorie des matrices 
regulieres. En abordant cette etude nous devons completer la theorie 
des matrices metacanoniques [§§ 12-13] par la consideration d'une 
matrice metacanonique en point a l'infini. 

A !'aide des methodes parfaitement analogues a celles, dont nous 
nous avons servi clans les paragraphes cites, on demontre sans peine 
que si les differences des nombres caracteristiques distincts de la sub
stitution 
(50) Uoo= -(Ui + U2+ ... + Um) 
ne sont pas entieres, il existe une matrice reguliere admettant les sub
stitutions . differentielles U1, U2, . .. Um en points ai, a2, ... am et repre
sentable sous forme: 

ou la matrice 

reste holomorphe par rapport a x clans un voisinage du poin~ x = co 
et se reduit a I en ce point. Les matrices 

0 (. U1, • , •,Um I ) 0 ( U1, • • •,Um I ·)- l 
00 x et 00 I x 

a1, ..• , am a1, ... , am 

sont Jes fonctions meromorphes des substitutions differentielles dont les 
.singularites sont produites, par les valeurs de la substitution U00 aux 

differences entieres des nombres caracteristiques distincts. Les substitu
tions differentielles etant donnees clans un voisinage des substitutions 
nulles, Jes matrices considerees sont representables sous forme des 
series des compositions: 

(1, 2 .•. m) 

~ U. U .... U. N (a. a .... a. Ix) 
iL h lv 00 '1 h. Iv 

j, j, ... j., 

. I -1 00 (1.2 ... m) * 
,B ( Ui, ... ,um x) = J + "1 "1 lj, lj, ... lj_ N (a. a .... a. Ix), 

x \ a a ~ ~ Ji 12 h 00 1, h J., 
l,·••, m v==l i1i2 ... J,, 
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ou les coefficients se trouvent determines par les relations de recurrence: 

N (a. Ix)= /~(--1---1 )dx; J'v (a. lx)=(xf\_I --. i_\)dx 
co Ji x-a. x co 11 x x-a. 

... h o!. h 
00 00 

Ix lN00 (a1 . •• . a. Ix) N00 (a . .. . a1. I x)J. 
( 

I Jv-1 )2 V 

N a .... a. Ix)= ------ dx 
00 1, h x-a. x 

co J,, 

. * 
.:t rx [i(x, (ai, .. . ai,-1 I x) 
N (a .... a. Ix)= 

co h Iv •/ X 
CD 

* 
f(x, (a . .. . a. Ix) J 

h h dx. 
x-a. ,, 

La substitution U°" definie par la relation (50) sera nommee ,,sub

stitution differentielle en point CD" d'une matrice reguliere, admettant 
les substitutions differentielles U1, ••• Um en points a1 , ••• am, et la 

. 0 ( U1, ... , U 1· ) . . . . " matrice 00 m x. - ,,matnce metacanomqne en pomt CD 
a1,. 0 ., am 

aux substitutions differentielles indiquees. En se servant de la for
mule (24) [§ 10], on rei;oit la repre3entation d'une matrice reguliere 
normale. 

qui est completement analogue aux representations (42) du § I 4. Si la 
variable x decrit un circuit, entournant le point CD et croisant les cou
pures (a1 CD), ... , (am CD) [§ I], les points singuliers etant numerotes 

clans un ordre convenable, la matrice reguliere (51) subit ,,une substi
tution integrale en point CD": 

ou Vi, Vi, ... , Vm sont les substitutions integrales de cette matrice 

en points a1, a2, ... am. En vertu de la relation (5 2), la substitution 

integrale en point CD est une fonction entiere des substitutions differen· 
tielles, qui peut etre representee d'apres l'egalite (51) sous forme: "' 

§ 17. Soit Y (x) une matrice reguliere aux substitutions differen
tielles U1, U2, ... Um, U 00 en points respectivement a1, a2, ... am, co . 

.Supposons que les differences des nombres caracteristiques distincts de 
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ces substitutions ne sont par entieres. II existe evidemment un systeme 

des substitutions C1, ••• Cm, Cro, independant de x, telles que 

Y ( ) C a ( Ui, • • •,Um \ ) . X = . 'Cl . X , j = I ... m, co. 
J l\a1, ••. ,am 

Les substitutions integrales de la matrice consideree en points a; 
sont alors: 

v = c z";u1 c-1 
i i e i . 

II suit de la definition meme des matrices metacanoniques [§ r 2], 
que !es determinations particulieres des logarithmes des substitutions 
integrales: 

I -1 
(53) W.=-. lg V.=C. U. C 

J 271:l l l l 

jouissent de la propriete suivante: la matrice Y (x) admet les repre
sentations 

W· -- . 
Y(x)=(x-a:) l Y.(x); 1= r, 2, ••. m 

J J 

( I )W= -
Y(x) = \ ~ Y ro (x); 

ou les matrices 

- ( ) c- 1 fw) ( UJ • • • u I \ • Y. x = . O. m I x); J = I, ... m, co, 
1 1 1 a1 ••• am I 

ams1 que les matrices inverses restent holomorphes en v01smage du 
point a1 ou resp. 00. A cause de cette propriete Jes substitutions W1, seront 

nommees ,.sub st it u ti on s exp o s antes" de Ia matrice Y(x) en 
points a1 ou resp. m. 

Les substitutions exposantes sont d'ailleurs completement caracteri· 
sees par la propriete indiquee. Supposons en effet, qu'outre la substi
tution W. ii existe encore une substitution W' ., telle que la matrice 

J . / 
W' -, 

(x-a)- i Y(x)= Y. (x), 
J J 

ainsi que la matrice inverse restent holomorphes clans un voisinage du 
point ar Les matrices 

(x- arWj (x - a.)W'j = Y. (x) -f. (x)-l et 
J J J 1 

(x-a)-W'i(x-a.)Wi = Y'. (x) -Y. (x)-1• 
J . J 1 

(5 5) 

sont alors aussi holomorphes clans le voisinage mentionne. Supposons 
p"our simplifier l'ecriture que Jes diviseurs elementaires de la substitution 
V,. sont simples, de sorte que 

V.= T.[(1)1·. ,(l)] r- 1 • 
J n 

L'uniformite des matrices Y. (x) et Y'. (x) en voisinage du point a. exige 
J J J 

que I' on ait: 
e2niWi _ e2a:iW'j _ T;. - -v,. 
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Done, on a Jes representations [§ 8]: 

W. = T. [-_1 . lg <01 + r1, ••• - 1- lg co +·r ] T-1 
J 2'"Z 2rci n n 

W'.=T. [~ lg co1 +r'1 , ••• ~ lg co +r' ] 11, l 27tZ 2"1 n n 

ou lg co 1, ••• lg oon sont les valeurs principales des logarithmes et -r1, . .. 

r , r' 1 ••• r' sont des nombres entiers. Les relations (5 5) s'ecriront 
n n 

sous forme: 

[ ( - )-r1 +r'i ( - )-rn -t-r'" ] = T-lyl. (x) y'. (x) -1 T x aj , ... , x a1 1 

[ ( -rr +r ( }-rl +r ] T-1 - I ( ) - ( ) -1 x - a.) ' ', •.. , X - a. n n = Y . X Y. X T 
J J J J 

La holomorphie des matrices du cote droit en voisinage du point a. 
I 

entraine evidemment !es relations: 

, , w-w' r1 = r 1, rn = r n; i- j" 

Si quelques differences des nombres caracteristiques distincts de la 
substitution differentielle U. en point a. sont entieres la matrice regu-

1 J 
liere Y(x) n'admet pas de substitution exposante en ce point. Soit, en 
effet, W. une telle substitution de sorte qu' on ait la representation (5 4). 

J -
En remplaceant la matrice Y. (x) par son developpement de Tay Io r 

J 

pour le voisinage du point a1, en substituant I' expression (54) clans le 

systeme (1) [§ 1] et en comparant Jes coefficients d'apres la pui:.sance 

{x - a)-1,. on aurait alors: 

(56) 

II en resulte, que la matrice Y1 (a)-1 Y (x) serait une matrice meta

canonique en point aj, ce qui est impossible en vertu de la supposition 

concernant !es nombres caracteristiques de la substitution Ui [§ 12]. 
II suit de la relation (5 3), que !es substitutions exposantes des 

( u1, ... ,u J ) 

matrices regulieres normal es «I> b a m x sont: 
1,. • ., a1n i 

(57) 
_ (Ul,•, .,Um I )-l - (Ul,, • .,Um I ) w. = e. h u. e. h • 

J J a1,• .. , am J J a1, .. . , am 

Ces substitutions sont evidemment des fonctions meromorphes des 
substitutions differentielles, dont !es singularites sont produites par !es 
valeurs des substitutions Ui aux differences entieres des nombres cara-

cteristiques distincts. 

§ 18. II resulte des relations (43) [§ 14] et (57) que !es substitu
tions integrales ainsi que !es substitutions exposantes d'une matrice 
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( U1,.,.,Um I ) 
reguliere normale <I> b · x sont des fonctions analytiques du 

a1, .. . , am 

·point de la normalisation b. En ecrivant ces relations sous forme 

a (UJ,. · .,Um I )-l 21ti U· £l, (U1,. · .,U,n J ) 

V.=,::,. lb e Ju. Jb 
J J a1, ... ,am J a1, ... ,am 

( U1, ... ,U I )-1 (U1, ... ,Um/ )' W. = E) . m i b U. E). b 
J J a1, ... ,ami J J llJ, ... ,am[ 

et en remarquant que les matrices metacanoniques et les matrices 
inverses satisfont aux systemes: 

_!1_ 0. (U1,,, .,Um II b) = e. (U1,, .. ,Um I b) ~ 
db J fa1, .. , a 1 a1,, . . , a ~ b-ah 

m . m h:::::1 

on rec;oit: 

dV. ~m V. Uh-Uh V- dW. ~m W. Uh - Uh W. (58) _] - _] ____ ] . __ ] - J J 

db - b-ah ' db - b-ah 
h=l h=l 

(j = I, 2,. , • ,m, =). 

II vient en outre des relations (4 3) et ( 5 7) 

(59) V = 21tiU;. W = V 
j e ' j j 

pour b = aj" Done, · I e s s u b s ti t u ti o n s i n t e g r a l e s a i n s i q u e 

I e s s u b st i tu t"i o n s e x p o s a n t e s, t r a i t e e s c o m m e f o n
c t i o n s d u p o i n t d e la n o r m a I i s a t i o n s o n t d e s m a t r i c e s 
integral es du system e d' equations different i e 11 es Ii
n ea ires (58), satisfaisant aux conditions initiales (59). 

Les substitutions considerees sont !es fonctions analytiques des
substitutions differentielles 

(60) 

cc (1,2, ... ,m) 

+~~ 
(') u., U., ... ,u. Pb1 (a.,a., • .. ,a.) 

h h · Iv Ii h Jv 
V == 1 j1,j'J,•••,jv 

(61) W.= ~t>(U1, ... ,U.,.) =I+ 
J a1,, .. , am 

( ') 
U. Qb1 (a.,a., . .• a.) 

Jv Ji h J,, 
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dont Jes premieres sont entieres [§ 1 I] et Jes secondes, etant, en ge
neral meromorphes, sont holomorphes dans un v01smage des substitu
tions nulles [§ 17]. En substituant Jes series (60) et (61) clans !es 
systemes (58), en comparant !es coefficients d' apres Jes memes compositions 
des substitutions differentielles et en tenant compte des conditions ini· 
tiales (59), on arrive aux relations de recurrence: pour !es parametres 
d I f . p' JJ ( ) Qu> ( ) e a con 1gurabon b a1,, a1,,. · . ,a1v et b aii' a1,,. · · ,aiv : 

(j) ( V )- (21ti)" lj) ( ) _ . • ---/-- • Pb a. - ---1 ; Pb a. - o, s1 ]I -t-- J 
] 'I. ft 

1 
}j=1,2, ... ,m 

I 

( ") Pf (a., .. . ,a.)= 
]1 J,i 

b (") ![ pl (al . .•• a. ) 
_ b I Jv-1 

-, b-a. 
a1 h 

( ") Pl(a1 .. .. a.)] 
b ' h db 
b-a. 

ft 

si I'un au moins des indices ji, h . .. ,jv est distinct de j; 

P(co) ( ) • 
b a11 = - 2rcz 

lco) ( (-2rri) v + Pb a ... . a.)= --1·-
'1 l'J "· 

J~[p(co_)(a1 ..•• a1- ) P100)(a .... a.)] + b I V-} - /2 JV db; 
b-a· b-a. 

00 ''J '1 

Q~) (a) = I; oV) (a) = o, si h + j; )I ._ 

Q (j) ( ) -
b a11 ••• ai-, -

j' ~ [ QbU\aJ . .. . al- ) Qlbj) (al . ... a )] }IJ-I,2, ... ,m 
- I 'I-} - ' V db 
- b-a· b-a. 

aj Iv ft I 

Q(bco) (a.)= - I 
ft 

. (co) ( ) Qb a .... ,a. = 
Ji J,, 

L'avantage des relations de recurrence obtenues est evidente: elles 
determinent consecutivement les parametres 

(/) (j) 
Pb (a1, ... a.) et Qb (a1 .. . a.) 

1-J 1 J'I 

independamment de toutes !es autres fonctions speciales considerees. 
Dans le cas, ou le groupe, produit par Jes substitutions differentielles, 

est commutatif, on a: 

g<J> (U1,· .. ,Um)- 2r.W·. ';c<il(U1,· · .,Um)- U 
b - e 1, ~b - i' 

a1,• .. , am ai, .. . ,am 
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La difference du caractere des substitutions integrales et des sub
stitutions exposantes, traitees comme fonctions des substitutions diffe
rentielles, vient exclusivement des conditions initiales (59) et peut etre 
expliquee par une remarquy suivante. 

Le substitutions V. et W etant des fonctions holomorphes de b clans 
J J 

un voisinage d'un point ai sur la surface universelle @3 (a1, a2, •.• ,am1co), 

les systemes (58) peuvent etre identifies par Jes series de Tay Io r: 
00 

Vi= l"'wi + ~ Ar (b-a;)' 
r=l 
CXl 

~=Vi+~ Br (b-a)', 
r=l 

ou Jes matrices Ar et Br sont independantes de b. En substituant ces 

.series clans Jes systemes (58), ou re'-oit !es relations de recurrence pour 
les coefficients Ar et Br, analogues aux relations de recurrence (29) du 

:§ I 2: 

~ uh ~uh UB1-LB1-B1U,=-U. + ---- U. 
J I / J ah-a. ah-a. J 

h=!=i J h=/=j J 

Supposons pour 
.de la substitution 

simplifier I' ecriture, que Jes diviseurs elementaires 
U. sont simples, de sorte que 

J 

uj = S [al ... crn] s-1. 

Les relations de recurrence ecrites ci-dessus donnent alors: 

f - l - e2rriok - e2c:.ioz """' l vh lk_l_ 
tA1Jk/-- crk-crl +1 ~ ah-a. 

h cf= j J 

k,/= I, 2., .n, 

OU 
On voit de la, que !es matrices A 1, ••• restent toujours finies, quelque 
soit la substitutions U., tandis que !es matrices B1 . .. deviennent infinies, 

J 
si l'une des differences des nombres caracteristiques ak - a1 est egale 

.a un nombre entier, non nul. 

• 
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'V. Fonctions fondamentales des substitutions e:iiposantes dans 
un voisinage de la substitution nulle. 

§ 19. Les substitutions· exposantes d'une matrice reguliere normale 
etant des logarithmes des substitutions integrales, la resolution du probleme 
,de R i e m a n n [ § 1, (B)] sera evidemment fournie par le resolution 
du probleme suivant. 

C) Etant donne un systeme des substitutions W11 W2, •.• Wm 
-et une configuration des points al' a 2, am a distance finie, 
c:onstruire une matrice reguliere Y(x), admettant les substi
tutions exposantes W1, W2, ••• Wm en points singuliers respe-
divement al' a2, am, et les substitutions differentielles Ul' U2 , ... U,;., 
de cette matrice. 

Nous abordons I' etude -de ce probleme par la consideration du cas, 
ou Jes substitutions exposantes se frouvent clans un voisinage de la 
substitutions nulle. En vertu du lemme Ii [§ 6 J le systeme d' equations ( 6 1 ): 

< OJ (1, 2: ... , m) 

w,.= u].+ Yi ~ u u .... u Q(bi\a. a . ... a.) 
..... ~ Ji ]2 J,J Ji /<J J,1 

'I== 2 j1,j2, ... , j\l 

[§ 18] admet alors un systeme des solutions, representees par· Jes fon
ctions holomorphes des substitutions W1 W2 ••• Wm clans un voisinage 

des sl!bstitutions nulles: 

( ) - H(j)(W1,,, Wm)-~~ (l,~2, ... ,m) (j)( 
64 U- b __ _ _ - W. W .... W. Rb a. a .... a. ), 

l a 1 • . , • am , _ . _ . Ji h h . Ji h h 
I --1 ]i,J,, ... ,J-, , 

' I ff' . t Rr iJ ( ) d 'f' · I I · d ou es coe 1c1en s- ·b a11 a1, . .• a1, sont e mies par es re abons e 

recurrence: 

(65) R(J)(a.) = 1· iil(a.) = o si ji =tj 
b J ' b h 

(j}' ' 
Rb (a .... a_)= 

}1 }'J 

(1, 2, ... , m) 

- ~ ~ ~ -Rrh,l( ) R(h,>( ) - - 7 i . b a .... a. b a. ...a. , .. 
.- '1 h 1 · h,+1 /x2 

~-=2 h 1,h2 , ••• ,h1, 1,<x, <- .. <"p--1 <·1 

R(hp) (a ) Q(j) ( ) 
... b · i +1···a. b ahah ... a • X\<-1 . J., I _ 2 hp. 

La matrice regu,liere normale: 

(66) (

1--Wi •.. .• w I ·) \)! . - . -m X = 
b a 1, ... , am 

co (1, 2 .. ,, m) 

, 1+""1 ~--- U.,,U., ... ,U. Lb (a.,a.;; .. , a. Ix), _..;;;.i .""1.1 Ji ,, ,., Ji ,, h 
\l=l j1,j2p·• ,jv ~ 

21\ypHa.l\, 9 
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dont les substitutions differentielles U1, ••• , Um sont definies par les-,. 
series (64) admet evidemment Jes substitution exposantes W1, W2 , • •• , Wm 

l b · • • . I 21tiW, 21tiW, 21tiW • • et es su sbtubons mtegra es e , e , ... , e m en pomts respec-
tivement a1, a 2,. • , am. En ordonnant d'apres le lemme I[§ 6] le deve--
loppement (66) suivant les compositions des substitutions exposantes, on 

( Wl,· .. , w I ) 
conclut, que la matrice reguliere normale W b m x est une a1, ... , am 

fonction holomorphe des substitutions exposantes clans un voisinage des-" 
substitutions nulles: 

oo (1,2, ... m) 

+ "1 "1 W., W., . .. , W. Kb (a., a . .•. a. J x), ~ ~ Ji l'l lv Ji 12 J,, 
v=l ;,,j,, ... j, 

ou les coefficients Kb (a. , a. , ... ,a. I x) ·sont !es · combiriaisons lineaires: 
J, J, h 

d'hyperlogarithmes: 
(68) Kb (a. I x)=Lb (a. J x); 

Ji ]1 

Kb (a., ... ,a. J x) = 
Ji h 

V (1, 2, ..• ,m) 

=~~- ~ 
f',=1 h,,h,, ... hl'- 1~/•<···<x·l'--t<• 

•• • Rlhl'-) (a. , ... ,a.) Lb (ah, ... ah Ix). 
Jxi,.-t+l fv I fJ-

Les series (67) ont evidemment le meme caractere de la convergence· 
par rapport a x, que les series ( 66): elles sont uniformement conver
gentes dans tout domaine fini de la surface @5 (a1, a2, ..• ,am co),. 
ne contenant a l'interieur et sur le contour aucun des points a1, a 2, • •• am •. 

Les substitutions exposantes W1, ... , Wm se trouvant dans un voisinage, 
des substitutions nulles, les substitutions differentielles Ui, •.. , Um de
finies par les relations { 64) ainsi que la substitution differentielle 
U 00 = -c- ( U1 + ... +um) jouissent de la meme propriete. Par conse
quent, conformement aux relations (57) [§ 17] la matrice reguliere 
normale ( 67) admet la substitution exposante en point a l'infini: 

Woo= 0oo(U1,· . . ,Um' b)-1 uoo0=(U1, .. . ,Uml b) 
a1,· .. , am a1,·-· .. ,am I 

qui est ainsi bien definie par Jes substitution Wi, W2, .. . , Wm. 
II suit, immediatement du developpement (67) que les deux matriceS>

regulieres normales en point b et c sont liees par Ia relation: 

(69) wb (W1,• .. , Wm Ix)= WC (Wi, ... , Wm Ix) wb ( Wi, .. •• Wm.I c)\ 
a,, . .. , a j ai, . .. , a I a1, • •• , a I . m m m 
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OU 

Uj (b) = H? ( Wi, . •. 'Wm), *) 
a1, .. . , am 

sont evidemment Jes fonctions holomorphes des substitutions exposantes 
clans un voisinage de la substitution nulle: 

(72) aj(W1, ... ,Wml b)=1+ 
a1, ... ' am 

,.x, (1, 2, ... m) 

+ "'1 "' W. , W. , ... , W. M,. (a., _a. , ... ,a. I b) ~ ~ Ji h l'J Ji h Iv 
'1==1 ii, }J, .. ·iv 

(73) ]j (W1,, .. ,Wml b\)-1 =I+ 
a1,• • ., am 

co (1,2, ... ,m) _±_ 

+ "'1 "'1 W., W.,, ... ,W. M. (a., a.,., .. a. lb), ~ ~ ]! I. lv I ft h h 
\l=-:....1 ji, }2, ... ,j'J 

!es coefficients etant definis par !es relations: 
* * M. (a. [b)=N. (a. lb); M. (a. lb)=N. (a. lb) 

J ]1 J " J " J }t 

M. (a., ... ,a. lb)= 
J }t Jv 

V (1, 2, ... ,m) 

=~ ~ 
p.=1 h1oh,, .... hl'- 1:;;;x,< .. ·<•p.-1<·1 

R~h,l (a .. , .a. ) Rb(h,) (a. • . . a.).·· 
lt Jx, 1x,+1 h, 

* 
Rt!'-) (a. . • • a.) N. (ah, ah ... ah I b) 

Jxp.-1+1 /v I I ' fJ. 

M . (a . ... a. I b) = 
J ]1 Jv 

., (1, 2, .•. ,m.) 

=~ ~ ~ 
1'-=1 h,, h, ... hl'- 1:;;;x,< ... <•p.-1<v 

* .•• R.'.hl'-) (a. +1 ••• a.) Nb(ah, ah ••• ah lb). 
f fp.-1 }v I 2 P, 

------
*) Les fonctions &. se trouvent ainsi bien definies par !es relations (71:i. 

I 

9 
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En appliquant la relation (57) du § 17 a la matrice reguliere nor-

\I• (W1,· • .,w I )\ male J b m x , on a: 
a1, .•. , am 

W.= e.(Ui(b), .. . ,um (b)! b)-1 U; (b) 0.(Ui(b), ... ,Um(b)I b). 
' ' a1, ..• ' a I ; a1 .•. ,a m . m 

Done, en vertu des relations ( 7 1) les s4,bstitutions differentielles de 
la matrice reguliere normale consideree peuvent etre mises sous forme 

(75) U.= ff (W1,· .. ,Wm\ b) W. &.(Wt,·· .,Wmi b)-1 
J J a1, ... ,am J J a1, .. ,·aml 

II vient de la formule (42) [§ 14] que . 

(76) 'I\ (W1, ... '1.Vm I x) --:- 0~ (U1 (b), ... ' um (b) I b )-l ( x-aj )Uj(~) 
a1, ... , a a1 , ... , a J b-a. m, m J 

ff.(Ui(b),. · .,Um(b) I b). e.(Ui(b),. • .,Um(b)I b)-l X 
I a1, ... ,am I 'a1, ... ,am I 

X e.(U.i(b), ... ,Um(b)I x)= 
l a1, ... ,a I 

m I 

= ( :=:~ )Wj &; (W1,. ••,Wm I b)-l EJj (Ui(b), ···,Um(!;,}\ x) 
J a1, • .. ' am I a1 ' ..• 'am I 

En substituant Jes expressions (76) clans la relation (69) on re"oit: 

(b-a)-.wnt. (W1, ... ,wm1 b)'- 1 0. (Udb),, .. ,Um(b)I x'J, = 
. J a1, ... , am I I \ a1, , ... , am 

En faisant x = a., en se souvenant des relations: 
J 

0. (Ui (b).,., ,,Um (b) I a.\= ti. (Ui (b), . . ,Um (b) ! ~.·\-! · I 
1 \ a1 , .•. , am / 1 ) 1 \ a1 , •.• , am [ · 1 ) 

[§ r 2] et en remplaceant c par x, on trouve 

(77) 

··e·.fU1(b), ... ,Um(b)'I )=& (WJ, ... ,wm:. b') (x-aj\-Wj v 
;\ X j· ! ---) .A. 

,a1 , ..• ,am a1, ..• ,ami b-aj/ 

X -0 (· 1.v1, ... ,Wml ) (·x-.-aj)wj-t} (Wi, ... ,Wml .,-1 
i X • -- i ·' . ! b) • a1,.,., am. ,b---,.a1 \ a1, ... , arnl 



Le probleme de Riemann. 133 

En su bstituant cette derniere expression clans la relation ( 76), on 
arrive a la representation d'une matrice reguliere, normale sous forme 

(78) 'I\ (W1,·. ·, Wm Ix)= 
a1,·. ·, am ' 

= &. ( W1, .. . , Wm Ix)' (x-aj \ Wj &. (W1, ... , Wm\ b)-1 
1 \ a1, ... , am - b-aj) 1 a1,•··• am . 

D'une fac,on analogue on rec,oit la representation: 

II\ (W1, ... ,Wml x)= 000 (W1,···• Wml x) (_}:)wco&; (W1, ••• , W) b ')-·~ 
\ a1,.,., am a1, ... , am \ a1,·--, am: 

La matrice 

(79) 0. ( W1, •.. ,Wm Ix)= 0. (W1, .. . , Wm \Ix) (x -a.)Wj' 
I a1, ..• , am I J \ a1, ... , am 1 

. d"ff' cl I . . 1·· I \Tr (W1, ... ,wm1 ) qm ne 1 ere e a matnce regu 1ere norma e ~ b a1, • •• , am x 

f d , • cl . & (W1, ... ,Wm\ b)-1 t que par un acteur constant u cote r01t: ; ·\ , es 
a1, ... , am 

evidemment de meme une matrice reguliere aux substitutions exposantes 
W1, ••• Wm en points a1, • •• am. En ecrivant la matrice reguliere con-

sideree sous forme: 

OU 

conformement a la relation ( 77) on a: 

&.(W1, ... ,Wml X \=(b-a)-Wj{f_ (W1 , . . ,Wml b \-1 X 
J a1, .. , a \ I J J a1,.,., a ) m, m 

X ej (U1 (b), .. . ,um (b) Ix) . ·.rrj (W1, ·.,Wm I b) (b-a)wj, 
\ ai, , ... , am a1, . .• , am 

Cette derniere matrice reste evidemment holomorphe clans un voisi
nage du point x •. a. et se reduit a I en ce point. Done, la matrice 

J 

0 (Wi, ... ,Wml \ d'f.. I Jt· (' t' . j . x I , e 1me par a re a 10n 79) est une ma nee meta-
a1 , ... , am I 

canonique par rapport au point aj, admettant Jes substitutions expo

santes W1 ... Wm en points a1 ..• am. En effet. ii suit de la formule (56) 

[§ 17] que la substitution differentielle de cette matrice en point a; 
est precisemment w,. 
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En comparant !es considerations de ce paragraphe aux resultats des 
paragraphes 12-14 et 17 on arrive a la conclusion suivante: les mat
rices regulieres considerees peuve~t etre traitees, en general, soit comme 
fonctions de leures substitutions differentielles, soit comme fonctions de 
leures substitutions exposantes. Ces deux points de vu nous amenent 
d'ailleurs aux relations analogues. Cela revient au fait, que Jes matrices 
regulieres normalisees en points arbitraires sont, en general, aussi bien 
definies par leures substitutions differentielles que par leures substitutions 
exposantes: dans le premier cas !'indetermination se reduit a un facteur 
constant du cote gauche [§ 10; (24)] et dans le deuxieme-au meme 
facteur du cote droit [(69)]. 

§ 20. Pour achever l'etude des fonctions fondementales des substi
tutions exposantes dans un voisinage de la substitution nulle, nous avons 
encore a etablir Jes relations de recurrence pour Jes coefficients des 
developpements (64) et (67) qui seront beaucoup plus simples et plus 
instructives que !es relations (65) et (68) et qui determineront ces co
efficien 1s independamment de toutes Jes autres fonctions special es con
siderees. 

Les substitutions differentielles U. (b) d'une matrice reguliere nor-
1 

I \Tr (W1, • .. 'W I ) ~ . . f . I ma e 1c b m x peuvent etre traitees, comme onchons ana y-
a1, .... , am 

tiques du point de la normalisation b: 

( W1, ... ,W I ) ( W1,.,.,W I )--l 
U. (b) = W _ m b U. (c) W m b , 

} C lll,• • •J Qm } C llt,• ••J Qm 

ou c est un pointe fixe, ce qui suit immediatement de la relation (70) 
[§ 20]. Les matrices regulieres du cote droit de la relation (81) satis
font aux systemes: 

~W (W1, ... ,Wm\b )=W (W1,, .. ,Wm\b) {-, Uh(c) 
db c a 1, ... , a c a1, ... , a 1 ~ b-ah 

m m h=l 

~ (W1, ... ,Wm\ )-1_ ~Uh(c) ;W1, ••• ,Wm\ )-1 

db W b - - ~ b W I b · 
c a1,· .. ' a -ah c \ a1, •. • , am 

m h=l 

Done, en differentiant Jes relations (81) par rapport a b on trouve: 

Outre cela, ii suit des relations (75) et (So) [§ 19] que !es fon
ctions (b - a.)- w, U. (b) b - a,) Wj restent holomorphes par rapport a 

J J J 
b clans un voisinage du point a, et que 

(83) [ (b - a)-Wi U, (b)(b - a) w,h-7a =: Wj. 
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Done, I e s s u b s ti t u t i o n s d i ff e r e n t i e 11 e s, t r a i t e e s 
.comme fonctions du point de la normalisation sont 
]es matrices integrales du systeme d'equations diffe
:rentielles (82) satisfaisant aux conditions initiales (83) . 
.Bien que le systeme (82) est non lineaire, il admet les points singuliers 
-fixes: a1, a 2,. • • am co; En effet, on verifie par la differentiation, que 
les matrices integrales de ce syst~me: U1, U2, ••• Um, se reduisant aux 
matrices constantes C1, C1 ••• · Cm en point b = c, sont I es f on· 
ct i o n s e n t i e r e s de ces dernieres matrices: 

( Ci,., .,C I ) (Ci,,, .,C I )-1 U. = (I} m b C. IP m b 
] C Q 11• • .,am ] C Ut,• • .,am l 

Les integrales du systeme (82) aux conditions initiales (83) sont 
.. evidemment fournies par Jes relations (5 7) [§ 17 ]. La construction des 
expressions explicites des matrices integrales U1, U2. . . Um, satisfaisant 
.aux conditions initiales (86), a l'aide d'un choix convenable des matrices 
constantes Ci, C2, ••• Cm de l'integrale generale (84) se reduit a la 
resolution d'un systeme d'equations de la forme (57). En effet, le 
point c etant suppose fixe, en remarquant, qu'en vertu de la formule 
(42} [§ 14], on a: 

W m b) ' --- -0 m C l· .. (C1, ... ,c I \ ( b-aj)-Cj] - (C1, . • c I )-l 
c\a1, •.. ,am\ / c-aj b-';>aj- j a1 .. ,am\ ' 

,-On conclut, que Jes conditions (83) determinent !es matrices constantes 
,C, . .. Cm par le systeme d'equations 

- (Ci, .. , ,Cm\ )-l· - ( Ci, , , ,Cm J ) 8. IC C.0. IC =W .. 
J a1, .• . ,am J J a1, ... ,am J 

En substituant clans le systeme (82) les series des compositions: 
oo (1, 2 ... , m) 

Uj=~ ~ (") W. W. W. Rb' (a. a. a.), 
]1 h· .. J,, Jr h··· J,, 

v-=1 ji,j2,···,jv 

en comparant les coefficients d'apres Jes memes compositions des substi· 
tutions exposantes et en tenant compte des. conditions initiales (83), 
on rec;oit les relations cherchees de recurrence pour les parametres 

R(,,j) (a. a ... a.): ,, ,, ,, 
RU)()- RUl() ··-+-· b aj - 1; b aj, =o, s1 J1 -t-J 

(") 
(85) Rf (a. a. a )= 

Ji 12,... f, 
b v-1 

= j "'1" -b d~ ~ [R~h)(a ..• . a.) Rf> (a. . .. a.)-
~ -ah ~ Ji Jx Jx+l Iv 

a; h ~t=j x=l 

RU> ( . R(h) ) ] - b a ..•• a.) b a. , • , a . . , 
/1 Jx h+l }v 
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§ 21. En passant aux coefficients· du developpement' (67), nous:, 
considerons la caractere de la ramifications des fonctions Kb (a .... a. I x) 

It J,1> I 

en points a1, az •. . am. En vertu de l'egalite, 

( W1 • .. w 1-) ( W1 ... w I + \ ., W mx-'lt mx_ 
b a 1 ••• am I b a1 ••• am I J-

2 ·w iW1, .• W I+)· = (e 1
" j - I) W / · m x , 

b \ a1 • •• am I 
qui a lieu au bords de chaque coupure (aj co) (j = I, .•. m), !es valeurs, 
des fonctions Kb (a ...• a. J x) aux bords de la coupure (a co) sonfi 

Ji h . J 

liees par les relations: 
- + 

(86) Kb(a .... a. !x)-Kb(a .... a. !x) =o 
]J J,, ]1 l'J 

). - ). + 
Kb(a1. a .... a. lx)-Kb(a. a . ... a. 1

1
x)= 

" h J Ji h 

). + = ~ (~~if K (i-x a .... a. ! x} 
~ "t-/ ,b J " h' 
x=I 

OU h ::/=j 

Envisageons le systeme des fonctions: 

K' (a' ... . a'. lx');"ji, ... f = I, 2 ..• m.v= 1, 2, 3, ... 
Ji J., I j 

definies par Jes relations de recurrence: 
0 

j . d; 
K' (a)x)=- E-x' 

a'j 

I Q ). _,Y.-J ~ , 
K' ( ), ' ' I ') - -/ ~ (2 .. 1) K' ( ,,_ __ ,. ' ' ; ~\~ 

aj aj, . .. ajv x - ~ 1d aj aj, . .. aj., : '''.;-x"' 
a'j 7. == 1 

ou j * ji et Jes integrales sont prises suivant Jes bords positifs des 
coupures ( a;. o) dans le plans de la variable complexe x'. En vertu d 'un 
theoreme bien connu de S o kc ho t s k i sur Jes valeurs Hmites de I' inte
grale de Cauchy, les valeurs des fonctions K' (a' .... a'. Ix') aux bords 

]I ],, 

positifs et negatifs de toute coupure. (a;, o) sont liees par !es relations,.. 
completement analogues aux relations (86). En posant 

(88) 

on a l'identite: 

' I ' 
aj = a. - b; x - x - b ' 

l 
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En supposant que Jes identites 

(89) K'(a' .... a'. lx')=Kb(a.: . . a. Ix) 
]1 h Ji ,,, 

ont lieu pour toutes Jes valeurs de I'indice 'I < p,, on conclut, que !es. 
fonctions: 

Kb(a .... a. lx)---'K'(a' .... a'. Ix) 
]1 lp. J lp. 

sont uniformes clans tous le plans de la variable complexe x. En remar
quant que ces fonctions ne peuvent admettre que des singularites du 
type logarithmique et qu' elles se reduisent au zero pour x = b, on rei;oit 
l'identite, 

Kb (a .... a. Ix)= K' (a' .... a'. Ix). 
], lp. ]1 lp. 

Done, !es identites (89) subsistent pour · toutes Jes · valeurs de 
I'indice p, et Jes coefficient du developpement (67) se trouvent definis 
par Jes relations de recurrence (87) et Jes transformations bilineaires (88). 

§ 22. En resumant Jes resultats des §§ 1 9 - 2 I on rei;oit le theoreme 
suivant: 

Theoreme Ill. 0 n p e u t C O n s tr u i r e u n e m at r i C e r e g u-
1 i er e 11 o r ·m ale e n p o i 11 t b, a d m et t a n t I e s s u b s t i t u
t ions exposantes W1,·· ., Wm en points ai, ... am et admet
t au t o u tr e c e I a u n e subs tit u ti on expos ante a l'i'n fin i. 
Ce t t e mat rice, a ins i q u e s es subs tit u ti on s differ en
tie 11 es, son t des f on c ti on s ho lo morph es des subs ti
tut ions exposantes en voisinage des substitutions 
nu 11 es: 

\ r I,·•·' m LJ , ' ' I , ( w w I ) co (1. 2: ... m) 

1 b . x = l + ""1 ""1 W., W., . .. , W. K (a . ... a. , x ) 
a1, .. ··t aml ~ :~ . ·Ji h J,, h J,, 

•= 1 ]JJ, .. ·h 

(w W ) 
co (1, 2, ... m) ' 

(j) . 1,, • ., m :1 . (j) 
Hb = ""1 ,, W., W., .. . , W. Rb (a .... a.), 

a1, ... , a ~ ~ 1i 12 J,, Ji 1,1 

m. '>=1 i1 h···J., 

OU 
, I , I 

x = x-- b et aj= a;-b 

et les coefficients 

K' (·' . ' I ') Rlj) (a a ) a . ... a. x et b j, • · • ; Ji h • 

sont definis par I~s relations de recurrence (87) [§ 21I 
et (85) [§ 20 ]. 
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Dans le cas particulier, ou le groupe produit par !es substitutions 
exposantes et commutatif, on a: 

<n(W1, .. . , Wm)-H[ --W. 
01,• •. , am J 

Les formules du theoreme III nous donnent evidemment la resolution 
algorithmique du probleme, ( C) [§ I 9], clans le cas, ou Jes substitutions 
expos.antes se trouvent clans un voisinage de la substitutions nulle. 

VI. Fonctions fondamentales des substitutions e:xposantes 
dans tous le domaine de leure existence. 

§ 23. La resolution du probleme (C) [§ 19] clans le cas general, 
independante du procede du prolongement analytique des series du 
theoreme III, sera fournit par une methode des approximations succe
ssives qui nous donnera !es expressions analytiques explicites des sub
_stitutions cherchees a I' aide des fonctions: 

(90) 

deja connues. Nous avons indique que ces fonctions sont des fonctions 
meromorphes des substitutions X1, ••• ,Xm dont Jes singularites cor· 
respondent aux valeurs de la substitutions ~- aux differenees entieres 
des nombres caracteristiques distincts. Pour tous les autres systemes 
.des substitutions X1, ••• ,Xm les fonctions (90) comme nous l'avons vu 
.dans le § I 2 sont definies par !es expressions suivantes: 

1°. le point a. etant fixe sur la surface universelle @5 (a1,• .. ,am,oo), 
J 

pour toute les valeurs de la variable x sur ®, satisfaisant aux inegalites: 

(91) lx-ail<lah-ai\; h=1, ... ,j-1,j+1, ... ,m, 
par rapport au point ai indique ci-dessus, on a les developpements 
.de Tay Io r: 
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ou les coefficients sont les fonctions rationnelles des substitutions 
Xi, . .. ,Xm *) et des points a1 ••• ,am, definies par les relations de 
recurrence: 

. r· A~o) (Xi,· · · ,Xm) = Jo> (X1, ... ,Xm) = I 
I ai,···,am l a1, •.. ,am 

I X A~r) (Xi,• • • ,xm) + rA~r) (X1, • • • ,xm )-A~r) (X1, • • • ,x m)x.= 
(93) J J a1, .•• ,a J ai, ... ,a J a1, ..• ,a. J 

. m m m 
r-1 

=-~ ~ A~P>(Xi, ... ,Xm) 
~ ~ 1 \, ai, •• • ,a 

h =l=i p==O m 

X. A~')(Xi,. • .,xm) +rA~)(X1,• • .. xm)-A~r)(X1,• .. ,xm) X.= 
I J \ a,• • •' am J a1, • • •' am I at, • •' am J 

r-1 

~ ~ *(o)(Xi, .. . ,X ) I = X A: m 
h l a1, .• •, a (ah-a·r-p 

h~j~ m 1 

2°. Si x est un point distinct des points ai, .•. ,am et se trouvant 
hors du domaine (g I), on fixe un point arbitraire c a l'interieur de ce 
domaine et on pose: 

t\(X1,· .. ,Xm Ix)= (:=ai)x ~\(Xi, .. . ,X':' 1· c). <Pc (X1,· · .,X"'I x) 
a1, •• • ,am a, a1,· . • ,am a1,• .. ,am 

ij-(Xi, ... ,Xml x)-l=cI> (X1, ... ,Xml x)-l e.(X1, .. ,,Xm/ c)-l(c-iz)-X: 
J a1,···, a c a1,, .. , a / J ai, ••. , a / x-a m • m m 

Si l' on veut continuer les calculs a I' aide des series de T a y l o r 

on fixe les points intermediaires c0, c1, ... ,cl--l' cl-=?' sur le chemin 
(a; x) sur e, et ou se serve des formules: 

*) Nous dirons que la fonction F (X1, •• • Xm) est rationnelle par rapport 
aux substitutions X1, .• . ,Xm, si !es elements IF (Xi, ••• ,Xm)lkl sont des fon-

ctions ratiounenes des elements l xj !,.).· 
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qi (X1, ••• ,Xm\c ). = ~(c -c. )' s<rl (X1, ... ,Xm) 
Cx-J llj ll X ~ Y. x-1 Cx-1\aJ a \ , .... , m r=O ' •. , m 

00 

qi (X1, ... ,Xm IC ) = "'1 (c - c. r s<r) (Xi, ... ,xm \\ 
cx-1 a a x ~ x x-1 . c,.-1 a1 a ! 

1 • • • m I r:::::: 0 '• • •' ml 

X, oo 

( c0-aj) J = ~ _I_ X. I , Co - ai 
\x-a- ~ r! J g x-a. 

1 r= 0 1 

* et Ies coefficients d') et B(r) soot Jes fonctions rationnelles des 
c,.-1 Cx-1 

substitutions X1 ... Xm et des points a1 ••• am, c,._ 1 definies par Jes 
relations de recurrence: 

s<r> (Xi ... Xm)-
c,-1 a1 ••• am 

(g5) 
=-~ ~ ~ B(p) (X1. · .xm)x I 

T ~ ~ c,-1 llJ, ••am h(a -C )'-p 
p=O h::cl h x-1 

Jfr> (X1 .. · Xm) = 
Cx-J a,••• am 

-~ ~ ~ X B (X1,,.Xm) __ r 
- r ~ ~ h c,.-1 a1 •.• am (ah-c".-lr- p 

p=O h=l '· 

Le theoreme fondamental, qui donne la resolution generale du 
probleme (C) [§ 19) peut etre enonce, comme il suit: 

Theoreme IV. 0 n p e u t C O n s t r u i r e I e s s u b s ti t u t i O n s 
d i ff e r e fl t i e 11 e S U1, . , . Um d ' U n e m a t r i C e r e g U J i e r e n O r-

( W1., • w I ) 
m a I e W b _ ai. . . a: x qui son t d es f on ct ions a n a-

1 y ti q u es uniformes des substitutions exposantes 
W1,. , . , Wm' d Ont J e S Sing U Jar j t e S CO r re Sp On dent a U X 

valeurs des substitutions Wi, ... , Wm aux differences 
e n t i er e s d e s n o m b r e s c a r a ct e r i s ti q u e s d i s t i n c t s. P o u r 
t o u s I e s a u t r e s s y s t e m e s d e s s u b s t i t u t i o n s e x p o
s antes les fonctions considerees 'sont representables 
par I es express i o n s: 

_ _ . s ~~ s+•. s 
(96) U. = Im U. = W .. + [ U. - U.J, 

1 s..::,co J J J 1 
s =-: 0 
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<>u 
0 

~=~ 

(97) 

O O O O l 

U.= 0. (UJJ" .. ,um I b) w. 0. (U1, .. . ,um I b)-
1 J a1, . .. , am I ' ; a1, ... ' am I 

s+l ~- (lfl,• .. ,IJ / ) --. ('lf1,• · .,l/ I )-l U. = ('j . m I b W. E). m b ; 
J J ai, . .. ' am j J J a1, • •. ' am 

11 est presque evident, que Jes substitutions cherchees U1, ••• Um n'existent 
pas, si quelques differences des nombres caracteristiques distincts d'une 
ou de plusieures substitutions du. systeme W 1, • •• , Wm sont entieres. 
Soit, en effet, Wi une telle substitution. Les differences des nombres 
caracteristiques distincts de la substitution correspondante Uj doivent 
etre non entieres,, car clans le cas contraire la ma trice reguliere normale 

cp 1U1 , •• • , Um I ) 
b \ a1, . .. ' am / x 

n' admettait pas de substitution exposante en point a1 [§ 17]. On peut 
former alors !es matrices 

e. (U1, ... ' um I b) et 0. (U1, ... ' um\ b )-1 
1 UJ,··•, am J a1,·•·, am 

et la substitution U;, en vertu de la relation (5 7) [§ 17 ], serait sem· 
blable a la substitution ~. ce qui se reduit a une contradiction. 

Etant donne un systeme des substitutions W 1, ••. , Wm aux differences 
non entieres des nombres caracteristiques distincts, toutes !es substitutions: 

s 

U. ( s = 1, 2 ... ) sont semblables a la substitution W. et chaque 
J 1 

s 

substitution U. se trouve ainsi bien definie a l'aide des fonctions (90). 
J 

Si les limites 

{98) 

existent, la substitution U1 est de meme semblable a la substitution W; 
et la relation (97) donne les equations: 

a (U1,· .. , U \ ) TI (U1,·. , U I )- 1 
U. = Cl. m b W. D. m b , 

I J a1, .. . , am 1 1 a1,• . . , am 

qui sont equivalentes aux equations (5 7) [§ 17]. Done, la representation 
(96) sera verifiee, si nous demontrerons !'existence des limites (98). Avant 
d'aborder cette demonstration, nous examinerons le caractere des appro
ximations successives du theoreme IV clans le cas deja connu, ou les .. 
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substitutions exposantes se trouvi;nt clans un voisinage de la substitution 
nulle. On a alors les developpements: 

s-1 s-1 oo (1,2, ... m) 

0.(Ui ... Um I b)=r+ ~ ~ w. w .... w. ;.(a .... a. I b), 
J a1 • • • a . . . h h ,, 1 J• h 

m v==l Ji• /':J.• •• .J.., 
s-1 s-1 -l oo (1,2, ... m) *s 

0.(ui . .-•um I b) =I+~ ~ w. w .... w. Ma .... a. I b). 
J a1 ... am •=l j,,j,, ... j, h h h I Jt 1, 

oo (1, 2, ••• m) 

s ~ ~ s(") U.= W. W . ... W. Rb1 (a . •.. a.), 
} }t- h h }t h 

•=l j,,j,, ... j, 
(99) 

oii les coefficients sont definis par les relations de recurrence: 

kt> (a.) = I; R<,fl (a.) = o si ji =t- j, 
I h . 

1 

M.(a ..•. a. I b)=N.(a .... a. I b); 
J }t J, J ' ,, 

*1 * 
M.(a ..•. a. I b) =N (a .... a. I b); 

J J h J J h 

~(;)( >-·-b ai, ••• ai, -
1 *1 

= ""' M. (a .... a. I b) £.(a.) M. (a. • .. a. \ b}; 
~ J Jt lx-1 J ix J Jx+l J, 

l~x~, 

............ 
s+l 
M. (a . .. . a. I b) = 

J }t h 
, (1, 2, ••. m) 

~ ~ ~ s(h,) s(h,) = Rb (a .... a. ) Rb (a. . .. a ) ..• 
,. Jx, Jx,+1 Jx, 

1'-=1 h1 h1 ••• hl'- l~x,<···<"1'--1<·1 

\h >' -••. Rbl'- (a. • .. a.) N.(ah ah .•. ah I b); 
Jxi:,.-1+1 fe ] . I 2 jL 

•s+l 

(100) M. (a .... a. I b) = 
J ' " , (1,2, ... m) 

~ ~ ~ s(h,) s(h,) = Rb (a.a .... ) Rb (a. ...a. ) ... 
Jt Ix, 1x,+1 ,,, 

jL=lh,h, ... hl'- l~x,<···<"1'--1<• 

s (h :!_ 
.. . Rb I'-) (a. . .. a.) N. (ah ah •. . ah I b); 

Jxl'--1+1 h 1 1 • l'-

s+1 . ~ s+l *s+l 
R <bi) (a .... a.) == M. (a .... a. \ b)E.(a.) M; (a. ...a. ! b), 

h h J Jt h-1 1 ' h 1x+1 }., 
\ l~x~, 
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<>u 
E. (a.)= 1; E. (a.)=o si h =4=; 

1 I I /1 

II suit de ces formules, que 
1 2 

M. (a. I b)= M. (a. I b)= ... = M. (a. I b) 
'" ]], Jh 

~ ~ * 
M.(a. J b) = M.' (a. J b) :=. ... = M. (a. J b) 
lit Jh )It 

1 ( ") 2 ( ") (") 
Rb' (a. a. I b)=Rb1 (a. a.)= ... = Rb' (a. a). ], ,, " ,, Ji ,, 

En supposant, que les formules: 

\

.;,.(a ... . a.)=-;-.\a .... a.)= ... = M.(a ..•. a.) 
( ) J Ji ls 1 /1 ls J It ls 
IOI 

•s •s+l 
M.(a .•. . a.) =M.(a ... . a.):= ... = M.(a ... . a.) 

I Ji ls 1 Ji ls I Ji ls 

et, par suite, les formules: 
s s+l 
RUl ( ) - RU) ( ) - - R(n ( ) b aj, • •• ajs+t - b aj" .. ajs+1 - ••• - b aj1_ ••• ajs+1 , 

OU 

* - - (') 
M.(a . .. . a. I b), M.(a .... a. I) et Rb' (a ... . a.) 

J Ji h J J h . J h 

sont les coefficient des developpements (72), (73) et (64) [§ 19], ont 
lieu pour toutes les valeurs de l'indice s < o, et en tenant compte des 
relations de recurrence ( 1 oo) on voit, que ces formules subsistent encore 
pour s = o + 1. Done, les formules (Io I) sont valables pour toutes Jes 
valeurs de l'ndice s. En comparant les developpement (100) et (64) 
{§ 19], on conclut, que les termes contenant les compositions de 
I, 2, .•. s + I substitutions du developpement de la s·ieme approxima-

s 

tion Uj, suivant les substitutions exposantes, sont identiques aux termes 
correspondant du developpement de la substitution cherchee U., de sorte 

. J 

que = (1, 2 ..• m) 

s - ~ ~ (j) s (j) U.- U1.- W.W .... W. [Rb (a .... a.)-Rb (a .... a1-)]. 
1 ... Ith h 1 h "' v=s+2 J,, J, ... J, 

§ 24. En passant a la demonstration de !'existence des limites (98) 
[§ 1..3], nous supposerons d'abord, que la configuration des points sin
guliers a1, a2, .•. am jouit de la propriete suivante: ii existe un domaine 
sur la surface universelle @:5 (a1 ••• am, co), dont taus Jes points inte
rjeurs b satisfont aux inegalites: 

-(102) I b-ai I< J ah-aj J; j= I, 2, ... m 

h=1, ... j-1,j-f- 1. .. m. 
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Considerons les matrices: 
0 ~ 
T. =I; U.= W. 

J J I 
0 0 

1 - (·Ul, • , · , Um I ) T.= 0. b. 
J J a1, . .. ,am J 

1 1 1 . 
-- -1 
Uj= 1j Wi T1 

s s 

( U1,, • .,u I ) 
a1, ... ,a: bj 

Toutes ces matrices sont des fonctions holomorphes des parame
tres b1, b2,, .. bm a l'interieur du domaine 

I bj-aj I< I ah-aj I; h---=1, ... j~1,j+1 ... m 

j= I, 2, •.. m 

de I' es pace complexe a m dimensions, pourvu que Jes differences des 
nombres caracteristiques dh;tincts des substitutions W1, • •• -Wm ne soient 

pas entieres. En effet, la proposition etant vraie pour s = 1, supposons 
qu' elle a lieu pour s = cr. 

En tenant compte des formules (103} on trouve: 
cr a v cr cr cr 

T. 
J 

Ta fw, (T.-1 U1 T., .. . , w., ... ,T.-1 u T.I .. \ .a 1 = j 'CJ j J J J J m J b . )' T.-
a 1 • .•. , aj' • .. , a;,, J J. 

(105) cr :1 cr cr • cr cr 

a-!--1 a ( -1 - -1 - I )-1 T -1 7. ,.., T. U1 T., . .. , W ... .. , T. u T. , _1 · = .u .. 1 1 1 1 m. 1 b T *} J J J . . • 
a1 , ... , aj' ... , am · l I 

_ (x, ... x / ) *) En remarquarit, que la matrice H1. m x represente la matrice 
. a 1 ••• am 

integrale du systeme 

se reduisant a I pour x = aj' on a la relation 

_ (X1 • •. • Xm I .. )._ -:- (A- 1 X, A, ... A-1 Xm A 1· .) _ 1 e. Ix - Ae. . X A ' 
l\ll1···am. •. J\ a 1 . •.• , am 

ou A est une substitution arbitraire, independante de x. 
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Les matrices 0. (Xi, ... ,Xm1b.), 0. (X•,···,Xml b.)-1 eta:nt des 
1 a1, ..• ,am J I ,a1 , .•• ,am\ J 

fonctions entieres par rapport aux substitutions X1, ... X;-i• Xj+i•··· Xm 
a+l o+l a+l 

[§ 12], il resulte des relations ( rn5) que les matrices T;, 1j -l Ui 

sont encore holomorphes par rapport aux parametres bi, . .. bm a l'inte
rieur du domaine ( I 04). 

Done, a l'interieur du domaine indique on a les developpements de 
la forme: 

00 

(106) ~= ~ 1\[ri, ... ,rmJ·(b1-a1}" ... bm-am)'m 
r1,···rm==O 

j,_-1= 
J 

00 

(108) ~ E;[r1, ... ,rm] • (b1 - a/' . . . (bm - am)'m, 
r1·•·,rm==O 

OU 

s - s 
D;[ri, ... ,rm]; D; [ri, ... ,rm], Ej [a1, ... ,rm] 

sont les matrices ne dependant que des substitutions W1, . • • Wm et des 

points a1 •.• am. 

En vertu de la condition concernant les points a 1, •.• am, mentionnee 
ci-dessus, les developpements (ro6), (107) et {108) representent les 
matrices respectivement 

si l'on pose 

pourvu que le point b soit a l'interieur du domaine (ro2). 
2B.ypHaA 10 
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Confonnement aux formules (103) on a: 

s ~- r 

(109) D; [o, ... ,o] = D; [o, ... ,o] = I; E; [o, .. ,,o] = Wj, 

s=o, 1, 2, ••• 

0 

E;[r1,; .. ,rm]=o si r1 + ..• +rm>o. 

Dans le cas general, le calcul des coefficients des series (106)-(108)' 
se fait a l'aide des formules (93), [§ 23] et (103). JI suit de ces, 
formules, que 

s s s s 

A<.,) (Ui, ... ,Um) et A*<.,> (U1, .. . ,Um) Les matrices soot evidemment: 
J a1, .•• , am J ai, .. , am 

les fonctions des parametres b1, ••• ,b ,,.~ holomorphes a l'interieur dui 
domaine (104): 

et on a:. 

(110) 

En remplaceant dans les relations de recurrence ( 93) les substitutions: 
X1, . .. xm par les series ( I 08) et en comparant les coefficients d' apre&·; 
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les memes puissances des binomes b1 - a1, ••• b - a , on reroit les 
m m Y 

relations: 

[ ] _ { I pour r1 = ... = rm = o r1, ••• ,r -
m o en tous autres cas 

•+\,) •+\,) 
[r1, ... ,rm]+rc; [ri, ... ,rm]-C; [r1, .•. ,rm] WI•• 

Pm=O 

+~~~ 
h~ l=i p=O p1 =0 

(ah - a )r-p 

Enfin,. Jes formules (103) donnent: 

Les formules (109). (IIo), (1i1) et (11,) nous fournissent Jes 
relations de recurrences qui determinent consecutivement tous les coef
ficients 

s s (r) *• , . 
E; [r, ... ,rm], C1 [ri, .. . ,rm]' D1 [ri,, . . ,rm],D [r1 , •• • ,r,.;], 

comme fonctions rationnelles des substitutions W1, ... , Wm et des points 
a!, ... ,am, pourvu que les differences des nombres caracteristiques distincts 
de c~i, substitutions ne soient pas entieres. 

10* 
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II suit des relations ( II I) que 

\,) _ 2tr) _ _ (r) 
C [o, ... ,o]-C [o, ... ,o]- ... -C1. [o, ... ,o] 

J J 

*\rJ _ * 2 (r) _ _ * (rj 
C. [o, ... ,o]-C. lo, .. .,o]- ... - C. [o, ... ,o]. 

J J J 

Par suite, en vertu des formules ( II o) et ( I I2) , 

1 2 

Dj [ri, ... ,rm]= Dj [r1, ... ,rm]= ... =Dj[r1,· .. ,rm] 

r1+• .. +rm= I r1+• .. +rm= I r1+· . . +rm= I 
~ ~ * 
Dj [r1, ... ,rm] = Dj [r1, ... ,rm]= .. •= Dj [r1, ... , r ml 

r1+• .. +rm= I r1+• .. +rm= 1 r1+•. ;+rm= I 

1 2 * 
E. [r1 .. . r ·1 = E. [ri ... r] = ... = £. [ri, .. . ,r ]. 

J m-- J m J m 

r1+ ... +rm=I r1+, .. +rm=I r1+ ... +rm=I 

Supposons, que !es formules: 

s (r) _ s+\r) _ _ (r) 
Ci [ri, .. . ,rm]--Cj [ri, ... ,rm]- ... - Ci [ri, ... ,rm] 

r1+• . . +rm=s-1 r1+• .. +rm=s-1 r1+ .. . +rm=s-I 
*• r) *•+\r) * r) C'j [r1,•••,rm]=Cj [ri, ... ,rm]= ... =Cj [ri, ... ,rm] 

r1+ .. . -f-r1m=s-1 r1+· . . +rm=s-I r1+· . . +rm=s-1 
(r=o, 1, 2 ... ) 

s s+1 s 

Dj [ri, . .. ,rm]= Dj [ri, . .. ,rm]= ... =D; [r, ... ,r ,,.] 

r1+· .. +rm=s r1+· .. +rm=s r1+ ... +rm=s 
*• *s+l * 
Dj [ri, ... ,rm]= D; [ri, .. . ,rm]= ... = Dj [r1, ... ,rm] 

r1+ ... +rm=s r1+ ... -f-rm=s r1+ ... +rm=s 
s s+1 

E; [r 1, ... ,rm] = F.; [ri, ... ,rm] = ... = E; [r1 ... rm] 

r1+· . . +rm =s r1+• . . +rm=s r1+ ... +rm=s 

ont lieu pour les valeurs de l'indice s = I, 2, •.. ,o. 

En vertu des relations ( I II), ( II o) et ( I I 2) on conclut alors, que 
ces formules subsistent encore pour s = a + I. Done, !es formules ( 1 1 3) 
sont valables pour toutes valeurs des indices s = r, 2, 3,. . . et deter
minent ainsi les matrices 
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Si I' on pose: 
E. [o, ... ,o]= W. 

I J 

C. [r1, . .. ,r ] - C. h ... ,r ] -
(OJ _ *(OJ _ { I pour r1 = ... = rm == o 
1 m 1 m o en tous autres cas, 

les matrices: 

[ ] (r) [ · ] * (r) [ Ej r 1 .• • ,rm, Cj r1, ... ,rm, Cj r1,. 

* D; [r1,• .. ,rm], Dj [ri, .. . ,rm] 

se trouvent determinees par les relations de recurrence: 

(114) ~ Cj'l [ri. . .. ,rm]+ r ct [ri, ... ,rm]- c;,i [ri, . .• ,r ml W',· = 
P1:C::'1···Pm~7m 

-- ~- (Ej (p1, ... ,pm] ct [r,-p,, .. . ,rm-pJ
p,+ .. +Pm~ 1 

r-1 r 1 rm 

~ ~~ ~~-;~ ct [p1, ... ,pm] Eh [r-p1, .. ,,r m -pm] (ah __ 1a/-1 , 

'i 

Dj [r1, •.• ,rj' ... ,rm]==~ ct [r1, ••• ,rj- p, ... ,rm] 
p=O 

r1 rm 

E; [r1,·, .,rm]== ~-.. ~Dj[Pl,•• .,pm] w; Dj [r1-P1, rm-Pm] 
p,=O Pm=O 
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* Les coefficients Dj [ri, . .. ,r ml et D; [ri, .• . ,r ml sont ainsi bien de-
finies, comme fonctions rationndles des substitutions W1, ... , W et des 

m 

points ai, . .. ,am, pourvu que les differences des nombres caracteri· 
stiques distincts de ces substitutions ne soient pas entieres. En faisant 
les evaluations de ces coefficients, on conclut, que le.s series: 

00 

T;= ~ Di [ri, .. . ,rJ (b1-a1)". •• (bm-am)'m 
r 1, ••• ,rm :=O 

00 

representent les fonctions holomorphes des parametres b1, b2, bm dans 
le domaine (104). Des memes evaluations on deduit que les differences: 

00 

= ~ {D)r1, ... ,rm]-1\[r1, ... ,rm]}(b1-a1)" ... (bm-amYm 
r,+ ... +rm=s+l 

r.-1 _ r_-1 = 
J J 

00 

~ {D;[r, ... ,rm]-Dj[r, ... ,rm]} (b1-a1)" ... (bm-am)'m 
r,+ ... +rm=•+l 

tendent vers zero, quand s augmente indefiniment. Cela demontre le 
theoreme IV dans le cas, ou la configuration des points singuliers satis
fait a la condition mentionnee au commencement de ce paragraphe. Les 
relations de recurrence ( I 1 4) donnent evidemment, en outre, la methode 
simple du calcul numerique des substitutions cherchees. 

En passant au cas general. d'une configuration arbitraire des points 
singuliers a1, a2, ... , am, nous fixons les points arbitraires b1, b2, ... , bm, 
distincts des points a1, a 2 , ••• , am, et nous marquons sur les chemins 

< b) ( ) l . . "d" . 0 A-1 l. b a. . ;· = 1, 2, ... , m es pomts mterme 1aires c. ·, ..• , c. , c. = ., 
I I J I I I 

afin que les matrices 
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. se calculent a l'aide des formules (94). Comme daRs le cas precedent, 
.on rei;oit les developpements des matrices (103): 

{ s 00 

"'1 s[ o o ). ).]X ~= ~ Dj r1, ... ,rm,r1 , ••• ,rm,···,r1 , ••• ,rm 
r,+ ... +rm+ 

0 X +r1+ ... +rm=O 

ou les coefficients sont determines comme fonctions rationnelles des 
b · ; W W d • 0 0 X-1 l.- 1 su shtuhons 1, ..• , m et es pomts a1 ..• am, c1 .•. cm, . •. ,c1 •• . cm 

pour toutes les valeurs de ces substitutions aux differences non entieres 
des nombres caracteristiques distincts. On obtient aisement les relations 
de recurrence correspondant, en se servant des formules (93), (g5) et ( 103). 
Les developpements (115) sont convergentes aux conditions: 

l I cJ - aj I < / ah - ai I ; h = I •• . j- I, j + I, •.. ,m 

( )I lc~-c~l<lc~-ahl; h=1,2, ... ,m 
II6 ) l l I 

I 1· ·). . . ~-; I <. · 1 • ;_; . . I 
\ ci - ci ci - ah ; h= I, 2, .. • ,m. 

Les coefficients satisfont aux relations: 
5 O O X X 
D;[r1, ... ,rm, r1 , • .. ,rm, r1 , •• • ,rm]= 

s+l O O X X 
=Di [r1, .. . ,rm, r1 , •• • ,rm, r1 , •. • ,rm]= 

= ... =D; [r1,· . . ,rm, r~ , .. . ,r:, r~ ,. , .,r~]X 

*' 
X Dj [ri, ... ,rm, 

11:· 

= ... =D; [ri, ... ,rm, r~ , .. . ,rm, r~ , .. . ,r~] 

.si r1 + ... +rm+ r~ + ... + r~ + ... + r~ + ... + r~= s. 
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En faisant les evaluations de ces coefficients on demontre la con
vergence des series 

T.= 
J 

CX) 

0 0 O O ) ) i ), 
X ( )'1 ( )'m (, ,-1)'1 ( ls i--1)' / cl-al ... cm-am .•. cl -cl ... cm-cm m. 

00 

A ), ] 
r0 ••• • ,rm X 

X lg'' 

aux conditions ( 116) et on etablit que les differences: 

tendent vers zero, quand s augmente indefiniment. 

En posant h1 =bi= .. . =hm = b, ou b est un point arbitraire 
distinct des points a1, a1, • •• ,am, on acheve la demenstration du theo
reme N. 

§ 25. En se servant du theoreme IV, on re~oit aisement le theo
reme V, concernant Jes matrices regulieres normales et metacanoniques: 

Theoreme V. On p e U t CO n St r U ire I e S mat r i Ce S reg u-
1 i e r es m et a c a n o n i q u e s e t n o rm a l e s q u i s o n t l e s f o n· 
ctions analytiques uniformes des substitutions expo
s a n t e s, d o n t I e s s i n g u l a r i t e s c o r r e s p o n d e n t a u x 
valeurs de ces substitutions aux differences entieres 
d e s n o m b r e s c a r a c t e r i s t i q u e s d i s t i n c t s. P o u r t o u s 
Jes autres syi;temes des substitutions exposantes. 
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W1, .. , , Wm J e S f On Ct i On S CO n Sider e e S 6 0 n t rep re Sen

t ab I e s s o us f o r m e: 

(117) 

(II8) Wb(W!,• · .,Wm Ix)= 
01,• • • , am! 

s s s s 

= Jim e.(u1' .. . ,Um I x) (:-=:,~)wj 61(U1,• . • ,um I b)-: 
s~= J ai, • •. , am 01, • •• , am 

s 

ou !es substitutions U. sont definies par !es relations 
J 

(97). 
La demonstration est immediate. En passant a la limite clans 1-s 

relations 

on re1,oit: 

~= ·e~ ( U1,• • .,um I b). 
\a., ... ' am 

Les substitutions U1, .•• ,Um etant, d'apres le theoreme IV, les 

substitutions differentielles d'une matrice reguliere, normale en point b 
aux substitutions exposantes W1, ... , Wm en points a 1 , ••• ,am , on a en 
vertu des relations (71) [§ 19]: 

T.=1t(W1,···,Wmi b\. 
J a1, .. , am [ / 

Done, conformement aux relations ( 79) et ( 78) on a les represen
tations (117) et (118). 

Les series des compositions du theoreme III sont evidemment les 
developpements des fonctions des theoremes IV et V clans un voisinage 
de la substitution nulle. 

§ 26. Les substitutions integrales Vi, V2 ,. • , V, aux determinants 
distincts de zero, etant donnees arbitrairement, en passant du probleme 
classique de Riemann (B) [§ 1] an probleme (C) [§ 19], on peut tou
jours choisir les determinations des logarithmes 

I 

W,, = z-.-=t lg v1 
d'une telle fa-,on, que les differences des nombres caracteristiques distincts 
des substitutions exposantes W. ne soient pas entieres. T outes ces deter-

1 
minations des logarithmes des substitutions integrales donneront a l'aide 
de l'algorithme des theoremes IV et V les solutions du probleme clas· 
sique de Riemann qui seront ainsi representees comme fonctions analy
tiques uniformes des Iogarithmes des substitutions integrales. 
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· A.il.ropBTMB11ecxoe pemeuae saAa'I Poi n care 
B Riemann'a. 

~Cm;,mbR smopaR: Sa~a'la Riemann'a O DOCTpOeBBB, pery.11.spaoii CBCTe111,1 
. .11.aaeiBJ.JX •cJJcJ,epeagaaAr.ilwx ypaaaeaai c ~aaoii rpyuuoii 11oao~po11aa). 

H. A. Aanno-.tfaHw.esc1tuu. 

J\eTop BBOAHT DOHJITHe O DOKaBaTeJ\bHbJX DOACTaBKax 

(*). . . W.= _1:. .. ;Jg V. (j =1, 2, ... m) 
J 2 'ltl J 

pery.11.J1pB0A MaTpHgbI Y(x), rAe v;-HHTerpaAbHble DOACTaHOBKH. 

3Ha'leHH.R .11.orapHq>MOB npH BaAaHHbJX AH<l>q>epeHgHaJ\bHbJX DOA
CTaHOBKaX onpeAeJ\JIIOTCJI cyinecTBOBaHHeM npeACTaBAeHHij 

w: -
Y (x) = (x - a;) i Yi (x), 

- - 1 
rAe Y;(x)H Y; (x)- -MaTpHgbirOJ\OMOpq>HbleB6J\HBHx=aj" K.11.ac-

CH'leCKa.R saAa11a Riemann'a npHBOAHTC.R K .saAa11e o nocTpoeHHH 
pery.11.J1pHOii MaTpH!!bl y (x) H ee AH<l><t>epeHgHaJ\bHbJX DOACTAHOBOK 
·~ no .sa.itaRHbIM DOKasaTeJ\bHblM DOACTaHOBKaM ~· J\eTOp AaeT 

pemeHHe DOCJ\eAHeA .sa4a11H B BH~e OAHOBHa'IHbJX aHaJ\HTH'leCKHX 
·IJ>YHKgHA OT W;, eAHHCTBeHHbJe oco6eHHO~TH KOTopblx cyTb .sHa-

11eH1t;J1 WI C geJ\bJMH pa.SHOCTJIMH pa.SJ\H'IHbJX XapaKTepHCTH'leCKHX 

"IHCeJ\. nocJ\eAHee orpaHH'leHHe He BJ\HJleT Ha 06(!!HOCTb pemeHHJI 
K.11.accH11ecKoA .saAa'IH Riemann'a, TaK KaK npH .sa4aHHbJX Yi ecerAa 

,M02KHO Bb16paTb D0AXOAJ11nHe .SHa'leHHJI .11.orapHq>MOB B q>opMyM (*). 



Sur la theorie des polynomes . orthogonaux a une 
variable complexe. 

Par V. ]. Smirnoff. 

§ 1. Soit r un contour simple ferme et rectifiable. Les polynomes 
orthogonaux correspondant: 

Pn (x); (n=o, I, 2, •.. ) 

·sont · definis d'une fa1,on unique par Jes deux proprietes suivantes: 
1°. Pn (x) est un polynome du degre n. dont le coefficient.de xn 

est un nombre reel positif; 
2 °. Les conditions de I' orthogonalite et de la normalite sont satis

faites, c' est·a·dire: 

~1
1 .! Pn (x) Pm (x) de:;= a ; (a =o pour n-::f::.m; E =1), n,m n,m nn 

I' 

ou l es!__ la longueur du contour r, dcr-- I' element de cette longueur 
et par a nous designons le nombre complexe, conjugue au nombre a. 

La theorie des polynomes orthogonaux a ete etudiee par M. Sze go 
clans son memoire: ,, Ueber orthogon·ale Polynome die zu einer gegebenen 
Kurve der komplexen Ebene gehoren" (Math. Zeitschr. Bd. 9; Heft 3_/ 4; 

1921; p 227). Les citations suivantes de ce memoire seront abregees par 
(S z e g o, I). Dans le memoire mentionne M. S z e go etablit · !es pro
prietes fondamentales des polynomes orthogonaux, Jes theoremes concer· 
nant Jes developpements suivant ces polynomes et leur connexion au 
probleme de la representation Conforme. Le but du memoire present et 
d'indiquer une methode nouvelle, qui fournit assez simplement !es 
theoremes des developpements, Jes hypotheses concernant les fonctions 
developpables et le contour r' etant plus generales que celles du 
memoire de M. Sze go. 

§ 2. Considerons d'abord le cas, ou la courbe, donnant les polyno
mes orthogonaux est· une circonference C, dont le centre est en point 
z = o et dont le rayon est egal a !'unite. Dans ce cas Jes polynomes 
orthogonaux sont de la forme: 

I, Z" z 2, ••. ,zm, ... 

?RypH. AeHHHrp. <Pm1.-MaT. 0-Ba, T. II, B. l ( 1928). 



155 V. J. S m i r n o ff. 

Si une fonction / (z), reguliere a l'interieur de la circonference C 
admet presque partout sur C les valeurs limites / (e;6) et s' exprime par 
ces valeurs limites a I' aide de l'integrale de C au c h y: 

- I / /(/6) 
/ (z) - 2 r:i z'-z dz'; ( I z I < r) 

zl==ei6 

- la serie de M a CI au r i n: 
co 

/ (z) = ~ a. z5
; 

s=O 
C I z I < r) 

presente en meme temps la serie de Fourier; c'est-a-dire: 
2 .. 

I / ( ;O ) -siO e ( ) a = -·=· f e e d ; s=o, r, 2, •••. 
s 2•~ . 

0 

. Nous dirons que la fonction / (z) appartient a la classe (H), si elle est 
reguliere a l'interieur de C, si elle admet presque partout sur C, sui-

vant les chemins non tangents, Jes valeurs limites / (/6) et s'exprime 
par ces valeurs limites a l'aide de l'integrale de Cauchy, I / (ei6) I 2 

etant une fonction sommable. On demontre aisement le theoreme suivant: 
Theoreme I. L a C O n d i t i O n n e C e S S a i T e e t S U ff i S a n t e 

pour q u e 1 a fo n ct ion / (z) a pp a rt i en n e a I a c I ass e (H) 
co 

est presentee par la convergence de la serie ~ \a. \2• 
s=O 

C e t t e c o n d i t i o n e t a n t s a t i s f a i t e, o n a I a f o r m u I e 
de la fermeture 

Les resultats de ce theoreme sont connus, mais nous allons en 
donner la demonstration pour eviter l'encombrement de l'exposition par 
des citations trop nombreuses. Demontrons d'abord, que la condition du 
theoreme est necessaire. En introduisant les notations: 

/ (z) = u (r/0), + iv(r/°); (o< r<r); /(/) = u(e'1i) + iv (e\ con
siderons les coefficients de Fourier pour Jes fonctions u (e ,1i) et v (e'11): 

+rc +rc 
ao ~ - 1:..: f u (e'°) d6; a = -~ f u (e''ll) Cosn 6d6; 

2i~ • n •~ 

+r. +TC 
I J 1i I J 1i bn = ~ . u (e' )Sin n6d6; co= 2 .:: . v (e' ) dB; 
-7t -r: 

-1-r. +r. 
c = · : .. : v (e' ) Cosn 6d6; d = ~ v (e' ) Sin n6d6. If ·fJ If '0 

n h n h 

-T. 
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On sait, que la serie 

·~ a~+b~~c~+d~ 

n:=l 

est convergente; d'un autre cote, en vertu des relations (2), on a: 

(5) 

d ' . OU 

co 

suit immediatement la convergence de la serie ~ ! ex. I 2 

s=O 

157 

Reciproquement, si, a condition d'existence de la relation ( 1), cette 
derniere serie est convergente, Jes integrales . 

2r: co 

(6) 21...:Jl/(r/')i2dfi= ~\cx.l2,2s (o<r<1) 
0 s=O 

sont uniformement bornees pour toutes valeurs de r, satisfaisant a l'ine
galite indiquee. De la suivent, comme ii est bien connu, toutes les 
proprietes, caracterisant la classe des fonctions (H), ainsi que la for
mule (3). *). 

Re m a r q u e I. Il resulte, entre autres, du theoreme demontre 
que si /(z), appartient a la classe (H) et X. (z), est une fonction 
bornee, reguliere a l'interieur de C, le produit / (z). X (z) appartient 
de meme a la classe (H). 

R e m a r q u e II. Si Jes deux fonctions 
co co 

/i(z)= ~p.z5 et/3 (z) = ~r.z· 
s=O s=O 

appartiennent a la classe (H), on demontre aisement, en considerant 
la fonction / 1 (z)+ "-h (z), la formule generalisee de la fermeture: 

co 

(]) --f~- f /i (z)/2 (z) d~ = ~ Ps 1.· 
lzl=l s=O 

§ 3. Nous allons considerer clans ce paragraphe quelques proprietes 
de la fonction qui fait la representation conforme du cercle K ( I z I < 1) 
sur un domaine a un seul feuillet B, limite par un contour simple ferme 
et rectifiable L. Ces proprietes seront essentielles pour la suite. 
Soit x = 'f (z) la fonction mentionnee et z = 1 (x) la fonction inverse; 

*) V. p. ex "Sze go":. "Ueber die Randwerte einer analytischen Funktion; 
Math. Ann. Bd. 84; Heft S/4; pp. 232-244, specialement pp. 232-233. Nous 
abregerons les citations de ce rnernoire par: (Szego", II). 
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soit d'ailleurs x = a une valeur correspondant au point · z = o. Nous 
allons indiquer quelques proprietes connues de la fonction 9 (z). *). 
Cette fonction est continue jusqu'au contour C du cercle K et ses va· 
leurs sur C forment une fonction absolument continue. Suivant !es 
chemins non tangents, la fonction q/ (z) admet presque partout les 
valeurs limites 9' (/) qui coincident avec les valeurs de la deriv6e de 
la fonction absolument continue indiquee ci-dessus, cette deriyee etant 
prise le long de la circonference C. La conservation des angles, carac
teris~nt la representation conforme, subsiste non seulement en points 
interieurs de B et de K, mais, de meme, presque partout en points des 
contours f et C. Outre cela, il suit immediatement d'une formule de la 
page 89 du memoire cite de Pr iv al off, que la fonction z9' (z} 
s'exprime par ses valeurs limi.tes a l'aide de l'integrale de Poisson. 
Or, w (z) · etant une fonction reguliere a l'interieur du cercle K, admet
tant pre:.que partout sur C, suivant les chemins non tangents, les valeurs 
limites et s'exprimant par ces valeurs limites a l'aide de l'integrale de 
P o i s s on, elle s' exprime de meme a I' aide de l'integrale de C au ch y 
et reciproquement; d'ailleurs, pour qu'il soit ainsi ii faut et ii suffit 
que les ·· integrales · 

2 .. 

(8) J I w (re0;) I d6 
0 

soient bornees uniformement pour I r I < I **). Done les integrales 
21t 

r J I cp' (re ill) I d6, 
0 

representant les longueurs des images circulaires dans le domaine B, 
c'est-a-dire, les longueurs des lignes, I',, qui correspondent clans la repre· 
sentation conforme aux circonferences I z I = r, sont de meme bornees. 

Ces dernieres integrales etant bornees, ii en resulte que la fonction 
V,:p' (.z), reguliere clans l'interieur du cercle K, appartient a la classe (H). 
Remarquons en outre que l'integrale ·· 

6, 

JI 9' (e'1i) ! d6 
60 

donne la longueur du segment de la courbe I', correspondant a l'arc 
60 < ~ < 61 de la circonference C. 

*) P r i v a I off. ,,Sur certaines proprietes metriques des fonctions analy
tiques" Journal de <l'Ecole Polytechnique, 2-me Serie; Cahier 24 1924; pp. 77-n2 
specialement pp. 78-87 · 

**) Nous trouvons une partie de cette proposition _dans le memoi~e de 
M. Ries z: Ueber die randwerte einer analytischen Funkbon" Math. Ze1tschr. 
Bd. 18; Heft: l1; pp. 87-95, specialement p. 94. Quand au.x resultats defini
tifs, ils nous ont ete aimablement communiques par M. G. F 1 c h t e n h o I z. 
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Si une fonction 'it (x) est reguliere a l'interieur du domaine B et 
admet pre.sque partout sur I', suivant les chemins non tarigenfs, les va· 
leurs limites 'it (E), la condition necessaire et suffisante pour que 'it (x) 
s'exprime par TC (E) a l'aide de l'integrale de Ca u Chy est presentee 
par l' existence des egalites *): 

f 'it (E) End~=o; (n=o, 1, 2 ... ). 
r 

Nous allons demontrer maintenant, que pour que TI (x) admette 
presque partout sur r les valeurs limites et s'exprime par ces valeurs 
a l'aide de l'integrale de Cauchy ii faut et ii suffit, que les integrales 

( 10) f I 1t (x) I do 
r, 

soient uniformement bornees pour toutes !es valeurs de r < I. A cet, 
egard nous introduisons la fonction w (z) = TC [9 (z)], reguliere · rinterieur 
du cercle K. Les integrales (10) etant uniformement bornees, les integrales:· 

f I w (ri) • 9' (re''ll) I d6 
0 

jouissent de la meme propriete et, par consequent, le produit w (z) 91 (z) 
admet presque partout !es valeurs limites et s' exprime par c~s valeurs 
a l'aide de l'integrale de Ca u Chy. 

II s' ensuit que: 

(II) fw (z) cp'(z zndz=o (n=o, 1, 2, ... ). 
!zl=l 

Demontrons que Ies conditions: 

(12) f 'It (E) f dE=o (n=o, I, 2, .. ) 

r 

sont remplies. En effet, En= [•.p (z)t etant une fonction holomorphe a 
l'interieur du cercle K et continue jusqu' a la circonference C, elle est 
developpable en serie suivant Jes polynomes de la variable z, cette serie 
etant uniformement convergente sur la circonference C **). Done, en 
remplai;ant dans !es conditions (12) t par le developpement unifor· 
mement convergent indique et en passant de la vari;;ble e a la variable z, 
on obtient immediatement, en vertu des relations (11), les conditions (12). 
Reciproquement, si l' on sait que !es valeurs limites · 'it (E) existent et 
que les conditions (12) sont satisfaites, on en deduit aisement que Jes 
c_onditions (11) sont remplies de meme. En effet, en developpant la 
f~nction Zn= [1 (x)r en serie, suivant les polynomes de la Vari.able X, 

*) V. le memoire cite de M. pr i Va IO ff, P· 106. . 
**) W a Is h: ,,Ueber die Entwickelung einer analytischen Funktion naeh 

Polynomen" Math. Ann. Bd. 96; Heft 3/4; 1926; pp. 430-436, specialement p. 43or 
;.; 
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uniformement convergente sur le contour r, nous demon!rerons d'unt 
fa-;:on analogue, que les conditions (12) entrainent les conditions (11). 
Remarquons d'ailleurs, qu'en passant de la variable ~ a la variable z et 
inversement, nous pouvons remplacer d'; par (!)'. (z) dz sous le signe de 
l'integrale, car les valeurs limites q;,' (z) coincident presque partout avec 
la derivee de la fonction absolument continue, qui fait la representation 
de la circonference r; sur le contour r. Done, en supposant que 1t (x) 
admet !es valeurs limites et qu'elle s'exprime par ces valeurs a l'aide 
de l'integrale de Cauchy, nous avons etabli que la fonctioµ w (z) qi' (z) 
jouit des memes proprietes, d'ou il suit, que les integrales: 

21' 

J I w (re;6) qi' (r/1) f dO 
0 

ou, ce qui revient au meme, les integrales ( 1 o) sont uniformement 
bornees. 

Par consequent, pour q u e r. (x) ad met t e I es v a I e u rs l i mi
te S p Te Sq U e p art OU t SU r J e CO n t OU r r et p OUT q u' ell e 
s'expime par ces valeurs limites a !'aide de l'integrale 
de Cauchy ii faut et ii suffit que les integrales (10) 
s o i e n t u n i f o r m e m e n t b o r n e e s. 

§ 4. Soient Pn (x) les polynomes orthogonaux sur la courbe I', 
ainsi que 

-;- .f Pn (E) Pm (E) do= Em, n (em, n=o pour n*-m; Enn=1) 

r 
OU l est la longueur de la courbe r et d'J designe !'element de l'arc 
de cette courbe. Formons Jes fonctions regulieres a l'interieur du 
cercle K: 

{13) Rn (z) = V 2 ; pn [q;, (z)] v:q;,' (z) (n=o, 1, 2, ... ). 

II est aise de voir que toutes ces fonctions appartiennent a la classe 
(H) et que 

2.c 

_1 .f R 
2~ n 

--- &· 
(z) R (z) dO = o: • (z=e '). 

m 1n, n 

0 

En introduisant Jes notations 
co 

Rn (z) = ~ a:n) Z 5 (n=o, 1, 2, . .. ), 

s=O 

on obtient des relations (14) · les conditions de l'orthogonalite et de la 
normalite pour le tableau des coefficients a;n): 

00 

(16) 
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Les fonctions ( r 3) forment un systeme orthogonal et normal sur la 
'.circonference C. Examinons la question concernant la fermeture de ce 
systeme. Si une fonction sur le plan de la variable x est continue clans 
un domaine B et reguliere a l'interieur de ce domaine elle peut etre 
mise dans le domaine ferme indique sous forme d'un polynome au degre 
arbitraire de l'exactitude pres *). II s'ensuit immediatement que clans 
le cas d'un systeme des polynomes Pn (x) on a I'equation de la ferme· 
ture pour une fonction arbitraire 'IT (x}, continue clans un domaine 
ferme B et reguliere a l'interieur de ce domaine, c'est·a-dire 

00 

(17) 
l' s=O 

OU 
cs= T f 1r (~) -V PS (0 d'J. 

I' 

En passant au plan de la variable z, considerons la fonction: 

V (z) = 'IT [9 (z)] Y;;;'~f 
Ses coefficients de F o u r i er par rapport au systeme de fonctions ( r 3) 

.;Sont presentes par les formules: · 

ks =-t~~ J V (z) Rs (z) d6 = 2\ J 'IT [9 (z)] ,I 3-._T Ps [9 (z)] I 9' (z)i dO = 
:zi=l \zl=l 

V:"' f 'IT (E) Ps (~) do= -v-2 ~ cs. 

Hors cela, on a: 

2~ .. j· [ V(z) i2 dO = 2~~ f \ 'IT [<p (z)] [2 I <p' (z)I dO = :1t JI 'IT(~) )2 do, 
lz1=l lz\ccl l' 

et !'equation (17} donne immediatement Ia•formule de la fermeture: 
co 

-f~ J I V(z)\2 dB= ~I ks\2. 
izl=l s=O 

Done clans le cas du systeme des fonctions (r 3) !'equation de la fer· 

meture subsiste pour toutes les fonctions de la forme: fl. (z) Y 'f (z)~ 
ou fl. (z) est continue dans le cercle ferme K et reguliere a l'interieur 
de ce cercle. 

Supposons maintenant, que certaines fonctions \ (/8) (s = o, r, 2, ... ) 

satisfont a !'equation de la fermeture pour le systeme (r 3), que les 

fonctions A (/) et [ A (/~) 12 sont sommables · et que 
2rc 

lim J I A (/0) - A, (/) f 2 dO = o. 
s~coo 

{18) 

'~) W a Is h; op. cit; § 3. 

21\ypHa.J\. I I 



162 V. J. S m i r n o f f. 

En designant par A~n) les coefficients de Fourier de la fonction 

As (/8) et par A (n) les memes coefficients de la fonction A(/\ en 

vertu de l'inegalite evidente: 

I a+ ~1 2 < 2 ( I a 12 + I ~ 12) 

nous recevons: 
2r. m 

I I ,, (i> - ~ ,,tl 
2r: m !•) 

Rk (i) 12 d6 < 2 JI \(i)-~ A~k) Rk (l) 1- dO + 
0 k=l 0 k=l 

21t 

+ 2 f I ), (/) - As (l) \2 d0, 
0 

Cette derniere inegalite, conjointement a Ia condition (18) et a Ia 
supposition, que \ (/8) satisfont a !'equation de la fermeture, montrent, 

que la fonction A (/1) doit aussi satisfaire' a !'equation de la fermeture .. 
Demontrons maintenant qu' aux certain es conditions complementaires !es 
fonctions 

( 19) Zm (m=O, 11 2, ... ) 

satisfont a !'equation de la fermeture pour le systeme (13). On voit 
aisement qu'il suffit de demontrer !'existence d'une telle suite des poly
nomes: Xn (z) que 

(20) Iim f I 1-xn (z) -V 1/ (z) 12 ao = o. 
n7 oo \z\=1 

En effet, I'egalite (20) est equivalente a l'egalite: 

lim J I zm - zmX.n (z) Y qi' (z) 12 dB= o · (m=o, 1, 2, ... ). 
n--'7 00 \zl=l .. 
Done, Jes fonctions zm Xn (z) v~DT (n=o, 1, 2,., .) satisfaisant 

a I' equation de la fermeture, la fonction z m Jui satisfait aussL 
Pour construire Jes polynomes Xn (z), satisfaisant a la condition (20), 

nous considerons ,!es polynomes Pn (z) orthogonaux et normaux sur la 
circonference C par rapport a une certaine fonction non negative w (6). 
Ces polynomes sont definis par la condition, que Pn (z) est un polynome 

du degre n a coefficients positifs d'apres zn, et que: 
2n 

(21) 1 J 0· e· 
2 r. W (6) Pn (e ') Pm (e ') d6 = Sm, n' 

0 

La theorie de ces polynomes a ete etudiee par M. S z e g o clans . 
son memoire ,, Beitrage zur theorie der Toeplitzschen F ormen" [Math. 
Zeitschrift, Bd. 6; Heft 3/4 1920; p. 176 und Bd. 9; Heft 3/4 1921; 
p. 17 5]. Quelques resultats de ces derniers memoires seront impor
tants pour la suite et nous en abregerons Jes citations par: (Sze go III) .. 
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Posons: 

OU 

K (z) = V 2; Jf cp' (z). 

La fonction K (z) appartenant a la classe (H), on a w (6) > o 
presque partout et lg w (6) est la fonction sommable (Sze go II, p. 223). 
F ormons les coefficients de F our i e r pour la fonctlon: 

H (6)=-1 -
K (ei&) 

par rapport aux polynomes Pn (z): 

21' 2r. 

ds = :" J w (6) H (0) Ps (ei8) d0 = -;;; f K(e8i) p/e8i) d0, 
0 

OU 

d =~ f K (z)ps (z) dz. 
s 2~l z 

lzl=l 

En remarquant que les fonctions K (z) Ps (z) appartiennent a la classe 
(fl) et, en particulier, qu'elles sont representables par ses integrales 
de C au c ,h y nous recevons definitivement: 

(22) 

En vertu du § 14 (S z e g o III), en posant 
n 

Xn (z) = ~- ds Ps (z), 
s=O 

nous aurons: 
( 

2r. n 

2~ J W (0) I K (~'-0) - Xn (e'-0) 12 d0 = I - ~ Ids \2. 

0 s=O 

Done, la formule (20) est equivalente a l'egalite: 
00 

~ lds\2=1, 
s=O 

ou, en consequence de la relation (22), a l'egalite: 
00 

~ \ Ps (o) 1
2 = J K[o) J 2 • 

s=O 

II* 
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Pour demontrer cette derniere egalite, nous allons nous ser.vir du 
theoreme XXX (S z e g o III). II en resulte, que 

co 

(24) ~ I Ps (o) I 2 == I 

s=O 
ID(o)l 2 ' 

ou D (z) est la fonction de la classe (H), definie par I'egalite: 
2.c 

1 j' 1+ze-i<Ji -=-- lg w (•j,) ----. d<j,. 
D (z) = e 4 .. 0 1-ze-,·j, 

(Sze go II, p. 241). Les deux fonctions J D (z) I 2 et J K (z) I 2 

ont presque partout !es memes valeurs limites w (B), suivant Jes chemins 
non tangents. Or, on sait, que la fonction D (z) est la plus grande en 
module pour tous les points du cercle K parmi toutes Jes fonctions 
de la classe (H), dont !es carres des modules admettent presque partout 
!es valeurs limites w (B). 

Done, on a: 

I K (z) I <::ID (z) I ( I z I < 1); 

d 'ailleurs I' egalite ne peut avoir lieu, que clans le cas, ou K (z) est 
egale a D (z) a un multiplicateur constant pres, dont le module est 
!'unite. L'egalite (23) sera demontree, si nous etablissons, que c'est 
precisement le cas de l'egalite, qui a lieu clans la formule (25), 
c'est-a-dire, que la fonction lg I K (z) I 2 est representable par la partie 
reele de I'integrale: 

2.: -i·J..i 
I r I I +ze . - lgw('.J) -- ---,- d·~ 

2;:: ... ' I - ze -t~ 

0 

ou par i'integrale de Poisson 
2.: 

lg I K (r/0) 1,.3 = -21=-, . . f lg J K (e''i') I 2 I - r2 d·!· 
I - 2 r cos (•j; - 6) + r2 

0 

En se souvenant de la definition de K (z), on voit, que tout cela 
se reduit a la proposition, que Ia fonction lg I 'f' (z) I , harmonique a 
'interieur du cercle K. s'exprime par ses valeurs limites a !'aide de 

.'integrale de p O i S SO n 

Ig I 9' (rl) I 

2.: 

( ·t_p I - r2 I ( /' lg I (!), (e' ) I ---·-----, - d•.)', o '-- r <:: 1). 
27: ~ 1 I - 2 r cos((}' - B) ---i- r2 • == 

0 

Done, le condition (26) etant remplie, !es fonctions zm (m=o, l. 2 ... ) 
satisfont a l' equation de fermeture pour le systeme des fonctions ( 1 3). 
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Or, en vertu de la formule ( 7 ), les coefficients de F o u r i e r pour ces 
fonctions, sont: 

~ f zm Rk(z) d0 = ;(k) 
21.. , m 

(z)=l 

et I' equation de la fermeture sera de la forme: 
00 

~ I a<;! 12 = 1 (m = o, 1, 2, .•. ). 

k=O 

Ces equations et les equations (16) montrent, que le tableau des 
coefficients c:/!l presente un tableau des coefficients d'une transformation 

orthogonale complete. Par consequent la condition, que. le systeme (13) 
soit complet par rapport aux fonctions zm (m=o, 1, 2 .•• ) est equivalente 
a le conditions que la tableau des coefficients des developpements des 
fonctions Rs (z) (s=o, I, 2 •.. ) en series de Mac I au r in presente un 
tableau d'une transformation orthogonale complete. Cette derniere con
dition etant remplie, ii est aise de voir, que toute fonctioin o (z), 
appartenant a la classe (H), satisfait a !'equation de la fermeture pour 
le systeme (13). 

En effet, soit 
00 

a (z) = ~ r/ z, 
s=O 

La fonction o (z) appartenant a la classe (H), on a 
00 

:It f I O (z) 12 d0 = ~ I Os 12 • 

lz!=l s=O 

En remarquant, que les coefficients de Fourier de la fonction cr(z) 
sont: 

00 

: .. f o(z) ~k (z) d0== ~ crsci!l (k= o, r, 2,., .). 

lzl=l s=O 

et que le tableau a(:) fournit la transformation orthogonale complete, 
on rei;oit immediatement I' equation de la fermeture: 

CO 00 00 

~ I ~ Os a~k) \2 = ~ I Os 12 = -}; f I o(z) 12 d0. 
k=O s=O =O izl=l 

'Des considerations de ce paragraphe ii resulte le theoreme suivant: 
Theoreme II. s i I a form u I e (26) a Ii e u, I es CO e ff i Ci en ts 

des developpements des fonctions (13) en series de 
Mac I au r in form e u n tab I ea u d'u n e transformation 
o r t h o g o n a I e c o m p l e t e e t t o u t e f o n c t i o n d e I a c I a s s e (H) 
satisfait a !'equation de la fermeture pour le systeme 
des fonctions (13). 
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§ 5. En supposant que la condition (26) est satisfaite, · nous allons 
demontrer dans ce paragraphe la formule de la fermeture et le theo
reme sur le developpement dans le domaine B. Soit / (x) une fonction 
reguliere a I'interieur du domaine B et telle, que les integrales: 

J I/ (x) 12 do, (r < 1), 
rr 

I\ etant des images circulaires, restent ·bornees. Envisageons Jes fonctions: 

F (z) =/ [qi (z)] et ,: (z) = y·-=p- F (z)V-;, (z). 

Les chemins non tangents aux points du contour r sont presque 
partout equival~nts aux chemins non tangents aux points de la circon
ference C (voir § 3) et la condition que les integrales (26) soient 
bornees est equivalente a la meme condition concernant Jes integrales: 

J I ,: (z) 12 dO; (r < 1), 
lzl=r 

d'ou ii suit, que la fonction 
00 

appartient a la classe (H). Considerons les coefficients de F o u r i e r 
00 

en=-.:+ f J(e)Pn (E) do= 2~ f,: (z) Rn(z)d0= ~ osa<:l. 
r izi=l s=O 

Les coefficients ain) formant 

complete. on a la relation: 
00 00 

une transformation orthogonale 

~ I en 12 =~I osl 2 == 2\ f Ii: (z) i2 J0 = -j-f Ii (e) 12 d,, 
n=O =O izi=l r 
qui presente precisement !'equation de la fermeture pour la fonction / (x) 
par rapport aux polynomes Pn (x). Done, on resoit le theoreme: 

Theoreme Ill. Si la fonction / (x) est reguliere a 
l'interieur du domaine B, les integrales (27) restent 
bornees et la relation (26) a lieu, la fonction / ( x) 
satisfait a !'equation de la fermeture pour les poly
nomes Pn (x). 

Passons maintenant a la demonstration du theoreme sur le deve
loppement d'une fonction / (x), satisfaisant aux conditions du theoreme III. 
F ormons un segment de la serie de Fourier pour la fonction ,: (z) 
par rapport au systeme des fonctions (13): 

n· 

Sn (z) == ~ es R. (z). 
s=O 
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En 

,classe 

remarquant, que les 

(H), nous aurons: 

fonctions , (z} et Rs (z) appartiennent a la 

,(z)-S (z)=-1 . J 
n 21tl 

iz'l=l 

-;;(z')-S,.(z') dz', (jzj<r} 
z'-z 

,o'ou il vient conformement a J'inegaJite de SC h War z: 

i '(z}- Sn (z) 12 ~ 4: 2 f 'I, (z'} - Sn (z'} 12 d6 · J ~,~~z\Z" 
lz'l=l lz'l=l 

La fonction , (z) satisfaisant a !'equation de la fermeture pour le 
systeme ( I 3), on a Ja relation: 

, (z} = V 2; F (z) Y <p' (z} = Jim Sn (z}, 
n------,.= 

d'ailleurs S11 (z) tend vers la limite , (z) uniformement par rapport a z 

dans chaque domaine se trouvant avec son contour a l'interieur du 

,cercle K. En supprimant la facteur y 27 -V <p' (z) et en revenant a la 

variable l on resoit la theoreme sur la developpement de la fonction / (x}: 
Theoreme IV. A CO n di ti On de l' e X j Sten Ce de J a re 1 a

ti o n (26}, u n e f o n ct i on / (x) sat is fa is ant aux co n di ti on s 
du theoreme III est developpable en serie de Fourier 
.SU i Vant 1 e S p O 1 Y n O ffi e S pn (x), Ce t t e Serie et ant Un if Or

m e m e n t c o n v e r g e n t e d a n s c h a q u e d o m a i n e, q u i s e 
trouve avec son contour a l'interieur du domaine B. 

Considerons maintenant une serie arbitraire 

= 

fa serie 00 

~[dnl 2 

n =·O ,, 
etant supposee convergente. F ormons la somme 

00 

~dn Rn (z} 
n=O 

E d . . . d t bl d ff" . t (k) n tenant compte es propnetes u a eau es coe 1c1en s a.m, 

nous pouvons affirmer, que la serie (29) represente une fonction p (z} 
reguliere a l'interieur du cercle K 

cc 00 

p(z)= ~dnRn(z}= ~ Onz11 ([zj<1}, 
n=O n=O 

.et qu' on a co CX) 

""11 d 12 = '' 10 12 ~ nl ~ n1• 

n=O n=O 
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d'ou ii suit, que p (z) appartient a la classe (H). Inversement, etant 
donnee une fonction p (z) de Ia classe (H), Jes coefficients on sont con-

oo 

nues et Li Jon J2 est convergente. En egalant clans la formule (30) Jes 
n=O 

coefficients d'apres Jes meme puissances de z, nous tecevons un systeme 
infini d'equation lineaires, qui determinent d'une fac;on unique Jes coef-

oo 

ficients dn, Li / dn /2 etant aussi convergente. La fonction p (z) appar-
n=O 

tenant a la classe (H), la fonction 

F(z)= ~(z) 

V 2; Y<p'(z) 

f.ournit sur le plan de la variable x la fonction f (x) = F h (x)], qui 
satisfait a tous Jes conditions du theoreme III, et reciproquement, une 
telle fonction / (x) etant donnee,. la formule (3 1) definit la fonction p (z) · 
de Ia classe (H). Par suite chaque fonction / (x), qui satisfait a toutes 
les conditions du theoreme III, est developpable d'une fac;on unique en 

co 

serie de la forme (28), la somme Li J dn i2 etant convergente. Cette 
n=O 

serie unique est precisement la serie de Fourier de la fonction / (x). 
· Nous recevons ainsi le theoreme: 

Theoreme v. s i la rel at i On (26) a lieu, Ch a q u e 
f on ct ion / (x) sat is fa is a lJ t a tout es I es conditions du 
the ore me III est developpable d'une fac;on unique clans 
la domaine B en serie de la forme (28), la somme des 
car res des mod u I es des co efficients et ant con v er
g e n t e. In v e r s e m e n t, c h a q u e s e r i e d e c e t t e f o r m e e s t 
I a s e r i e d e F o u r i e r p o u r u n e f o n c t i o n / (x) i o u i s s a n t 
d e S p r O p r i e t e S i n d i q U e e s. 

En conclusion de ce paragraphe nous allons demontrer une formule 
etablie par M. Sze go pour le cas d'un contour analytique. Consi
derons la fonction 

Elle jouit evidemment de toutes !es proprietes indiquees clans le 
theoreme III. Le calcul elementaire montre que ses coefficients de F o u r i e r 
sont: 

en= T J /(~) f\ (~)des= Pn (;). 
r 

En effet, en tenant compte de la relation evidente: 

/(x)'/ (z)= r 
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et en remarquant qu a la valeur z = o correspond Ia valeur x =- a, 
nous recevons: 

C = -- J' pn ['f (z)LI ~f' (z) I d6 = 
n 2rc,/'f''(o) ,/m'(z) 

V [zl=l VT 

~-== I pn ['f(Z)] y?(-;j dz. 
2rci V co'(o) , z 

' izl=l 

Or, le produit Pn fcp(z)] J/cp' (z) etant representable, comme nous 
I'avons vu, par son integrale de Cauchy, ii s'ensuit que 

;;- = -1- P [cp(o)] V cp'(o) = P (a). 
n V q,'(o) n n, 

Nous obtenons ainsi, conformement au theoreme III, le deve.loppement 
de la fonction (31) en serie de Fourier: 

co 

2~ V "/ 1 (a) V 11 (x) = ~ Pn (a) Pn (x). 
n=O 

C'est precisement la formule, que nous avons a etablir. Nous avons 
verifie cette derniere formule ainsi que le theoreme precedent, en suppo
sant que le contour r est rectifiable et que la relation (26) est satisfaite · 
pour ce contour. 

§ 6. Dans le cas, ou le contour r est une courbe analytique la 
fonction harmonique lg I cp' (z) I est analytique clans le cercle ferme K 
est la formule (26) subsiste certainement. Nous demontrous clans ce para· 
graphe le theoreme de developpement pour le cas d'un contour analy
tique aux conditions plus generales que celles, que no\ls venons d'enon
cer. Soit / (x) une fonction reguliere a I'interieur d'un domaine B, posse
dant presque partout sur r les valeurs limites integrables /('c.) et s'expri
mant par ces valeurs limites a I' aide de I 'integrale de C au ch y: 

I ( ) I J I(;) d'; [ ' l'" . . d BJ x = '2.rci ~ _-;- x a mteneur u . 
r 

En tenant compte du § 3 nous pouvons affirmer, que les integrales: 

J I /[cp(z)] · cp' (z) I d6; [r< I] 
lzi=r 

sont uniformement bornees. Hors cela, clans le cas actuel cp' (z) est une 
fonction reguliere et differente de zero jusqu a la circonference C. Done, 
ii existe deux nombres positif M et m, satisfaisant a la condition: 

o<m<l9'(z)l<M 
clans tous le cercle K. 11 s'ensuit, que les integrales: 

J 1/[cp(z)] I d6 et J l/[cp(z)] V/(z)ld6. 
lzl=r lzi=r 

sont de meme uniformement bornees et que clans le cercle K Jes fonctions

/ [ cp (z)] et/[ cp (z)] v~' (z), s' expriment de meme par ces valeurs limit es 
a !'aide de l'integrale de Cauchy. 
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Considerons maintenant le segment de la serie de F o u r i e r pour 
la fouction / (x): 

n 

Sn (x) = ~ ak Pk (x); ak= + J /(~) Pk (~)do, 
k=O I' 

OU 

Sil (x) = + J /(';)Kn (;,x) do= T J /(~) K~-(x, t) do, 
r r 

et 
n 

. Kn (x, ~)=~pk (x) pk(~). 
41 kc-=O 

Or, on sait (Sze go I) que si x est fixe a !'interieur de B et ~ 
represente un point variable sur r, la fonction Kil (x, E) tend unifor· 

l -=--= -
mement par rapport a ~ vers - J/ l' (x) v' r (~). z = r (y) etant la fon· 

2IT 

ction qui fait Ia representation conforme du domaine B sur le cercle K, 
d'une telle favon que le point y = x correspond au point z = o. Done, 
on a: 

n~ Sil (x) = :IT .f f(O vi (x) Vr~ (S) do = :,t .f f [9 (z)J{ ~~:~ d6, 
r \zl=l 

ou, comme toujours, par y = 9 (z) est designee la fonction inverse a 
z =, (y). On a evidemment ensuite: 

Jim s (x) = -=1-c-= ~ J /[ 'f ( z) ] v?w dz 
n J/ev'(o) 2 .. z z 

n--+00 ' lzl=l 

et 
I --

Jim Sn (x)=.1 '( )/[9(0)] V9'(o)=/(x), 
n--+"'JO V 'r o 

car la fonction / [ r.p (z)] v' r.p' (z) est representable par son integrale de 
Cauchy. 

Ainsi nous avons revu le developpement de Ia fonction / (x) a !'in· 
terieur du domaine B en serie de Four i er suivant !es polynomes 
orthogonaux. 

On deduit sans peine des recherches de M. Sze go que Kn (x, ~) 
l -:::::_--:-:= --

tend vers la fonction limite -::- t/ 11 (x) v' 1 (~) uniformement non seu· 
2•, 

lement par rapport a E, mais aussi par rapport a x, si x se trouve 
clans un domaine qui est situe avec son contour a I'interieur du do
maine B. On peut dire la meme chose sur le developpement de la 
fonction f (x) en serie de Fourier. Nous recevons ainsi un theoreme, 
qui est entierement analogue au theoreme concernant le developpement 
en serie de puissances: 
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Theoreme VI. Si } a f On Ct i O n / (x) e St reg U} i ere a I' i n t e
r i e u r du domain e B, s i e 11 e posse de pres q u e part out 
sur r suivant les chemins non tangents les valeurs 
limites et s'exprime par ces valeurs a !'aide de l'inte
g r a 1 e de Cauchy et s i, en out re, I e contour r est u n e 
courbe analytique, /(x) est developpable a l'interieur 
de B en serie uniformement convergente de Fourier 
suivant les polynomes orthogonaux correspondant 
au contour r. . 

Supposons maintenant qu'on s1it seulement, que la fonction f(x) 
est reguliere a l'interieur de B. La fonction / [ qi (z)] est alors deve
oppable en Serie de Ma CI au r in a l'interieur du cercle K: 

co 

/[qi(z)] = ~>. z 5
, 

s=O 
OU 

Jim sup vr;;J < I. 

Done, pour un nombre arbitraire R surpassant !'unite, on a l'ine
galite: 

I c. I < AR5
• 

) 
A etant independant de s. Pour la fonction z5 on obtient le deve

loppement evident: 
= 

s _ "'V -ul R ( ) 
Z-~Cl: 5 jz, ( [z\ < I) 

j=O 

et on trouve, que 
DO c,o 

/[qi (z)] = ~ c. ~ a(!l Rj (z). 
s=O j=O 

Utilisons maintenant les deux resultats du memoire mentionne ci·des~ 
sus de M. Sze go (Szego I). Soit x = t (z) une fonction faisant la 
representation conforme de la partie du plan x, exterieure au contour r. 
sur la partie du plan z, exterieure au cercle I z. [ < I, de sorte, que 
les points a l'infini des deux plans correspondent l'un a l'autre. On a 
le developpement: 

co 0 

x=,z+ ~~ pour \z[ > 1. 

s=O 

Soit d' ailleurs z = o (x) la. fonction inverse. En chaque point x, se 
trouvant hors de r, !es Folynomes Pn (x) admettent les representations: 

asymptotiques: 
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ou E est une constante, egale en module a !'unite, et o (1) tend vers: 
zero, quand n augmente indefiniment; d'ailleurs si x appartient a un. 
domaine, se trouvant avec son contour a I'exterieur de r, o (1) tend 
uniformement vers zero. Si, au contraire, X se trouve a !'interieur de r 
on a I' evaluation: 

(37) 

ou M et p, ne dependent pas de 'l et o < p < 1. Tous ces resuitats 
sont etablis par Sze go pour le cas d'un contour analytique r. Dans ce 
cas !es fonctions (13) sont holomrophes clans le cercle au centre en 
commencement et au rayon surpassant !'unite, et nous pouvons repre, 
senter !es coefficients /J.(i) sous forme: 

s 

(J,,Ul . _1__ J 
s , 21':l 

R,(z) 
.'+ 1 dz, 

z 
:zl=R1 

ou R1 > I et R1 - 1 est si petit que l'on veut. En tenant compte des. 

expressions asymptotiques (36), nous recevons Jes evaluations pour a~): 

(38) I a~) I < CR{-s, 

ou C est independant de j et de s, R2 > 1 et R 2 - 1 est s1 petit 
que !'on veut. L'inegalite (37) donne I' evaluation: 

I Rn (z) I < Dp" 

pour chaque point z a l'interieur de C. Les evaluations (33), (38) et 
( 39) montrent que la serie double du cote droit de !'equation (34) est 
absolument convergente. Done, en y changeant l'ordre des sommations 
on obtient Jes developpements suivant Jes fonctions R,, (z): 

00 

/[qi(z)]= ~DnR,,(z). 
n=O 

En divisant la derniere equation par y <p 1 (z) nous recevons le deve
loppement d'une fonction arbitraire, holomorphe a l'interieur de r, en 
serie suivant !es polynomes P,, (x ), mais cette serie n' est pas, en gene

ral, la serie de Fourier. On arrive done au theoreme: 

Theoreme VII. Un e fo n Ct i O n / (x) reg U J j ere a I' in t e· 
r i e u r du do m a i n e B, limit e par u n contour an a I y ti q u e, 
e s t d e v e I o p p a b I e d a n s c e d o m a i n e e n s e r i e a b s o I u
m en t convergent e s u iv ant I es po I y no mes Pn (x). 

§ 7. Les theorem es du § 5. on ete etabli~ a condition de I' existence 
de la relation (26). Rappelons nous la substance de cette condition. Si 
la fonction x = qi (z) fait la representation conforme du cercle K 
( j z I< 1) sur le domaine B a contour rectifiable I', !'existence de la 
relation (26) se reduit a la condition, que la fonction lg I (fl' (z) I , har-
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monique a l'interieur du cercle mentionne et possedant Jes valeurs limites 
suivant les chemins non tangents presque partout sur la circonfe
rence C de ce cercle, s'exprime par ces valeurs a !'aide de I'integrale 
de Poisson. Nous n'avons pas reussi a demontrer qu'il est ainsi clans 
le cas general d'un contour rectifiable r et nous nous bornerons a etablir, 
que la condition (26) est remplie pour certaines classes des contours l'. 

Si Jes integrales 
2r: 

(40) J'\lg9'(r/fJ)\dO (r<1) 
0 

restent bornees, la fonction lg <fl' (z) reguliere a I'interieur du cercle K, 
s'exprime, comme nous venons de le dire clans le § 3, par ses valeurs 
limites a l'aide de l'integrale de Poisson, et Ia formule (26) a lieu. 
Conformement a l'inegalite evidente: 

les integrales (40) restent bornees, si Jes integrales: 
2r: 21: 

(41) ff lg 19' (re'°) I; d6 et (42): f I arg'f' (re'°)! d6 
0 0 

jouissent de la meme propriete. La fonction V 9 1 (z) appartenant a la 
classe (H), le fait que !es integrales (41) sont bornees suit d'une ine
galite, etablie par M. Ries z clans son memoire: ,,Sur !er suites des 
fonctions analytiques" *). II suffit done pour que la formule (26) ait 
lieu, que !es integrales (42) soient bornees. Si le domaine B est convexe 
ou de la forme de l'etoile de Mittag-Le ff I er, on sait, que la fonc· 

tion arg 'i (re'8) reste bornee clans tous le cercle K *"'), et !es inte
grales (42) sont d'autant plus bornees. II est aise de voir que ce fait a 
lieu aussi clans le cas ou le domaine B est limite par un nombre fini 
de segments de courbes analytiques qui se coupent sous !es angles 
differents de zero. 

Montrons maintenant que si !'on suppose que la relation (26) 
n'existe pas, les coefficients a';;) des developpements des fonctions Rn (z) 

en series de Mac I au r i n ne forment pas une transformation orthogo· 
na!e complete. Si la relation (26) n' est pas juste on a le signe ,, <" 
clans la formule (25) [§ 4] et Jes formules (22), (23) et (24) donnent: 

co 

; *) Acta Universit. Francisco-Joseph, t. I, fascie 2, 1923, pp. 88-98, specia
lement, p. 97. 

'''*) Bi e be r b a ch: .Aufstellung und Beweise der Drehungssatzes fiir schli
chte conforme Abbildung. Math. Zeitschr. Bd. 4; Heft 3/4; 1919; pp. 295-305, 
specialement 302 et 304. 
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ou d s so11t !es coefficients de F o u r i e r des valeurs limites de la fonction 

K ~--;) par rapport aux polynomes orthogonaux Pn (z), que nous avons 

construit clans le § 4. F(z) etant une fonction reguliere clans le domaine 
I z I _:s::; 1, par exemple un polynome, du theoreme XXXV du memoire 
mentionne ci·dessus (S z e go III) ii suit, que 

00 

-~- f IK(z)l 2 IF(z)---·--1 '.2d0>1- ~Id l2 >o. 
2.i: K(z) i - ~ s 

izl=l s= 0 

Done, en tenant compte de !'expression de la fonction K (z), nous 
pouvons affirmer, que pour chaque polynome F(z) on a l'inegalite: 

(43) fi1-F(z)V9 1 (z) 12 dfJ>M>o, 
lzl=l 

ou M est un nombre positif bien defini. II suit de la,. que les fonc· 
tions, Rn (z) ne forment pas un systeme ferme par rapport a !'unite, 
c'est·a·dire que 

En effet, si la fermeture avait lieu l'integrale 
/ m 2 J I ~ -(k) I 

I = ! 1 - ~ ao · Rk (z) i d6 
m lzl=l I kc::O I 

serait si petite, que I' on veut, pour les valeurs suffisamment grandes 
de m. Or, on a: 

m 
,....,_(k) ,,--
~ cx0 Rk (z) = l\im (z) Y q:,' (z), 
k=O 

OU Ym (z) est une fonction continue clans le cercle ferme Ket reguliere 
a· l'interieur de ce cercle. En se servant des resultats de M. W a Is h, 
mentionnes clans le § 4, nous pouvons representer la fonction '-1m (z) 

sous forme: 
Ym (z) = Olm (z) + am (z), 

ou wm (z) est polynome et max I am (z) I est arbitrairement petit sur la 
circonference C. Don c, on a I'inegalite evidente: 

Jr 
iz\=1 

OU 

1-w 
m (z) V9 1 (z) [2 dD < 2/m + 

+ 2 J I am (z) Y 9' (z) [2 d6 
\z\=1 

J I am (z) Y cp' (z)2 dO s;: max I am (z) j2 . 1, 
lz/==1 ]z)==l 



Polynomes orthogonaux a une variable complexe. 175 

/ etant Ia longueur du contour r. Par consequent, en contradiction 
avec I'inegalite (43), !es deux termes du cote droit de l'inegalite (44) 
peuvent etre traites comme valeurs arbitrairement petites. II en resulte 
que notre supposition, concernant la fermeture du systeme des fonctions 
Rn (z) par rapport a !'unite serait fausse, si la formule (26) n'avait pas 

lieu. Inversement, si I' on sait, que le systeme des fonctions Rm (z) est 

ferme par rapport a !'unite, c'est·a·dire que 
co 

"'' I ~(k) 12 -~ 0:0 - I, 

k_O 

les integrales lm tendent vers zero, quand m augmente infiniment. Done 

ii resulte des considerations precedentes, qu'il existe des polynomes 
w (z) satisfaisant a Ia relation: 

m 

Jim J 11 - com (z) -V <p' (z) 12 d6 = o. 
m"7co lzl=l 

Dans ce. cas, comme nous I'avons vu clans le § 4, le systeme Rn (z) 

est ferme par rap~ort aux fonctions zi (j = o, 1 1 2, •.. ), et le tableau 
des coefficients o:;:) forme une transformation orthogonale complete. 

Par consequent, la condition (45) est equivalente a la formule (26). 
§ 8. Considerons maintenant la representation conforme de la partie 

du plan se trouvant a l'exterieur de la courbe r sur le domaine 
j z I> 1, en posant, qu'au point a . l'infini du plan z correspond le 
meme point du plan x. lntroduisons la fonction: 

(46) x = Y (z) = ,:z + i:o + ; + :; + .. , ( I z I> 1) 

faisant cette representation conforme; d'ailleurs, sans nuire a la gene
ralite, nous pouvons supposer que i: est un nombre reel positif. Soit 
z = o (x) la fonction inverse pour la fonction (46). Formons ensuite 
Jes fonctions analogues aux fonctions ( 1 3): 

S11 (z) =( ~; P11 [•} (z)] -V y' (z) (n=o, I, 2 ... ). 

·ces fonctions sont regulieres pour I z I > 1 et admettent les rep
resentations de la forme: 

co r,(n) 

(47) Sn (z) = ~ ::-n ( I Z I > 1). 
s=O 

Comme clans le § 4, pour le cas general d'un contour rectifiable 
nous recevons: 

co 

~ I ~~n) 12 = 1; (n= o, I, 2,., .); 

s=O 
co 
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Designons par p.2 n le minimum des integrales de la forme: 

I J I en + ~n-1+ + t ' 12 d--l- " a1, , . . an-1 ,-t-an ~. 
r 

On sait (Sze g i:i I), que le coefficient d'apres xn clans le polynome 

P,, (x) est egale a -;;- , et par suite clans !es developpements (47) 
'n 

II suit de le condition (48), que I ~~·l/ 2 ~ I, c'est a-dire que 

(50) 

Cette inegalite est demontree par Sze g i:i (Sze g o I) pour le cas, ou 
le contour r est analytique. Dans le meme cas, comme nous I'avons 
deja dit clans le § 6, Sze go a. donne I' expression asymptotique des 
polynomes Pn (x) pour les points, qui se trouvent hors de la covrbe r: 

(51) 

ou en (x) tend uniformement vers zero, quand n augmente infiniment, 

clans chaque domaine, se trouvanfavec son contour hors de la courbe r. 
Cette expression asymptotique est equivalente a la condition: 

Jim ~t)= I. 
n---,,co 

En effet, la relation (52) suit immediatement de la relation (51). 
lnversement, si l'on a la relation (52), ii resulte de Ia formule (48), 
que le plus grand des nombres j ~~n) · I (s = I, 2, ... ) tend vers zero, 

quand n augmente infiniment et, en vertu des developpements (4 7 ), 
on resoit: 

Sn (z) 
I. 

D. ·11 s,, (z) d .f I' .. d h d . 
ai eurs --- ten um ormement vers unite ans c aque omame 

Zn 

se trouvant avec son contour a l'interieur-ciu d_omaine I z I > 1, ce 
qui est equivalent a la relation ( 5 1 ). La condition ( 5 2) et !'expression 
asymptotique (51), etablies par Szegi:i clans le cas d'un contour ana· 
Iytique, ne subsistent pas clans le cas general d'un contour rectifiable. 
La condition (52) n'est pas satisfaite par exemple clans le cas, ou r 
est le segment double (- I, + 1) (v. Sze go I). Mais ii n'est pas du 
tout difficile de donner !'evaluation de Pn (x) pour les points se trou-
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vant hors du contour r clans le cas general d'un contour rectifiable*). 
D'apres l'inegalite de Cauchy et en vertu de le relation (48) nous 
avons: 

d'ou nous recevons l'inegalite de la forme: 

M etant un nombre positif independant de n, qu'on peut fixer pour 
toutes les valeurs de z satisfaisant a l'inegalite: 

I z I> R0 > 1. 

Soit il, la courbe du plan x correspondant a la circonference I z I = r > 1. 

La fonction <j/ (z) etant bornee clans le domaine (54), nous avons sur 
la courbe AR !'evaluation: 

(5 5) 

ou N pcut etre fixe une fois pour toutes les valeurs de R, telles que: 

R>Ro > 1. 

De cette evaluation des polynomes Pn (x) suit immediatement le 
theoreme sur la convergence des series de' F o u r i e r pour la fonction 
/ (x), reguliere clans le domaine ferme B. Supposons, que la fonction 
f (x) est reguliere clans le domaine ferme, limite par une courbe AR/ On 
sait, que clans ce cas ii existe un systeme de polynomes vn (x) (n = 1, 2, ... ) 

du degre au plus egal a n, ces polynomes satisfaisant sur la courbe r 
a I' inegalite 

I/ (x)- vn (x) I~{;;, 
ou la constante Mo ne depend · ni de x ni de n **). II suit de la imme
diatement, que les coefficients de Fourier en de la fonction / (x) satis-
font a l'inegalite de la forme: 

(56) I en I < :;. , 

et, qu'en vertu de l'inegalite (5 5) la serie de Fourier pour la fonction / (x): 

*) Nous supposons toujours que la condition (26) est remplie. 
**) W a Is h. ,,Uberden Grad der Approximation einer analytischen Funktion". 

Sitzungsber. Bayer. Academie; 1926 H. 2; pp. 22,-229. Specialement p. 22,. 

JRypH8./\ 
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est uniformement convergente clans chaque domaine B1, qui se trouve 
avec son contour a l 'interieur du domaine !iR

1
• La somme de cette 

serie est egale a I (x) clans le domaine B et, par consequent, clans 
tous le domaine B 1 • Si il R, est une courbe a l 'interieur de laquel!e 

f (x) est reguliere et sur laquelle elle admet quelques points singuliers, 
nous pouvons prendre pour le · domaine B 1 un domaine arbitraire se 
trouvant avec von contour a l'interieur de !iR; 

Dans l'inegalite (56) on peut prendre R1 si proche que !'on veut 
a R2 ce qui donne: 

n I 
Jim sup -VfsJ < R.; 

Or, si nous avions lim sup -j;~I < -R1-, la serie (57), en vertu de 
n 2 

(5 5) serait convergente uniformement a l'interieur d' un domaine, con
tenant liR,' ce qui se trouverait en contradiction avec la condition, que 

f (x) admet les points singuliers sur Ii R . Done, nous obtenons I' egalite 
2 

(58) Jim sup VkJ == ; 2 

Si r est une courbe analytique et a est un point a l'interieur de r, 
comme nous l'avons dela mentionne en § 6, on a l'inegalite: 

ou !es constantes M et o < p < I ne dependent pas de n. M o n tr o n s 
maintenant que l'inegalite de cette forme ne peut exister que clans le 
cas, OU la courbe r est analytique. En effet, si une telle inegalite 
existait, la serie 

co 

~ pn (a). pn (x) 
n =0 

dont 1a somme est -~ v ,~ <a) - v ,' <x) a l'interieur de r, serait 
2,. 

imiformement et absolument convergente clans un domaine contenant 

la courbe r, v\'(.;y serait une fonction analytique clans ce domaine 
et la courbe r devrait etre de meme analytique. Or, en vertu de (5 5), 
nous avons: 

ou R est un nombre surpassant . !'unite, la difference R - I etant si 
petite que l'on veut. II suit done des considerations precedentes que 
dans le cas, ou la courbe r n'est par analytique on a: 

OU ·a est un point arbitraire a I'interieur de r. 
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K TeOpHH opToroeaALHLIX DOABHOMOB KOMDAeKCHOro 

nepeMeeeoro. 

B. 11. CM.upHoB. 

OycTh r - npocTa.R, aaMKHyTa.R H cnp.RMJUieMa.R KpHBa.R JIJ\11HbI I 
Ha Il.l\OCKOCTH KOMn.l\eKCHoro nepeMeHHoro x. OpToroHa.l\bHbie 
IlO.I\HHOMbI Pn (x) (n=O, 1. 2, ... ) cTeneHH n, COOTBeTCTBYIO'!!,He 

KpHBOH r, onpeAeJUIIOTC.R H3 yc.l\OBHH 

~l JP (x) P (x) d0 = E (2 =O, ec.l\H n-::j::.m; E =1), n m n, m 11, m n, n 
r 

f'Ae dcr-AH<p<pepeHgHa.l\ .llyrH, H i o6oaeaqaeT KOMil.l\eKCHOe q}IC.I\O, 

·COnp.R.lKeHHOe c a. TeopH.R TaKHX IlO.I\HHOMOB 6bJ.l\a paapa6oTaHa 
Sze go JJ;A.R Toro cAyqa.R, KOrAa r-aHaAHTHtJecKa.R KpHBan (Math. 
Zeitschr. Bd. 9; Heft 3/ 4; p. 227). ABTOp p;aeT HOBbIH MeTOA, KOTO
pbIH npHMeeneTCR 6ea Tpyp;a K KOHTypaM, OT.I\H'lHblM OT aHa.l\HTH
tJeCKHX, H p;aeT 06'!!,He TeopeMbl pa3.I\O.lKeHH.R no IlO.I\HHOMaM pn (x). 
OcHOBHan H.ite.R MeTop;a cocTOHT B cAeAyIO'!!,eM: nycTb x = 'fl (z)
<flYHKJ!H.R, c0Bepma10'!!,a.R KOH<popMHOe npeo6paaoBaHHe o6AacTH B, 
orpaHH'leHHOH KpHBOH r, Ha Kpyr I z I < 1. AaTOp CTpOHT 
<l>YHKY,HH 

Rn (z) = V 2;-- pn ['fl (z)] J/'fl' (z) (n=O, 1, 2, ... ,) 

H AOKaBbIBaeT, 'ITO Ta6JI.Hija KOa<p<pHY,HeHTOB paa.l\O.lKeHHH aTHX 
·<pyHKJ!HH B pH.Lt Mac 1 or i n'a ecTb Ta6Anga no,11.eoro opToroeaAb· 
Haro npeo6paaoBaHH.R. AHaAorHqHoe nocTpoeHHe nponaBOAHTC.R H 

Jt.11.H cpyHKY,HH, COBepmaIO'!!,eH KOH<pOpMHOe npeo6paaoBaHHe tJaCTH 
nAocKoCTH, Ae.lKargeii: BHe r, Ha o6AaCTb I z \ > 1. OTO AaeT Teo
peMbI paa.l\02KeHH.R BHe 06.1\aCTH r cpyHKY,HH, peryA.RpHblX B 3aM• 
.KHyToii o6AacTH B. w.at. "K0~ 

~ ,,,,,. 

C.11.eityeT 'IHTaTb: 

161 12 csepxy + f 1t (E) Y Ps (E) dcr + .! 1t (E) P s (E) da 
r r 
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