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Boinyckass mepBbiit BeImyck BTOporo ToMa xypHara, Pegakuus cumraer cnpasej-
AUBBIM OTMETHTb, YTO CBOEH ONMPSATHOH M MBAIHOM BHEUIHOCTHIO XKypHaA o6s3aH
‘Bropoit Tunorpagun Tpamcnesatn umenu MAoxamkoBa, rge oH yxe TpeTHHl rox
neuaraercs. OcobeHHo ZoAxHBI 6BITb OTMeueHB! 3a60Tbl M NPeAYNPEJUTEABHOCTD
BaseapiBatomero Texumaeckum Oraerom M. 5. Tansbypra u corpyanuxos A. C. Po-
manckoro u E. B. Ilyabkmuoif, a Takixe yMeHHe M BHUMaTeAbHOE OTHOIIEHHE
K geay na6opmukos: B. [1. Arekcanzpunoit, M. K. Boraanosa, B. M. Kpacoscxoro,
M. A. Asnusna n [I. A. Ueanokosa.

Pepaxkuua macrosmuM npuHOCHT Tunorpaduu M OCOGEHHO NEPEUNCAEHHBIM ee
COTPYAHMKaM BbIpaXeHHA cBoell HCKpeHHel 6GAarojapHOCTH.
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Aennnrpagexknit O6aactaur Ne 12347. Tupax 1.060 sk3. 133/¢ A,

2-s1 tunorpadus Tpancneuarn HKIIC. — Aennnrpas. Ya. Ilpasas, 15.



B TEYEHMWE MOCAEZHEIO IoJA
OBLUECTBO TIOHECAO PAJ TAKEABIX T[MOTEP:

[Touernniit uren O6mecrsa, npodeccop
u nouerHoit uaen Axagemun Hayk CCCP

KoncranTan Anrexcanzposnd
MOCCE

ckonuarca 24/VIII — 1928 r., na 81 rogy musHu

[Mouernpiii uren O6wecrtsa, 3acAyxeHHbr
npodgeccop

IOAuas BacuabeBuu

COXOUKHHA

ckonuaacs B Houb Ha 14/XI[—1927 r.,
Ha 86 rogy musHu

UYaren O6mecrsa, npodeccop
Aarexceit ArexceeBHY

AZAMOB

ckonyarca 24/XI— 1927 r., Ha 49 roay mu3HM

Uren Obmecrsa, acmupaur A. I. Yuus-rTa

Monceit AponoBnu
3APEINKHHA

YTOHYA BO BpeMs KymaHus B aprycre 1927 T.,
Ha 24 TOjy XH3HHM




Ilo npumepy apyiux nayunvix o6wecms CCCP Nenun-
wasckoe Dusurxo-Mamemamuueckoe Obwecmso pewuro
ommemumb gecamuaemue co guz Oxmabpockoi Peso-
Alouuu u3garuem 1rogpobroii 6ubiuopagpuu o omzery
Mmamemamu4eckux Hayk, KOMopPas HALALZHbIM 06pasom
A0AHHA cBUZemeAbcmBosamb 06 ycnexax smoii ompaciu
Hayk 3a ucmexwee nepsoe gecamuiemue Cosemckoii
saracmu.

Corcok paGoT MO MaTeMaTHYeCKHM HayKaM, ONyGAHKOBaHHBIX

B CCCP sa mepmoz 1917—1927 r.
K. B. Meauxos.

Hacrosmuii coucox o6uumaer MaTeMaTHueckylo AHTepaTypy 3a MNepHOZ
1917—1927 r. B Hero BkAtoueHbI TOABKO AypHAAbHDIE CTaTbU H OTAEABHO H3JaH-
Hble OpPHTHUHAAbHbIE HCCAeJOBaHHUA, ydeOHasAs AMTEpaTypa COBEPIIEHHO MCKANYEHA.
Tlepea cocraButereM cTosn Bompoc O BO3MOKHOM pacHpeZeAeHHMH MaTepuaa OT
CTPOroro ar)aBuTa aBTOPOB O APYroil KPaiHOCTH CTPOro CHCTEMAaTHYECKOro pac-
npejeaeHus, nojgo6Horo, Hamp., pacnpeaerennto B Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik. CocraBurean us6par cepesguHy n orpanuumacs camoii rpy6oi
‘CHCTeMaTH3alluei, BBes CeMb OTAEAOB, COOTBETCTBYIOLINX MEPBBIM CEMH IAaBaM
‘CXeMbl Ha3BaHHOTO HEMELKOro ClpaBoYHHMKa. Bo u3bemanne HegopasymeHHH OH
‘CYHTAET HYXKHBIM OTOBOPUTH OZHY OCOGEHHOCTb STOH CXeMbl — MCYHCAEHME KOHEU-
HBIX pa3sHOCTEHd M TeopHs BEPOSITHOCTEH ¢ MaTEMaTHYECKOH CTAaTHUCTHKOMH, OGbIYHO
‘OTHOCHMbIE K aireGpe, sgech OTHeceHbl K aHaAH3y.

Aurtepatypa no umcroii maTemaTHKe NpeiCTaBA€HA HACTOAbKO IIOAHO, Ha-
‘CKOAbKO 3TO 6bIAO BO3MOKHO; BbIGOP e AMTEpaTyphl MO MeXaHMKe B €€ YacTAX,
MOTPaHUYHBIX C (QU3HKOH, ACTPOHOMHeil M, TAaBHbIM 06pas’oM, TEXHHKOH, MOXET
6bITh HOCHT HECKOABKO CyGbeKTHBHBIH XapakTep.

OTHOCHTEADHO NPHUHATBIX COKpalleHWHi MOXHO ykasaTb ciegyromgee. Llugpa
‘B CKOOKax O0603HAauYaeT HOMep CepUH; MHPHBIM IIPUPTOM 0GO3HAYAETCA TOM Kyp-
HaAa MAM €ro roj, €CAM TOMa ONpeAeAAOTCA TOAaMH; MOACTPOYHas uudpa o6osna-
'yaeT HOMep BBIMYCKA JaHHOrO TOMa HMAM Troja, €CAH BBIYCKM HMEIOT CaMOCTO-
AreAbHyro narusaguio. Ecan ykasano gsa roga, o rog, crosmuii B cko6kax, 0603Ha-
yaeT BpeMs (AKTHYECKOro BBIXOAA B CBET JAHHOro ToMa. JIAS XKypHaAbHBIX CTaTel
AaHDbI MepBasA H IMOCAEJHAA CTPaHMIbl, KaK CaMOM CTaTbM, TaK M PE3IOME, JZAd
OTAEABHO M3JAHHBIX MOHOrpaduii—obmee uncao crpanul. Mecro Bbixoga H3gauus
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cokpameHno B 5 cayuasax: A. — Aenunrpag, [Irp. — [lerporpas, M. — Mockpa, K. —
Knes u X.— Xapbros. Coxpamennss HasBaHuii xypHaAOB NMOHATHbI caMu co6oOH,
HO Bece xe B koHUe (cm. crp. XXXVI) mpuromen mnoambiii cumcok sTux cokpame-
nuil. VI3 cokpamennii oguoit 6yksoit nago ynomsuyre W.— Hssecrus, K. — Hyp-
Haa, A. H. — Axagemus Hayx. Ksagparueie ckobku [], wak Bcerga, ykasmipaior,
YTO 3aKAIOUEHHOE B HHX JaHHOE Ha CaMOM HM3JaHMU HE MMEeTCS W SBAAETCA Iosic-

HAKIIUM JAOMOAHEHHEM COCTaBHTEAA.

. O6wun oraea.

Arponomos, H. A, C6opuuk crareit n
3aMeTOK MO pa3sAMYHbIM BOMPOCAM Ma-
TeMaTHKK U ee NpernojaBaHuA. Baagu-
Bocrok, Tpx. [laabmesocr. Yhus.
(15) 1 1927 57+ 1.

Aaaenknii, C. O 6eckoneyHom B TOAKO-
Baunn Kanropa. Ilepms, Tps. Mar.
Cemun. Yums. 1 1927 34—37 op.
pes. 37—37.

Ananna us Ilnpaka. Bonpocs n peme-
unsa. Ilepes. ¢ apmanck. H. A. Op-
6ean. IIrp. (P. A. H.) 1918 8o.

BeauxoBu4, A. C. Pa6orn1 A. A. Map-
KoBa II0 Teopun BeposTHOcreit. A., V.
A. H. (6) 17 1923 (1924) 45—52.

Bexees, A. Omnbir nposegenus kypca
BbICIleH MareMaTHKH 1O AaGOpPaTOPHO-
rpyumoBoii cucreme B [ocyzapcreen-
nom [laabHeBoCcTOUHOM YHHMBepcHTeTe
B 1925/26 akagemmuyeckoM rogy. Baa-
auBocrok, Tpa. Jaabuesocr. Yuus.
(1) 1 1926 1—15 ¢p. pes. 15—15.

Bo6eiamn, B. B. /lpesne -ungycckaa
MaTeMaTHKa W OTHONIEHMe K Heii Jpes-
Heil ['pennn. Kasanp, Y. M.-M. O6mu.
(2) 22 1917 (128 —157).

Bacuabes, A. B. Marematuka. Boin. L.
(1725—1826—1863) (Pycck. Hayxka.
Orta. Bropoit). IIrp., 1921 1+472.

~—— CroaerHe HedBKAMAOBOH reoMmet-
pun. M., Hayun. Pa6. 1926,, 20— 29.

— UYucran wmarematuka Ha cayxbe
ectecTBosHaHHA u Texuuku. M., Becrn.
Hux. 1925, 15—42.

Beiiepmrpacc. Peun, npousnecennas npu
BCTYMAEHHH B JOAKHOCTb pekTopa Dep-
AMHCKOTO YHMBepcHuTeTa 15-ro OKTA6pA
1873 r. M., Yen. ¢us. nayx 1, 1918.

Bunoxypos, B. Mosnonnsm B npenoga-
Bauuu Martematund. Ilepmp, Tpa. Mar.
Cemun.” Yuus. 1 1927 32—34 op.
pes. 34—34.

TaBpraos, A. @. [lamaru A. A. Mpua-
mana. M.-A., Yen. ¢us. mayk 6 1926
73—175-

Faaroaee, H. A. A. K. Bracos (1868 —
1922) (Hexpoaor). M:, Mar. C6opn. 32
1925 273—275 ¢ noprp.

I'pase, J. A. Ein neu entdeckter Brief
C. F. Gauss an H. W. Olbers.

von
K., 3Ban. ®.-M. sigaiay 1, 1924
91—05.

-— Historische Bemerkungen. K., 3an.
®.-M. siggiay 1; 1925 6—17.

I'onrep, H. M nejzaroruueckol xesi-
TEABHOCTH A.(A. M;\pl(ona. ASHA A H.
6) 17 1923 (1924) 35—44.

( aMATH A. ®pugmana A., K.
®.-M. O6w. 1 1926 5—11 ¢ moptp.
Eropos, [. ®. Borecras Kopueruesnu
Manoaseesckuit. (Hekpoaor). M., Mar.
C6opn. 32 1925 449—452 ¢ moprp.
-—— Koncrantun AnexceeBuu Anzapees.
(Hekpoanor). M., Mar. Cé6opn. 31 1924

337—340 ¢ _noprp.

Kerarkun, . H. O rexuuke Bblun-
CAEHHMHl TNpPEeJAOKEHHH B CHMBOAWYE-
ckoit aormke. M., Mar. Cé6opn. 34
1927 9—26 ¢p. pes. 26—28. ,

Hasexos, B. H. Pa6ori A. A. Dpuan-
maHa B o6aactu reodusuku. M.-A,
K. reopus. u wmereop. 3;—, 1926

—18.

Kaslmnomm, @. CroBEHK MaTeMaTHUYHOT
tepminonorii. Y. I Tepminoaoris un-
croi maremartuxu, Y. I Tepminororis
teopernuHoi Mexaniku. K.—X., 1925—
1926 VIII4-240, VIII4-8o.

Kupnnges, B. A. Co6panne counne-
HUH, T. Mrp., 1917 XL+ 615
¢ 3 mopTp.

Koamoropos, A. H. O npunuune ter-
tium non datur. M., Mar. C6opn. 32
1925 646—667 dp. pes. 667—667.

Kocrammn, B. A. H. H. Ao6auescknit
n ero sHauenne B Hayke. M., Texu.-
skoHoM. Bectn. 6 1926 1327 — 332
¢ noptp-

Ilamars B. A. CrexroBa. M,

Hayun. Pa6. 1926,—; 6—11.

[pogeccop H. E. MKyxoseknit
(1847—1921). M., Mar. Cé6opn. 31
1922 §—6 ¢ mopTp.

Kpriros, A. H. Anexcangp Muxaiiropny
Asnynos. 1857—1919. Hexponaor. Irp.,
H. A H. (6) 13 1919 (1920) 389—1394.




2011 L

Cayrumos, C. I, Jmurpuii Hukoraesuw
elianrep, npogeccop mexanumku Ka-
sanckoro ['ocyaapcrBennoro Ymuusep-
curera. ([To noBogy 4o-aerus ero
yJeHoif, megaroruueckoif u o6mecrsen-
Ho# gesreabHoctH). [lepmp, K. M.-M.
O6m. 4 1927 73—78 c moprp.
200-aetuio  Axagemuu Hayx.

Yenexu maremaruueckux nayk. Ilepmb,

K. ®.-M. O6m. 3 1926 61—63.

K 45-rermemy 106uaet0 Hayumo-
IIeAaroruyecKoll AesATeAbHOCTH TNpod.
I'. K. Cycrosa. Ilepms, K. @D.-M.
O6w. 4 1927 89—093.

— K croaernemy 1o06urero HoBoii reo-
merpuueckoit Teopun H. H. Aobaues-

ckoro. Ilepmb, Tpa. Mar. Cemun.
Yuus. 1 1927 I1I — 19 ¢p. pes.
19--19.

I. A. Hexkpacos. [Hekpoaror].
Tlepmp, Tps. Mar. Cemun. Ymus. 1
192&) 37—38.

— Diosuonusm B matemaruxe. [Tepms,
Tpa. Mar. Cemun. Ymus. 1 1927
26—29 ¢p. pes. 29—29.

Cmaproe, B. H. Ilamatn axazemuxa
B. A. Crekrosa (1863—1926) A.-M.,
Anexrp. 1926, 301—304 ¢ moptp.

Cmapnos, 0. A. Pa6ora 'Axagemun
Hayk B o6aactu mayx @usuko-marema-
tnueckux. (Peun). Ilepmp, K. D.-M.
O6w. 3. 1926 46 — 59 amra. pes.
60— 60.

Connmn, H. . [Asro6uorpagus]. Mare-
puansl gas Buorpag. Caosaps geiicts.

unenoB M. A. H. 2 IIrp. 1917
170—173.
—— UYe6bnimes, [laguyrnit AbBoBnu.

Marepnarsr zan Buorpad. Caopaps
aedictB. uaewos M. A. H. 2 IIrp. 1917
218—222.

Crankxesnu, H. B. Mexauuxa B npourom
u HacrosmeM. (Aekuus). Ilepmb, Tpa.
Mar. Cemun. Yuus. 1 1927 5—1I1
¢p. pes. I1—I1I.

Crexaos, B. A. [Asro6uorpagus]. Ma-
Tepuaabt gast Buorpad. Caosaps ageficrs.

arenos M. A. H. 2 IIrp. 1917
173—177.

A. A. MOpuaman. (Hexporor). A.,
Feogpus. Co6opn. 5; 1927 7—8 ¢
mopTp.

—— Anekcangp Muxaitrosuu NsmyHos,
1857—1919. Hexponor. ITrp. H. A. H.
(6) 13 1919 (1920) 367 — 388 ¢
nopTp.

O6wufét ot xeAn

—— Amngpeit  Anzpeesns Mapkos. A
H. A. H. (6) 16 1922 (1924) 169—184

— Marematuka ¥ ee 3HaueRHe JAA
yeaoBeuectBa. Depaumn (['oc. Hag.)
1923 137.

Teopuss ¥ mpakTMka B HccAeZoBa-
nusax Yeb6oimesa. [Irp. 1921 21 ¢ moprp.

Cymikesnua, A. K. O merogax npemoza-
BaHHMs MaTeMaTHKU B cpejHeil mxoxe.
Boponex, Tpa. Yuus. 3 1926 29g0—305.
neM. pes. XII—XIIL

Tuxomangpunkuit, M. A. (1844—1921)
Ouepk neparoruueckoii © HaydHOH
gesareabHoctd. 3an. Mar. Ka6. Kpbimck.
Yuus. 2 1921 XX—XXXII anra. pes.
XXXN—XXXIL.

Ycoenckait fl. B. Baagumunp Augpeesnu
Crexnos, (Hekponor). A,, H. A. H.
(6) 20 1926 837—856.

—— Hsbpannbie MaTeMaTHueckne pas-
Baeuenns. IIrp., 1924 262 -} 2.

—— Quepk ucropun rorapudmos Ilrp.,
1923 72 + 6 T6A.

—— Ouepk nayuno#t gesreapHoctn A.
A. Mapkosa. A, H. A. H. (6) 17
1923 (1924) 19—34.

9 Iontep, H., Cumpnos, B. B. A.
CrexroB xak yuenwiii M., Hayun. Pa6.
1926 5—6 12—21.

Mecenxos, B. I. Hcaax Hororon. (1727—
1927). M., P. Acrp. K. 4 192791—101
¢ noprp.

Mpugman, A. A. (Hexporor). M., K.
Feopus. u mereop. 2 1925 133—136
¢ mopTp.

Mpuaman, E. II. [lamaa A. A. @pua-
mana. A., [eopns. C6opunx 5, 1927

—10.

Xngn'mn, A. . Hgen unryunuonusma u
6opp6a 3a mpesMeT B COBPEMEHHOH
matematuxe. M., Bectn. Komm. Axkaz.
16 1926 184—192.

Humzepaunr, J. II. [eomerpns y apes-
gux eruntsad. A, M. A. H. (6) 19
1925 541—568.
urriculum vitae A. A. Mpuamana. A.,
TFeopus. C6opH. §,, 1927 11—13.

In memoriam I. Lobatschevskii.
Vol. II. Collection des mémoires pré-
sentés par les savants de divers pays
a la Société Physico-Mathématique de
Kazan a l'occasion de la célébration
du centenaire de la découverte de la
Géométrie Non-Euclidienne par N. L.
Lobatcheffsky. (2/y5 Février 1826)
[Kasans]. 'raBrayka 1927 201+4-I.




II. Apupmeruxa u arre6pa. IX

II. Apupmernka u aare6pa.

Apapniickan, E. O aumefinbix coorso-
IUCHUSX MEXZY MOKA3aTEAAMH cTeleHeH

1 u,
B cpaBHenmn g | g i = 1 (modp).
Kasanp, M. ®O.-M. O6um. (3) 1 1926
107 — II4 ¢p. pes. 114 -114.

Axmesep, H. H. Hosuii BuBiz Heobxig-
HUX YMOB NPHHAAEXHOCTH iroi QYHK-
Iii UIAOTO MOPAAKY AO WEBHOTO THMY.
K., 3an. O.-M. sigpiry. 23 1927
29-233.

— Uber eine Anwendung der Euler-
schen Transformation. K., 3an. ®.-M.
Bigaiay 1; 1925 32—33.

Bopogus, Yucrobas
Iy 9 (dj — npousseaenue
aeaurereii ueaoro umeaa N. [lepms,
Tpa. Mar. Cemnn. Yuus. 1 1927 30—
32 ¢p. pes. 32—32.

Bpaauc, B. Ymuoxmenne npubrmmennbix
uncer. Kasanp, M. D.-M. O6w. (2) 25
1925 (1926) 56-—84 newm. pes. 84—85.

Bacaares, A. eroe umcao. Ilrp.
1919 272 c¢ I T6A.

Beasmun, B. II. 06 uso6paxenun uncea
KBaJpaTHYHbBIMH (POPMAMH C JBYMA

PyHKIUA
YYICAOBBIX

nepemennbiMu. Pocros ma Jomy, H.
Jouck. Yuus. 5 1925 42—44.
CM.

Benxos, B. A. 06 apupmeTnke xpaTep-
muonos. A, M. A. H. (6) 16 1922
(1924) 205—220, 221—246.

Bumorpaaos, Amnaantnueckoe
AOKa3aTEeAbCTBO TEOPEMBL O pacapeie-
AeHMM JPOOHBIX yacTeil IleA0ro MHOrO-

urea. A, H. A. H. (6) 21 1927

567—578.

K Bonpocy o pacnpegerenun zpo6-

HbIX JOAeH 3HaUYeHHH PYHKIUM OZHOTO

nepementoro. A, K. ®.-M. O6wm. 1

1926 56—64 ¢p. pes. 64—65.

Hosbiit cmoco6 aas  noayuenus

ACHMNTOTUYECKUX BhipaxeHUit apudme-

taveckux ¢ynxumii. [Irp., M. A. H.

(6) 11 1917 1347-—1378.

rpaHule HaHMeHbIIEro HeBbl-

yeta n-oif cremennm. A., A. H.

(6) 20 1926 47—58.

O apo6HBIX YaCTAX LEAOTO MHOIOo-
urena. A, H. A. H. (6) 20 1926
585 —600.

— 0 pacrpefereHHM JpoOHBIX JoAeid
3HaueHMH (PYHKUUH JBYX NepeMeHHBIX.

A, H. poaurexn. Huer. 30 1927
31 —52 ¢Qp. pes. 52—52.

O pacnpegerenmn wungexcos A.,

Joxa. A. H. (A) 1926 73 —76.

O pacnpegerennn  KBagpaTH4HBIX

BbIYETOB M HeBbiueToB. llepmn, XK.

®.-M. O6w. 2 1919 1—14 @p. pes.

15—16.

O cpegnem sHaueHUH UMCAA KAACCOB

YNCTO KOPEHHBIX (OPM ' OTPUOATEAD-

noro onpexeinters. X., Coobw. Mar.

O6w. (2) 16 1918 10—38.

O6 ogHoM acumnroTMUECKOM pa-

BEHCTBE TEOPHH KBaJPaTHUHDBIX (QOPM.

Iepms, K. @®.-M. O6m. 1 1918

(1919) 18 —28 ¢p. pes. 28—28.

BJ\eMeHTapﬂoe A0Kal’aTeAbCTBO - Of-

HOTO O6HIero MPejAOKEHHA M3 AHAAU-

TH4eckoil Teopuu umcea. A., HU. mo-

autexn. Huer. 29 1925 2 — 12 @p.

pes.

JreMEHTapHOE ZOKa3aTeAbCTBO O

Holi ofmeil TeopeMbl aHaAMTHUECKOH

teopun umcea. A, H. A. H. (6) 19

1925 785—795 @p. pes. 796-—796.

Demonstration élémentaire d'un
théoréme de Gauss. A., K. D.-M.
O6m. 1 1927 187—-193 pycck. pes.
193—193.

—— Sur la distribution des résidus et
des nonrésidus des puissances. [Tepmb,
K. O-M. O6m.1 1918 (1919) 94—098.

—— Sur un théoréme général de Waring.
M., Mar. C6opu. 31 1924 490—507
PYccK. pes. 507—507.

Feanbxe, M. O6 acumnroruueckom BbI-
pameHny CyMMbl ZPOOHDBIX HacTel QyHK-
gun aByx nepemennmx. A., K. ®.-M.
O6w. 1 1927 281—298 Hemen. pes.
298 —298.

Ipase, . A. O epunupgax koHeunoro
noas. M., Mar. Céopn. 32 1925 562—
1568 @p. pes. 568 —568.

T O PA3A0KEHHHU npochIX quceA Ha
naearbusie MEOxUTeAd. M., Mar. C6opH.
32 1925 542—560 ¢p. pes. 561—561.

—— O6 OCHOBHBIX MOAOKEHHAX TEOPUH
naearbubix umcea. M., Mar. C6opn.
32 1924 135—I151 ¢p. pes. I5I—1I5I.

Sur les racines cinquiémes de

Punité. K.,)San.6 MD. - M. sigainy 1,

1922 (192 —6.

2 u(r ?mB th?éoréme d’Euler. K., 3an.
Md.-M sigairy 1, 1922 (1923) 1—3.
Fpagmreiin, H. HEYeTHbIX COBep-
mennpix 4ucaax. M., Mar. Céopn. 32
1925 476—508 aHra. pes. 509—5I0.
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Ipebeniox, . T. O @Pynxuuonarbuom
6asuce 06AacTH aire6panyecKUX UKCEA,
3aBUCALIUX OT KOPHA HENPUBOAUMOrO
ypaBHEeHMsi n-0i cTemeHW. TalUKeHT,
Broar. Cp.-As. Yuus. 13 1926 41~ 51
&p. pes. 52—52.

LeAbIX aAre6pauyeckux 4YHCAax,
3aBHCALIAX OT HEMPUBOAUMOrO ypaBHe-
HAA 4-# cremenn. Tamkent, Droaa.
Cp.-As. Yuue. 11 1925 19—43 ¢p.
pe3s. 43—43, 12 1926 1—14 ¢p. pes.
14—14.

I'paropres, E. H. M3z o6ractu neonpe-
AereHHOro aHaAausa 4-it cremenn. Ka-
sanp, M. D.-M. O6m. (2) 24; 1924
76—80 ¢p. pes. 8o - 8o.

——— Yernlpe 6uxBazpara (3agaua ii-
aepa). Kasaup, H. M.-M. O6w. (2)
24, 1924 (1925) 61— 78 @p. pes.
78—78.

—— Resolutio formulae
Kasanp, ¥Yu. 3am.
209—217.

Bearone, B. H. O uncae npeascraBaennit
YyhcAa ZBOMHHMYHOM ky6uueckoii ¢op-
Moﬁ OTpHgaTe)\bﬂoro onpeueJ\HTeJm.
A, H. A. H. (6) 16 1922 (1924)
253—272.

——— Pemenne 3agaun 5KBUBAAEHTHOCTH
u TabyArspusauns KyGHueckux JBOH-
HHNYHBIX (OPM OTPHUIATEABHOTO oOMpe-
aeanreas A., M. @.-M. O6w. 1 1926
40 — 55 HeM. pes. 55—55.

—— Pemenne HeonpegereHHoro ypap-
menna X’q-+Y3=1. A, U A. H.
(6) 16 1922 (1924) 273—280.

Ueber den Algorithmus der Erho-
hung. A., K. ®.-M. O6w. 1 1927
257—267 pycck. pes. 267—267.

Ayo6non, fI. C. O cummerpuunoO cABOEH-
HBIX OPTOTOHAAbHBIX ManHgax. M .
(Accou. u.-ucca. user. npu @Ousmare
1 M. I. Y. Hceca. mrcr. Mar. u Mex.
npu 1 M. . ¥) 1927 33—54 Hem.
pes. 54—55.

Jeimman, A. Ueber einige asympto-
tische Formeln A., K. ®.-M. O6w. 1
1927 313—322 pycck. pes. 322—322.

Kypanckuii, A. M. 3akon BsaumHoCTH
Ky6uuecknx BbiuetoB. A., K. @D.-M.
O6w. 1 1927 204—232 ¢p. pes.
232—232.

Heanos, H. H. K teopuu xsagparnunsix
M HeKBaAPaTUYHLIX BbIYETOB MO ZaH-
HoMy mpocTomy Moayawo. Ilrp., H.
noantexH. Huer. 28 1919 (1921)
185—1809.

—— O asyx cpaBrenusx. A., K. @.-M.
O6m. 1 1926 37 — 38 Hem. pes.
39-39.

Diophanteae.
Yuns. 85 1925

Apudmerunka u aarebpa.

— O cymme, saBucamell oT mnpocroro
sncaa gopmut 4m 4 . A., Zoxa. A  H.
(A) 1927 43—48.

—— 06 oaHOM UYHCAOBOM TOHKeECTBe.
[Irp., H. noamrexn. Huer. 28 1910
(1921) 181—183.

Karan, B. ®. O wnexoropbix cucremax
4nceA, K KOTophM npuBoaaT JMopen-
uosbl mnpeobpasopanus. M., (Accom.
m.-ucca. uncr. npu Musmare 1 M.T. Y.
Heea. umer. mar. u mex. apu 1 M.
I. ¥.) 1926 24, 1927 3—29 HeM. pes.
30—3I.

Kaiimep, M. O muoromepHbix onpegeau-
TEAAX A WX NPUAOKEHHH K TEH30p-
Homy ncumcaenuro. Ogecea, XK. n.~ucea.
kapesp 1; 1924 27 — 30 ¢p. pes.
30-31.

Kosmep, C. C. Ueber einen Satz von
Tschebyscheff - Minkowski. M., Mar.
Cé6opn. 32 1925 528—540 pycck. pes.
541—541.

Ko:xesanxos, B. A. Auneiika, qupxyan
M ypaBHeHMe [ATOH cTemenn. M.,
Becrn. HUnm. 1926 212—214.

Kocrarau, I. B. Pasroxenne uppanuo-
HaAbHBIX UACEA B HENPEPBIBHbIE ZPO6H
Boiciux nopszkoB. Ogecca, K. H.-ucca.
kageap. 1; 1923 31—42.

Komasxos, H. C. Ueber eine Zahlen-
tsheoretische Anwendung der Laguer-
reschen Polynome. A., ®. - M.
O6w. 1 1927 275—280 pycck. pes.
280 —28o.

KpaBayx, M. Jo Teopii nepeminHux
matunp. K., 3an. @.-M. siagiay 1.
1924 28—32 ¢p. pes. 33—33. .

Josig TeopeMm mnpo cCyuiAbHICTH
KkopeHis aarebpuunoro piseanua. K.,
Hayk. 3an. 2 1924 71—71.

-—— Hosuit goBig oguoi TEOpPEMH Misb-
koBecbkoro. K., Hayk. 3Bam. 2 1924
66-—70 @p. pes. 70—70.

Ipo xBajpaTnuni GopmMu Ta AiHifHI
nepersopenna. K., Tpz. ®D.-M. sia-
aiay 13 1924 1—84 ¢p. pes. 85—8q.

- PO OZHO NEPETBOPeHHs KBajpa-
trunux  gopm. K., Bam. ®-M sia-
aiay 13 1924 87—90 ¢p. pes. go—go.

Pasnogia nepsicunx uncea mo mig-
CTaBAEHHAX Trpynun aAre6puYHOro pi-
puanua. K., 3an. @.-M. siaaiay 2,
1927 25—32 HeM. pe3.

Kpriros, H. M. Sur l'existence des ra-
cines d’une équation algébrique. Cum-
¢peponoab, 3an. Mar. Ka6. Tasp. YHus.

1 1919 33—35. .
n Kpasuyx, M. Jeaxi ysarn mpo,
pasBsizaHHsi  aAreGPUYHMX  PIBHSHD,

OCHOBaHi AMIIE Ha MOHATTI He3BeJaHu-



Il. Apupmerura n aarebpa. XI

moctu. K., Ban. ®.—M. sigairy. 1,
1924 62— 67 ¢p. mepes. 67 —72.

Kysnmenos, I'. II. Hcxaouenne nenpuso-
AVMbIX MHOXHTEAeH M3 IeAoit panuo-
naabuo#t @ynkuun. HoBouepxacex, H.
Houck. noanrexn. Huer. 9 1923 —1925
1—15 ¢p. pes. 16—16.

O606wenne Teopembr a’Arambepa.
Hosouepxacck, H. [JoHck. noaurexs.
Huer. 9 1923—1925. Ilpnaox. 1-e.
1—38 @p. pes. 39 - 39.

Kyssmunm, P. 0. O6 ozuom apudmern-
YeCKOM CBOWCTBe aAre6panyeckux PyHK-
uuit. A. H. noaurexn. Mucr. 30 1927
107—111 ¢p. pes. I12—II2.

Aoiigaackait, A. I'. O6 ogHom rpagpu-
YEeCKOM MeTOje pelleHHs ypaBHEHHH .
A] K. P. ®.—X. O6ws. Yacrs ¢us.
56 1925 270—279 Hem. pes. 280— 280.

Manaees, B. A. O rpynmax pemwenuit

3n  3n 3n
cpaBHenus: X +y-+z—3x"y°z" =0
10 MOAYAIO, IPEACTaBAAIOIIEMY CTeneHb
IPOCTOTO AEAUTEAS BbIpameHUH x2 — yz,
y? — xz, z?—xy. Kasanp, H. @. - M.
O6w. (3) 1 1926 95—105 ¢p. pes.
105—106.
Mapxos, A. OnbiT npuMeHeHns GyHKIUK
(entiére) k MccAeZOBaHMIO HEKOTOPBIX
KA3CCOB BELIECTBEHHDBIX YHCEA. BOPO‘
nex, Tpys. Yuus. 3 1926 222—239
nem. pes. XI—XI.

Mapuescruii, M. H. Ilpu6op aaa ycko-
PEHHOrO BBIYUCAEHHMA CTENEHHbIX Bbl-
4YeTOB MO JaHHOMY HEYETHOMY MePBO-
nauaabHomy mogyamwo. X., Coo6my. Mar.
O6w. (4) 1 1927 25—31 ¢p. pes.
31—31

Maran, A. II. K Bonpocy o noayuenun
YHCAOBBIX TOXECTB [NOMOLIbIO YHCAOBBIX
pagos. M., Mar. Cé6opn. 32 1924
220—231 ¢p. pes. 231—231.

Mopayxaii-BoaToBewoit, . M. O ne-
KOTOPDbIX CBOMCTBaX TpaHCUEHAEHTHDIX
unceA nepsoro kaacca. M., Mar. C6opmn.
34. 1927 55—99 ¢p. pes. 99—100.

Haprimxuna, A. YHCAAX, aHaAo-
FHYHBIX uucAaMm DepHyaan B ogHOKAac-
CHBIX KBaZPaTHuYHBIX ob6AacTAX OTPHU-
HarteabHoro Auckpumunanta. A., M. A.
H. (6) 19 1925 145—176, 297—314.

Hexoaaes, A. H. Hssreuenne xBagpar-
HbIX M KyOnueckux KopHedl M3 umcea
c momowpio apudmomerpa. TawkeHr,
Broar. Cp.-As. Yuus. 11 1925 65 —73
HeM. pes. 74—74.

Mapgentnes, H. H. Sur quelques pro-
priétés nouvelles de la fonction qui
definit le nombre des nombres pre-
miers dans un interval donné et sur

quelques rélations entre les nombres
premiers. Kasanp, M. ®.-M. O6uw.
(2) 23 1923 12 - 14.

Poxaecreencknii, H. H. Pacmmpenue
nouatua umcra. X., Hayk. 3an. [2]
1926 155—160.

Ceep:xencknii, C. B. cm. 1V.

Cemenon, HsH O6 oauoit asoitnoit
cymme. A, K. ®.-M. O6w. 1 1926
114—118 HeM. pes. 118—118.

O6 oanoii saementapHOd 3ajaue
M3 TEOPHH YHMCAOBBIX IIOCA€JOBATEAD-
nocreit A. M. noaurexn. Huer. 30
1927 135 — 140 HeM. pe3. I4I—I42.

Conman, M. Kpurepuit nenpusogumoctn
meAbIXx QYHKUOUH B Ato6om aare6panue-
ckoMm mnoxe. X., Yu. Bam. H.-mccA. Ka-
¢eap 1 1924 81 - 82.

Cymxesnu, A. K. Sur quelques cas des
groupes finis sans la loi de I'inversion
univoque. X., Coo6w. Mar. O6u.
(4) 1 1927 17—24 pycck. pes. 24— 24.

---- Ueber die Darstellung der ein-
deutig nicht umkehrbaren Gruppen
mittelst der verallgemeinerten Substi-
tutionen. M., Mar. C6opn. 33 1926
371—372 pycck. pes. 373 — 373.

TapraxoBckbii, A. Auflosung der
Gleichung x* — py*=1. A.,, H. A. H.
(6) 20 1926 301—324.

—— Ueber die Losung der unbestim-

mten Gleichung X2 pY2“ =1. K.,
3an. M.-M. sigairy 1o 1924 39— 43.

Ycnenckmii, 1. B. Acumnrornueckre
BbIpaxeHUs] UNCAOBBIX QYHKUUH, BeTpe-
yaomuxcs B 3agadax o pasGUeHHH
uncen Ha caaraemsie. [Irp., M. A. H.
(6) 14 1920 199 —218.

—— O6 oauo#t 3agave Mpana DBepuya-
am. A, H. A. H. (6) 18 1924 67—84.

—-— Note sur le nombre des représen-
tations des nombres par une somme
d’un nombre pair de carrés. A., H. A.
H. (6) 19 1925 647— 662.

—— Sur les relations entre les nombres:
des classes des formes quadratiques
binaires et positives A., M. A. H. (6)
19 1925 599 — 620, 763 — 784, 20
1926 25 — 38, 175 — 196, 327 — 348,
547—566, 619 - 642.

®uannnos, A. O6 oaHom cnocobe pe-
IEeHUs ypaBHEHUA 3-if CTENEHU U aAro-

pupme [I'paBe. Ogecca, K. H.-ncea.
xadeap 1; 1923 1—13.
@Mpask, M. A. O sBuiuncrennn KopHeit

YpaBHEHHsI C MNOMOLIbIO MeTOoJa II0-
crosimHoro koaddunuenta. Cumpepo-
noab, 3an. Mar. Ka6. Kprimek. Yrus.
2 1921 225-—22Q aHTA. pes. 229 —220.



XII IIL.

Xanunn, A. . Beauxas reopema (Dep-
ma. M.-A. (Toc. Hsa.) 1927 76.

K sompocy o npeacrasaenun uncaa

B BHJAE CYMMBI ABYX MNPOCTbIX UHCEA.

Hpanoso - Boanecenck, H. moanrexs.

Hucr. 5 1922 42--48.

O6 oanoM cBoicTBe HempepPBIBHBIX
apobeit m ero apupMETHHECKHX MPUAO-
#enusnx. Fsanoso - Bosnecenck, M.
noaurexs. Muer. § 1922 27—41.

—— Bemerkung zur metrischen Theo-
rie der Kettenbriiche. M., Mar. C6opH.
32 1925 326 — 329 pycck. pes.
329 —329.

—— Ueber die angeniherte Auflosung
linearer Gleichungen in ganzen Zahlen.
M., Mar. Cé6opu. 32 1924 203218
pycck. pes. 219—21Q.

YeboTapes, H. I'. [okasareabcrso Teo=
pemnt Kronecker’a - Weber’a ornocu-
TeAbHO abeaeBbix o6aacredt. M., Mar.
C6opn. 31 1923 302—308 Hem. pes.
309—309.

—— K sagaue naxoxaenus arre6panue-
CKMX ypaBHeHH# C Hamepes 3ajaHHOM
rpynno#i. Kasawp, M. ®.-M. O6uw.
(3) 1 1926 26—32 Hem. pes. 32 -32.

T HOBOe obocuoBanne TEoOpun Hnpea=
AoB  (nmo Boaorapesy). Kasaumn, H.
®.-M. O6w. (2) 25 1925 (1926)
I—14 ¢p. pes. 14—14.

~— Onpegerenne nroTHOCTH COBOKYN-
HOCTH MPOCTBIX YNCEA, NPHHAJAEKALINX

Teopusns MHoOXecCTB.

K 3aJaHHOMY KAaccy MOACTAHOBOK.A.,
H. A. H. (6) 17 1923 (1924) 205—
230, 231—250.

—— Der Hilbertsche Satz. K., 3an.
@.-M. Bigaiay 1, 1924 3—17.

— Eine Verallgemeinerung des Min-
kowski’schen Satzes mit Anwendung
auf die Betrachtung der Korperideal-
klassen. Ogzecca, K. n.-ucca. kagesp 1,
1924 17—20 yKp. pes. 20—-20.

IImear, O. lpynnm, Bee noa-
CPYMNOBI - KOTOPBIX creluarbHble. M.,
Mar. C6opn. 31 1924 366—372 Hem.
pes. 372—372.

[pynnbi, uMeromme TOABKO OAHH
KAacc He HﬂﬂapﬂaHTHbe llO[lI‘py"n.
M., Mar. C6opu. 33 1926 161—172
HeM. pes. 172—I72.

Iloxop-Tponxaii, C. Onwir coBmMecTHOrO
060CHOBaHHs TEOPUU BEUIECTBEHHBIX U
koMmAekcHbix uucea. Kasanp, M. D.-M.
O6w. (2) 22 1917 159—221I.

Bell, E. T. Sur la notion de I'arithmé-
tique générale. In mem. Lobatschevskii,
2 1927 135—136.

Kharadzé, A. Note sur les racines ra-
tionelles de I'équation du troisiéme
degré. Tiflis, Bull. de I'Univ. 2 1922—
1923 197--199 (Ilo rpys.).

ur les suites des nombres ration-

nels analogues aux nombres de Ber-

noulli et d’Euler. Tiflis, Bull. de

I'Univ. 7 1927 248—253.

IIl. Teopuss muoxecrs.

Arponomon, H. A. K Teopun ncuncan-
mbix  komnaekcoB. Crasponoan, Tpa.
C.-X. Hucr. 6; 1921 1—5.

Anexcangpos, II. Sur I'invariance topo-
logique des ensembles complémentaires
aux ensembles (A). M., Mar. Cé6ops.
31 1923 1310 — 318 pycck. pes.
318—318.

BeauaxoBug, A. C. O6 oznom crpyxryp-
HOM cBoiicTBe (QYHKUHA M aHcaM6aei.
M., Mar. C6opu. 31 1922 129—145
¢p. pes. 145—146.
pyaurges, I'. A. O pasauunbix mepax
Toueynbix aHcambaeit. X., Hayk. 3an.
[2] 1926 11—10.

—— O6 opHoM THme CcBOficTB Toueu-
Hbix adcam6aeit. X., Yu. 3am. H.—
ucca. kadeap 1 1924 50—62.

Bapenkuit, M. A. Sur un probléme des
ensembles congruants. A., K. @.-M.

O6w. 1 1927 182—186 pycek.
186 —186.

Komapescknit, B. M. O6 ogHomM cBolicTBe
AMHEHHBIX continuum’oB ¢ TOYkamu
BerBaenusi. Tamkenr, Tpys Typx. [oc.
Yuus. 6—8 1922 19—26.

Kpsrcanoncksii, . A. Zlo Teopii Tou-
koBux wmuoxuH. ([Ipo Teopemy Boan-
naso - Baitepmrpaca).  Ogecca, K.
H.-KOCA. KaTeAp 23 1926 96—99 Hem.
pes. 99—99. .
yaas, H. H. Mémoire sur les ensem-
bles analytiques et projectifs. M.,
Mar. C6opn. 33 1926 237 — 289 pycck.
pes. 290 - 290.

Hemeimkuit, B. O uekoropbix kaaccax
AMHEHHBIX MHOXECTB B CBA3H ¢ a6co-
AIOTHOH CXOZNMOCTHIO TPHIOHOMETPH-
ueckux psagos. M., Mar. Cé6opu. 33

1926 5—30 ¢p. pes. 30 —32.

pes



IV. Aunaams

Cepruncknii, B. K. Akcuoma Zermelo
H ee POAb B TEOPHH MHOXKECTB H
B anaanse. M., Mar. Cé6opn. 31 1922
94— 128 ¢p. nep. cogepmanns 94— 95.

ur une fonction de classe 4. In
mem. Lobatschevskii 2 1927 197—201.

Tymapxan, A. A. cm. V.

Xuaunn, A. fl. Hosoe goxasareancrso
OCHOBHO# TeopeMbl MeTpHuYeckoil Teo-
pun mHomecTB. HMBanoso-Bosmecenck,
H. noanrexn. Uner. 6 1922 39—41.

Yepracos, A. H. Ueber Unstetigkeits-
punkte allgemeiner Kontinuen. M.,
Mar. Céops 33 1926 9g9—108 pycex.
pes. 108—108.

IV. An

Anamos, A. A. O aByx gopmynrax, cay-
_nk,

KAUIMX JAA BBIYMCACHHA g —e K mo

AaHHOMY MOAYAI0 B TEOPHH BAAMITH-

uyecknx ¢ysxguit. A., M. noaumrexs.

Hucr. 30 1927 24—28 ¢p. pes. 29—29.

oo

inM
—— O6 unrerparax Buaa fsm—(ax)dx-
o ¥
A, H. noaurexn. Huer. 30 1927 3—20
@p. pes. 21—23.

Anexcasapos, II. L'intégration au sens
de M. Denjoy considérée comme re-
cherche des fonctions primitives. M.,
Mar. C6opn. 31 1924 465—476 pycck.
pes. 476— 476.

Amaponos, A. u AeontoBru, M., cm. VI.

Anneasgor, I. I'. O nexoropbix npe-
06pas0BaHUAX OCHOBHOH (OPMBI cH-
cTeMbt  aare6pauueckux  agudepen-
nnanbHbix ypasuenuit. M., Mar. C6opm.
32 1924 9—19 HeM. pe3. 20—2I.

Axunesep, H. H. Tlpo ozry saacTusicrb
MeTogu cymyBanHs Weierstrass’a K.,
Hayx. 3an. 2 1924 72—77.

u Mraepman, 3. Uber die Zusam-
menhang zwischen der Stérmerschen
Integrationsmethode und den Bernoul-
lischen Polynomen. K., 3an. ®.-M.
Biagiry 25 1927 16 —24.

Baxayma, 0. A Zu Gyldéns Theorie
die Differentialgleichung des Radius
Vector zu integrieren. A, W. A. H.
(6) 20 1926 (1927) 1395—1404.

Baxypan, H TIOAB! [0 TEOpPHH Ham-
menpmux ksagparos. A., 3an. Topn.
Huer. 7 1926 13-—25 Hem. pes. 25 —25.

XIII

Yersepyxum, H. @. cm. V.

Fréchet, M. Sur les ensembles plans de
mesure linéaire nulle. In mem. Lo-
batschevskii 2 1927 151—155.

Gokiéli, L. Sur les propriétés fonda-
mentales de l'ensemble de toutes les
propositions. Tiflis, Bull Univ. § 1925
295—305. (ITo rpys.).

Levi, B. Résolution des points singuliérs
d'une variété algébrique a un nombre
quelconque de dimensions. (Note pré--
liminaire). In mem. Lobatschevskii 2

1927 191—196,

aAH 3.

Beauxopnu, A. C. HccaegoBanue Henpe--
PBIBEBIX (PYHKUMH B CBA3H C BONPOCOM
06 ux audpdepenuupyemocrn. M., Mar.
Cé6opu. 31 1924 529—556 mem. pes.
556—556.

—— O6 oaHOM ypaBHeHHH B KOHEUHBIX
pasnocrax. [lepmb, K. ®.-M. O6mw. 1
1918 (1919) 29—132.

Beweis von drei Satzen tiber die

Differenzierbarkeit. A., Joka. A. H. (A)

1924 133—136.

Diskussion der stetigen Funktionen
im Zusammenhang mit der Frage iiber-
ihre Differenzierbarkeit. A., . A. H.
(6) 19 1925 07—122.

— Nouvelle forme des conditions d'in-
tégrabilité des fonctions. ITepmn, XK.
®.-M. O6m. 1 1918 (1919) 140—145.

Quelques théorémes générales sur:

Pinterversion des intégrations et I'in-

tégration des séries. [lepmp, K. @.-M.

O6mw. 1 1918 (1919) 99—139.

Sur deux questions d’intégrabilité
des fonctions. ITepmp, . @.-M. O61w.
2 1919 105—123 ¢ I TOA. yepT.

——- Ueber die Beziehung zwischen dem
Maximum und Minimum des Moduls
einer ganzen Funktion von der Ordnung
<1. A, A H. (618 1924 17—28.

Ueber relative Maxima des New-
tonschen Potentials. A., H. A. H. (6)
18 1924 29—134. .

Bepamreiin, C. H. MaremaTnueckue 3a-
Raun cospemennoii 6uororun. X., Hayxa
Ha Ykp. 1 1922 14—19

O 3akone 6oapmux uncer. X.,

Coo6mr. Mar. O6mw. (2) 16 1918 82 87.

O npuMeHeHuM OZHOTO TeOMeTpH-

4ecKOro MPHHUMMNA K TEOPHH KOPPEeAs-
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gun. In mem. Lobatschevskii 2 1927

137 —150.

O6 oanoM BuAON3MEHEHMM Hepa-
peHcrBa Ye6pimesa, X., Yu. 3an.
H.-uccA. Kadeap 1 1924 38—48 ¢p.
pes. 48—49.

— OnbiT  akcnomaTHYeckoro o6ocHO-
BaHus Teopnnu BepostHocreit. X., Coobiy.
Mar. O6w. (2) 15 1917 209—274.

emleHne OJAHOM MaTeMaTHYeCKOH

npo6aembl, cBAsaHHOH c Teopueit Ha-
caegcTBeHHOCTH. X., Yu. 3am. H.-HCCA.

kageap 1 1924 83—115.

Teopun seposrrocreit. M.-A. (Foc.
Hsgz.) 1927 VIII4-363.

— Sur les polynomes multiplement
monotones. X., Coo6wy. Mar. O6m. (4)
1 1927 1—11.

Sur les sommes de quantités dé-

pendantes. A., H. A. H. (6) 20 1926

(1927) 1459—1478.

ur une propriété des fonctions
entiéres de genre o. X., Hayk. 3an.
[2] 1926 1—9.

—— Sur une propriété des polynomes
de Tchebycheff. A., Zoka. A. H. (A)
1927 (1928) 405—407.

Boroawbos, H. Ilpo Habamxene poses-
SyBaHHSA JUPEepeHLiAAbHHX PIBHAHHIB.
K., Tpa. ©.-M. Bigairy 55 1927 357—
365 ¢p. pes. 408 —408.

—— cm. VL

BoromoaoB, C. A. O6wme ocuHoBaEMA
Hrororonosa meroga mepsbix u mocaex-
HHx orHowenwit. Kazamp, 1. (D.-M.
O6w. (2) 22 1917 79—I112.

Boromoaosa, B. O6 ogHoM kracce QyHK-
uuii BCIOAY ACHMMOTOTHYECKH Hempe-
poiubix. M., Mar. Cé6opn. 32 1924
152—169 ¢p. pes. 16g—I17I.

Boes, T. II. O xondpopmuOoM npeobpaso-
Banun u popmyre Landen’a. Caparos,
Yy 3an. Yuus. 1; 1923 3—6.

——= O MejareHHO pacTymIMX M OrpaHH-
YEeHHBIX OJHO3HAYHBIX AHAAMTHYECKUX
@ynkuusx. Caparos, Yu. 3Ban. Yuus.
4, 1925 1—10.

O6 asromop¢pubix ¢yHkunax. Ca-

paros, Yu. 3an. Yuus. 5, 1926 191—

208.

Pocr wearix pyHkumit BRyTPH yraos,
cBo6ogupix ot Hyaeit. Caparos, Yu.
3Ban. Yuus. 3, 1925 28—32.

Bpaiiges, H. P. O6 ognom mpejcraBae-
Hun aHarutudeckoit gpynkuun. H.-Hos-
ropog, Y. Yuus. 1 1926 81—122.

Bpxeaxa, B. ®. O Hekorophix mepa-
BEHCTBAaX MOAYYAE€MBIX M3 HHTEPNOAA-
unoHHoi  @opmyrnt  Aarpamma. X,
Coobuyy. Mar. O6w. (4) 1 1927 12—16.

IV. Awaanas

Byaraxos, H. A. Application des for-
mules de M. Ch. Neumann exprimant
les charges de deux sphéres conduc-
trices isolées au cas limite, ou elles
sont en contact. A., M. A. H. (6)
19 1925 743—752. . .

ur le probléme de I'induction ma-
gnétique de deux sphéres. A, M. A. H.
(6) 20 1926 (1927) 1445—1458.

Byaunkaii, E. A. Judpdepenuuponanne
@yskunu or pynkuun. Kasann, M. @.-
O6w. (2) 22 1917 123—127.

BacmaseB, A. C. Beposrueiimmit pe-
SYABTaT M3MepeHHUsA OJHOH M TOH Xe
BEAHUNHBl HECKOADKMMH HHCTPYMEH-
ramu. A, M. A. H. (6) 21 1927 373—
384, 543—566.
emmamunos, B. [eomerpuueckoe aoka-
3aTEABCTBO OCHOBHBIX TEOPEM TEOPHH
npouspogumx uncer. M., Mar. C6opH.
32 1924 101—110 Qp. pe3. I110—IIO.

Sur un probléme de la représenta-
tion conforme de M. Carathéodory.
M., Mar. Cé6opu. 31 1922 91—93
pyccK. pes. 93—93.

Buxases, II. A. Ouepku Teopernueckoit
craructukn. M., 1924 15011

Bnmuesckeii, A. A. A6corroTHbli sKcTpe-
MYM OAHOTO NOAMHOMHAABHOTO (PYHK-
uuonara. Cumgeponoab, 3an. Mar.
ka6. TaBp. Yuus. 11919 37—40 aHra.
pes. 40— 4o.

HEKOTOPbIX BONPOCAaX TEOPHH
QyHKOU 6GeCKOHEYHOro uHMCAa nepe-
menHbix. Cumpeponoan, 3an. Mar.
ka6. Tasp. (Kppimex ) Yums. 1 1919
65—126, 2 1921 I55— 204 ¢p. pes.
204--208.

—— Sur l'application d’analyse de fon-
ction a une infinité des variables aux
problémes d’extremum. Cumeponoas,
3an. Mar. ka6. Kpbimck. Yuus. 2
1921 215—218.

Ueber eine Minimalaufgabe von

Tchebyschew. Cumgeponoas, 3am.

Mar. xa6. Kppimck. Yuus. 2 1921

253—258.

Ueber einen Satz betreffend der
gleichmissigen Konvergenz Bilinear-
formen der unendlichvielen unabhangi-
gen Variabeln. Cumpeponoap, 3amn.
Mar. ka6. Kpoimck. Yuus. 2 1021
230—233.

TaBpnaos, A. ®. O6 aare6pauueckux
HHTerpaAax ypaBHEHUA TeOje3ndecKHx
anunit. A, H. noaurexn. Huer. 30
1927 53—73 ®p. pe3. 74—74.
araes, B. M. TEOpPHUM CHMMeETpHUe-
ckoro siapa. Kasamp, H. ®.-M. O61y
(3) 1 1926 149—152 Gp. pes. 152—152,




IV. Aunaanas

— Hexoropsie csofictsa cymmupyempix
pagos  Sturm’a-Liouville’a. Kasann,
Yu. 3an. Yuus. 87 1927 67—82.

—— O nopsaxe npubAMmeHHs Bblpase-
HuA QYHKUMHA C noMowpbio Ccob6CTBEH-
Hbix ¢pynkuui. Kasans, 1. @.-M. O6u,.
(3) 1 1926 41—48 Pp. pes. 48—48.

—— O pocre wunterparos guddepen-
OUaABHBIX ypaBHEHHH I-TO MOPAAKa.
Kasans, M. P.-M. O6w. (2) 25 1925
(1926) 15—19 ¢p. pes. 19—1I9.

— O cucreme gHdPepeHUHarbHBIX
ypaBHEHMH 2-r0 NOPAZKA, WHTErPaAbI
KOTOPO# AMHeHHble APO6GHbIE PYHKIIUM
TIPOHUSBOABHEIX TocTOosHHbIX. Ka3saHb,
H. O.-M. O6w. (2) 24; 1924 57—60
¢p. pes. 60—6o.

—— O606menue popmyant DPypre, Ka-
sanp, 1. M.-M. O6w. (3) 1 1926 33—
40 @p. pe3. 40—40.

R pemeﬂﬂe CHCTEeMbI J\“Hel\'iﬂblx HMHTE-
rpaAbabix ypaBHeHni. Kasanp, . @.-M.
O6m. (2) 24, 1924 (1925) 19—30 ¢p.
pes. 30—30.

-— Poct uuTerparoB auddepenuymuarb-
upix  ypasHeHmit. Kasanb, Yu. 3an.
Yuus. 85 1925 229 —236.

Teanpux, IL. A. O6 oamom menpasuan-
HOM BDIBOZE B TEOPHH BEPOSATHOCTEH.
A., . B.-Texn. A. [1] 1927 128—140.

I'epmropun C. A K onucanuio mnpu-
60pa AAA MHTErpHpOBaHHA AUPDepeH-
yuaibHOro ypasHeHus Aanaaca. M.-A.,
K. Tpuka. Dus. 3 1926 271—274.

-—— O npu6ANXEHHOM HHTErpHPOBaHHUH
suddepenunarbupx ypapHeHuit Aa-
naaca u [lyaccoma. A., M. moaurexn.
Huer. 30 1927 75—94 Hem. pes.
95—95-

O uucae HyAeil pyHKIHK K €€NPOU3-
Bogroit. A., . ®.-M. O6w. 1 1927
248—256 HeM. pes. 256 —256.

—— O6 oaHOM cmocobe YHCAEHHOro
HMHTErPHPOBAHHMS OGBIKHOBEHHBIX AH-
HeHHBIX AnddEepPEeHINAAbHBIX YpaBHE-
unit. M.-A., K. P. ©.-X. O6w., Yacts
dus. 57 1925 171—178 HeMm. pes.
178—178.

[Tpu6op arn muTerpupopaHus UG-
q)epeﬂgmubﬁoro ypaBreHusi Aanaaca.

M.-A,, K. Tlpuka. @us. 2 1925 161—
167.

—— em. VL

Toanmmknii-llsupke, A. M. I'pagpuueckoe
HHTETPHPOBaRKe AUPPEPEHIIUAADHOTO
‘ypaBHenus 2-To nopsgka. A., Cé6opn.
Uuer. nyr. coobm. 96 1927 291—296.

Toay6es, B. B. Hiccaeaosanus no tTeopun
0co6bIX TOUEK OZHO3HAYHBIX (PYHKIHM.

Caparos, Yu. 3an. Yuus. 23 1924 49—

XV

95, 3, 1925 1—23, 4, 1925 I1—29
> 1926 209—227.

O cooTBETCTBHMM rpaHMI TPU KOH-
QopMHOM mn3o6pamenun. M., Mar.
C6opn. 32 1924 55—57 Pp.pes. 57—57.

—— O6 oaHomM o606uleHMH TeopeMbI
Picard’a. M., Mar. Cé6opu. 31 1924
557—566_dp. pea. 567—567.

Fomgapon, B. A. O geanix Qpyukunax u
npsmbix Kwoana. X., Coobm. Mar. O61.
(4) 1 1927 94—107.

I'pase, JI. A. O pemenun Auneitnbix zud-
(depeHUNAarbHBIX ypaBHEHMH NpPH IO-
Momu OmupejeAeHAbIX MHTerparos. A.,
M. A. H.(6) 21 1927 (1928) 943 —952.

O6 ypaBrenusx Jiirepa M ux npu-
AOMEHHAX B TeOpUR ympyrocreit. A.,
H. A. H. (6) 20 1926 917—932.

—— Ilpo Aanaacose pieusannsa. K., 3an.
@.-M. Bigaiay 2; 1927 1—4 ¢p. pes.

—— Généralisation d’un théoréme d’Abel.
K., 3an. @®.-M. siggiay 1; 1922 (1923)
7—8.

Ipagmreiin, M. O monoToHHBIX QYHK-
OUAX OT MHOIMX HE3aBHCHMBIX Hepe-
MEHHBIX, OUpPEJEACHHDbIX B HCOTPEHH‘
YEeHHhIX CBEPXY KAaccax, COCTOAIUX M3
usorupoBaHHbIX Towek. Ogecca, K.
H.-uccA. Kadeap 1, 1924 21—22 @p.
pes. 22—22.

Ipe6ertok, J. I'. O6 ognom xracce
MOAMHOMOB HaMMeHee YKAOHAIOUIMXCA
OT HyAsl B JaHHOM NpPOMemyTKe. lami-
kent, Broar. Cp.-As. Yrus. 15 1927
43—65 dp- pes 66—66.

IonTrep, Bameuanue O Teopeme
Mogera. In mem. Lobatschevskii 2
1927 156—162

—— O pefictBusAX Hag QYHKUUAMM, He-
HMEIOIMMH IPOUSBOZHBIX. .,

H. (6) 18 1924 (1925) 353—372, 19
1925 75—96.

— O aemme [Tyanxape. M., Mar. C6opH.
33 1926 291—330 ¢p. pes. 331 —331.

O pacnpocrpanenun Teopempt Komn

Ha AIO6YIO CHCTEMy ypaBHeHHi B gact-

ubeix npouseogHbix. M., Mar. C6ops.

32 1925 367—443 ®p. pes. 444—447.

O6 aHaANTHYECKHX pelIeHUAX ypa-

nnemm ou ou om0
u Ou O 2y
ooy =1 (0 95w G5 50 50 57
M., Mar. Cé6opn. 32 1924 26—42 ¢p.
pes 42—42.
O6 oaHOH BcnoMoraTeAbHOH TeO-
peme. A, M. A. H. (6) 17 1923 (1924)
53 —64
O6 oaHOM mnpHAOMEHHM TEOPUH
samkuyroctn. A, H. A. H. (6) 21
1927 63—94, 255—272.




Xvi

— O6 ypaBuenun

oV ., 1% A% 2%

a Tugtog twg =1
M, Mar. C6opn. 32 1925 280—304
Pp._pes. 304—304.

—— Sur quelques applications des fonc-
tions de W. Stekloff A., Zoka. A. H.
(A) 1924 35—38.

em. VI

Ammanmreiin, 8. K sompocy o mare-
MaTHY€CKOM BbIpaXEHMH ABMKEHHA Ha-
cerenusn. X., Hayk. 3am. [2| 1926
115—131.

Aumnnk, A. H. Ta6angs pynxnuii Bec-
CeAsl 0-ro 1 I-Io MOPsAjKa OT KOMIIAEKC-
Horo aprymenra. M.-ITrp., XK. P. ®.-X.
O6ws. Mus. ora. 55 1923 121—127.

doxos. H. Mopmyra Cowell's 1 Krom-
melin’a. Kazanb, Yu. 3an. Ynus. 85
1925 37-37.
pmakos, B. II. Iloaunom nanmenee
YKAOHSAIOmUACA OT HyAS B JIaHHBIX Npe-
Aerax. M., Mar. C6opn. 30 1918 511—
520.

#Kyxoncxnii, H. E. 3amerka no Bapua-
ionnoMy ucumcaenmo. M., 1923 20.

Hsanos, H. H. O sbiuucrennu onpege-
AeHHOTO MHTerpaAa

1

g (A=) dx_
[ —
‘/ 1-x"

0

A., H. noaurexn. Uner. 30 1927 97—

103.

O HepaBeHCTBEe JBYX HMHTErparoB.
A., H. noaurexn. Uncr. 30 1927 104—
106.

Kogsangko, A. C. O6 oguom o6o6mennu
popmya Lagrange’a u Cauchy o xoneu-
HoMm mnpupamenun. M., Mar. Cé6opn.
33 1926 203—205 Pp. pes. 205—205.

Sur la généralisation de la méthode
de Cauchy de la construction des sé-
ries conjuguées. K., 3an. M.-M. Biaziry
2, 1927 13—15.

Kor6erasnn, 3. Apupmororuueckas ana-
AOTHA  TPHIOHOMETPUYECKAM  PAJAM
Mypre. X., Coobm. Mar. O6m. (2) 16
1918 55—72.

O cxoaumocTu pasiromenuii no rmo-
anHomam Ye6bimea u  Hxobu. X.,
Coo6m. Mar. O6w. (2) 15 1917 275—
277.

Kocrageia, B. A. ‘Hurerparvunie ypa-
BHEHHA C MHTErpaibHO-AOrapHpMHUe-
CKMM AJPOM M CPORHBIE HHTETPaAbHBIE
ypaBrenus. M., Mar. Cé6opu. 31 1923
188—205 ¢p. pes. 205—207.

IV. Anaanas

—— O6 ogAoM ocofoM HeAnHeiiHOM
HHTErparbHOM ypasHemnmu. M., Mar.
Céopr. 31 1924 373—375 @p. pes.
376—376.

Sur les solutions singuli¢res des
€quations intégrales du cycle fermé..
‘M., Mar. Céopn. 33 1926 41—42 pyccxk.
Pe3. 42—42.

—— Sur quelques équations intégrales:
de la physique moléculaire. M., (Accom..
H.-MccA. mHer. npu Musmare 1 M.T. V.
H.-ncea. nmer. mar. u mex. mpu 1 M.
I. Y.) 1926 0.

Sur une classe des équations inté-
grales. M., Mar. C6opn. 31 1922—
1923 78—85, 185—187 pycck. pes..
85—8s5, 187—187.

Komasixos, H. C. O mnexoropmx npu-
AOKEHHAX TEOPHH HHTETPAABHBIX BbIUe-
toB. Cumgpeponorp, 3anm. Mar. ka6..
Tasp. (Kppmek.) Yuus. 1 1919 189—
254, 2 1921 1—79.

ur une équation intégrale singu-

liere. Cumpeponoar, 3an. Mar. ka6.

Tasp. Yuus. 1 1919 35—37.

Sur une intégrale définie analogue

a celle de Poisson. Cumpeponoan, 3am.

Mar. ka6. Kpeimex. Yuus. 2 1921
259—260.
em. L

KosiaoBua, B. M. O neonpegerenumix
Auddepesnuarbibix ypasrenuax. (Jo-
kaag 1-i1). A, . @.-M. O6m. 1 1926
66—76 ¢p. pes. 76—76.

e HeoNpeJeAeHHbIX  AuddepeH-
guarbHbIX ypaBHeHnax. (I'Aasuble pe-
wenns). [lepmp, K. D.-M. O6mm. 4
1927 103—1I12.

Kpasuyk, M. 3amitka 3 mnpusoay Teo-
pemn Cauchy. K., Ban. @.-M. Bigziry
2; 1927 33—36 Qp- pes.

—— 3amitka npo Taylor’oy gopmyay.
K., 3an. @.-M. Biagiry 23 1927 1—4
®p. pes. )

Intepnoasiyin Ta Zesxu nuTaHHA

3 Teopii (QYHKUIA AliiCHOrO 3MiHHOTO.

3an. O.-M. siagiay 13 1925 70—

81 ¢p. pes. 81—82.

Note sur une méthode de N. Kry-
loff pour [I'intégration des équations
differentielles de la physique mathé--
matique. K., 3an. @.-M. sigziry 2,
1927 5— 8 ykp. pes.

Kpeiin, M. I. Le systéme derivé et les
contours dérivés. Ogecca, K. n.-goca..
kategp 23 1926 61—73 ykp. pes.
61—61. :

Kprizanosckuii, 4. A. Feomerpuueckan
MHTepnpeTauus 3aBHCHMOCTH MeEXZY
AByMs (QYHKUMAMH OT JABYX NEPEMEH~




IV. Anaans

ubix. Kasaus, M. @.-M. O6w. (2) 22
1927 113 —122.

-—— I'pagiunpit cnoci6 pospasysanus
CHCTEMBI HepiBHaHb NEPUIOro CTyNeHs.
Ogaecca. 3an. incr. Hap. ocB. 1 1927
226—232.

Sur les différentes définitions de
limite. Ogecca, K. H.-mcer. xadeap
13_g 1924 1—10 ykp. pes.

Kpniros, A. H. O npubammennom un-
CACHHOM PeLIeHNH OOBIKHOBEHHDIX AU(D-
(QepeHuuarbHblx  ypaBHennit. IlIrp.,
Emer. corosa mopck. umx. 2 1917 3—
43 aHra. pes. 260 --260, M., Apx. ¢pus.
H. 1—-2 1918 68--119-}4 T6A.

——— [lpn6auxenHoe uyMcreHHOe mMHTe-
rpuposanue oGbIKHOBEHHbIX Auddepen-
UHaAbHBIX ypaBHeHuil. Depann, 1923
92-F3 T6A. )

—— Sur 'intégration des équations dif-
férentielles ordinaires par des appro-
ximations numériques. M., Arch. Se.
Phys. 1 1916 65—115 {3 T6a.

Kpriros, H. M. O nexoroppix HOBbIX
MeToAax NPUOAMKEHHOTO pelleHHs 3a-
Xau MaTeMaruueckoi ¢usnku. In mem.
Lobatschevskii 2 1927 180-—185.

O nHekoropmix popmyarax o6obigeH-

Hoit unTepmorsuun. Cumdeponoan,
3an. Mar. ka6. Tasp. Yuus. 1 1919
48—58.

O cxoaumocTH HEKOTOPBLIX POPMYA

MeXaHMYECKNX KBajpaTyp JAAs MHOro-

KpaTHbIXx uHTerparoB. CuM@peponoAs,

3an. Mar. ka6. Kpeimck. Yaus. 2 1921

248—250.

Ilpo Busmauenns noxubkm mpu sa-

crocyBaHHi cnocoby Ritz’a gas naban-

#eHol iHTerpauii ZAuQepeHUIANBHHX

piBuanb. K., 3Ban. @.-M. sigziry 13

1925 23 —25 ¢p. pes 25—25.

Ilpo Busnauenns crynHs noxM6KM
npu sacrocysanni cmoco6y W. Ritz’a
A0 cHcTeM AuUpEpPEHUiAABRHX pPIBHaHb
marematuunoi ¢usukn. K., 3an. M.-M.
Biagiay 1; 1925 3—4 ¢p. pes.

—— Ilpo Habaumene pozBszyBaHHA Al-
HiliHnX iHTerpaapmux pisnamp K., Tpa.
Md.-M. Bigairy 3; 1926 185—207 dp.
pes. 208—208.

[po oaun cnoci6 mabaumenol inTe-
rpayii aAudepeHyisAbHUX PiBHAHD OCHO-
BagMA Ha upuHUMOi minimum’y. K.,
3an. ®.-M. sBigaiay. 13 1925 65—69
dp. pes. 69—69. .

—— Ilpo nommpenus meroay Halimen-
mMAUX KBagpaTiB Ha HaGAMmeHy iHTe-
rpaljio cucTemMu gudepeHUiAAbHIAX PiB-
Hanb. K, Ban. @.-M. sigziry 1; 1925
59—62 ¢p. pes. 62—63.

Kypnaa.

XVII

Mpo pixni ysaraabnenns Ritz’osoro

MeToAy Ta MeToJy HaliMeHWHX KBazpa-

TiB AAf HabAMMEHOTO iHTErpyBaHHs

piBHaHp MaTemaTHuHOi Qisukn. K., Tpa.

®.-M. siagiay 3, 1926 3—28 ¢p. pes.

28—28, errata 58-58.

About some important formulas in

the theory of trigonometric series. X.,

Coo6w. Mar. O6w. (2) 16 1918 73.

Application of the method of infi-
nite determinants to some boundary
problems in one dimension. Cumpepo-
noab, 3an. Mar. xa6. Kpermck. Yuns.
2 1921 147—154.

— Qualche osservazioni. sopra il me-
todo del sig. Pearson. Cumgeponoan.
3an. Mar. ka6. Kpbimek. Yuus. 2 1921
234—236. _

Rémarque a propos d’'un raisone-
ment de Stieltjes dans la théorie des
séries trigonométriques. Cumdeponorn,
3an. Mar., xa6. Kpeimck. Yums. 2
1921 222—224.

— Sur différentes généralisations du
lemme fondamental du calcul de va-
riations. K., 3an. ®.-M. sigairy 1;
1922 (1923) 8 —11, M., Mar. Céopn.
1 1923 220—1223 pycck. pes. 223—
2213.

— Sur_diverses généralisations de la
methode de W. Ritz et sur quelques
questions, qui s’y rattachent. Cumde-
ponoab, 3an. Mar. xa6. Tasp. (Kpnimek.)
Yuus. 1 1919 127—188, 2 1921 81—
146.

Sur la determination de diverses
formes du reste de la formule d’inter-
polation de Lagrange. Cumdpeponoan,
3an. Mar. ka6. Tasp. Yuus. 1 1919
22—23.

—— Sur la méthode d’intégration de
W. Ritz, (Reclamation de priorité). K.,
Ban. @.-M. sigaiay 1; 1922 (1923)
12—13.

Sur le reste de la serie de Taylor.

Cumpeponorn, 3an. Mar. ka6. Tasp.

Yuus. 1 1919 24—26.

Sur quelques formules d’approxi-

mation, fondées sur la généralisation

des quadratures ,dites mécaniques“.

Cumdeponoap, 3an. Mar. xa6. Tasp.

Yuus. 1 1919 590—64.

Sur quelques généralisations de la
série de Taylor. Cumgeponoas, 3am.
Mar. ka6. Tap. Yuus. 11919 27—29.

— Sur un complément 2 la méthode
du calcul des fonctions impiicités par
des approximations successives. Cnm-
¢eponoan, 3am. Mar. ka6. Tasp. Yuus.
1 1919 20—21I.

I



XVIII

—— Sur une formule de G. Darboux.
K., 3an. ®.-M. sigziay 14 1922 (1923)
II—12.

— Upon some theorems in the theory
of equations. Cumdeponoanb, 3an. Mar.
ka6. Kppimek. Yuus. 2 1921 251 —252.

u Boroaw6os, H. Ilpo Rayleigh’is
OpHHOUN B Teopii AUpepeHUiAAbHUX
pIBHaHb MaTeMaTH4YHO! QI3NKU Ta MPO
oany Efirepoy metoay B Bapiauiiinim
Yucaeni. K., Tpa. @.-M. siggiay 3;
1926 37 —56 aHrA. pes. 57—57.

— un Bummuesnckmuit, A. A. Sur ’extre-
mum absolu dans le probléme simple
du calcul de variations. Cumgeponoan,
Ban. Mar. xa6. Kpbimck. Yuus. 2
1921 209—214.

— u Tamapxnm, fl. 4. Sur Papplica-
tion de la théorie des quadratures
mécaniques généralisées a I’evalution
par approximations successives de la
solution de I'équation intégrale. K.,
Ban. ®.-M. sBiaziay 1; 1922 (1923)
16—21.

—— —— Sur la methode de W. Ritz
pour la solution approchée des pro-
blémes de la physique mathématique.
Mrp., K. A. H. (6) 12 1918 69 —&8.

—— un Illtaepman, . Notes sur quel-
ques formules d’interpolation. K., 3an.
@.-M. siagiay 1; 1922 (1923) 21—23.

Sur quelques formules d’inter-
polation convergentes pour toute fon-
ction continue. K., 3an. ®.-M. Biagiay
1, 1922 (1923) 13—16.

Kyapsasges, B. A. O pacnpegereann
KOpHeH MPOM3BOAHON UeAoil TpaHcuen-
nenrnoit gyukuun. M., Mar. C6opn.
32 1925 3641365 mHem. pes. 366— 366.

pacnpejeAeHUH KOpPHEH Mpous-
BOAHOU LJEAOH TPaHCUEHACHTHOH (YHK-
LYW, KOPHH KOTOPOH AeMaT BHYTPH
nexoroporo yraa. M., Mar. C6opn. 32
1924 172—176 HeM. pes. 176 —176.

Kyszuenos, B. H. 3amerxa, orHocamasncs
K MHTErpMpPOBAaHMIO ypaBHEHMH Mexa-
nukn. M., Mar. C6opn. 32 1925 622—
624 ¢p. pes. 624—624.

Kysemun, P. 0. O xopuax Becceaesbix
@yuxuuit. [lepmp, &. @.-M. O6w. 2
1919 17—2I.

-—— O HeKOTOPBIX TPUrOHOMETPUYECKHUX
nepasencreax. A.,, K. ®.-M. O6mw. 1
1927 233—239 ¢p. pes. 239—239.

Kypencknit, M. K. [lpo unrerpusanns
AupepeHIAHNX PIBHAHD 3 YacCTKOBHMH
HoxizHMMM TpH 6araTbOX BaAeXHHUX
sminaux. K., Tpa. @.-M  sjaajay 53
1927 35\—”166 $p. pes. 167 —169.

T CM. .

IV. Aunaamns.

Aanno-Jdanarescknii, H. A. Théorie
algorithmique des corps de Riemann.
M., Mar. C6opu. 34 1927 113—146
pycck. pes. 147 —148.

Aaxran, A. K. Kpusbie pacupegerenns
M NOCTpOEeHHEe JAS HHX HHTEPIOAA-
LMOHHBIX QopMyA mo cmocobam Ilnp-
cona u Bpynca. M. 1922 151I.

Anmesnk, B. Tapmoniiinuii anaausatop.
K., Hayx. 3an. 2 1924 89—92
I TOA.

Aoiigarcknit, A. T. Quelques remarques
sur la méthode de Iinversion appro-
chée des fonctions au point de vue du
calcul éffectif. M., Mar. Cé6opn. 32
1924 22 —24 PYCCK. pes. 24— 25.

— Sur linversion approchée des fon-
ctions. M, Mar. C6opu. 31 1924
585 —595 pycck. pes. 595—595.

Aysur, H. H. O cywecrsoBanuu aHan-
THYecKUx QyHKLUHA paBHOMepHO-6ecko-
HEYHbIX B6AM3M Kymopbl. KBauoso-
Bosnecenck, WM. mnoaumrtexn. Huer. 5
1922 20—26.

Remarque sur un lemme de Poin-
caré. M., Mar. Cé6opu. 33 1926 357—
362 pyeck. pes. 362—362.

-—— Sur la représentation conforme.
Hsanoso-Bosnecenck (IIrp.), K. noan-
texs. Mucr. 2 1919 77—80.

Aypre, A. H. O dpopmyae llsapua-Kpu-
cropdeass A., M. noaurexu. Hucr. 30
1927 113—I120 HeM. pes. I2I1—I2I.

Asocreprnk, A. A. Bemerkung zur L3-
sung des Dirichletschen Problems. M.,
Mar. Cé6opn. 33 1926 363—364 pycck.
pes. 365--365.

Uebér einige Anwendungen der
direkten Methoden in Variationsrech-
nung. M., Mar. -C6opn. 33 1926 173 —
200 pycck. pes. 200—201.

Aspysos, A. M. Sur une formule d’Ana-
lyse. IIrp., U. A. H. (6) 11 1917
87—118.

-— em. VL

Maxasees, B. M. K anarnzy smnupnue-
ckux kpusbix. Hoseiit croco6 Beigeae-
HUA NMEPUOJUYECKAX YAEHOB IPH CBO-
60JHOM uAeHE, NMeIOLIEM NOCTOSHHYIO
seanunny. A, H. P. Tuapor. Huer.
14 1925 13 —29 ¢p. pes. 30—30.

Mapkos, A. A. Heckoabko 3agau mcum-
caenus sepostrocreit. [Irp., M. A. H.
(6) 12 1918 (1919) 2101 —2116.

—— O xoad¢uuuente gucnepcuu. (Bro-
paa samertka). [Irp., 1. A. H. (6) 14
1920 191—198

—— O HekoTOpPBIX MpPejeAbHBIX POPMY-
Aax ucumcaeHus BepostHocreid. Ilrp.,

H. A. H. (6) 11 1917 177--186.




IV. Aunaamns

O6 saruncoungax (sarumncax) pacces-
unsa u koppeasuun. A, H. A. H. (6)
18 1924 117—126.

O606wenne 3agaun o0 nocaegopa-
TeAbHOM o6Mene mapos. ITrp., M. A. H.
(6) 12 1918 261—266,

----- Tpyaunocts mMeToza MomenToB M aBa
npuMepa HENMOAHOTO paspelleHHs ero.
A, H. A H. (6) 16 1922 (1924) 281—
286.

Mapuenckmit, M. H. O xoneunnix pas-
HOCTHX QYHKUME JBYX He3aBHCHMbIX
nepemennbix. X., Hayk. 3an. [2] 1926
21— 46 ¢p. pes.

‘Macaos, A. @. O npeobpasosaunn Mou-
tard’a ¥ KBagpaTHYHBIX pellleHHAX ypa-
BHeHHs C PaBHBIMM HWHBapHaHTamd. M.,
Mar., C6opn., 32 1925 569—596 dp.
pes. 597—598.

‘Meanxos, K. B. O6 oanoit Bosmoxuoii
KOHCTPYKUYHM TapMOHMYECKOrO aHaAM-
satopa. Ilrp., Ban. no ruaporp. 3 (44)
1921 185—19I.

‘Meunnkos, B. B. O sepoatnocrn nomna-
Iauus NpH cTpeAbbe mo gBUAyILedics
nean. A., M. B.-Texn. A. [1] 1927
114 —127.

O ¢opmyrax KBaApaTyp u 06 ompe-
ZEAEHHH NapaMeTPOB 3IMIIMPUYECKHUX
QopMyA Mo cnocoby HaUMEHDbUINX KBa-
apatos. A, H. B.-Texn. A. [1] 1927
141—149.

Muarep, ®. A. Briuncrenne Hekoropbix
Heoﬂpeae)\eﬂﬂbﬂ( HHTErpaAoB, coaep-
Kamux npoussegenue aByx DecceaeBbix
¢yukauit. A, H. noaurexn. Huer. 30
1927 123—133.

Muxaanckuii, H. Bapnanuonnoe 0606-
menune cxembl YebplmeBa Aasa mapa6o-
AHYecKOro MHTepHoauposaHmsa. M.,
Acrp. K. 4 1927 15- 19 aHrA. pes.
19—-19.

Muxnesnw, I A. Auneiinbie unTerpann-
Hble YPABHEHHA BTOPOro POJa € KOCO-
cummerpuunbiM  sapom. Ogecca, K.
H.-ZOCA. Kareap 23 1926 78—88 op.
pes. 88 - 89g.

—--- 06 oanoM npeo6pasoBaHUM OJHO-
POAHOTO  AMHEHHOTO HMHTErpaAbHOTO
yPaBHeHHA BTOPOTO POJZa C KOMIAEKC-
HbiM  aBromapamerpoM. Ogecca, XK.
H.-HccA. kageap lg—g 1924 24—27 p.
pes. 28—28.

—— Peuleune HeOZHOPOZHOTO AHHEH-
HOTO HHTErpaAbHOTO yPABHEHHA BTO-
poro poja € KOCO-CHMMETPUYHBIM
agpom. Ougecca, M. mn.-ucca. kadegp
13—, 1924 14—22 ¢p. pes. 22 - 23.

Mopayxaii-Boatosckois, [. J. O sagaue
IIsapua ornocsmeiica k AbereBbiM

XIX

unrerparam. Pocros na [ony, Tpa.
C.-Kaek. Acc. n.-ucca. Hucer. 1, Hner.
Mar. n Ecrecrs. npu C.-Kasx. Toc.
Yuns. 2 1926 1—12 ¢p. pes. 13—13.

—— O pasroxeHHH Ha NpUMapHbIE MHO-
KUTEAH LEAOH TPAHCUEHZEHTHOR PYHK-
guu. M., Mar. C6opn. 31 1924 579—
584 @p. pes. 584—584.

== O umncr0Bo#t XapakTepHCTHKE yTBEP-
#aaemoro ToxecrBa. Pocros na Zony,
. Jouck. Yuus. 7 1925 40—43.

—— O6 wuHTerpUpOBaHMM B KOHEUHOM
BUje AnQPepeHINarbHBIX 6GUHOMOB
B CAyyae MPPaLUMOHAAbHBIX MOKasaTe-
aeit. Kasanp, M. @.-M. Oow. (3) 1
1926 14—25 dp. pes. 25—25.

Mycxeaos, H. H. O6 onpegerennu rap-
MOHHMYECKOH (QYHKLIUM 1O 3ajaHUAM
na konrype. llepmp, K. @.-M. O6u.
1 1018 (1919) 89—03. -

——— Pemenne 0jHOTO MHTErpPaAbHOrO
yPaBHEHHs BCTPEYAIOIIErocsi B TEOPUH
uepHoro msayuenus. M., &K. P. @O.-X.
O6w., yacte ¢us. 56 1924 30—7309.

— Sur lintégration de 'équation bi-
harmonique. IIrp.,, M. A. H. (6) 13
1919 663 -- 686.

cm. takzxe MusgheliSvili.

Hazapos, H. H. [lpu6auxenuoe sbiun-
cAeHHe JBOWHDBIX ONPEJEACHHBIX MH-

terparoB. Tamkent, Broaa. Cp.-As.
Yuus. 10 1925 91—119 ¢p. pes.
119—119.

Hexpacos, A. H. O.Boanax ycranosus-
meroca BuAa. [A. II. O neauneiinnix
MHTErpaAbHbIX ypaBHenusx. KlBanoso-
Bosnecenck, M. noaurex. Huer. 6
1922 155—1I7I.

— HEAMHEHRHBIX WHTErPaAbHBIX ypa-
BHEHMsIX C MOCTOSHHDIMH TIPeAEAAMH.
M., H. ®us. Uner. npu Mock. Hayusn.
Huer. u Huer. Buonor. ®Mus. npu
Hap. Kom. 3apas. 2 1922 221—238.

Hembinkeii, B. cm. IIL

Orao6aun, H. B. cm. VI

Oparos, A. 1. O gopmyrax Yebpmena
AAfl MHTEPINOAMPOBAHUA MO CHOCOGY
HauMenpmux ksagpatos. Ilrp., M. P.
Acrp. O6wm. 23 1919 22—26

IMapgenrtnes, H. H. [Ipumenenne Teopun
BEPOATHOCTEH K MOAYYEHHIO TOYHOH

. CPABHHUTEAbBHOH OgeHKH HabAIOJaeMbIX
sIBAeHUH, KOrAa ZAA H3y4aeMmoro poja
06beKkTOB He MMeeTcA MmacmiTaba u3me-
pernsa. Kasanp, H. ®.-M. O6w. (2)
23 1923 21—32.

—- La deduction asymptotique de la
loi de J. Bernoulli dans la théorie
des probabilites. Kasanp, Yu. 3an.
Yuns. 87 1927 9o—9r.

*

2%



XX IV. Aunaamns.

IMacryxo, A. C. O npubauxenusx Ye-
6ptmesa. M., Mar. C6opr. 32 1925
320—324 ¢p. pes. 325 —325.

Moausanos, A. teopeme Cauchy-
Fatou. H.-Hosropoa, H. Yuus. 1 1926
123—132 ¢p. pes. 133 —133.

Ioay6aprrosa II. fl. cm. VI.

Npusaros, H. U. Hurerpar Cauchy.
Capatos, Y. Yuus. D.-M. ¢ax. 11,
1918 94-+1II.

K reopun conpsaxennbix TpHroso-

merpuueckux psgos. M., Mar. Cé6opn.

31 1923 224 —228 ¢p. pes. 228—228.

O mocae0BaTEAbHOCTAX AHAAHTH-
ueckux Qynkuuit. M., Mar, C6opn. 32
1924 45 49 Gp- pes. 49—49.

—— O npubaumennn cymmamu Fejer’a
(QYHKUMH yAZOBAETBOPAIOWIHUX YCAOBHIO
Lipschitz’a. M., Mar. C6opn. 30 1918
521—526.

—— O psaae Tsiiropa. M., Mar. C6opn.
31 1924 345—349 Pp- pes. 349 - 349.

— cymmupoBauun psiga Legendre’a.
M., Mar. Cé6opu. 30 1918 527—534
®p._pes. 534 534-

-—— O cxoaumocty psizos Sturm’a-Liou-
ville’s u Legendre’a. X., Coo6i. Mar.
O6w. (2) 15 1917 148 —160 ¢p. pes.
160—160.

O cxoaMMOCTH CONPAMEHHBIX TPH-
romomerpuueckux psgos. - M, Mar.
Cé6opu. 32 1925 357—362 ¢p. pes.
363 —363.

—- - O QyHKUUAX, AAIOLWHUX OFHOAUCTHOE
koHdopMHoe orobpaxenne. - M., Mar.
C6opn. 31 1924 350—363 dp. pes.
364—365.

06 0zHOM HOBOM mpolecce CyMMH-

poBanus 6eckoneunbix psigos. M., Mar.

Cé6opu. 32 1925 711—720 ¢p. pes.

721—722.

O6o6wenne teopembr Fatou. M.,
Mar. C6opn. 31 1923 232—235 ¢p.
pes. 235—235. .
~—— Q606menue Teopemnt Paul-du-Boys-
Reymond’a. M., Mar. Cé6ops. 31 1923

229 —231 ¢p. pes. 231—231

Sur les fonctions harmoniques. M.,

Mar. C6opu. 32 1925 464—469 pycck.

pes. 470—471. :

Sur les suites de fonctions analy-
tiques. M., Mar. C6opn. 33 1926 119 —
128 pycck. pes. 128—128.

—— Ueber einen Mittelwertsatz in der
Theorie der analytischen Funktionen.
M., Mar. C6opn. 32 1924 50—53
pycck. pes. 54——;\?.

Ndeiiddep, I'. B. Note sur les cas par-
ticuliers des équations lineaires en
jacobiants aux derivées partielles du

- premier ordre de plusieurs fonctions,
qui admcttent I'intégrale générale-l'in-
tégrale de M-er Hamburger. K., 3an.
@.-M. siagiay. 13 1925 9g1—99.

Note sur les propriétés des inté-

grales d’unsystéme jacobien d’équations

linéaires aux dérivées partielles du
premier ordre. K., Ban. ®.-M. siggiry

1; 1925 15— 19.

Sur une méthode spéciale d’inté-
gration des équations et des systémes
d’équations non lineaires aux dérivées
part:elles du. premier ordre. K., 3an.
M@.-M. sigaiay 1; 1922 (1923) 41—51,
5I—59.

Hme6opckmit, A. Il. Sagaua 06 skcrpe-
Mmyme wmnTterpara [ f (x, y, y') dx
€ MepeMEHHbIMH KOHEYHBIMM TOUKAMH
X., Béq. 3an. H.-ucca. xadezp 1 1924
1—26.

Pabunosna, }0. Anaruthueckne BekTOp-
¢yHKUun u auddepeHUHaAbHbIE ypa-
BHEHHs, KOTOPbIM OHM YZOBAETBOPAIOT.
Kasanp, 1918 XIl4-133. ‘

Pomanoscknit, B. H. HoBoe gokasarean-
crBo Teopembl [lyaccona. Tamkenr,
Bioaa. Cp.-As. Yuus. 9 1925 95— 100
aHrA. pes. I0I—IOI.

O BeposTHOCTAX CBABaHHBIX MPH-
3HAKOB M O MX NPUMEHEMAHM B CTaTH-
cruke. M, Becrn. Cratucr. 12 1922
34—41.

—— O KOppeAsUHOHH M OTHOIIEHHH.
M., Bectn. Crartuer. 12 1922 29—33.

— O auneiiHO# KOppeAsLMM ZBYX Be-
anuud. M., Beern. Craruer. 12 1922
23—28.

O pacnpegerennu cpegHeil apud-
MeTH4YeckOd B CepHUsIX HE3aBHCHMbIX
ncnnrrannit. A, M. A.H. (6) 20 1926
1087—1106.

+—— O pacnpefereRMH  CyMMBbI
MaAbHO pacnpefereHHBIX BEAMUMH.

Tawmkenr, Broar. Cp.-As. Yuus. 9
1925 89—0Q3 aHrA. pes. 94—94.
comocobax  HHTEPNOAMPOBAHHSA

ocaakos. Tamxent, 1924 30.

- O craTHCTHUECKHX KPHTEPUAX NPH-

HafAAEKHOCTH JaHHOM OCO6M K OZHOMY

u3 6auskux BHAoB. Tamkenr, Tpa.

Typk. u. O6m. 2 1925 173—184 aHra.

pes.

O yeHTpaibHBIX  MOMEHTaX JABYX

HOPMAaAbHO pacrmpefeAeHHBIX CcAydai-

HbIX TepeMeHHbix. TawmkeHT, Droaa.

Cp.-As. Yuus. 15 1927 307—312 anra.

pes. 312—31I2.

06 oauoit zazaze P. A. Mumepa.

Tamkenr, Broar. Cp.-As. Ymus. 15
1927 313 —317 aHrA. pes. 317—317.

HOp-




IV. Ananamus.

. O606uenne nepapencrsa Mapkora
H ero NpUMeHEHHe B TEOPUH KOPPEAsi-
uun. Tawkeur, Broar. Cp.-Az. Yuus.
8 1925 107—110 aHra. pes. III—III.

—— O6o6we uue cnoco6a Cuabpanyca-

Tomcona rapmonuueckoro awaiusa.
Tawxenr, Tpa. Typx. ['oc. Yuus. 6—8
1922 3—18.

—— Coxpauensplii  BbIBOg (POPMYAbL
K. IMupcona grs momenrto runepreo-
merpuyeckoro psija. Tamkenr, Broaa.
Cp.-As. Yuus. 12 1926 127—129 anra.
pes. 129 —1I29.

=== On certain expansions in series of
polynomials of incomplete 3— functions.
M., Mar. C6opu. 33 1926 207 —229
PYCCK. pes. 220 —229.

— On the dtstribution of the regres-
sion coefficient in samples from nor-
mal population. A, H. A. H. (6) 20
1926 643 —648.

Sur l'intégration des systémes en
involution d’une classe quelconque. M.,
Mar. Cé6opn. 32 1924 255—272 pycck.
pes. 272—272.

Pyccnan, [I. K. Classe du systéme d’équa-
tions de Pfaff. X., Hayx. 3an. [2] 1926
47—55.

= Généralisation de la méthode de
Cauchy de lintégration de 1’équation
differentielle aux dérivées partielles
du premier ordre. X., Yu. 3an. n.-ucca.
kagenp. 1 1924 27—37.

Cambuxnn, . O pasrosenun unucea
T H e B HelpepblBHbIE APOGH MPH Mo~
MOILH THMIepreoMeTpHUeckoro psja. Bo-
ponex, Tpa. Yuue. 3 1926 240—246
HeM. pes. XII—XII.

Catkesuu, A. A. Merog Ye6prmesa no-
CTENEHHOTO COCTABAEHHS MHO XaHHBIM
OmbITa 1IeAOi arre6pandeckoil PyHKUHK
B yUOPOIIEHHOM OGOCHOBaHHH M MpPH-
MEHEHHOH K NpakTuke (QOPMYAUPOBKE.
Mrp., K. P. Tuapoa. Uucr. 1-3 1921
1—38 ¢p. pes. 39—39.

Crepaxencrni, B. O nepexoze or
"KpUBBIX pasHbIX THnoB [lupcoma x mx
rucrorpammanm. Kasann, M. D.-M.O611.

(2) 25 1925 (1926) 43—47 dp. pes.

47—47
—— O6o6uennoe npeo6pasoBaHue 0ZHO-
POAHOrO AMHEHHOTO HMHTErpaibHOro

ypaBHEHHsI BTOPOTO POJZA € KOMIAEKC-
HpiM  aBTonmapametpom. Ogecca, K.
H.-ZOCA. KaTezp 23 1926 Q0—Q4 aHra.
pes. 95-95.

—— Mynkuua E (x) u ee npumenenue
B Teopuu BeposiTHocTell. Kasamb, H.
M.-M. O6m. (2) 25 1925 (1926) 41—
43 Op- pes. 43—43.

XXI

Ceemnuxog, I'. H. O munopax Fredholm’s.
Caparo, Yu. 3an. Yums. 3, 1925
24— 27.

O6 ypaBHeHHH OXAamAeHUA KO-
aeuka. Caparo, Yu. 3an. Yuus. 2,
1924 26 —29.

Cusnos, M. M. H. E. ykosckuit n kaac-
cudukanua ocoGeHHbIX ToYeK Audde-
PEHLMaAbHBIX ypaBHEHMUI I-TO NOPsAKa.
X., Yu, Ban. H.-ucea. xageap. 1 1924
76—8o0.

O606menne @opmyant Enneper’a-

Beltrami Ha cucTeMbl HMHTerpaibHbIX

kpusbix [Ipapdosa ypasrenns Pdx-

+ Qdy + Rdz =o. X., Coobw. Mar.

O6. (4) 1 1927 64—73.

BOHCTBa CHCTEMbI HHTErpaAbHbIX
xpusbix I[lpadpdosa ypaBrenus Pdx-+|
-+ Qdy + Rdz = o. X., Coo6i. Mar.
O6w. (4) 1 1927 74—79.

Cuporun, E. E. Hurerpuposanue ypa-
Breuus Riccati Braa y' 4+ y*+ : =o
npu nmomowu psigos. Munck, Ilpaunt
Berapyck. [ssapx. Yume. 4-35 1923
155—158.

Cunpnos, B. H. 3agaya o6pamenus au-
HeilHOro AUQ@EpPeHINaABHOTO ypaBHe-
HHUS BTOPOTO MOPSZKA € YeTbIPHMS
oco6bimu Toukamu. [Irp., 1918 XVI4
~+307-+5 Taba. (anrorp.).

—— O payuoHaAbHBIX Npeo6pasoBaHUAX
AMHeHHDbIX AudPepeHINAADHDIX ypaBHe-
HMit BToporo nopagka. M., Mar. C6opH.
34 1927 101—106 ¢p. pes. 107—I107.

—— [lpnroxenue npuRLMOa CXOAUMOCTH
Kk Teopun yuudopmusauuu. X., Coobu.
Mar. O6wm. (2) 16 1918 39—54.

—— Sur quelques séries de polynomes.
A., K ®O-M. O6m. 1 1927 268—274
pycck. pes. 274—274.

Cmoaencknii, B. H. Ocnosnble o6bikHO-
‘BenHble AU QepeHUHarbHbBIE ypaBHe-
HHA.EPBOro MOPAAKA C TEOMETPHYECKOMH
Touku 3penusi. CBepaposck, M. Y paabck.
noautexdH. Muer. 5 1926 13—35 ¢p.
pes. 35— 35.

Cuerraep, H. @. O6o6wenne popmyant
Green'a zas mpocrpaHciBa n H3Mepe-
nuit. X., Coobws. Mar. O6w. (2) 15
1917 193—200.

Cperencknit, A. O Bausnum npucoegn-

. HEHHDbIX HabAIOJeHHI Ha KoePUIHEHT
koppersnuu. [M.] Teopus. Broaar. 14
1926 50- 53 @p. pes. 53—53.

Cramkesuq, B. B. O6 oauom auHeiinom
AdQQepeHIHaADHOM YPaBHEHHH M O
FEOMETPHUECKOM HMCTOAKOBAaHHH HekKo-
TOPBIX €ro YacTHbIX cAydaeB. [lepmb,

&. @.-M. O6w. 3 1926 43—45.




XXII

Crexaos, B. A. OcHoBuble 3agaun ma-
TemaTHyeckoit ¢usuku. Yactp mepsas.
Ocnosuble 3agaun MaTemaTHuecko# pu-
3MKM JAS TeA AMHeHHBIX pasMepoB.
[16., 1922 IV4285. Yacrp sropas.
OcnoBHble 3a4aun MaTeMaTHUECKOR PH-
3HKH JAsi TeA Tpex usMepenuil. [16.,
1923 114-18s.

~— Quelques remarques complémen-
taires sur les quadratures. IIrp., K. A.
H. (6) 12 1918 587—614.

~— Ramarques sur les quadratures. [Irp.,
H. A. H. (6) 12 1918 99—118.

——=— Sur l'approximation des fonctions
a I’aide des polynomes de Tchébychef
et sur les quadratures. Notes I, II, III.
Mrp., M. A.H. (6) 11 1917 187—218,
535—566, 687—718, errata 1094.

Sur le développement des fonctions
continues en séries de polynomes
de Tchébychef. Ilrp., K. A. H. (6) 15
1921 (1923) 249—266.

— Sur le probléme d’approximation
des fonctions arbitraires a I'aide des
polynomes de Tchébychef. A.,, H. A.
H. (6) 20 1926 857—862.

— Sur les quadratures. Notes I, IL
Irp., U. A. H. (6) 12 1918 1859—
189o. 13 1919 65—g6.

—— Une contribution nouvelle au pro-
bléme du développement des fonctions
arbitraires en séries de polynomes
de Tchébychef. IIrp., 1. A. H. (6) 15
1921 (1923) 267—280.

—— Une méthode de la solution du
probléme du développement des fonc-
tions en séries de polynomes de Tché-
bychef indépendante de la théorie
de fermeture. I, II. ITrp., 1. A. H. (6
15 1927 (1923) 281—302, 303—326.

Crenanos, B. B. npuHguny du Bois-
Reymond’a B Teopun pocra ¢ynxumnii.
M., Mar. Cé6opu. 30 1918 535—542.

Sur la distribution des valeurs des

sommes incomplétes d’une série con-

vergente a termes positifs. M., Mar.

Cé6opu. 31 1923 256—264 pycck. pes.

264—264.

Sur la résolution du probléme

de Dirichlet a laide de [Pintégrale

de Poisson. M., Mar. C6opn. 32 1924

III—II4 pycck. pes. I114—114.

Sur les conditions de I’existence de
la différentielle totale. M., Mat. C60pn.
32 1925 511—526 pycck. pes. 527 —
527, N

—— Sur une propriété caractéristique
des fonctions mesurables. M., Mar.
C6opn. 31 1924 487 - 488 pycck. pes.
489— 489.

IV. Anaamus.

Cy66oTsr, M. ®. O popme xosppuymnen-
TOB CTENMEHHDbIX PasAOMeHHH aire6pau-
yeckux @ynkgus. HoBouepkacck, H.
Aouck. noaurexu. Mucr. 7 1919 226 —
249 ¢p. pes. 250- 25I.

—— UYucaennoe unrerpuposanue gudde-
penuarbubix ypasuenuit. (CraTosn nep-
pas). Tamxkenr, Broar. Cp.-As. Yuus.
16 1927 273—286 ¢p. pes. 287—287.

On the Law of Frequency of Error.
M., Mar. C6opu. 31 1923 296—300
pycck. pes. 300—301I.

Cymxesnmy, A. K. O6 oanom onpeaene-
uum uaterpara. X., Hayk. 3an. [2]
1926 57—70.

Ta6Anuubl 3HaYeHMH BAAMNTHYECKHUX MHTe-
rpaxos nepsoro poza F (¢, ) u Bro-
poro poaa E (¢, 8). Irp., Broaa. P. T'n-
apoa. Muer. 19225 9—r12.

Tamapxan, fl. . O HekorophIX 06WMX
3agayax TeOPHUHM OOBIKHOBEHHBIX AMHEH-
HbIX ZUQdepeHUNarbHbIX ypaBHEHUH A
O Pa3AOKEHHH MPOU3BOABHBIX QYHKIMI
B pagel. [Irp., 1. Daexrp. Huer. 14
1917 I—VII4-81--388.

—— Complement a Darticle: Sur la mé-
thode de W. Ritz pour la solution
approchée des problémes de la phy-
sique mathématique. IIrp., M. A. H.
(6) 15 1921 (1923) 327--332.

Tumuenko, H. I'. Demonstration élémen-
taire de l’existence d’une fonction in-
verse d’une fonction holomorphe d’une
variable compexe. Ogecca, /. n.-g0ca
katezp 23 1926 56—60 ykp. pes.56—56.

Tuxomanapunxmii, M. A. Cospemennoe
cocrosinue Teopuu A6ereBbIX MHTerpa-
roB. Cumpeponoan, 3an. Mar. xa6.
Tasp. Yuus 1 1919 41—43.

Typuarumos, A. C. O6was o6paTnasn
sagaya BapUaLMOHHOTO MCUUCAEHHA .
Oneeca, K. H.-goca. xareap 23 1926
36—43 ®p. pes. 43—43.

(DokarbHDIE TOYKM B BapHALMOHHOM
ncuucrennn. Ogecca, K. n.-mecea. xa-
denp 1g—g 1924 11— 13 Ppp. pes.13—13.

Ypuicon, Il. O6 ognom Tnne Heannei-
HBIX HHTeTPaAbHBIX ypaBHeHwi. M.,
Mar. C6opr. 31 1923 236—254 ¢p.
pes. 254—1255.

Ycnencxnii, fl. B. O npu6anxennom soipa-
KEHUU KOB(PPUIHEHTOB YAAAEHHDbIX YAe-
HOB B Pa3sAOKEeHHH ypaBHEHHs LeHTpa
B pAA MO CHHYCaM KPATHBIX cpejHeil
anomaauu. [Irp., . A. H. (6) 15 1921
(1923) 333—342.
eaopos, B. C. MororenHocTs 1 Henpe-
pbIBHbIE OZHO3HAauHble M306pameHus.
Hsanoso-Bosnecenck, M. mnoanrtexm.

Hacr. 8; 1925 38—47 ¢p. pes. 47—48.




IV. Anaamnuas.

~—— HenpepniBHocTb ¥ MOHOreHHOCTD.
Usanoro-Bosnecencx (Irp.), K. noan-
texn. Huer. 1 1919 45— 56, 139—139.

O koudopmMHOM OTO6paeHUH KPY-
ros ¢ paspesamu. Msanoso-Bosnecenck,
H. noautexn. Mluer. 5 1922 49—59.

—— O npousBOAHOI  aHaAMTHYECKOH
QYHKLUH B6AMBM MHOXKeECTBA 0cO6BIX
touek. M., Mar. Cé6opn. 32 1924
122—133 ¢p. pes. 133 —I34.

Pa3NOKEHNH BCIOZY HEIpePbIB-

HOH aHAAMTHYECKOH QYHKLUWH B pPAJ
no ABOWHBIM mHTerparam Lebesgue’a.
M., Mar. C6opn. 33 1926 385—393
®p. pes. 393—394.
~~— O psaax mo JBOHHBIM MHTErparam
Ae6era B TeopuM aHAAUTHYECKHX QYHK-
uumii. M., Mar. C6opu. 34 1927 29—
36 ¢p. pes. 36—36.

- Ocobble 3HaueHHsA Be3fie Hempe-
PHIBHBIX aHaAMTHUecKKX yHkuuit. HBa-
HoBo-Bosnecenck, M. noaurexn. Uuer.
6 1922 43—56.

-— Sur la continuité des fonctions ana-
lytiques. M., Mar. C6opn. 32 1924
115-—120 pycck. pea. I2I—I2I.

Muxrenroasg, [ M. O6 a6corrorro
HenpepwiBHbIX QyHkuuax. M. Mar.
Céopu. 31 1923 286—294 ¢p. pes.
204—295.

-—— Teopus npocTbix onpesereHHbIX HH-
TE€rpaaoB 3aBUCAWUMX OT napameTpa.
Mrp., 1918 VII+327 (aurorp.).

ok, B. A. O xonpopmuoM H3z06pame-
HHM 4YeTbIPEXYrOAbHHKAa C HYAEBBIMH
yraamu Ha noaynaockoctH. A., tK.M.-M.
O6w. 1 1927 147—168 @p. pes. 167 ~
168.

O HeKkOTOPHIX MHTErpaAbHBIX ypa~
sHennsax Volterra. M., Mar. C6opn.
31 1924 519 — 528 aHra. pes. 528—528.

—— em. VL

®parx, M. A. Oana us Bo3MoOmHBIX
KOHCTPYKUMI TOASAPHOro HHTerpada.
Cumpeponoab, 3an. Mar. xa6. Tasp.
Yuus. 1 1919 29 31 aura. pes.3r—3a.

Xomuun, A. fI. Hccaegosanne o crpoe-
HMM H3MepHMBbIX @yHknuit. M., Mar.
Cé6opn. 31 1923 — 1924 265—285, 377—
430 Pp. pes. 430—433.

-—— O Ilerep6yprckoit urpe. M., Mar.
C6opu. 32 1925 330—340 Hem. pes.
341—341.

O nocrezoBaTeAbHOCTAX aHAAMTH-

taueckux ¢ynkpui. M., Mar. C6opn.

31 1922 147— 150 p. pes. I150—I5I.

npouecce #HTerpuposaHus Den-

joy. M., Mat. C60pn. 30 1918 543 —557.

- 06 oanom Bompoce Teopuu Juo-

¢danToBbix mpubapmenui. Heanoso-
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Bosnecenck, M. noanrexn. Hmer. 8,
1925 32—37 HeM. pes. 37—37.

-—— OcHoBHBIE 3aKOHBI TEOPHH BePOAT-
Hocreil. M., (Accou. n.-ucca. uncr. npu
Musmare 1 M. I'. ¥. H.-ncea. unucr.
mar. u mex. npu 1 M. I'. ¥) 192791.

— Sur la théorie de I'intégrale de M.
Denjoy. HBanoso-Bosmecenck ([Trp.)
H. noaurexn. Uner. 3 1921 49—51.

—— Uber die Anwendbarkeitsgrenzen
des Tchebycheff'schen Satzes in War-
scheinlichkeitsrechnung.M., Mar.C6opn.
32 1925 678—687 pycck. pea. 688 — 688.

—— Ueber diophantische Approxima-
tionenhdheren Grades. M., Mar. C6opHn.
34 1927 109—112 pycck. pea. 112—112.

—— Zur Theorie der diophantischen
Approximationen. M., Mar. C6opn. 32
1925 277 --278 pycck. pes. 278 —278.

~— n Koamoropos, A. H. Ueber Kon-
vergenz von Reihen, deren Glieder
durch den Zufall bestimmt werden.
M., Mar. C6opu. 32 1925 668—676
pycck. pes. 677—677.

Xaozorcknmit, H. Une rémarque sur la
représantation des fonctions continues
par des polynomes a coefficients en-
tiérs. M., Mar. C6opn. 32 1925 472—
474 pycck. pes. 475—475.

Xoramcknit, B. Broipasunsanue cratn-
CTHUECKHX PAZOB MO METOZY HaMMEHb-
mux xBagparoB (cmoco6 Yebpimesa) n
Ta6AUILbI ZAS HAXOKACHHS Y paBHEHMI na-
paboauuecknx kpusbix. M.-A., 1925 88.

Yamaepiras, C. A. OcuoBanusa HOBOro
cnoco6a NPHOANZEHHOTO HMHTErpPUPO-
BaHHs ZUPPepeHUNaAbHBIX ypaBHEHHH.
M., Bioaa. H.-skcnep. Muer. nyr. coo6m.
13 1919 1—16.

— - llpn6anxennoe uHTErpUpoBaHHE
O6bIKHOBEHHOTO AU PEPEHIHAADHOTO
ypaBHeHHs nepBoro mopsgka. IIrp.,
(KomM. ocob. apT. om.) 1920 20-+}1 T6A.

Ye6orapes, H. I'. Kpurepuii sewecrsen-
HOCTH KOPHeil TpPaHCUEHAEHTHBIX ypa-
puennit. Ogecca, K. m.-mcca. kadeap
1; 1923 15—30.

O mMeToze HCKAIOUEHHA IEepPeMER-
HBIX M3 TPaHCUEHAEHTHbIX ypPaBHEHHH.
Kasanp, M. @.-M. O6w. (2) 24; 1924
1—6 ¢p. pes. 6—6.

-—-— Ilonpaska x moe#t cratbe ,O wme-
TOAE MCKAIUEHHS MEepEMEHHBIX U3
TpamcuengenTHbix  ypaBHenmii“. Ka-
sanpb, M. ®.-M. O61m. (3) 1 1926 146—
148 ¢p. pes 148 —148.

IImaar, 0. 0. O napagoxce Bertrand’a
B Teopun BepositHocrel. M., Mar.
Cé6opr. 33 1926 33—39 ¢p. pes.
40 —40.
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Illoxar, fl. A. Hccaezosanne oguoro
KAacca MHOTOYAEHOB HAaMMeHee YKAO-
' HAIOWMXCS OT HYAA B JAHHOM NpPOMe-
mytke. Exarepunbypr, 1918 44160
(aurorp.).

O ¢@yHKunAX HaMMeHee YKAOHsIO-
IOUXCA OT HYAA B 6ECKOHEYHOM poMe-
xytke. Exarepunbypr, M. Ypaabck.
Yaus. 2 1921 1—33 ¢p. pes.

Illraepman, J. Quelques rémarques sur
les . formules des quadratures dites
mécaniques au point de vue de leur
caleul effectif. K., 3an. @.-M. sigairy
1, 1924 10—12.

Iduroaes, B. O pasromenun acumme-
TpUUECKOH KPHBOH pacmpefeAeHHMA Ha
2 kpusbie [aycca M., Acrp. XK.
13—, 1924 76—89 anra pes.

Pasaomenne pacnpesereHus Tpex

IepeMeHHbIX Ha ABa MPUBejeHHDbIE HOP-

MaabHble pacnpejeaeHus. M. P. Actp

M. 33—, 1926 145—155 anra. pes

156—156.

Pasromenne dpynxuun pacupesere-
HHUA Tpex IepeMEeHHBIX Ha 2 c(epude-
ckue pacrnpegeaenus. M., P. Acrp. K.
2, 1925 1—5 anra. pes. 6—6.

fixoekan, A. O cexropHOM maanuMerTpe.
A, K. P, Acrp. O6w. 25;—3 1924
17—19.

Fréchet, M. Sur la loi des erreurs d’ob-
servation. M., Mar. C6opn. 32 1924
5—38 pycck. pes. 8—8.

Sur la loi des erreurs d’observa-
tions. M., Mar. Cé6opn. 32 1925 705—
710 pycck. pes. 710—7IO,

Guillot, G. Sur la convergence de la série
de Fourier. Oaecca, K. H.-mcca. ka-
deap 1, 1924 23 —26 ykp. pes. 26—26.

Gumbel, E. J. Eine Beziehung zwischen
Fehlermassen. M., Mar. C6opn. 33

V. Teo

Arponomos, H. A. O npeo6pasosanun
o6ulero ypaBHeHHA KPUBOH BTOPOTO
nopsAaka X mpocreiimemy Buzy. Baagu-
Boctok, 1pa. Jarbmesoct. Ynuus. (7)
1 1926 3—-7 ¢p. pes. 8—8.

ApamoB, A. A. OxremenrapHbiii cmoco6
AAS. MBYYEHHs OYepTAaHH  KPHBBIX
3-r0 nopsjKka MO AaHHOMY YpaBHe-
HHIO B  J€KapTOBBIX KOOPAUHATAX.
Tlrp., 1918 338, aan6. uepr. 47 + 2
(amTorp.).

Bpenes, E. K. Axcuompt mopsagka B cu-
creme axcuom reomerpun Hilbert'a.

V. TeomerTpus

1926 395—4I1 pycck. pes. 4I2—

412.

—— On life tables. M., Mar. C6ops.
32 1925 613—620 pycck. pes. 621—
621.

Hadamard, J. Quelques cas d'impossi-
bilité du probléme de Cauchy. In mem
Lobatschevskii 2 1927 163 —176.

Hayashi, Tsuruichi. A soluble case of
the Laplace equation. K., 3an. ®.-M.
Bizziay 2; 1927 115 —1I20.

Kharadzé, A. Quelques applications
d’une classe particuliére des polyno-
mes. Tiflis, Bull. de I'Univ. 3 1923
97—106 (mo rpysmHCkn).

Lefschetz, S. Un théoréme sur les fonc
tions abéliennes. In mem. Lcbatschev-
skii 2 1927 186—190.

Muschelisvili, N. Applications des inté-
grales analogues a celles de Cauchy
a quelques problémes de la Physique
Mathématique. Tiflis (Impr. de I’Etat)
1922 VIII4-15741.

Nikoladzé, G. Einige Eigenschaften der
Risspunktkurve in der Variationsrech-
nung. Tiflis, Bull. de I'Univ. 3 1923
324 —328.

Razmadzé, A. Deux propositions du cal-
cul des variations. Tiflis, Bull. de 'Univ.
1 1919—1920 157—172.

Ueber unstetige Losungen mit einem
Unstetigkeitspunkt in der Variations-
rechnung. Tiflis, Bull. de I'Univ. 2
1922 —1923 282—312.

Silverman, L. L. On the omission of
terms in certain summable series. M.,
Mar. Cé6opr. 33 1926 375—382 pycek.
pes. 382—384.

Tonmelli, L. Sur une question du Calcul
des Variations. M., Mar. Cé6opn. 33

1926 87—97 pycek. pes. 97—98.

METPH S

M., Mar. C6. 31 1924 576—577 Hem.
pes. 578—578.

Bpommreiin. H. H. O muumbix auneii-
goix Wurfax. M., Mar Ce6opu. 34
1927 37—47 HeM. pes. 47 —47.

Bromrenc, C teopeme Koenigs’a.
M., Mar. C6opn. 33 1926 49 - 55 dp.
pes. 55—56.

; O6 wusrubanuu mnoBepxHOCTeHd Ha
rAaBHOM ocHoBaHuH. M., 1917 79 4-I.

Sur certaines familles invariables

" de courbes. M., Mar. Cé6opn. 32 1925
348 —351 pycck. pes. 352--352.




V. TeomerTpHus

—— Sur les surfaces ayant une famille
des paralléles. planes ou sphériques.
M., Mar. C6opu. 32 1925 632—643
pycck. pes. 644—645.

—— Sur une classe des hypersurfaces.
M., Mar. Cé6op. 32 1925 625—630
pycck. pes. 630—631.

Baiiageana, A. C. ['eomerpuueckuii me-
TOA ONpejseAeHHS M HCCAEZOBaHHA Je-
QopMalM¥ AMHeHYaTOH NOBEPXHOCTH.
X., Hayk. 3an. [2] 1926 87—106.

—— llpusuun nesaBucumocTn AeiicTBUA
M NPpHUMEHEHHE €ro K reoMeTpHYEeCKOMY
HcUMCAeHHIO 1-i BapHalMu IOBEPXHO-
crHoro siremenrta. X., Hayka na Ykp.
3 1922 203 —209.

Beasmun, B. II. [lpumenenne reopun
LEABIX KOMIIAEKCHDBIX YMCEA K PelieHHIO
oaHoit reomerpuueckoit 3agaun. Pocros

Ha Jony, U. [Jouck. Yuus. 5 1925
40 - 41.

Benzamunos, B. Sur une propriété mét-
rique des courbes de M. Jordan. M,
Mar. C6opn. 31 1924 446—464 pycck.
pe3. 464 —464.

Baacoe, A. K. Hosoe zokasareanctBo
teopempl Pohlke. M., Mar. C6opu. 32
1925 453 —455 ¢p. pes. 456—456.

—— O6 o0co6eHHOCTAX B PACIOAOKEHHH
[TackareBbix AMHMI ZAS JaHHBIX LIECTH
Touek KoHudeckoro ceuenus. M., Mar.
C6opn. 32 1925 689—704 Hem. pes.
704—704.

Taspuaon, A. @. cm. IV.

Iaaroaes, H. A. 3agaua o xparyaiimeit
AMHHM B [POEKUHUAX C YHUCAOBBLIMHU OT-
metkamu. M., Mar. C6opu. 31 1923
319323 ¢p. pes. 323—323.

— reozesnyeckoM OTO6pameHUN
muoroo6pasuii. M., Mar. Cé6opu. 32

1925 305—318 aHra. pes. 318—3IQ.

—— O606menne teopemnr Pohlke. M.,
Mar. C6opn. 32 1925 457—462 ¢p.
pes. 463—463.

[Npumenenne mrockocTHIX BypdoB

K OIPEejeAEHHI0 MNPOCTPAHCTBEHHOM

KPHBOHi 4-ro nopsgka I-ro poga. M.,

Mar. C6opu. 32 1925 342—347 Hem.

pes. 347—347.

MMaHOBbI MHOT006pa3Hs MPOEKTHB-

Horo tuna M., Mar. C6opu. 32 1924

177—190 HeM. pes. 19O — IQI.

Sur le probléme du plus court

chemin entre deux points d’une sur-

face. M., Mar. C6opn. 31 1923 319—

323.

Topéymoe, B. M. 1 Ymauckmii, 0. A.
Mpo Bsaemni xpusi. K., Tpa. ®.-M.
BigAiay 85 1927 371—374 ¢p. pes.
408—409.
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Fopnn, H. Il. Hekoropsie cpoiictsa ¢o-
KaAbHBIX KPHMBBIX COQOKYCHBIY MOBEPX-
HocTeil BTOporo mopsjka. Ekarepun-
6ypr, V1. Yparock. Yuus. 2 1921 1—8.

—— O HekoTOpbIX CBOHCTBAaX KPHBHIX,
MOAAPHBIX CHCTEME CO(POKYCHBIX KOHHK.
Exarepun6ypr, W. Yparbck. Yuus. 1
1920 1 — 16 -+ 4 T6A.

— Cm. VI

Ipase, J. A.Tlrockas reomerpust Jpkan-
&a, KaK INpejgeAbHas JAAA TeOMETPUH
Nob6auesckoro. In mem. Lobatschevskii
2 1927 25- 36.

I'paropres, E. H Hs nosoit reomerpun
Tpeyroabuuka. Kasann, Yu. 3an. Yaus.
85 1925 63—67.

Hasarg, B. Cunreruueckue ocHoBbI
NAOCKOH mapab6oANYecKoil reoMeTpHu.
X., Coobw. Mar. O6w. (2) 15 1917
177—192.

Hapmoctyk, II. M. Oco6ennnvie cayuan
conpnkacammerocs mapa (M NAOCKOCTH)
B TOYKEe MPOCTPAHCTBEHHOH KPHBOIi.
X.. Coobw. Mar. O6w. (4) 1 1927
80—93.

Henyratos, B. H. K sonpocy o npupoge
naockoctHbix Byppos. M., Mar. C6opH.
33 1926 109—117 HeM. pes. 118—118.

Ayann, C. Ouepkn mo aremenrtapHoi
aHAAMTHYECKOH = reOMeTpUM B mapaa-
A€AbHDIX TaHFEHUHaAbHBIX KOOpPZUHA-
tax. CeeparoBek, M. Yparvck. Yuus.
3 1922-23 21 — 50 +2 T6A. HeMm.
pes. . Yparbck. noaurexn. Huer. 4
1924—25 17 — 43+ I T6A. HeMm. pes.

HAymun, H. Camonpoextusnsie uan W-
kpusble. X., Coo6wy. Mar. O6m. (4) 1
1927 32—63.

Eropos, . @. Sur les surfaces engen-
drées par la distribution des lignes
d’une famille donnée. M., Mar C6opsn.
31 1923 153—182 pycck. pes. 182—184.

Kuromupckuii, 0 HeEeBKANLOBOK
reomerpun kpyros. A., K. M.-M. O6u.
1 1926 119 —142 HeM. pes. 143—143.

Betiamrep, A. H. M3 kypca auneiivaroit
reomerpun. Kasanmp, M. @.-M. O6mw.
(2) 23 1923 130—156.

3eaennn, B. A. Teopus obmeii akcono-
merpuu. Manoso-Bosnecenck, H. no-
anrexd. Muer. 9 1926 3— 20.

3erean, C. O noctpoennn HeKOTOPBIX
NpaBUABHBIX MHOroyroabHukoB. CBepa-
arosek, . Yparbck. Yuus. 3 1922 --23
195 — 203 -+ 2 TOA.

Hasoasckuii, H. Hekoroprie usbickanus
o mapax kpyros. flpocaasap, 1927 I3.

Honaes, H. H. [raBubie meroanr o60-
cHoBanusi reomerpuu JNo6auesckoro.
Towm 1. Camapa, 1923 144.
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- ZlBa HOBBIX cnoco6a NPOEKTUBHOrO
BBIBOJAa OCHOBHDBIX (OPMYA TPUIOHO-
merpun  Aobauesckoro. Kasamb,
@.-M. O6w. (2) 22 1917 234—241.

Karan, B. IMpumenenne yuenus
O MapaAreAbHOM MepeHeceHUH BeKTO-
POB K BbIBOZY MPEAAOXEHHs, MpejcTa-
BAsIOIlero co6oil 06061eHne TeopeMbl
laycca 06 yraoBom us6biTke reogesu-
yeckoro Tpeyroabuuka. M., Mar. C6opn.
31 1923 208—218 newm. pes. 218 —219.

Kaiinep, M. [Tpocrpancrsennan rpaguxa
Arorapudmukn y == a*. Ogecca, K. H.-
HeeA. kadegp. 1; 1924 32—34 Hem. pes.
34—35.

Kosmep, C. C. O6 ognom nckyccrsennoM
npuMepe AHHUNR PAaBHOrO M3MEHEHHS.
[M.] Teopus. Broar. 14 1926 47—49
aHIrA. pes. 49 —49.

ine mathematische Theorie der
magnetischen Isogonen. [M.] [eogus.
BIOJ\J\.6 14 1926 41—45 pycck. pes.
45-—46.

Komapesncxnii, B. M. O606ienue goka-
saTeAbcTBa TeopeMbl Jiirepa 0 MHOTO-
rpaHHMKax, JaHHOro von Staudt’om.
Tamkent, Broar. 1 Cp.-As. Yuus. 6
1923 I51—I53.

-—— Teopema Euler’a o muororpannnxax.
Hcropnko-kpurnueckuit 0630p pasaumu-
HBIX ee JoKasaTeabcT. TaumkeHt, Tpa.
Typk. n. O6w. 2 1925 141 —170 Op.
pes. 17I1—I172.

Kocranan, I'. B. 'eomerpuueckan unrep-
nperauus oxHo# Teopempl. Ogecca,
K. n-goca. kareap. 2; 1926 74 — 77
¢p. pes. 7777

Koreapnuxos, A. II. Ilpuruun ornocu-
TeAbHOCTH M reometpus JAo6aueBckoro.
In mem. Lobatschevskii 2 1927 37— 66.

Koros, T. H. Teogesnueckue Aunum.
X, Hayka Ha Ykp. 3 1922 107—113.

—— l'eogesnueckne AunHHMH Ha noBepx-
HOCTAX BPAIleHUs] C MaKCHMaAbHOR
napaareapio. X., Yu. 3an. H-ucca. xa
Peap. 1 1924 63—74 ¢p. pes. 75— 75.

-—— HccregoBanun us o6ractn Teopun
reofesndeckaX AMHHH M reofe3HuEcKHX
kpyros. (leoaesnueckne xpyru u reoge-
3MYECKHe MapaireAbHble KpuBbie). X.,
Hayk. 3an. [2] 1926 79 - 86 ¢p. pes.

O reozesuyeckux naparreAbHBIX
KPUBBIX M reojesmueckux kpyrax. M.,
Mar. C6opn. 31 1924 508—514 Pp. pea.
515—5I5.

-— O reogesuueckux AnRUAX, acumMuTO-
THYECKUX K 3aMKHYTOH reozesuueckoi
aunpn. M., Mar. Cé6opn. 31 1924
516—518 ¢pp. pes. 518—518.

V. Teomerpuas

—— O npegerax paccrosiHUN MemAy
MOAIOCaMM MPaBHAbHDBIX [OBEPXHOCTEMH
BpalleHHsA C HMCKAIOYHUTEABHO 3aMKHY-
THIMH Treoje3uyecKMMH AMHHAMH. M.,
Mar. C6opn. 32 1924 43—45 dp. pes.
45—45.

-—=- (6 aCHMIITOTHYECKHX Tleojesuye-
ckux aunmax. X, Hayka wa Ykp. 4
1922 170—173 ¢p. pes. 173—173.

Kpasayk, 0 Teopii KPHBUX 4 CTy-
neHst. K.,SHayx. Ban. 1 1923 76-83
¢p- pes. 84-84.

Kpoixanoscknii, . A. Ilpo Tteopemy
Hesapra. Ogecca, K. H.~gocA. kaTegp
2; 1926 100 —100 UTaAr pes. IOI—IOI.

AbBoBeknii, B. . O samkayTbix aByX-
CTOPOHHMX TPEXMEPHBIX NMPOCTPAHCTBAX-
A, K. @©.-M. O6w. 1 1927 169— 180

" HeM. pes. 180—181 - 15 T6A.

MOCTPOEHHH 3aMKHYTBIX OXHO-
CTOPOHHUX MNOBEPXHOCTEH C 3aMKHY-
ToIMH gBoWHbIMH AuHusamH. M., Mar.
C6opn. 32 1925 353—356 1 T6A.
HeM. pes. 356—356.

Macaos, A. @. Sur la déformation con-
tinue d'une classe des surfaces. M.,
Mar. Céopn. 33 1926 367—370 pycck.
pes. 370—370.

ur la déformation des surfaces
avec conservation d’un systéme con-
jugué. M., Mar. C60pn. 33 1926 43—48
pycck. pes. 48—48.

Matucosa, A. M. O xourvysnuun Ribau-
cour’a. Kasawn, H. ®.-M. O6wm. (2)
24 1924 7—13 ¢p. pes. 13—1I3.

LEHTPaAbHOI MOBEPXHOCTH H30-
TponHo#t kourpyenuuu. Kaszaup, H.
D.-M. O6w. (2) 23 1923 126—129.

Maoaseescknii, B. K. K ra6angam Kpe-
MOHOBBIX WYHCEA NepBbIX 2I MOPAJZKa.
M., Mar. C6opn. 31 1922 35—54 Pp.
pes. 55—57.

—— K Tteopun Kpempuosbix mnpeobpa-
sosanuii. M., Mar. C6opu. 31 1922
7-—31 @p. pes. 32—34.

Auneiinbie cucteMbl KPUBBIX, CBS-

3aHHBIX € apUPMETHYECKUMH pelue-

unavu  Kpemorosbix ypaBuenuii. M.,

Mar. C6opH. 31 1924 341—343 @p. pes.

343 344

Ta6auna Kpemonosoix umcen mep-
Bbix 21 nopsaxos. M., Mar. C6opn. 31
1922 58—77 ¢p. pes. 58--58.

Mopayxaii-Boarosckoit, J. A. Ksaapa-
THUHbIE JAMAMETPBl U MOAAPbI KPHBBIX
Tperbero mopsaka. Pocros na Zony,
Tpa. C.-Kaex. Acc. n. ncea. Huer. 1,
Hucr. Mar. u Ecrecrs. npu C.-Kaek.
TFoc. Yuus. 2 1926 29—38 ¢p. pez.
38—138.




V. TeomerTpwus

Hauepraterbnas reomerpus Tpex-
MEpHOro M YETHIPEXMEPHOTO MPOCTPaH-
CTBa, KaK METOJ TIeOMETPUYECKHX NO-
CTpOEHMHi B OTrpaHMYEHHOH O6AacTH.
IMepmp, K. @.-M. O6w. 4 1927 63—171.

Hekotoprie Teopembr o0 kpuBBIX
BTOPOTO M TPETHEro MOPAJKA B CBA3M
€ TeopHell SAAMNTHYECKHX QYHKUMHA.
Pocros na Zony, Y. Honck. Yuns. 4
1924 4—7.

——— O reomeTpHYECKHX TOCTPOEHUAX
B npoctpanerse Aobauesckoro. In. mem.
Lobatschevskii 2 1927 67— 82.

-— O rumepnAOCKOCTHOM CeYeHHH TH-
nepxonycos. Pocros na Zony, Tpa.
C.-Kask. Acc. n.-ucea. Hner. 1, Hner.
Mar. u Ecrecrs. mpu C.-Kask. I'oc.
Yuus. 2 1926 1528 ¢p. pes. 28—28.

-—- O JuaMeTpaAbHDBIX CBOMCTBax aire-
6panueckoii kpuBoil B reomerpun MNo-
6auesckoro. Pocros na Jony, H. Josck.
Yuus. 4 1924 99—102.

— nepeceyeHHn aAre6panyeckux
kpushix. Pocros na Zony, M. Zonuck.
Yuus. 4 1924 1—3.

——= OCHOBaHHs T€OMETPUH HEKUBOTEH-
HBIX M HETOMOTeHHBIX MPOCTPAHCTB
¢ Touku 3peHun Teopuu rpymm. Pocros
na Jony, M. ZJonck. Yuus. 7 1925
29—39.

Mouyancknii, A. Autumerpna uerpipex-
MepHOro IPOCTPAHCTBA BEKTOPOB Bele-
crBenHoit gamHbl. Ogecca, K. H.-uceca.
kadeap 1; 1924 36—47 anra. pes.
48 —48.

Oruesegxmii, H. E. O coornomennax
Mexay Ko3Q@HUUUEHTaMH OPTOTrOHaAb-
HOro mpec6pasoBaHUA W MapaMeTPaMU
Pogpura. X., Coobys. Mar. O6w. (4) 1
1927 108-—I11.

Oraobamm, H. B. Teomerpuueckoe uceae-
AOBaHME OAHOro poga Kpusbix. Cum-
tdeponoab, M. Kpoimek. Iles. Huer. 1
1927 103— 109.

Manguros, H. H. O xpususue cgepn-
ueckux uwHankarpuc. Hosouepxacek, V.
Joncx. noaurexs. Mucr. 8 1920—1922
(1923) 81—83.

Mapdpentnen, H. H. ['eomerpusnposanne
Bceaennoii. Kazanp, Yu. 3an. Yuus.
86 1926 [Tpunrox. 3—23.

Iomomapes, H. Marematnueckoe uceae-
AoBaHME BOMPOCOB IIBETHOH CIEKTPO-
CKONMM U UPHUMEHEHHE €r0 PEe3yAbTATOB
K M3rOTOBAEHHIO CTEPEOCKOMMUECKUX
ta6aun. Kasanp, M. @.-M. O6w. (2) 23
1923 33—47 + 2 6.

Pasgorncknii, A. H. [Tpuroxenne saru-
ATHYecKHX QYHKUMHA K PEIIEHNIO OCHOB-
HoH reogesuueckoil 3sajaum. M., P.

XXVII

Acrp. XK. 2, 1925 77— 87 uem. pes..
88—88.

Csemnnkos, I'. H. O napaarerbnom cme-
IJEHUH BEKTOPAa M ypaBHEHHH OPTOTO-
HAaAbHDBIX TPAaeKTOPHUIl reoje3HuecKHK
anuni. Caparos, Yu. 3an. Yuus. 4,
1925 30—34.

Cannos, J. M. Heckorbko mogereii zas
HAAIOCTpAlUK KBajPaTHIHOTO XapaKTepa
AuHeluaToH reomerpuu (3agaua Ger-
gonne-Steiner’a). Kasann, U. ®.-M.
O6w. (2) 22 1917 222 - 225.

- TOYKax BosBpara orubaroueii.
Kazanp, M. D.-M. O6w. (2) 24, 1924
61—67 dp. pes. 67—67.

——= (Gopmyra DpmuTa AAs npubAnKEH-
HOTO BBIYMCAEHHS CErMEHTa KPUBOH M
ee Bugousamenenune. Kasanp, M. @M.-M..
O6m. (2) 22 1917 226 - 233.

em. IV,

Cayrmmos, C. II. Jauna ayrm B npo-
crpaHcTRe N usmepennit. llepmp, K.
®.-M. O6w. 3 1926 7—10 aura. pes.
10—10.

Cmupros, B. H. O o¢ynaamenraabnoii
06AacTH TPYNN ZBHXEHHUS HA MAOCKOCTH
Ao6auesckoro-Boauan. In mem. Loba-
tschevskii 2 1927 103—118.

Cmoaencxnii, B. H. cm. IV.

Cuenraep, H. @, cm. 1V.

Cycaos, I. K. Yuenue o Bekropnarnnom
noae. Ogecca, 1922 149 + 3 -2 T6a.

Tymapxun, A. A. Beitrag zur allgemei-
nen Dimensionstheorie. M., Mar.
C6opu. 33 1926 57—86 pycck. pes.
86—86.

Ypuicon, II. Basucumocts Mexay cpea-
HeH HIMPUHOH H 06'BEMOM BBIMYKABIX
TeA B n-MepHoM mpocrpancree. M.,
Mar. C6opn. 31 1924 477—485 mem.
pes. 486—486.

O6 oauoit 3agaue Carathéodory
M., Mar. C6opn. 31 1922 86—go

p. pes. go—go.

Yc?xengxnﬁ, 1. 9B. Beegenve B Hees-
KAHZOBY reomerpuio Ao6aueBckoro-
Boauan. Ilrp., 1922 1774 1.

Megopos, E. C. I'papuueckne onepauuu
C YeTbIpbMS HE3aBHCHMbIMHM [epeMEH-
movu. [Irp.,, H. AL H. (6) 12 1918
615—624.

HexoTopsie noaspubie cucrembr

B mrockoctn. [lrp., M. A. H. (6) 12

1918 1913—1924.

Creygnarpuplt  ynpouleHHBH BHA.
chcTeMbl ¢ napameTpoM Toukoro. Ilrp.,
H. A. H. (6) 12 1918 1911—1912.

—— Tpeyroabuuky, uyeTblpeXrpaHHUKA
M MeHTarombl Kak o6pasbl, o6ycAaaBan-
BalOlIMe KOPPEASTHBHOCTb, BbIpamae-
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MYIO OAMHAKOBBIMM cuMBoAamu. [lrp.,
H. A. H. (6) 12 1918 1905—1910.
®unnkos, C. II. 06 oguom cayuae oco-
6oro wusru6anMs xomrpyenumi. M.,
Mar. Cé6opn. 31 1924 241—247 uem.

pes. 247—248.

ur la congruence rectiligne de rou-
lement d’une infinité de maniéres. M.,
Mar. C6opn. 34 1927 49—54 pycek.
pes. 54—54.

~=— Sur la déformation des surfaces
a réseaux cinématiquement conjugués
persistants. M., Mar. C6opu. 33 1926
129 — 159 pycck. pes. 159—I5Q.

ur les congruences de roulement.
M., Mar. Céopn. 32 1925 599—611
pycck. pes. 612—612.

-~—- Sur les surfaces de M. Bianchi.
M., Mar. C6opn. 32 1924 249—254
PYCCK. pe3. 254—254.

Mpanx, M. A. leomerpus Ao6auepckoro
U ee 3HaYEHHE JASl COBPEMEHHOI HayKH.
K crorernemy roburero neesxannoBoii
reomerpud. Cumpeponoan, H. Kprimek.
[Mea. Huer. 1 1927 13—15.

—— O MaKCHMaibHOM UYHCAe ABOHHBIX
TOYEK MHOTOYFOABHMKA C YETHBIM UYHC-
aom cropon. Cumpeponoan, U. Kpbimck.
IMes. HUuer. 1 1927 100—102.

®pnaman, A. A. O xpususne npocrpan-
crea. M,; K. P. ®.—X. O6w. Yacts
¢us. 56 1924 59—68.

Yeborapes, H. I'. O nosepxunocrax nepe-
Hoca. M., Mar. Cé6opn. 31 1924 434—
445 Hem. pes. 445—445.

unpuHe KOHTYpoB u TeA. Ogecea,
. m.-ucca. xapesp 1lg—q 1924 29—40
HeM. pes. 40—41I.

—— O6 ogHoM 0606meHun MOBEpPXHO-
creil nepenoca. Opecca, K. m.—zoca.
katesp 23 1926 44—54 HeM. pes.
54—55-

——— Ueber Fliachen welche Imprimitivi-
tatssysteme in Bezug auf eine gege-
bene kontinuirliche Transformations-
gruppe enthalten. (Verallgemeinerte
Schiebungsflichen). M., Mar. C6ops.
34 1927 149—204 pycck. pes. 205—206.
epaymenxo, H. C. rAABGEpPTOBDBIX
akcromax ceasu. X., Hayk. 3an. [2]
1926 107—1I1I3.

Yersepyxun, H. . 3asucumocts mexay
HOHSATHAIMK KOHTPYEHTHOCTH OTPE3KOB
N KoHrpyeuTHocTH yraos. M., Mar.
C6opn. 31 1923 324—330 Hem. pes.
331331

--— BuHavenne akcuompt Pasch’a gas
AMHeHHOH aKcMOMaTHKM mopsgaka. M.,

Mar. Cé6opn. 31 1924 568—575 Hem.
pes- 575—575.

V. TeomeTpusa

_— 0 MHOT'OYrOAbHMKaX, OMNHUCAHHDbIX
OKOAO IAOCKHX TOYEUYHBIX MHOKECTB.
M., Mar, C6opx. 31 1923 331—336 Pp.
pes. 336—336. .

IInpoxos, II. A. 'eomerpuueckas uurep-
NpeTauys NaparreAbHOro e peHoca BeK-
Topa B reomerpun Weyl’a. Kasamup,
Yu. 3an. Yuus. 85 1925 56—58.

HccregoBanne Temsopmoro gud-

(epeHINarbHOTO ypaBHEHHS:

D;D,D,¢e=o

ars Riémann’oeeix mpocrpancrs. Ka-
sanp, M. @D.-M. O6w. (3) 1 1926
123 —134 @p. pe3. 134—134.
Kpusrie B mpocrpancrse nmocrosnHoi
NOAOKHMTEAbHOH KpuBU3HbI. Kasamb,
Yu. 3an. Yuus. 85 1925 218—228.
O sBekropnoit naomazu. Kasans,
H. ®.-M. O6w. (2) 24, 1924 (1925)
31—43 @p. pes. 43—43.

O rpynme koHpopmubix mnpeobpa-
30BaHMi HEEBKAHUJOBBIX IPOCTPAHCTB
SAAMOTHYECKOrO M TrHnep6OANYECKOTO

tuna. Kasans, M. O.-M. O6mw. (2) 23

1923 83—113.

nmaparr€AbHOM nepeHOce BEKTO-

POB B HEEBKAHJOBBIX IIPOCTPAHCTBaxX

mocrossHHOH kpuBusHbl. Kasanb, H.

®.-M. O6mw. (3) 11926 135—144 dp.

pes. 145—145. -

O  ¢yskuuu  yaoBaeTBoOpsIOIEit

ypasHennuto Laplace’a B Riemann’osnix

3-MepPHBbIX MPOCTPAHCTBAX M 2aBUcsAIEH

ToAbKO OT paccrosnus. Kasamp, Yu.

Ban. Yuus. 85 1925 59—62.

O6 0aHOM NPHAOHKEHHN TEH30PHOTO

aHaau3a B Teopun nosepxHocreil. Ka-

saub, Yu. 3an. Yums. 87 1927

62 —66.

O6 oanom cmocobe BbiBOZa OCHOB-
HpiX popmyA reomerpuu Ao6aueBckoro.
Kasanb, . M.-M. O6w. (2) 24, 1924
33—41 @p. pes. 41 —41.

-—— 6 oTAMUHTEADHDIX CBOMCTBax cdep
B IPOCTPAHCTBE NOCTOAHHOH KPUBU3HEI.
Kazausp, M. @.-M. O6w. (2) 25 1925
(1926) 48—55 dp. pes. 55—55.

[MocTosinHBIE MOAA BEKTOPOB M TeH-

30p0oB 2-TO MHopsaxka B Riemann’oBnix

npocrpaHcrBax. Kasasp, M. @.-M.

O6w. (2) 25 1925 (1926) 86—113

HeM. pe3. I13—I14.

[Mpeo6pasoBanne BUHTOBDIX HHTe-

rparoB B IPOCTPAHCTBaX MOCTOAHHOMH

kpususubl. In mem. Lobatschevskii 2

1927 119—134. v

2 %no?xm no reomerpun No6aues-

ckoro. Kazamp, . ®.-M. Obm. (2)

24, 1924 26—32 @p. pes. 32—32.




VL. Mexaunucka.

Iluroaen, B. O conpsxennubix npsMo-
AMHEHRHDIX ZUaMeTpax KPUBbIX 4-TO IO~
paaka. [lepmp, K. D.-M. O61g. 2 1919
125—138.

floarokos, B. A. Kpusbie gsosxoit kpu-
pusHbl. Kazamp, Yu. 3an. Yuus. 87
1927 147—155:

-— B3aHMHO MOAAPHBIX KOHHYECKUX
ceuennax. Kasaup, Y. O.-M. O6mw. (2)
23 1923 76—8a2.

~—— Teopempt Anoaronust B n-mepHoii
reomerpun Eskanga. Kasanp, Yu. 3an.
Yuus. 87 1927 83-85.

Blaschke, Wilhelm. Beziehungen zwi-
schen der Differentialgeometrie .des
R; und des Ry;. In mem. Lobatschev-
skii 2 1927 1—3.

Cartan, Elie. L’axiome du plan et la
Géométrie differentielle metrique. In
mem. Lobatschevskii 2 1927 4—12.

Engel, Friedrich. Zur Dreiecks-Geome-
trie der Lobatschefskijschen Ebene. In
mem. Lobatschevskii 2 1927 13—16.

VL

Anrexcanapos, B. A. [lpuroxenue rteo-
puu pemerok k Bunty. M., Tpa. HATH
6 1924 1—17 aHra. pes. 18—18.

Anzporos, A. 1 Aeonrosmu, M. O xo-
Ae6aHUAX CHCTEMBI C nePpHOANIECKH
MeHsolguMucs napamerpamu. [A], K.
P. @®.-X. O6w., Yacrp ¢us. 59 1927
429 - 442 HeM. pes. 442—442.

Axmesep, H. H. K sonpocy 06 ycroiiuu-
BoctH Buxpesbix yaug. M., Mar. C6opn.
34 1927 5—8 nem. pes. 8—8.

Beasenxnii, C. H. Joxasareabctso cyme-
CTBOBaHHMJ NPEZEAOB CHA YIPYrOCTH U
CHA CONPOTHBAGHHUs GpycbeB TNPH H3-
rube. Ilrp., M. A. H. (6) 13 1919
(1920) 453 -- 484.

Beasie, H. ecTHHe HanpsMeHus
npu cxaruu ynpyrux tea Hux. coop.

n crpour. mex. (C6opn. cratr.) A,
1924 27-—108.

YecroiiunBocTs  mpusMaTHYecKHX
crepxHell noj geficTBMEM MepeMeHHBIX
npogoabubix cua. Mux. coop. u crponr.
mex. (C6opn. crar ) A, 1924 149—167.

Bexrtepen, II. Anarurnueckoe uccaego-
BaHHe o6o6wenHoro sakona [yxa.
[lpumeHnenne yuewust o NOTEHIMAAb-
HOl ®HeprMM M HauaAa HaWMeHbuIeH
paboror. M.-A., &K. P. @.-X. O6w,,
Yacrp ¢us. 57 1925 359—391 Hem.
pes. 391—392.

XXIX

Kharadzé, A. Sur une généralisation des
: développées des courbes planes. Tiflis,
Bull. de I' Univ. 4 1924 305—314.
Nikoladzé, G. Sur une méthode nouvelle
de la Géométrie analytique. Tiflis, Bull.

de I'Univ. 1 1919—1920 140—152.

Nishiuchi, Teikichi. Sur les faisceaux
de coniques dans le plan noneuclidien.
In mem. Lobatschevskii 2 1927 83—84.

Fano, Gino. Les cycles de la géométrie
non euclidienne au- point de vue pro-
jectif. In mem. Lobatschevskii 2 1927
17—24.

Schoenflies, A. Beweis eines grundle-
genden Polyedersatzes. In mem. Loba-
tschevskii 2 1927 85— 89.

Schouten, J. A. Ueber die Projekivkriim-
mung und Konformkriimmung halbsim-
metrischer Uebertragungen. In mem.
Lobatschevskii 2 1927 9go—g8.

Schur, F. Konstruction von Lobatschef-
skij’s Parallelen. In mem. Lobatschev--
skii 2 1927 99 —102.

Mexanucka.

Amnaauruueckoe nccaegoBanue 0606-
menHoro 3akoHa ['yka. [lpumenenne
Merofa mnpeo6pas’oBaHUs KOOPJHMHAT.
[A] K. P. ®.-X. O6w., Yacts ¢us.
58 1926 415—445 HeM. pes. 445—446,.
rakxke A. 1925 130 (amrorp.).

Bobp, H. K sonpocy o saryxanuu rapmo-
HMYECHOTO KOA€6ATEADHOTO JBUXEHMS.
A, U Tloer. L. Ceiiem. K. 7 1924
387 —4o01.

Boroaw6os, H. [Ipo o6uncrenns sumy-
MEHHX XUTaHb, IO CHPaBAXYIOTb UEBHI
HeAIHIHHI AMQepeHUisAbHI pIBHAHHA.
K., Tpa. ®.-M. sBigaiay 5; 1927
367—1370 ¢p. pes. 408 - 408.

Borycaascknii,C. O kanonnueckoii popme
ypaBHEHHMH JBHXEHHs DAEKTPOHa B
aaekTpomarautHom more. M.-[lrp., K.
pP. ®.-X. O6m., Dus. ora. 55 1923

—69.

Bpsmcc, @. A. [Taparbnas Teopus rpe6-
goro BuHTa. 2-e u3g. Y. L Ilrp. (Foc.
Usaz.), 1922 VII+ 261 -+ 8 16a.

Byxroasnm, H. H. Hcreuenne razos noa
6oapmum nanopom. IIrp. (Kom. oco6.
apr. om.), 1919 65 - I.

Baasrep, II. A. O noavemubix cHAax,
pasBUBAIOLIAXCA Ha AONATKaxX THAPaB-
AMYECKHX anmnaparos, paGoTalOIIHX B.
cxopsmuxcs morokax. M., Tpa. LIATH.
12 1925 27 anra. pes. 28—31.



XXX VL

-— O n[NOAbEMHBIX CHUAAX, pPa3BUBAIO-
IGUXCcs Ha AONATKAaX THMAPABAMYECKHX
annaparos. 1l. Bpamaroomuecs koxreca.
M., Tpa. LIATH 18 1926 39 anra. pes.

06 wusrube 6pycbeB  ABOAKOMH
kpususubl. M., Tpa. AT 23 1926
I—100.

Bacuanen, H. C. /Isuxenue muaxocry,
HanpaBAfeMOe BUHTOBbIM  BHXPEM.
Ogaecca, . n.-goca. karezp 23 1926
21—34 HeM. pes. 35— 35.

—— Teopema ['pacropa npo mapuipHuii
gorupbox6iunnk. Opecca, 3am. iHcr.
Hap. ocB. 1 1927 224—225.

Beankanos, M. A. O norpanuuHoii cko-
poctn Typ6yArenTHOro moroka. M.-A.,
&K. P. ®.-X. O6w., Yactp ¢us. 5T
1925 If3—I17 HeM. pe3. II7—II7.

Benuamumnon, B. O asumenun mapa nu-
aota B armocdepe [M.], Feagus. Broax.
14 1926 38 —40 ¢p. pes. 40 —4o0.

Benrgeasn, J. A. Koae6anne ocu cHa-
pAza B HayaAbHBIA nepuon ero JBuxe-

Hua. A, B.-Texu. A. [1] 1927
88—109--6 T6A.
Berunakum, 8. II. Merog sxcnepn-

MEHTaAbHOIO OMpejeAeHHss MOMEHTOB

HHengH TBEPAbIX TEA ﬂp“ l’IoMOIgH

MHOroHurHoro mogeeca. Ilrp., (Kom.

oco6. apT. om.) 1920 27.

O magenun u nAaHHMPOBAHMH B cpe-
ae mepemenHoii maormocru. M., Tpg.
HATH 1923 37.

—— u Yennos, H.T. [lrockuit mastank
0 JABYX cremeHsx cBobogbl U ompejge-
A€HHE IPH MOMOMIM €TO0 BBICOTHI IIEHTpa
TAXKECTHH U MOMEHTa ﬂHengH TBepaorO
teaa. M., Tpa. LHATH 3 1923 1—9
aHra. pes. 10 —IO.

, Kamener, C. H. u 9egmos, H. T
Junamuka noaeros. M., Tpa. LIATH
26 1927 277 anra. pes. 278--295.

Baases, M. A. Hosnre uccaegosanus no
BOIPOCY O TpaeKTopuu cBOGOZHO ma-
Aaromiero B mycrtote teaa. IIrp., Beern.
Bceepoccuiick. Acrp. Coroza, 1 1918
95—104.

Taspunaor, A. @. K 3azave o xpusoru-
HelHOM JBHMEHUN HecBOGOAHOH TOUKH,
He TMOJABEPKEHHOH JAeHCTBHIO MPYAO-
xeunbix cuAa. A, M. moamrexn. Hner.

29 1925 13—16.

Tarepkun. B.T. [lepopmaunn u namps-
KEHUs B IPAMOYFOABHBIX MAACTHHKAX
nox ZefcTBHeM COCPEROTOYEHHDBIX CHA.
Hux  coop. u crpour. mex. (C6opuux
crat.) A, 1924 1—23.

Harn6 TtpeyroAbHbIX MAACTHHOK.

[Irp., . noaurexu. Hucr. 28 1919

(1921) 1—51.

MexaHwuka.

HccaegoBanne TpeyroAbHbIX maa-
crunok. llrp.,, U. A. H. (6) 13 1919
(1920) 223—238.

—— K Bonpocy o Bbi6ope AMIIHHX He-
M3BECTHBIX B CTPOUTEAbHOH MeXaHHKe.
M., Bectn. HMux. 1925 181 —186.

— K pacuery xecrkux pam. M., Becrn.
Hnx. 1924, 1-10.

— K Teopuu HepaspesHbix nAaCTHHOK.
M., Becru. HMux. 1927 238 —244.

— Ksaapatnas maactunka. HMecaegosa-
HUe yHOpYyroil NAACTHHKM H Halpsxe-
uuit npu usrube. [Irp., K. morurexs.
Uncr. 28 1919 (1921) 53—77.

Kpyuenne TtpexrpanHo#i mpuaMbI.

Irp., . A. H. (6) 13 1919 111—118.

Hanpsizenna u aepopmauun mnaa-
CTMHOK B BHAE KPYrOBOIO CEKTOpa C
saKpenAeHHbIM zyroBeiM xpaem. A, M.
noautexu. HMuer 29 1925 271—335
dp. pes.

—— Happsaxenus u pgepopmauun maa-
CTHHOK B BHJE KPYTOBOTO CEKTOPa, CBO-
60oaHO omepThIX MmO Kpasm. A, .
noaurexn. Muer. 30 1927 461 — 484
@p-_pes. 485—48s5.

-—— [lpumeneHue KPUBOAWHEHHBIX H30-
TEPMUYECKHX KOOPAMHAT K MHTErPUPO-
BaHUIO ypaBHEHHS PABHOBECHA YIPYIUX

maacturok. A, M. A. H. (6) 18 1924

55 —66.
PaBHoBecHe ympyrux  MAaCTHHOK
OrpaHHYEHHbIX JBYMs KOHUEHTpHYe-

CKMMH ZYTaMH KpYTOB U ABYMA pajHy-
camu. lirp.,, U. A. H. (6) 13 1919
(1920) 415—426.

—— Pemenue sagauu C.-Benana o6 us-
ru6e JAA Pa3AMUHBIX KOHTYPOB OCHO-
paunsa npusmbnt. A., C6opu. Muer. nyr.
coobur. 96 1927 277—290.

—— Tepmuueckue HanpsxeHus B ymnpy-
THUX ITAACTUHEKaX. I/IH?K- COOpP. U CTPOHT .
mex. (C6opuuk crar.) A, 1924 131—
148

VYnpyras naactueka B BuUAe paBHO-
6epEHHOTO NPAMOYTOABHOIO TPEYrOAb-
uuxka A, C6opu. Huer. nyr. coobu.
94 1927 223—23I1.

—— On the equilibrium of elastic plate,
bounded by the isosceles rectangular
triangle. A., K. ®.-M. O6w. 1 1926
89—100 pycck. pes. 10I-—IOI.

Tam6ypnes, I'. A. [Ipu6opnt arn mexa-
HUYECKOro BBIYUCACHHs SAEMEHTOB Mar-
HUTHOTO M TPABHUTALMOHHOIO TOAS,
BbISbIBAEMOTO GECKOHEYHO AAMHHBIM
UUAMHAPOM TPOM3BOABHOIO CEUYeHHS.
A., Jdoxa. A. H. (A) 1928 91—95.

Famor, I O aBuxenuu HekoHCepBaTUB-
HBIX CHCTEM C OZHOH CTemeHbI0 CBO-
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6oapr. [A.], K. P. ®.-X. O6w. Yacrs
ous. 58 1926 477—482 mem. pes.
482—482.

Tepacamosuw, B. II. Hsocraruuecknii
CAO#fl C TOUKHM 3pEHHs] TEOPUH YIPYro-
cru. X, Yu. 3an u.-ucea. xadezp. 1
1924 I27—I45 afrA. pes. 146—146.

T'epmropnn, . O mexanusmax ars
MOCTPOeHNsT (PYHKUMH KOMIIAEKCHOTO
nepemennoro. A., K. @ -M. O6u. 1
1926 102—II3-}1 Ta6A. HeM. pe3.
113—113.

—— cm. V.

Toay6es, B. B. Teopus xpoira asponrana
B MAOCKOMaparAeAbHoM motoke. M.,
Tpa. HATH 29 1927 207.

Yomuapos, B. A. O npobreme pasHO-
mepnoii Temnepagun. M., Mar. C6opH.
32 1924 232—240, X., Yu. Ban. u.-
ucea. kapeap 11924 116—126 Pp. pea.
126 —126.

Topun, H. II. O croxennn cur B mpo-
crpancree Ao6aueBckoro. (Craruka B
naockoctH). Cseparosek, M. Ypaabck.
Yums. 3 1922—1923 1—20-41 Taba.
¢p. pes.

O cromeHMH CHA B INIPOCTPAHCTBE
Aobauesckoro. (Cratuka B mpocrpaH-
cree). CBepanrosck, M. Yparnck. moau-
texn. Muer. 4 1924—1925 3—15 dp-
pes. 15—16, 5 1926 3—I2 ¢p. pes.
12—I2.

Toxman, d. X. YpaBHenns gsBuxenus
yIpyroro Tera AAs 0606IIEHHDBIX CHA
npod. Museca. Oagecca, K. n.-goca.
KaTeap. 23 1926 7—1I4 HeM. pes. 14—14.

Ipaee, . A. Ueber die elektromagne-
tischen Erscheinungen im Sonnensyste-
me., K., Ban, @D.-M. siaziay 2, 1927

—I2.

S Ueber die Rollbewegung einer
schweren homogenen Kugel auf zwei
Kegeln. K., 3an. ®.-M. sizaiay 1
1925 8—11.

—— Ueber ein Poincarésches Problem.
K., 3an. @®.-M. siaaiay 131925 57—509.

-— em. IV,

---—— u CoxoaoB, I'. Sur le mouvement
du perihélie de Mercure. K., Tpg. @.-
M. Biaainy 5; 1926 1—11I.

Tpunbepr, I. A. O pasvickanun uact-
HbIX peleHUi ypaBHeHMil TUAPOJMHA-
MHKH CHEIUaAbHOrO MPHUHLANA OTHO-
cureapHoctn. M.-A., . P. @.-X. O6m1.
Yacrp @us. 56 1924 593—611I.

Teopust ynpyrocTd u TUAPOJUHA-

MHKa B CIELMAaAbHOH TEOPUH OTHOCH-

teabnocru. [A] K. P. @.-X O6w.

Yactp ¢us. 56 1925 368—412 Hem.

pes. 412—412.

XXXI

Ipomos, M. Cymmaprocts BekTopa ycko-
perns Kopuoauca. Tamxenr, Bioax.
Cp.-As. Yuus. 12 1926 15—20-1 Taba.
HeM. pes3. 20 —20.

Fyxman, A. A. u Kupuuues, M. B
Teopust mogereir. A., M. noaurexs.
Hucr. 30 1927 211—260.

Tontep, H. M. O asumenun mmgxocts,
3aKAIOYEHHOH B JaHHOM MepeMemalo-
meMcs cocyze. A., Joka. A. H. (A) 1925
(1926) 152—155.

ABHMEHHH MUAKOCTH, 3aKAIOYEH-
HOMl B JaHHOM mepeMelalouleMcsi Cco-
cyae. A, M. A. H. (6) 20 1926 (1927)
1323—1348, 1503 — 1532, 21 1927
621—650, 735—756.

—— O HaXomzeHMH CKOPOCTH MO BHUXPIO
B CAyuyae MHUAZKOCTH 3aKAIOUEHHOH B
samkHyToM cocyaze. A., K. M.-M. O6mw.
1 1926 12—35 ¢p. pes. 35—36.

- pelmeHnsx ypaBHeHHH rugpoau-
mamuxkn. A, H. A. H. (6) 19 1925
217—232.

=~ — O6 ocHOBHOH 3agaue THAPOAMHA-
muku. A, U @ -M. Huer. 2 1927 1—
168-+3 T6A.

—— O6 ypaBHEHHAX THAPOAMHAMHKH.
A, K. D-M. O6wm. 1 1927 240—247
Pp- pes. 247—247.

Jenaone, H. B. [opusonTarbubie rapmonu-
Jeckde KOA€6aHUs TPY3a MOZBELIEHHOTO
Ha pacTsHMOA pesnHOBoA HuTH. [A.]
K. P. D.-X. O6w. Yacts pus. 58 1926
207—209 ¢@p. pes. 209 - 20Q.

JAunaruk, A. H. Ycroiiunsoctp paBHOBe-
cusi m KpuTudeckas cura. X., Hayka
na Yxp. 4 1922 188—-190.

Ay6ommn, T. Mouvement d’un point
matériel sous l'action d’une force qui
depend du temps. M., P. Acrp. K. 2
1925 5—1I, 4 1927 I23—I41 pycck.
pes. I41—142.

HAawenko, B. Pyx naeaekTpusosaunoi
MaTepisirbHOT YaCTHHKHM y MarHUTHOMY
noai. K., Hayk. 3an. 2 1924 78 - 8o.

Ueber die quasistationare Bewe-
gung eines elektrisierten Teilchen und
elektrisierten starren Korpers. K., 3an.
@.-M. migairy 25 1927 5—24.

Epoxmm, II. M. O aekoTopnix mpuaoxe-
HUAX CBOHMCTB KOMIIAEKCHBIX BEAMUHH K
mexanuke. Pocros na [Jony, Y. Jonck.
Yuus. 4 1924 8—11.

Kyxonckuii, H. E. Buxpesas Tteopusn
rpe6aoro sunrta. Crarbs uerTBepras.
M., Tpa. Asmay. pacu.-mcn. 6ropo 3
1918

Buxpepas Teopus ao6oBoro compo-

tuBrenus. Cratbs Bropas. M., Tpa.

Asnan. pacu.-ucn. 6iopo 6 1919.
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—— [lsuixeHne BOAHBI €O CKOPOCTBIO
6oabuwieit ckopoctn sByka. [Irp., (Kom.
0co6. apT. on) 1920 121 T6A.

O aBuieHHH Bobl B OTKPBITOM Ka-

Hare M O ABM:keHMn rasa B Tpy6e. [Irp.

(Kom. 0co6. apr. om.) 1922 27-}1 T6A.

Teopernueckune - ocHoBBI BO3ZYXO-
naaBanus. Usg. 2-e noz pea. B. I
Berunnkuna u H. Yennosa. M.,

1925 306.

Hagexon, B. H. Hosriit BriBog Teopembr
B. Boepkneca o uupkyasguu. M.,
reopus. u mereop. 1 1924 195—197
aHrA. pes. 198—1g8.

O6 ycroBnsax aunamuveckoil BO3-
MOHOCTH JBUAKEHMs] BA3BKOH HHUAKOCTH.
M., Mar. C6opn. 32 1924 58—99 Hem.
pes. 100—100.

—— Humenepuoie coopymennsa u crpo-
urerbHas Mexanuka. C60pHHK cTaTeil.
A., 1924 214.

Keanrep, A.B. u Koung, H. E. 06 ycro-
BHAX YCTOHYMBOCTM 30HAaAbHOM LUPKY-
AALMH aTMOCepbl BOKPYr 3eMan. M.—
A, . reopus. u wmereop. 4 1927
241260 HeM. pe3. 261—264.

Kumpnnges, B. A. cm. 1.

Koaocos, I B. 3amerka o aBuxenun
TBEPAOrO TeAa B HECHMMAEMON MUAKO-
ctr B caydasx B. A. Crexrosanm A. M.
Asnynosa. IIrp., M. A. H. (6) 13 1919
(1920) 711—716.

—— O HekoTopbIx 060611eHUAX 3agayu
Can-Benana u Kae6ma B reopuu ynpy-
roctu. A, K. ®.-M. O6w. 1 1927
194 —203 ¢p. pes. 203—203.

—— O HeKOTOPHIX NPUAOKEHHAX KOMI-
AekcHOro mnpeo6pa3oBaHHsA ypaBHEHHH
TEOPMH YIPYrOCTH K pEMeHHIo 3ajad
O PpaBHOBECHH LOUAMHZPAYECKHUX TEA H
B vactHoct 3ajauu B. A. Creknosa.
[Tepmb, K. ®.-M. O6m. 4 1927 95—
102.

—— Ueber einige Anwendungen der
Komplexen Vektordiagramme in der
Festigkeitslehre und Elastizitatstheorie.
K., 3an. @.-M. Biggiry 2, 1927 37—49.

u Taepa, JI.Die Anwendung komp-
lexer Grossen auf die Theorie der Tor-
sion. K., 3an. ®.-M. sigagiay 13 1925
1—4.

Koctugrin, B. A. Onpir maremMaTuueckoit
Teopun rucrepesuca M., Mar. Céopn.
32 1924 192—201 ¢p. pes. 202—202.

Kounr, H. E. K rteopuu artmocepubix
paspbisoB. M., K. recpus. u mereop. 2
1925 233—251 aHIA. pe3. 252—252.

— Teopernueckan MogeAb mepememaro-
weroca uukaona M., K. reopus. u me-
Teop. 1 1924 47—66 dp. pes. 66—67.

Mexaumuncka.

Kpyrkos, 10. A. Agna6arnueckue unpa-
PHAHTBl U HX NPUMEHEHHe B TEOPETH-
yeckoii ¢usuke. Bepaun, Tpa. Toc.
Onr. Huer. 2 1922 83—171.

— ¥YnpomeHHDbIi BBIBOZ KBaHTOBBIX
yeaosuil gan  Kenreposa asumenns.
M.-ITrp., K. P.D.-X. O6w., Dus. ora.
55 1923 13 -15.

Kpsinos, A. H. Ouepk ucropuu ycra-
HOBAEHHMs OCHOBHBIX HayaA MeXaHHKH.
M., Yen. ¢us. u. 2 1921 143—161.

O npoaoabubix kOAe6GaHUAX CTEpPX-
neit. M., U. ®us. Huer. npu Mock.
Hayuus. Hucr. u HMuer. Buoror. Mus.
npu Hap. Kom. 3apas. 1 1921 j01—
319.

—— O paccuere BH6papnii  Kopabas
NPOU3BOAUMBIX PaboOTOH MalIMHBI €ro.
Mrp., Exer. corosa mopck. unzx. 2 1917
201 —228 aHra. pes. 265—265.

—— O pacuete nporpeccHBHOIi kpyTH3-
ubl HapesoB. IIrp. (Kom. oco6. apr.
om.) 192I 2041 T6A.

Sur le calcul des vibrations d’un
navire produites par le travail de son
machine. IIrp., 1. A. H. (6) 12 1918
915-—938.

Kysmenor, B. H. cm. IV.

Kypeuncknii, M. K. [Ipeo6pasoBanue aud-
¢pepennuarbHbix ypasHenuit Euler’a B
3ajaye O TpPeX TeAax Ha OAHOM MNpPAMOMH
U CAyyau MHTErpHPYEMOCTH ypaBHeHHH
aroit 3azaun. Kaszanp, M. @.-M. O6m.
(3) 1 1926 115—118 ¢p. pes. 118—
118.

Aebeaen, C. . K reopun casura n kpy-
yenns. MBanoso-Bosuecenck, Y. moau-
Texs. Muer. 9 1926 27--48.

Hexotopble 3ameyannss k Teopuu
kpyuenust S. Vénant. Hsanoso-Bosne-
cenck, M. moaurexn. Hmer. 9 1926
21— 26.

- [pumenenue TeopeMbl 0 Tpex Mo-
MeHTax K pacueTy mecTkux pam. Fa-
HoBo-Bosnecenck, M. moaurexn. Uner.
10 1927 39—56 nem. pes.

Aoiinanacknii, A. I'. K Bonpocy o mo-
BepKe aBUAIHOHHBIX yKAOHOMepos. M.,
K. Ipuka. Pus. 2 1925 23—34.

O HekoTOPBIX O6mMX THMAax KOH-
(OPMHBIX TpaHCPOPMATOPOB ABUKEHHA.
A., K. noantexn. Huer. 29 1925 17—
31 HeM. pes.

—— O HekoTOpPbIX CBOWACTBaX ABUMKEHHs
Watt’a. A., W. noaumrexn. Hucr. 30
1927 143—I55 HeM. pes. 156— 156.

O6 oxuoit Popmyare B TeopHH KO-

HewHOro BpaljeHHs TBepAoro rteaa. A.,

H. noaurexn. Hucr. 30 1927 157—165.

¢p. pes. 166—166.
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— Sur la transformation conforme,
accomplie par une chaine cinématique
a deux degrés de liberté. K., 3an. ®.-M.
siagiay 1, 1924 7—0.

— Sur une classe de mécanismes a
deux degrés de liberté, qui accomplis-
sent la transformation conforme. K.,
3an, @.-M. Biaziay 1; 1924 48—50.

Aokmnn, A. Junamuueckne Hanpsxe-
HUsl B KaHaTaX MEePEMEHHOIO CEeUeHMs.
M., Topu. . 103 1927 414 —418.

Aypse, A. H. K teopun npubanxenunix
npamua. M.—A., K. Tpuxa. Pus. 2
1525 169 - 183.

Aanysos, Sur certaines séries
de figures d’équilibre d'un liquide
hétérogéne en rotation. Premiére par-
tie. A., 1925 224. Deuxiéme partie.
A, 1927 XI4-1+225 —437+2.

Asnyson, A. H. O6 yzape no ocu xnu-
pockona. M., M. Mus. Hucr. npn Mock.
Hayun. Huer. u HUucr. Buoaor. Mus.
npu Hap. Kom. 3zpas. 1 1920 178 —184.

Meunnkos, B. B. O6 oauom cBoiicTse
TPaeKTOpHUH aAPTUAAEPHUIICKOrO cHapsja.
A, U. B.-Texu. A.[1] 1927 110—113.

Memepexnii, H. B. 'mzpoaunamnueckasn
anarorus mnpokatku. [Irp., M. noam-
Texn. Wuer. 28 1919 (1921) 141—179.

—— JudPepeHuuarbHble ypaBHEHUA FBU-
HEHUs KUPOCKOMHYECKOro BaroHa oxHo-
peAbcoBoii meaesnoi goporm. M. H.-

rexn. buba. B. cep. 9 VII 1922
133—162.
3azaua U3 ZUHAMMKH NepeMEHHbIX

mace. [Irp., noautexd. Huer. 27

1918 10I-—112. .

CoBpemenHoe MNoAOxeHHE BOIpPOCa

o Mexanuyeckux egunupax. A., Ilore-

pounoe gero 1927, (8) 29—35.

Teopernueckne HccaegoBaHUsA MaHO-
merpuueckoit Tpy6ku. M.-A., Bpemen-
uuk [a. [Taa. mep u Bec. 1 (13) 1925
120 —129 ¢p. pes. 218—218.

Mopomknn, A. H. 3asuxpennniii croii u
3aKoH v? mosepxHocTHoro TpeHms. M.,
Mar. C6opu. 33 1926 231—235 ¢p.
pes. 236—236.

Hexpacos, A. H. O Boanax ycraHoBUB-
meroca Buaa. Fleanoso-Bosnecenck,
((Irp.) H. moaurexn. Huer. 3 1921
52—65.

O Boane Croxca. Vsanoso-Bosne-
cenck ([Trp.), N. noaurexn. Hucr. 2
1919 81—389.

—— O npepLIBHOM TEYEHHM KHIKOCTH
B JByX H3MEPEHHAX BOKPYr MPENAT-
crua B QopMe ayru kpyra. Hsanoso-
Bosnecenck, M. mnoaurexn. Hucr. §
1922 3—I9.

Kypnan.

XXX

Hexpacos, K. Il. Craruka Teepgoro reara
Ha OCHOB& MOHATHS O PABHOBECHH pbi-
vara. [lepmb, Tpa.Mar. Cemun. Yuus.
1 1927 20—25, 40 —43 @p. pes.
25-—25.

Heponos, H. II. O zakone mpursixenns.
A, K. @©.-M. O6w. 1 1927 299—312
¢p. pes. 310—312.

Huxoaan, E. A, Q xorebannax coruy-
toro crepxus. A., K. ®.-M. O6mw, 1
1926 77—88 Hem. pes. 88—88.

nonepeyHbIx KOAe6aHUAX yUacTKa
CTPYHBI, ZAHHA KOTOPOTO . PaBHOMEPHO
namensercs. [Irp., H. noaurexn. Huer.
28 1919 (1921) 273—285.

— O6 ycroiiunBocTH KPYroBOro KOAbLA
M KPYroBOl apKW, CXHaTblXx PAaBHOMEPHO
pacnpegenenHpiM JaBAaeHueM.. [Irp., U
noantexs. Muer. 27 1918 323—377.

Orac6bamm, H. B. O6 ognom Buge uuTe-
rparoB ypaBHenus Jamnraca B cBasm
¢ 3azaveil O ABMMEHUM DAAMNCOMAA B
sugkoctn. Cumdeponoar, 3an. Mar.
ka6. Kppivex. Yuus. 2 1921 238 —24
aHIA. pes. 247—247. - :

— Anwendung Komplexer Grossen: auf
die - Theorie der Gelenkketten, K.,
Tpa. @.-M. Biggiay 1, 1923 .1—9..

Opaos, M. 3 npusoay obuncrenns kpu-
THYHHX eAincoiziB o6epTaHHA B.PAAKY
diryp BiazHOCHOT piBHOBaru pPiAWHBI.
K., 3an. ®.-M. siaairy 23 1927 34—37

- ¢p. pes. :

— Horarka 3. npuBogy o6uncaenus
eAeMeHTIB KPMTHYHOTO TPbOXBiCHOTO
eauncoigy. K., 3an. @.-M. Biggiay 2;
1927 38 —38.

Manxosuy, II. @. [lpumenenne meroga
Krebma Kk HaxoxageHHIo ynpyroi Au-
HuM npu croxHom usrube. A, Kopabae-
crpouteap 1 1925 38—42.

Merposuy, C.T. Brisog Tounoit gpopmy-
ABL A5l OTpPEAEAEHHs CTPEABl MPOru6a
npu3sMaTHYeCkoro 6pycKa, 3aKpemAeH-
HOTO OZHHM KOHIIOM M HaXOZsulerocs
noj AeHCTBHEM COCPEJOTOYEHHOH Ha-
IPY3KH, TIPHAOMEHHOR K ero JApy-
romy konny. M., Becrn. Hux. 1924,
23—26.

—— K Bonpocy o Hausbirogneimeit
dopme comna. A., Y. P. T'napoa. Uncr.
10 1924 74—75.

BPalIaTEAPHOM JABHXKEHHH IIpoO-

ZOATOBAaTOTO CHapsja OKOAO €ro IIeHTpa

taxectu. [Irp. (KoM. oco6. apr. on.),

1920 37. ,

O nauBbiTogHeRmedl opme TPy6bl,

yepes KOTOPYI Ias JOAKEH BBITEKATh

us cocyza. A, M. B.-Texn. A. [1]

1927 3—44-

il
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Mosano-IlIseiixosckmif, H. Un cas de
résistance des fluides visqueux au mou-
vement d’un cops immergé. M., Mar.
C6opn. 33 1926 333—355 pycck. pes.
356—356.

Moropsceancknii, H. B. Teopua pacuera
CBOGOJAHOrO CTEPHHA Ha M3rU6 B MAO-
ckocti u cmarve. M., 1926 59.

Moay6apunosa, II. fl. Kputnueckue Tou-
KM AMHMH Toka Ha maockoctu. Ilrp.,
Feogpus. Céopn. 4 1924 3—26-+1 T6A.
¢p. pes. 27—28.

Moasxos, A. Il. K Teopun ypasnenns
auxenus noesga. M., Broaa. H.-Dxenep.
Huer. nyr. coobm. 9 1919 281—307.

Pappur, K. A. O npumenennu psgoB
(Mypbe K HCCACZOBAHUIO YMPYroH AM-
muu. M., . Tlpuxa. Dus. 1 1924 57—74.

Petin, A. 0. 3ameuanne k Teopeme o
CAOKEHMH MapaAreAbHBIX cHA. DBaaau-
Boctok, Tpa. Jlaavuesocr. Yuus. (5) 4
1927 1— 8 aHra. pes.

Pextman, II. T. YpaBuenus asuxenus
CBOGOJHOTO TBEPAOTO TeAa, OTHECEH-
Hble K OCAAM HEH3MEHHO C TEAOM CBsA-
3aHHBIM M NPOU3BOABHO B TEAE OPHEH-
tupoBaHHbiM. Ogecca, M. H.-gocA. ka-
Teap 23 1926 15—I9Q HeM. pes. 1g—20.

Carxepnu, A. A. Anaaus naockoro erpye-
BOTO MOTOKA, KaK LIeAOH MeXxaHH4ecKoi
cucremnt. A, . P. T'ngpoa. Hucr. 11
1924 63—80 ¢p. pes. 81—8I.

Aspoannamuxa kak Teoperuueckas
ocHoBa aBuauuu. [rp., 1923 XVI4-579.

—— Teomerpuueckoe o6ocHoBanme rpa-
(PUYECKHX MPHUEMOB MOCTPOEHUS a’PO-
NAQHHBIX mpoduaeit Tunma E. Ky-
kxosckoro. A., H. noaurexn. Uuer. 30
1927 405—418.

—— Kpuruueckan ouenka cosgannoit
A. lpanaraem Teopun Hecymero kpbira
M HMHAYKTHBHOTO cONpPOTHBAeHuA. A.,
C6opu. Huer. nyr. coobu. 93 1926 9—25.

Meros pemenus 3agaum o ckopo-
ctax Buxpesoro noad. ., C6opu. Muer.
nyr. coo6m. 96 1927 183—200.

—— Harypaabubie koopaunater ruapo-
ZMHAMHKH TpeX M3MePeHMH U npuMe-
HeHNE MX K yCTaHOBMBIIEMYycs ympa-
BasieMoMy pycaom moroky. M.-A., K.
P, @.-X. O6w., Yacts ¢us. 57 1925
93—104 @p. pes. 104—104.

—— Haryparbubie koopaunarst rugpo-
AMHAMHKH YNPaBASEMOTO PYCAOM IO-
toxa. A., 3an. I'mgpoa. Hner. 1 1926
1—82 ¢p. pes.

— O pacuernnix opMyrax ABH:KEHHA
Boabl B Tpy6ax u kaHaaax. A., C6opn.
Hucr. nyr. coobig. 95 1927 173—199
aHrA. pes.

Mexanmucka

—— YnpoieHHas ¢opMyAHPOBKa OCHOB-
HbIX ypaBHeHMH ruapoguHamuku. A.,
Kopa6aectponrean, 25 1926 11—25.

—— YpaBueHHe NONMEpPEUHOro B3aHMO-
AEeHCTBUA CTPYH IOTOKA M €ro mpume-
HeHHe K aHaAu3y (OPM ABHAEHHUA
mugkocrd. A., . P. Tugpoa. Uucer. 9
1924 33—46 aHrA. pes. 47—47.

Ceemunxos, I'' H. Bsegenue B amaan-
THueckylo HeGecHylo mexaHuky. IIrp.,
H. P. Acrp. O6m. 23 1919 (1921)
§3—110. ,

Cemenos, H. A. Tlocrpoenne anropor us-
ru6aloIIuX MOMEHTOB [O AUHHHM CYMMBI
cua. H.-Hosropoa, W. ¥Yuus. 1 1926
177 —185 HeM. pes.

Cepebpaxos, M.E. HccaesoBanne ceoiicts
koHnueckoro kpemepa. A., K. B.-Texs.
A. [1] 1927 174—196.

Cmupnos, H. CTPYHHOM JABUAEHNH
xugrocrei B 3asopax. A., H. P. Iu-
apoa. Hucer. 10 1924 71—173.

Coxonros, T. Ilpo Tpaexropii marepisiap-
HOY TOYKHM, UIO NPUTAraeTcs HePyXo-
MHM LEHTPOM Ta NnijgAsArae JAiraHHIO
craroi mepryp6aniitnoi cuau. K., Ban.
@.-M. Biaairy 23 1927 39—55 ¢p. pes.

—— YsaraibHeHHs TeopeMbI eier-
strass’a-Sundman’a 3 Teopii pyxy Tpbox
ria. K., 3an. ®.-M. sigairy 2; 1927
25—28 ¢p. pes.

Sur la limite inférieure des rayons
de convergence des développements
des coordonnées dans le probléme
des trois corps. K., 3an. M.-M. Biggiry
1; 1925 12—14.

—— Sur le mouvement d’'un point ma-
tériel, attiré par un centre fixe et
soumis a l’action d’une force pertur-
batrice constante. K., 3an. ®.-M.
Biaaiay 1; 1922 (1923) 36—4I.

CranxeBud, [peo6pasosanue
SAxob6un-lllsapumurpza B Teopun ksaH-
toB. M.-A,, K. P. @®.-X. O61., Yacrs
¢us. 57 1925 267—281 ¢p. pes.
281—282.

Crexaos, B. A. K o6meit Teopun rpa-
BUTaLMOHHOTO BapHoMmeTpa JTBOMIA.

Mrp., Joka. A. H. (A) 1922 (1923)

5- 6.

Cycaos, I'. K. Bruisos ypasHuenuil gsu-
HEHUs YIPYroro Teaa no metoay I'puna
A 0606meHHbIX cuA npod. Museca.
Ogecca, K. H.-goca. karezp 23 1926
1—6 ¢p. pes. 6—6.

— em V.

Tamapxun, . J u Dpuaman, A. A.
O pacnpocrpaHeHHH NPEPBIBHOCTH B
CXKHMaeMOol XUAKOCTH. Nf, K. P. d.-X.
O6my., Yacrp ¢ua. 56 1924 40—58.
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Tpodumos, B. M. O paanarbrom xore-
6anun noaoro mmAaunzpa. Ilrp. (Kowm.
0co6. apT. om.) 1923 47 (AmTorp.).

Ioanoe pemenne sagaun o pagu-
aAbHOM KOAe6aHHH MOAOTO LMAMHZPA.
A, H. B.-Texn. A. [1] 1927 45—87.

Tioann, B. H. Teopernueckue ocuosa-
HUA paboTsl TMPOCKOMMUECKOTO KOM-
naca. A., Topr. ®aor 1923 275279,
1924 37—39, 112—115, 236—240.

Ynopnaxos, H. A. [Ipakruueckne npue-
Mbl YHCAEHHOTO HHTErPUPOBAHUS AUG-
(epeHINarbHBIX ypaBHeHAR JBUAeHHA
ueHTpa TamectH cHapsaja. A., (Kom.
oco6. apr. om.) 1926 112 -} 3.

Mok, B. A. [lpusegenne naockoit 3aga-
Y TEOPHH YIPYrOCTH K MHTErPAAbHOMY
ypaBuennio Mpegroabma. M.-A., K. P.
®.-X. O6m., Yacrs ¢us. 58 1926
II—20 ¢p. pes. 20—20.

®pugman, A. A. K sonpocy o gokasa-
TEABCTBE MpPaBHAZ [apaAieAorpaMma
caa. Ilepmp, . @.-M. O6m. 1 1918
(1919) 33— 42 Hem. pes. 43—43.

— O BepTHKAaAbHBIX TEYEHHAX B aTMO-
cpepe. Ilepmp, &K. M.-M. O61z. 2 1919
67—104.

O zBHEeHNH cHMMaeMON KMAKOCTH.
Irp., HU. P. Tuapoa. Huer. 7 1923
21-—27 HeM. pes. 27—28.

—— O Buxpax B HHAKOCTH C MEHsIO-
mefics temnepatypoii. X., Coo6m. Mar.
O6w. (2) 15 1917 173—176.

O6 armocepHBIX BHXDSAX C BEPTH-
KaAbHOI 1 ropusoHTarbHOH oceio. [Irp.,
H. Ta. Qus. Obe. 3 1921.

— OmneIT THAPOMEXAHMKH CHHMaeMoi
muakocry. [Irp., 1922 1-+266 (aurorp.).

Théorie du mouvement d’un fluide

compressible et ses applications aux

mouvements de ’atmosphére. A.,Teo-

¢us. Céopn. 5; 1927 16—56.

u Hasexos, B. H. Sur le mouve-
ment d’un fluide parfait compressible.
A, . A. H. (6) 19 1925 351—362.

Yanasirma, C. A. Hoswiit metog uute-
rpupoBaHusa obmero AudPepeHIIHaAb-
HOro- ypaBHEHUA ABHXEHHA I0e3ja.
M., bBroar. H.-sxcnep. Huer. mnyr.
coobm. 9 1919 308 - 334.

3ameuyanua mo mnoBojy cmocoba

BBIYMCAEHHS CHAbI CONPOTUBAEHHS IO-

AETY CHapsAZOB C PasAHYHBIMU OdepTa-

HuaMH ronroBHo# wactu. [Irp. (Kom.

0co6. apT. om.). 1919 15 -} I T6A.

HurerpupoBanne OCHOBHBIX ypaB-

HeHMi 6GaiMCTHKM IIpA 3aKOHE COmpo-
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TuBAenus, jannom Nopennom. Ilrp.
(Kom. oco6. apr. on.), 1920 1341 T6A.

—— O BAMAHHHM NAOCKONAPAAAEABHOTO
NOTOKa BO3AYyXa Ha ABHAYIIEeCs B HEM
uuakHgpuyeckoe kpbiao. M., Tpa.
LIATH 19 1926 67 aura. pes.

u AaspentneB, A. A. O6 ognom
cAyYae IAOCKOTO ABHMEHHs HecRHMae-
Moil xuakocTH c Oo6pasoBaHHEM CBoO-
6ozupix rpanng. [M.], Teopus. Broaa.
14 1926 54—66 HeM. pes. 66—67.

Yepusnen, M. II. O sagaue Beprpana,
oTHocsmelcsT Kk LEHTPaAbHONM chAe B
conporusasiomeiica cpege. Pocros na
Bony, Tpa. C.-Kask. Ace. H.-ucea. Huer.
"7, Uacr. Mar. u Ecreers. npu C.-Kask.
Foc. Yuus. 1 1926 12 ¢p. pes.

Yeraen, H.I'. O sazaue npununna [roii-
rerca. Kasanp, . @.-M. O6m. (2) 25
1925 (1926) 20—30 ¢p. pes. 30—30.

—— 6 oaHoit sagave CrexaoBa. A.,
Joxa. A, H. (A) 1926 209—210.

O6 ycroituuBbix Qurypax paBHO-
BeCHsA HEKOTOPOH OZHOPOAHOH Macchi
ppaijaoliefica AXHJIKOCTH MOJ Aei-
CTBHEM CHA AYUHCTOTO CHATHA K LEHTPY
raxecrn. Kasamp, 1. ®.-M. O6w. (3)
1 1926 49—94 @p. pe2. 94—94.

Ilanomanxos, K OpUHIuNe M0XO-
6us. M., Yen. @us. nayk 1, 1918.

IMseiixoscxnii, H. T. K sonpocy o pac-
IpejeAeHHH CKOPOCTeil B MOTOKE BO3-
AyXa, BBITEKAIOUIErO0 NOJ JaBAEHHEM
us yskoro orsepctua [M.], Teogus.
Bioar. 14 1926 33—37.

Mmaar, [Ipuroxmenue wmertoga
KOHQOPMHOro OTOGpamEHUss K H3yde-
HHIO ABHZKEHHA NPAMOAMHEHHOro BUXPS
B orpanuuenHoii mnakoctu. Caparos,
Yu. Ban. Yuus. 2, 1924 96—110.

Ilraepman, . [Ipo paspaxynok uuain-
ApUYHOro pesepByapa i3 cTiHKoIO 3MiH-
woi rpy6unn. K., Tpa. ®.-M. siaaiay
55 1927 399—404 HeM. pes. 410—4I0.

OPMYAH AAA NPUGAMAHOrO BHpa-
XyBaHHA MOMEHTIB iHepnii i cTaTHUHMX
momenTiB maockmx ¢iryp. K., Hayk.
3an. 2 1924 14—40 HeM. pes. 41 —42.

Ilznanos, I'. B. Pacuer apuagnonHsix
YKAOHOMepOB MasfTHMKOBoro Thoa. M.,
. Mpuxa. Ous. 2 1925 5—21.

firs, 10. H. Kpyr unepuun. A., H. noan-
rex. Muer. 291925 111—118 ¢p. pes.

Muschelisvili, N.” Sur I’équilibre des
corps élastiques soumis a Paction de
la chaleur. Tiflis, Bull. de 1'Univ. 3
1923 17—26.
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VIL. Teopus orrocurerbHOCTH.

VII. Teopus oraocureapHocTH.

Fpunbepr, I'. A. cm. VI

Kerexoncknit, A. K sonpocy o dusu-
4ecKHX OCHOBAHHAX NPUHLMNA OTHO-
cureapHoctd. X., Hayk. Ban. [2] 1926
133—144 Pp. pes.

Kopaunum, A. La théorie de relativité
et la théorie des quanta. K., 3an.
d.-M. sigaiay 1, 1924 75—8o0.

Koreapnuxon, A. II. cm. V.,

Hapdenrnes, H. H. [Ipo6aema npo-

CTpaHCTBa B COBpPEMEHHOM OCBELUEHNH.

Kaszanp, M. ®.-M. O6w. (2) 24, 1924

®peagepuxc, B. K. O curax yenrpo-
6exuoit u Koproanca B obuem npus-
pune otHocureapnocru. M.-A., K. P,
®.-X. O6m. Yacts ¢us. 57 1925
475—482 nem. pes. 483—483.

—— u Mpraman, A. A. OcHoBbl Teo-
pun oraocureapnocty. Bom. 1. Tenso-
puarbHOe ucumcaenme. A., 1924 167.

hpuaman, A. A. Mup xax npocrpaHcTBO
u ppems. [16., 1923 130 + 1.

Hirpym, A. [Ipo msngkocti, 6irpmi of
MBUAKOCTH CBiTAa, V CUELisIAbHIH Teo-
pif Bignocmoeru. K., Hayk. 3am. 2

41—56 @p. pes. 56—56.

1924 81—88 HeM. pes.

Choucox coxpaimeHnii :KypHaAOB.

Apx. ¢us. n.

Arch. St. Phys.

Bioar. n. - axcuep. Huer.
myT. coob6u.

Broaa. 1 Cp.-As. Yuus.

bElo,u. P. Tuapoa. Uncr.
Boaa. Cp.-As. Yuus.
Bull de I'Univ.

Bectn. Beepoccuiick. Acrp.
Coroza.

Becrn. Mnx.

Becrn. Komm. Akagz.

Becrn. Crarucr.

Boennas Mbicab.

Bonp. ®us.

Bpemennnx T'a. Ilaa. mep
u Bec.

TFeogus. Broaa.

Teopnz. C6ops.

'I‘opﬂﬁ K.
Bora. A. H. (A).

Exer. colosa mopek. umx.
K. reopus. u mereop.

Apxus Dusnuyecknx Hayk. Mocksa.

Archives des Sciences Physiques. Moscou.

Broareren» Hayuno-Bxenepumenrarpnoro Hucruryra
Myreii Coobmenun. Mocxpa.

Broarerenp 1 Cpeane-Asuarckoro ['ocysapcrBennoro
Yunsepcurera. Tamxent. [Jo 6]

Broarerenn Pocenitckoro 'aporornueckoro Mueruryra.
Herporpaa.

Diwoarerenn Cpeane-Asuarckoro
Yuusepcurera. Tamxkenr. [c¢ 7]

Bulletin de I'Univessité de Tiflis.

Becrunk Beepoceniickoro Acrponomuueckoro Coroza.
Ierporpaz.

Bectunx Humenepos. Mocksa.

Becrank Kommynncrnueckoit Axagemnn. Mocksa.:

Becrnux Cratucruxn. Mocksa.

Boennass Mbican. Oprau Boeunoro Makyanrera Typxe-
crarckoro ['ocyzapersennoro Yuusepcurera Tam-
KeHT.

Bonpocet Musukn. Ilerporpaa.

Bpemennnk ['aasuofi ITarater Mep u Becos. Mocksa-
Aennnrpag.

TFeogusuuecknit Broarerens. ocyaapersenustit Hayuno-

Facygapersennoro

HccaegoBareapckuit  [eopusuuecknsi Hueruryr.
[Mocxsa]. _

Teopusuueckuii C6opuux. Ilerporpag [0 4o, Aenun-
rpag [c 4]

Topuniii Kypnaa. Mocksa.

Joxrragpt Poceniicroli Axagemun Hayx. A.Tlerporpag
{1922, 1923]. Aenunrpas [zo cenrsbps 1925];
Boxkrager Axagemun Hayx CCCP. A. Aenunrpaz

. [c oxra6pa 1915].

Exeroguux Corosa Mopckux Humenepos. Ilerporpan.

Kypuaa Ieopusuxu u Mereopororuu. Mocksa [z0 2],
Mocxksa-Aennnrpaz [c 3].



Crnucok cokpaiieHuii :#ypHaAOB. XXXV

K. H.-zoca. xaregp. Kypuan naykoso-gocaigumx kategp M. Ouzecu. [c 2]

K. H.-ucea. kagegp. Kypuaa nayuno-uccaegopareabcknx xapesp B Ogecce.
[1, co 2 sarraBue Ha ykpauHCKOM A3bIKe].

K. Tpuxa. Pus. Kypnaa Ilpuxraguoit Dusuku. Mocksa [1], Mocksa

Aenurpag [co 2].
XK. P. ®.-X. O6um, Yacts Hypuar Pycckoro Dusuko-Xummueckoro O6uecrra.

@us. (nau Dus. orgenr). Yactp ¢usnueckas. Mocksa-[lerporpas, Mocksa,
Mocksa-Aenunrpaz.
&K @®.-M. O6u. tKypraa Aenunrpagckoro Musuko-Maremarnueckoro
} O6mecrBa. Aenunnrpag.
K. ®.-M. O6w. Kypuar @usuko-Maremarnaeckoro O6mecrsa npu
. TMepmckom 'ocyaapersennom Yuusecurere. [Tepmb.,
3an. Tuapoa. Uscr. 3anuckn [ocyaaperBennoro M'maporornueckoro Uncrn-
tyra. AeHuHrpaz.
3an. lopn. Hmer. 3anucku [opuoro Mucruryra. Aenunrpag.
3an. iucr. nap. ocs. Banuckn Ogecbkoro iHCTHTYTY HapozHboi OCBiTH.
. Ogaecca.
3an. Mar. ka6. Kpoimck. 3amuckn Maremarnueckoro Kabunera Kpoimekoro
Yuus. Yunsepcurera. Cumdeponoas. [2 kak mpogorse-

nne 3amncox Marematnueckoro Ka6unera Tappu-
v yeckoro YHuBepcureral.
3an. Mar. ka6. Taep. Yuus. Bamuckn Maremaruueckoro Ka6unera Taspuueckoro
Yuusepcurera. Cumgpeponoas. [Toabko 1].

3Ban. mo ruaporp. Banuckn no 'maporpagun. [lerporpag.

3an. M.-M. Bigairy. 3anuckn Disnuno-Maremarnunoro Bigainy.Ykpaincoka
Axagemis Hayk. Knis.

H. A. H. Hspecrus Poccmiickoit Axagemnn Hayk. [lerporpaz

[a0 15]). Aennnrpag [c 15 go 18). Mssecrus Axa-
aemun Hayk CCCP. Aenunrpaz. [c 19].

M. B.-Texn. A. Hspecrun Boenno-Texunueckoii Axagemun. Aenunrpag.
H. Ta. ®Ous. Oé6e. Nasectus 'aasroit Musnueckoit O6cepsartopun. [lerpo-
> rpag.

H. ZJouck. moaurexn. Uuer. Hssecrua [Jonckoro Iloaurexunueckoro Hucruryra
B Hosouepxkaccke.
H. Jouck. Yuus. Ussecrua [Jlonckoro l'ocyaaperBennoro Yuusepcurera.
Pocros na Jony. [Jo 7, ¢ 8 Hssectna Cesepo-Kas-
kasckoro I'ocyaapcrsenHoro Yuusepcureral.

H. Kpeimck. nes. Uncr. Hssecrna Kproimckoro Tlegarornueckoro Hucruryra
umenu M. B. @Mpynse. Cumpeponoan.
H. noamrexu. Hucr. Hssectua Hsanoso-Bosuecenckoro IToantexnuueckoro

Hucruryra. HMsanoso-Bosnecenck. [1, 2, 3 6bian
uszannt B Ilerporpage].

H. noaurexn. Huer. Hssecrus nepsoro [lerporpagckoro IToaurexnuueckoro
Hucruryra. [lerporpag [28], Ussecrua Aenun-
rpaackoro [loantexnuueckoro HMucruryra umenn
M. H. Karunnna. Aennnrpag. [Hauunas ¢ 29].

H. woer. L. Ceiiem. K. Ussecrus [locrosnuoiit Llenrpanpuoit Celicmnueckoit
. Komuccnu. Aenunrpaz.
H. P. Acrp. O6u. Hssecrua Pycckoro Acrponomuueckoro O6mectsa.
Merporpas [a0 24], Aenunrpazg [c 25].
H. P. Tuapoa. Hsuer. Hssecrus Poccuiickoro 'mgponroruueckoro Mucruryra.

Aennnrpag. [o 15, ¢ 16 Hssecrus Focysapersen-
noro I'mgporornueckoro Hucruryral.

U. C.-Kask. Yuus. Hssecrusn  Cesepo-Kaskasckoro ['ocygapersennoro
Yuusepeurera. Pocros na Zony. [c 8].
H: Vsuus. Hssecrna Huxeropoackoro TIocyaapcrsennoro Yuu-
e BepcHUTeTa.
H. Vuus. @O.-M. ¢ax. Hssecrua Capatosckoro Ymuusepcurera. Caparos.

[1918, aaree Yuenble 3Banncku Caparoseckoro
FocyaaperBennoro Yuusepcurera].
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H. Ypareck. moaurexH.
Huer.

H. Yparvck. Yuus.
H. ®.-M. Hner.

H. ®.-M. O6w.

H. Ons. Uner. npu Mock.

Hayu. Usuer. Buoror. Mus.
npu Hap. Kom. 3apas.

H. Baexrp. Hnuer.

Kopa6aectpourean.

Mar. Cé6opn.

H.-negaror. C6opn.

Hayk. 3an.

Hayk. 3an.

Hayxa na Yxp.

Hayun. Pa6.
IToBepounoe zexro.

[Mpaust Beaapyex. [Haspx.

Yuus.
P. Acrp. K.
Cé6opu. Mluer. nyr. coo6us.

Coo6w. Mar. O6u.

Texn.-Axonom. Becrn.

Topr. Maor.

Tpa. Asnag.
6r0po.

pacu. - Hel.

Tpa. Toc Onr. Hner.
Tpa. Jarbnesoct. Yuus.
Tpa. Mar. Cemun. Yuns.
Tpa. C.-Kaek. Acc. m-

ucca. Muer... Uaer. Mar.
u Ecrecrs. npu C.-Kasx.
Toc. Yuus.

Crucox. cokpamieHuit KypHANOB.

Hapecrus Yparnckoro IToanrexnmueckoro Hucruryra.
Ceeparosck. [C 4, kax npogorxenue Hssecrnii
Yparsckoro I'ocyzapcrennoro Ynusepcureral.

Uspeetns Ypaanckoro [ocyzapersennoro Yuusepcu-
tera. Exarepun6ypr [1 u 2], Ceeparosck. [3].

Hapectus Musuko-Maremarnueckoro Muacruryra umenn
B. A. CrekaroBa. Aennnrpag. [Kax npogorxenue
HsBectnit Musuxo-Maremarnueckoro Hueruryra
Poccniickoit Axagemun Hayx].

Hssectus Pusuko - Marematnueckoro O6mecrsa npu
Kazanckom Yuusepcurere. Kasann.

Uspectus Musnaeckoro Hucruryra mpu Mockosckom
Hayunom Hucruryre n Hucruryra Buoaoruueckoit
Musuxu npu Hapognom Komuccapnare 3apaso-
oxparenns. [1, 2, c 3 Ussectus Hucraryra Musnku
u bBuopusuxu].

Hspecrun Aaexrporexnmueckoro Hucruryra. Ilerpo-
rpaa.

Kopa6aecrpourean. Opran Hayunoro kpyxka kopabae-
crpouteaeit Aenunrpagckoro Iloaurexmnueckoro
Hucruryra umenn M. M. Kaaunnuna. Aennnrpaz.

Maremaruuecknit C6opuuk. Mocksa.

Hayuno-negaroruaeckuit C6opunx. (Bocrounniit [leza-
roruueckuit Mucruryr 8 Kasaun).

Haykosi 3anncku. Opran Kuiscbkux naykosogocaig-
uyux xaregp. Kuis.

Hayxosi 3annckn mnaykoBo-gocaigumx MmaTemaTMuHHX
karegp Ykpainn. Xapkis. [[Ipogormenne Yuenbix
Banucoxk HayuHo-uccaegoBaTeabckux Kageap Ykpa-
unb;, Otger maremaTuyeckui].

Hayka na Ykpaune. Opran Hayumoro Komurera
Ykpraasmpogo6pa. Xapbxoe.

Hayunpiit Pa6oraux. Mocksa.

[Tosepounoe gero. Aenunrpag.

Ipaum  Berapyckara [Jzspmaynara Yuisspcoirary
y Mencky.

Pycckuit Acrponomuueckuit Kypuar. Mocksa.

C6opuux Aenunrpaackoro Hucruryra Humenepos
[Myreit Coobwenus. Aenunrpag.

Coobwenus Xapbkonckoro Marematnueckoro O6ie-
crea.[2-1 cepusa 3akanuuBaercs Tomom 161—2, 3-10
cepuio_cocTaBAsioT Yuen. 3an. Rayuno-uccaeg. Ka-
deap Yxpaunot 1 Haykosi Bamucku naykxoso-goca.
karegp 1, 2, 3, 4-1 cepus nauaraco B 1927 r.].

Texuuko-dxonomuueckuii Becrruk. Mocksa.

Toprosuiit Maor. Aennnrpag.

Tpyaet Apuagnounoro Pacuerno-Henbirareabnoro Bropo
npu Boicmem Mockosexom Texauueckom Yuuaumse.
Mocksaa.

Tpyant Tocyaapersennoro Onruyeckoro Hucruryra.
Hzg. Bropo Hnocrp. Hayku u Texnuku. Bepaun.

- Tpyam Tocyzapersennoro Jaabuesocrounoro Yuusep-

curera. BaagusocTok.

Tpyast Maremaruueckoro Cemunapus npn ITepmckom
locyaapcrsennom Yuusepcurere. Ilepms.

Tpyant Cesepo-Kagkasckoit Acconuauus HayuHo-uccae-
gosareapckux Hucruryros... Hucrnryr Marema-
tuku u Ecrecrsosnamua npu [Cesepo - Kaskas-
2(01\/[ Tocyzapcreennom Yuusepcurere. Pocros ma
Aony.
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Tpa. C.-X. Huer.
Tpa. Typk. Toc. Yuus.
Tpa. Typx. n. O6iy.

Tpa. Yuus.

Tpa. ©-M. miggiay.
Tea. LATH.
Yen. ¢us. nayk.

Yu. 3an. m.-ucca. xadesp.

Yu. Ban. Yuus.
Yu. 3an. Yuus.

ArekTpuyecTso.

Tpyast Crasponoasckoro Ceabeko - XossiicrBenHoro
Hucruryra. CraBpomoan.

Tpyast Typkecranckoro 'ocysapcrsennoro Ynneepcu-
TeTa. lalIKeHT.

Tpyant Typkecranckoro Hayunoro O6mecrsa npu

peane-Asnatckom ['ocysaperBennom Yuusepcu-
Tere. Tamkent.

Tpyast Boponewxckoro IocyaapcrBennoro Ywnusepcu-
rera. Bopone:x.

Tpyapt Misnuno-Maremaruunoro Biaaiay. Yxpaincoka
Axagemin Hayx. Kuis.

Tpyant Uenrpaabsoro Aspo - 'mapogunamuueckoro
Hucruryra. Mocksa.

Yenexun (Dusuueckux Hayk. Mocksa m Mocksa-Aenun-
rpaa.

Yuennie 3anucky Hay4YHO-HCCAEJZOBAaTEAbCKHX Kadenp
Ykpauwvb. Otger Matemaruueckmit. Xapnkos. [1,
co 2 —Hayxkosi 3anucku...].

Yuennte Sanucku Kasanckoro rocyaapersennoro Yuu-
sepcurera umenu B. M. Y absnosa-Aennna. Kasans.

Yuenvie 3Bamucku Caparosckoro I'ocyzapcreennoro
nvenn H. . Yepubimesckoro Yuusepcurera.
Caparos.
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Sur les fonctions de Bessel a plusieurs variables *).
Par Michel Akimoff.

L’objet du présent travail est J’étude des fonctions qui se rencontrent
d’abord sous forme d’intégrale définie

(1) I, (x1, Xz,---.xm,...):

T
1 /[ . . .
= 7/ cos (kv—x sin v—x; sin 2v—. .. —x_ sin mv—.. .)dv,
o
comme les coefficients du développement en série

(2) v:C+22 71’11; (key, keg,...,kem,...)sink:
k-1

de la solution de l’équation
(3) 'v—elsinv—egsinz'u—...-——emsinmv—...::C**).

Dans le cas particulier d’une variable (m = 1) on a |'équation clas-
sique de Kepler

v—e;sinv=—_
et sa solution donnée par Bessel ***)
(o]
2: I .
U:c+2 —E]k(kel)su’l kC.
k=1

ou

Ik(x) = {— / cos (kv — x sin v) dv
(]

est la fonction bien connue de Bessel.

#) Ce mémoire, sauf les remarques de I'auteur mises entre les crochets, est
une traduction exacte des §§ 5—7, 10, 11, 16, 17, 20—23, 29 du travail litho-
graphié plus étendu de l'auteur ,Sur les fonctions de Bessel 3 plusieurs
variables et leurs applications en mécanique” (Thése, Petrograd, 1922), publié
en russe. Remarque de la Rédaction.

##*) Le nombre des variables x;, X,, .., x,, ou e, €, .., €, avec certaines
restrictions pour elles peut étre illimité.

##%) Bessel, ,Untersuchung des Theils der planetarischen Storungen...“
(Abhandlungen der Berliner Akademie, 1824, p. 21).

Kypn. Aenunrp. Mus.-Mar. O-a. 1. II, B. 1 (1928). I
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Par analogie avee ce cas, nous appelons I'équation (3) 1’équation
de Kepler généralisée et la fonction /, (x;, x2,.., x_,...)—la fonction
de Bessel de plusieurs variables.

A Téquation (3) conduisent plusieurs problémes de mécanique.

De méme que I'équation de Kepler elle se rencontre d’abord
dans la mécanique céleste.

Tel est le développement de 1’équation du centre v — % suivant les
sinus des multiples de I’anomalie vraie v, ou & est I’anomalie moyenne
d’une planéte.

Le probléme de I'inversion de cette série, c'est-a-dire le développe-
ment de I’équation du centre suivant les sinus des multiples de I'ano-
malie moyenne % a été considéré par Clairaut et dAlembert et
puis par plusieurs autres géométres ¥). ‘

Schlémilch le premier en 1849 dans la monographie ,Die allge-
meine Umkehrung gegebener Functionen® a obtenu la solution de I’équa-
tion (3) sous forme de la série (2) et a représenté les coefficients
de cette série sous forme des intégrales définies (1).

Puis Weierstrass en 1866 dans le mémoire ,Uber eine Gattung
reell periodischer Functionen“ **) a lié avec le probléme de l'inversion
de la série (3) celui de l'inversion de l'intégrale

- dx .
J )Y G—=x).Fkx)

(4)

t

qui se rencontre dans un grand nombre des problémes de mécanique **¥).
*) Voir l'article de H. Burkhardt ,Trigonometrische Reihen und Inte-
grale* \e 19, dans ’Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, B. 2, p. 944.
##%) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1866, p.97 (Werke,B. 2,p. 1).
*#*) Ici se rapportent tous les problémes, ou I'équation des forces vives avec
les autres équations du mouvement conduit a 1’équation

<%’ti)2 (1 — ) F (x),

ol x est une des coordonnées et f est le temps. Tels sont: le probléme du
mouvement du point sous I’action de la force centrale a la condition d’existence
de la fonction des forces; quelques cas du mouvement du point sur la surface
{en particulier — les pendules); divers cas du mouvement d’un corps autour d’'un
point fixe etc. Voir le mémoire de M. Staude ,Uber bedingt periodische
Functionen... und Anwendungen derselben auf Mechanik.“ (Journal fiir die reine
und angew. Mathematik, B. 105, 1889, p. 298). [Voir encore P. Appell,
Traité de Mécanique rationnelle, t. 1, 1926, p. 340—347, 427. — I. Horn, Zeit-
schrift fiir Mathematik und Physik, B. 49, 1903, p. 246. — Charlier, Mechanik
des Himmels, B. 1, 1902, p. g6. Les indications bibliographiques plus complétes,
ainsi que les diverses applications des transcendantes de Bessel généralisées
aux problémes de mécanique rationnelle et de mécanique céleste, ont été don-
nées dans ma Th ése lithographiée, 1922, Ch. V, dont une nouvelle édition
va paraitre prochainement dans les Annales de I'Institut des Mines & Leningrad,
t. 79, 1928. Voir mes Notes aux Comptes rendus, t. 165, 1917, p. 1100;
t. 179, 1924, p. 435; t. 183, 1926, p. 333; un arcticle aux Annales du Labora-
toire mathématique de I'Université de Crimée, t. 3, 1921, p. 64 et le rapport
au Congrés des mathématiciens russes 4 Moscou (le 3 mai 1927), ou a été dé-
veloppée avec plus de détails la théorie des transcendantes de Bessel a deux
variables].
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Iei F(x) est la fonction continue et positive de I'argument réel x qui
ne devient pas une seule fois zéro ou infini dans tout l'intervalle de
— 1441, y compris ses limites. Le radical a le signe + ou — selon
que «x croit ou décroit, et

—ISxCI, I Xx <1

L'équation (4) définit x comme fonction périodique de ¢ avec la
période *)

En posant x == ZZcosv et en développant la fonction ﬁm
en série trigonométrique, Weierstrass a ramené I'équation (4) a la
forme (3), ou L est une fonction linéaire de ¢, et a établi le développe-
ment en série

(5) :;;x:cosv:—‘g?-—{—ZAkcosk:,
k=1

A, = o {'/cos [(k — 1) v — ke, sinv — kes sin 20 —...] dv—
0

— /'cos [(k 4 1) v — ke, sinv — kez sin 20— ...| dv } .
i

Les formules de Weierstrass contiennent aussi le développement
plus général

e 1
(6) cos pp=— .plzf’ -

+P2l _:‘ COS[(k—p)'v—kelsmv-—-keosmzv—— .]d'v——

— = / cos[(k - p) v — ke sin v — kes sin2v — ...] dv { cos kT

et le deve]oppement de la fonction arbitraire

[ee]
Gx)= 2 Gp cos pv
p=:0
en série

(7) G(x) 2}: B, cos k(,

k=0

#) Abel. ,Propriétés remarquables de la fonction y = ¢ (x) déterminée par

Téquation f (y) dy — dx V (a — y) (ay — y) (as — y) ... (a,, — y)=0,...“(Oeuvres,
‘t. 2, 1881, p. 40).

¥
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ou B, se compose des intégrales
T
.
— / cos [(k == p) v — ke, sin v — ke; sin 20 — wJdv, p=o,1, 2, ...
0

II faut, cependant, remarquer qu'en introduisant les intégrales

1
T/cos (kv — x, sinv— x, sin 20— ... —x,, sinmv—...) dv,
0

ni Schlémileh, ni Weierstrass ne les considérent comme les:
fonctions des arguments x;, xo,. . ., x_,... Au contraire, en mentionnant
a la page 6 *) de son mémoire que les formules (5), (6) et (7) renfer~
ment les intégrales de Bessel et Hansen *¥), Weierstras dit:
»In den meisen Fiallen aber, selbst wenn die Function
F(x) eine einfache Form hat, sind die Coefficienten:
A, B, sehr complicirt zusammengesetzte Grdssen,
deren direkte Entwicklung aus den aufgestellten
Ausdriicken schwierig erscheint”.

Ce n'est que M. P. Appell **) en 1915 a proposé de considérer:
les intégrales (1) comme une généralisation de la fonction classique:
de Bessel I, (x) pour le cas de plusieurs variables xj, x3,. . ., x, k)
M. I. P é ré& s ****) a indiqué ensuite pour les fonctions I, (x1, xa,..., X, o)
les relations

a,

(8) .(,7;(:: 2 ‘(Ik—-m_-[k_}.m)’ m—=1I, 2,...,

(9) kel =[x, (lHlyy) 222 () oo

Aemx (U )41

qui conduisent, dans le cas d’un nombre limité de n variables, au sy-
stéme d’équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre ***¥*¥)

*) Werke, B. 2.

#*) Comme un cas particulier pour e=—e;—=...==¢, = ... =o0.
) Comptes rendus, t. 160, 1915, p. 419. [M. P. Ap pell fait une premiére:

1
approximation avant de l'inversion de lintégrale (4), en représentant —— —

V'F(x
dans l'intervalle — 1, + 1 par un polynome].

") Une généralisation des fonctions de B e s s el pour le cas de plusieurs vari-
ables se rencontre aussi dans le mémoire de M. Whittaker (Mathematische
Annalen, B. §7, 1903, p. 351). Cependant les fonctions introduites par cet auteur-
ne présentent pas une si profonde analogie avec les fonctions ordinaires:
deBessel comme les fonctions considérées dans le travail présent.

Comptes rendus, t. 161, 1915, p. 169.

; ) [Nous désignons le systéeme de M. P ér ¢ s dans la suite par (S). Celui-ci
est étudié avec tous les détails dans notre T h & s e lithographiée (1922), p. 43—54..
Voir encore B. Jekhowsky, Comptes rendus t. 170, 1920, p. 1042].
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admettant 2n solutions linéairement indépendantes,‘ dont l'une est la
fonction I, (%, x2,. . .,x") elle-méme, et équivalent pour cette fonction

4 'équation de Bessel pour /, (x).
Enfin M. B. Jekhowsky *)a donné pour la fonction 7, (xy, x2..., x”)
Dexpression sous forme de série infinie '

“+0
=
{10) : Ik-np (x1, X200 20, x, 1) Ip (x")
p:—m

§ 1. Solution de I'équation (3) sous forme de série
trigonométrique. En considérant I'équation (3) nous supposons

ue pour toutes les variations de % et v la dérivée --; conserve le
dv

signe ne devenant pas zéro **). Cette supposition se vérifie dans tous
les cas, comme cela a lieu dans les exemples cités, quand I'équation (3)
:s’obtient de lintégrale (4).

Sovs cette condition la solution de l'équation (3) sera unique et si
Ton choisit un nombre entier p de telle maniére que

pr <L < (p-t 1),

on se convaincra, en substituant dans I'équation (3) ces deux valeurs
multiples de ® au lieu de v, de I'existence de racine de I'équation (3)
«qui est contenue entre ces deux valeurs ***).

Comme une fonction périodique impaire de % on peut développer la

différence v —15 en série ***¥)
o0

Q
(11) v— (= a, sin k%,
k1
ou

a, =- _2_ / (v —10) sin k- d%.
0

#) Comptes rendus, t. 162, 1916, p. 378. Bulletin des Sciences mathéma-
‘tiques, t. 41, 1917, p. 58. [En 1927 a paru la Theése (Paris) de M. B.
Jekhowsky ,Etude sur les transcendantes Fourier-Bessel a plusieurs
variables“ dont la seconde partie (p 17—31) est une traduction textuelle (faite
avec quelques erreurs et aveclarestriction n == 2, mais sans citer ma Theése)
des 8§ 13 (renvoi a la page 5I et 52), 16, 17, 20—24 et 29 (voir les §§ 6 —12
-de ce mémoire) de ma T hése lithographide (1922) qui a été bicn connue de
M. B. Jekhowsky].

**) Pour cela il suffit, par exemple, que les variables e;, es... ¢, , ... satis-
fassent la condition

lel + 1263 [+ oov 4 I mep |4 .. <1
#¥%) P. Appell. Comptes rendus, t. 160, 1915, p. 419.

###%) [En vertu de I'inégalité | q; | = "—LE— <=/ + l:’ cette série con-
verge absolument et uniformément pour toutes les valeurs réelles de %, car les-
[oe) [ee) ks
.. . 1
séries Y, I,%et ¥ g convergentJ.
k=1 k=1
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En intégrant par parties et en remarquant qu’en vertu de I'équation (3)
v—_{ =0 pour "=o0 et {=r, on trouve

2 [ v
a, = k%.",/ cos k% dv,
, 0
c’est-a-dire

@, == - I, (key, key,. . ., ey, ),

\

ou
(1) I, (xqy Xy ooy X, yeae) =
I . . .
=-=- [ cos (kv—Xx; sinv—x, sin2v—...—x_sinmv—...) dv.
§ 2. D'autres représentations de la fonctiom

I, (x1, x3,. .., x_,...). Considérons encore Iintégrale

Ik' (x1, xo,. . -, X5 D=

T

LY . . , .
= / sin (kv—xy sin v—x, sin 20— .. .—x_sinmv—. . .) dv.
i .

En remplagant dans /, (xy,xs,..., x et (xpxp. .0, x 000 )

m

v par 2T —wv, on trouve

I Gery X2y oy Xy )=

m’
1 [ . . .
== / cos (k'u——xLSIn U—X2 Sin 20—. ..—Xx,_ Sin mv—.. .)d'v,

—Ik’ (xl,xg,. PR SR D=
ye

I ‘. . . :
== sin (kv—ux; sin v—xy sin 2v—. . .—x_ sinmv—...) dv.

0

Par suite

[k(xl. X2pe v o9 X 5o )—
2=

1/ . . .
=, / cos (kv—x; sin v—x, sin 2v—. . .—x, sinmv —. ..) dv,
=,

" 2r

LS A . . .
0= / sin (kv—-x, sin v—x; sin 2v—. . .—x, sinmv—. . .) dv.

e

D’ici on conclut
2=

Ik(x;,}cg. )= ;.-__ '/ [cos (kv—x; sin v—x3 sin 2v—. . .) —
°

— - isin(kv—x, sinv—xz sin 2v—...)] do.
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c'est-a-dire

(12) elxg, x2ye 00y X0 0)=

2n
— 21;: /‘ ei (¥ sin v+x, sin 204 .. +x, sin mot ... —kv) dv.

Posons ici €’ =1, alors l'intégrale (12) entre les limites réelles se
transforme en intégrale curviligne.

(13) Ik(xl,x,....,xm7...):—._

X,
. ’;—‘(t—t"lH-% (Pmt=2 ..+ —2'5 MMy gy
== — e t dt’
27
prise suivant la circonférence de rayon un avec le centre au point ¢ =o.
§ 3. Fonction génératrice®) pour/ (x,x2...,x,,...) et
développement de la fonction /(xy, x3,...,x,,...) en
série multiple suivant les produits des fonctions
I (x),m=1,2,...%). De la derniére expression (13) on voit que
Ky \m P 3 q

la fonction 7, (x1, xg,- - X e .) se définit comme le coefficient du
développement suivant en série de Laurent **¥)

1 9 5 X
; t—t=Y + ; (zz—t‘2)+...+-—2"—'-(:'"—t—'") +...
(14) e =

-+
zglk(xl,x;-,. corx ) K

k :—oo
qui a lieu pour toutes les valeurs finies de ¢ ****), sauf ¢t = o.

Pour m=1 on a le développement connu ****¥)

Xy — o

S o(t—tT )

2 k,
e AL

k= —o0
En remplagant ici x; par x, et f par t", on déduit

Jm. (tm - ¢—my T
2

k’
2 Ikm (X”‘) £ ’
©

kpp=—

(15) e

#) M. Akim off. Comptes rendus, t. 163, 1916, p. 26.
#*) M. Akimoff. Loc. cit. )
**%¥) Voir, par exemple, E. T.Whittaker and G.N. Watson, A Course
of Modern Analysis, 1920, p. 100, IOI.

###%) [et avec la restriction convenable pour #, Xy, x,..., qui est toujours
remplie quand I'équation (3) s’obtient de [Pintégrale (4), si le nombre de ces
variables est infiniment grand].

###4%) [Hansen. ,Ermittelung der absoluten Storungen..., 1.“ (Schriften der
Sternwarte Seeberg (Gotha), 1843, p. 106)]. Schlomilch. Zeitschrift fiir Mathe-
matik und Physik, B. 2, 1857, p. 137.
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d’'ou, en posant m=1, 2,... et en multipliant terme a terme les
séries obtenues *), qui sont absolument convergentes, on arrive a I'égalité

Xy Ny, x
r A e G O .
~+co oo -+ oo

O x| b dmk,
=3 D D @ () fy () £ R

ky—=—00 ky=—00 k,,=—00

En comparant cette égalité avec (14), on conclut
I (xy, x95. . ., x

+oo oo Foo

=D D D L) o, (5)

ky=—00 kym—co kp=--co0
ou ky -+ 2k, + + mk_ -{-— ...= k. c’est-a-dire

(16) 1, (x1, x2,- . X ) =

+ o0 +oo
WVl [
= Z kz lk ey - (xl) mke— e 4, (x2) .. 1’<m Ge) ..

mre e

ky——o00

On obtient le développement de la fonction I, (x1, x2,..., X, 2)
en série multiple de produits des fonctions de Bessel ordinaires **).

Remarque. Enposantdans (14) xy = xo=...=x_ =X, =
—...=o0, on trouve
Xm +_°; X
—_ m __s— m
(x7) e2 (¢ )——-—} I, (0,0,...,0, x,,0,...) ¢t,

k=—=—00
ou
™

0,...)= »_7‘1? /cos (kv — x,, sin mv) dyp.

I,(00..., 0, x

m?

En comparant (15) et (17), on conclut
1, (0,0,..., 0, %, 0,.. .):]km (x,)
pour k-=mk_, c'est-a-dire pour k mulfiple de m, et
I (0,0,..., o, X5 0,...)=0

dans tous les autres cas.

#) Jordan. Cours d’analyse, t. 1, 1909, §§ 315, 316.

#%) La possibilité du développement suivant les fonctions de Bessel ordi-
naires des coefficients A, et By, qui se rencontrent dans la méthode de Weier-
strass, est prévue par plusieurs auteurs, par exemple par M. M. Charlier
(Mechanik des Himmels, t. 1, 1902, p. 34), Bohlin (Acta mathematica, t. 10,
1887, p. 130), mais il n'est indiqué explicitement nulle part. [Dans la Theése
lithographiée (1922) de l'auteur (p. 27, 28 et 92) sont indiquées d’autres repré-
sentations des fonctions [, (%), X5,..., X,,...)—sous forme de séries de poly-
nomes ou de produits de deux polynomes. Voir Comptes rendus, t. 165, 1917,
p. 23 et t. 185, 1927, p. 409].
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On vérifie aisément, en changeant dans (14) ¢, x2, x4, ... respec-
‘tivement en —— —It—, — Xy, — X4, ... €t en comparant le développement
obtenu avec le précédent (14), la formule

Mm—x
(18) I, (e xape e vy Xmye ) =(— 1) [(x1,—Xgse oo (—1)" T )

En se servant de cette formule on peut dans l'étude des fonctions
1, (x1, xg,- .., x_,...) se borner au cas de lavaleur entiére et positive

de k. En changeant dans (14) t en -i on arrive facilement a la nou-

velle formule
(19) I, (yxoeen, x,.) =1, (—x,—x3..., —x_,...)
En comparant (18) et (19) on conclut encore
(20) I, (—xy, xe e, (—1)" 5y ) =(—1V L, (x1, X200 0y X 00)

Les formules (18) et (19) représentent I'extension *) & 7, (x;, x,, ..., x,,...)
des formules connues

I_k (x): (__I)k Ik (x)7 1_;( (x):lk (-—'X)
pour I, (x).

On a encore immédiatement de (14)

12r (0, X3, 0, X4,.. ) :1,— (Xg, x-l"")
et
Ly, y (0, x20 0, xp5...) =0

§ 4. Développement dune fonction périodique de
v en série trigonométrique suivant les sinus et
cosinus des multiples de (. Considérons maintenant les fonctions
cospu et sinpu, ou p est un nombre entier quelconque.

Comme une fonction périodique paire de L on peut développer

cos pu en série

(o]
(21) cos pu :Z—O%-Zbkcos k-,
k=1

ou

T

by = 2 /qospva”,:
0

™

. I
= 7 /cospv (1—ey cosv—2eycos2v  ...) dv= — pe,
0
ou by =12 pour p=o.
*) Pour le cas m=—2 voir encore B. Jekhowsky, Comptes rendus
t. 172, 1921, p. 133I.



10 M. Akimoff.

Ensuite
T

bk= 2 /cospv cos k% dt.
h

Intégration par parties donne

bk:i—i/sinpvsink‘:dv:
8

n

= :—Z / sin pv sin k (v—e, sinv—ey sin 2v—...) dv,
0
ou bien
b, = %k ‘/cos (kv—pu—rke, sin v—kes sin 20—...) do —
0
— flz / cos (kv+pv—rke, sinv—ke, sin 20—...) dv,
f)'
ou enfin

(22) by=-"2-1h,_, (ker, kes, ..., ke, o) —
_ [k+p(ke1, keyy. ..., ke ,. . BN

Comme une fonction périodique impaire de L on peut développer
sin pv en série '
[ee)
(23) sinp'u:ch sin k7, ,
k=1
ou

2 [ .
€ =" / sin pv sin k- dZ.
.
6

En intégrant par parties, on trouve

2
ck:—?’%. cos pv cos ki dv =

b
ke
2p . ,
= - | cospucos k (v—e; sinv—ey sin2v—...) do
b

ou
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ou enfin *)

(24) ¢, = }l:: [, _P(kel, key,. . ., kem,...)—f—lk_L_,J (Kkey, kes, ..., ke, ,...)]..

On peut présenter les égalités (21), (22) et (23), (24), c'est-a-dire

cospv:—'eze-—f—pi [, _, (kes, keon... ke, . . .) —
k=
1 Ly, (ker, ks, .., ke )] °°jff?,
sin pv = p i [, _, (key, key, .., ke,,,-..) +
k=1
o, (key, kesye.nr ke )] S,

en vertu de la formule (19)

I_ k—»p (— key,—keyy..., — ke _,...) = ,HFp(kel, kes, ..., ke _, ...),.

sous forme

.
cos pv = ——--+p 2 I, _ p(ke],keg,..., kem,...)cozk’,
k—=—co
+ ¥
, |V
sin pv = p Z ]k_p(kel, kes,. . ., ke_,. )szr;c s
k= — oo
ou
. Ix ik?,
(25) et — 2 (ke,, kes,..., ke _,...) --g-k——,

ou k prend toutes les valeurs entiéres de — OC a -} 0O, sauf k—o,,
pe
et il faut remplacer le terme — - ~2’7— par 1 pour p=o.

En vertu de cette égalité on peut représenter **) toute la fonction.
périodique

de o sous forme

#) La convergence des développements (21) et (23) se prouve comme dans
le § 1. Les développements (21), (22) et (23), (24) pour le cas d'une variable
(m=1) sont indiqués par Jacobi (Crelle’s Journal, B. 15, 1836, p. 1—26).
[Le resultat obtenu par M. -B. Jekhowsky (Bulletin astronomique, t. 35,
1918 P 139—145) est incorrect].

#) [Sous la condition de la convergence absolue de la série donnée].
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‘ou
(26) Ay=0Cy— Z‘“(Cl—}‘ C_l)—z-Z’(Cz—}—C_g)—...—

—m " (C, )

et
4 o

Q —
1) A= DR Ch (ke ke, ke, ko

p=—00
Ce résultat conduit & I'extension au cas de I'équation de Kepler
généralisée du théoréme suivant de Cauchy *):

Si
+oc
QU ipv
F= Y Ce
p
p:A—DQ
et
.
(3) v—ejsinv—eysin2v—..—e_ sinmv—..=",
-alors

I) le coefficient 4, du développement

4 o
F— 2 Akeik':

k=—c

‘st égal au coefficient de e* dans le développement
suivant les puissances de e¢° de la fonction
ke,

5 ) «eiv_e—iv)_‘__l‘;_ﬂ(e?iv_e—%v)_i_“_l_
-1r'e

e .
-I . _;._ (exv + e l'U) —_
— 5 —e:— (e%j +e 2iv) — ] ;

. . .. ik
2) il est égal encore au coefficient de e
‘développement suivant les puissances de e’ de la

ifonction

dans le

dF —k; (e — e— vy 4 k? €2 — ¢ —2:'0) + ..
e

I

ik dv

*) Comptes rendus, t. 12, 1841, p. 88 (Oeuvres, 1€ série, t. 6, p 21). [Avant

‘la publication de ma Thése lithographiée cette généralisation du théoréme

‘de Cauchy a été indiquée par M. B. Jekhowsky (Comptes rendus, t. 166,

1918, p. 342) qui reproduit le raisonnement de Tisserand (Traité de méca-

nique céleste, t. I, p. 229—233). A cause de l'interruption de nos rapports scien-

tifiques avec l’étranger dés le commencement de I'année 1918 jusqu’ au moment

de la publication de ma Thése lithographiée (janvier 1922) les indications
bibliographiques données dans ce travail se terminent par I’année 1917].



Sur les fonctions de Bessel a plusieurs variables. 13:

Pour démontrer la premiére partie du théoréme il suffit de présenter-
le coefficient A, sous forme

2w
(28) Ak —_ _!:_ / Fe~ ks d:,

d’ou, en vertu de I'équation (3),

27

— 1 / Fei (ke, sin v + ke, sin 2v + ...

2%,
0

A, )(I—elcos'v—

—ikv
— 2e3c08 20— ...) e dv
et si I'on posc
lﬁl_ (eiv . —w) +° ke, 2x'v__ e 2iv)+

(20) Fe’ [1— 24—
€y (e2x"u __I_ e Ziv) —_ l —

on a
(30) A=A,

Pour démontrer la seconde partie du théoréme il suffit de transfor-
mer lintégrale (28) a l'aide de l'intégration par parties, alors

2r 2n 2%

" Feik g Y dF
Fe k‘dC:—;_I—ITIE/Fde (. . do € kd'v,
0

A= arnik ,
0

ou, en vertu de I’équation (3),
2~

A I * dF lk (e, sin vteysin2v+...) —xkvd

ﬁ tk ‘dv €
et si I'on pose
ke, iv__g— w
1 dF g e (e ZJA "o
ik d’U e ]{//e b
k''=—c0

on a
(31) A=A

lize_l (eiv —w)_l_kel (eZiv_ e 2i”,+....

Le développement de la fonction e
suivant les puissances de e introduit dans les expressions des coeffi--
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cients A;, AZ la fonction *) Ik‘ (key, kes...., kem‘,...). En effectuant
le calcul des coefficients A;, A, on s’assure que les égalités (30), (31)

sont équivalentes aux formules (26), (27).
Comme exemple de P'application de la formule (30), citons le dé-
‘veloppement en série

oo
I ik’
- =N

I—ecosv— 2€9COS 2V — ...
k=00

Iei I'égalité (29) se réduit a la suivante
kel . i keg 95, — 2 —+ o
Kev (etve—inyy Koo (div_ —2ivyy w
e? 2 :2 1L, (key, key,...) e -
k!=—co
Par conséquent
A, =1, (key, kes,. . .).

On peut vérifier encore le développement (32) en partant du déve-
‘loppement suivant, donné plus haut (§ 1),

v:C+22 1, (key, kea,.. .) sin k%,

k=1
si I'on se rappele la formule (19)
]—/< (——xl, —— X2y '):Ik (XI. X2y« « .),
car en vertu de l'équation (3) on a
1 dv

1— e sinv—2esin2v—..  d

§ 5. Relations de récurrence entre les fonctions
L (x1, x2, ey x,,...) et entre ces fonctions et leurs déri-
vées. En partant du développement (14) on prouve pour les fonctions
1, (x1, x3, .y X, ...) les relations fondamentales (8) et (9) de M.Péres.
En différentiant les deux parties de I’égalité (14) par rapport a x_, on a

2 -2
(o) e T T

2
+ oo
I — m. k
=, "—™ Z Jk (xl,xz,....xm,...)t-::
k=—o
F oo
o 2 0f), (%4, X950 . .) H
=2t
k—=— o0 m

- k .
En comparant les coefficients de { dans les deux parties de la
-derniére égalité, on arrive aux relations (8).

*) Voir I'égalité (14).
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En différentiant ensuite les deux parties de I'égalité (14) par rapport
a t, on trouve

[ 2 ) 2 2+ ) m T LY

X e--;-‘ t—t—h+ —;’ (& — =4 .. —

X

=[2G T Z ) Am T T T X

+
k
XZIk (ki Xo9eeey X 5. .) £ =

k=—co
-+
N\ k—1
= : kI, (xy, Xg5. ooy X, 5...) ¢ .
k—=—c0

En comparant les coefficients de #71 dans les deux parties de la
derniére égalité, on arrive 3 la relation (9).

§ 6. Solution dusystéme (8), (9) pourlavaleur quel
conque dindice ksous forme dune intégrale définie®).
L’intégrale

;I:~ fcos (kv—x, sin v—x, sin 2v—. . . —x_ sin nv) dv
T
ou

Xy —1) Xy 2 —2 *n — —k—!
P /e7<‘—f VB b - dt.

27 .

C désignant un chemin d’intégration fermé quelconque entourant le point
t— o, définit la fonction A (x10 x2y. .., xn) pour la valeur entiére
‘d'indice k. En considérant maintenant l'indice k¥ comme un nombre
-quelconque réel ou complexe, par analogie avec le cas d’une variable *¥)

nous allons chercher la solution du systeme (8), (9) sous forme d’une
intégrale curviligne

27

b
(33) Sk (XI’ X200 - s xn) - ”—f“_;f Ft—k~1 dts

#) [Les §§ qui suivent, dont le resumé est donné dans les Notes de 'auteur
aux Comptes rendus (t. 163, 1916, p. 26; t. 165, 1917, p. 23 et 1100; t. 185,
1927, p..409), ainsi que la remarque faite aux pages 51, 52 du travail lithogra-
phié de l'auteur a propos de la vérification des conditions d’integrabilité du
systéme (S), sont textuellement (avec, la restriction n=—=2) reproduits dans
la Thése de M. B. Jekhowsky ,Etude sur les transcendantes Fourier-
Bessel a plusieurs variables.“ Paris, 1927, Deuxiéme partie].

*#) Sonine. ,Recherches sur les fonctions cylindriques (Mathematische
Annalen, B. 16, 1880, p. 10). Dans mon article ,Sur les cas limites de la fonction P
de Riemann“ (Annales de I'Institut des Mines a Saint-Pétersbourg, t. 1, 1907,
p+ 87), [voir encore Comptes rendus, t. 181, 1925, p. 313], {’ai obtenu cette
intégrale comme cas limite de Iintégrale pour la fonction P.



M. Akimoff.

—
o

ou
P e*2‘ (-t + 2 =) 21 (et
et a et b sont des nombres constants qu’il faut définir.
Pour toutes les valeurs de a et b cette intégrale *) satisfait aux
équations (8).
En effet, si dans l'intégrale
b
1 [OF
ani ,J Ox,
a

tF 1t gy

b

on intervertit le signe de la dérivation avec le signe de I'intégration,

S
cette intégrale sera égale a Wci' D’autre part, si I'on effectue la dif-
m

, . 4. . ve oo , . I
férentiation sous le signe d’intégrale, elle sera égale a - (Sy_,,—S, +m)..
Considérons ensuite l'intégrale
b
1 e t_k_x

2xi,) Ot
a

dt.

Si on la transforme par I'intégration par parties, elle se trouvera égale a

L Ft“"] ‘s
| 27 . k*

D’autre part, si I'on effectue la différentiation sous le signe d’intégrale,.
elle sera égale a

b 1 xn .
";* (Sk— 1 + Sk+1)+2 ? (Sk—2+51<+2) "I' see T T (Sk—n+Sk+n)'

On voit d’ici que l'intégrale (33), qui satisfait toujours au systéme (8),
va satisfaire en méme temps a I’équation (9), si I'on choisit les constantes.
a et b telles que

(34) [F. t—k]i = o.

Désignons par R(u) la partie réelle d'une quantité complexe quel-
conque u. Soit @ et 3 deux constantes telles que **)

R(xa") <o, R(x8") <o

#*) De méme que Dintégrale plus générale
b
C X! 2 R L —
‘/62 t—t )+2u t )4+ 3 (¢ t J']J(t)dt,
2%, :
a
ou ¥ (f) est une fonction arbitraire de .
#%) [En supposant ici n =1, 2 au lieu de n=2, M. B. jp!{howsky'
(Theése, Paris, 1927, p. 21, 25, 26, 28) comprend mal ces inégalités].
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et p==e". La condition (34) conduit aux trois systemes des valeurs
pour Ies llmlteS a et b, savoir

1)a—o -0, b—=1o8
o

le symbole co étant reputé une valeur réelle positive infinie. Confor-
mément & cela on obtient pour les solutions du systéme (8), (9) trois
expressions suivantes sous forme d’intégrales définies

. 2 Fe—th+ G (‘g—t—:))'}‘-n—i‘"x—;-(l"—l—") X
' o —k—1
(35) S,= 2:1‘/ e ¢ dt,
09
0
o7 Xy —1 Xy 2 —2 *n —
y s E (t—t—") + 9 (- 4. .+ -5 @—t—"n) k1
(35 ) Sk = ni e t dt,
0
™ )\1 *n _
: Y+ PR b S ey
I 9 { 3 —k—1
(3511!) Sk = 2-_—[ / e t dt’
0
. k_ klgt A . ape
ou ¢ et Igt prend les valeurs réelles pour ¢ réel positif.

Ftudions ces intégrales.

En nous tournant aux intégrales (35") et (35"), nous nous imagi-
nons le chemin d’intégration sous forme d’une ligne sans noeuds allant
a l'infini dans les directions déterminées, ou venant et revenant au point

Pp—

i
n

B=—=oce

et en remplacant 2 successivement par
2m=i
n

J— & —_
o —oae ), m=—0,1,2,...,n— I,

on obtient des intégrales S, S, 2n solutions du systéme (8), (9)

0 5(1) n—1)
(37) e S A

() n+1) 2n—1)
(38) [ N 1 v ey Ik ’

pour k non entler linéairement indépendantes les unes des autres **).

#) Ou, comme précédemment,
(36) R (x,d")<o.

#%) Jordan, Cours d’analyse, t. 3, 1887, p. 244—247.~-Nekrassoff ,Uber
lineare Di fferentlalglelchungen, welche mittelst bestimmter Integrale mtegrlrt
werden® (Mathematische Annalen, B. 38, 1891, p. 509).

. r,‘.,

Kvyvpr. Aeunnrp. ®usz.-Mar. O-pa. 1. I, B. 1 (1928). _,‘,‘l" 2
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Faisons des intégrales (37) la somme suivante
(0) (1) (n—1)
L 154 . .-+I

qui se réduit a une intégrale
[oo)/3

1 =4y (‘2—'—2)'*‘““"%1“ S
9 = / e P

271
O a

Pour k entier, le chemin curviligne d’intégration, partant du point
coda et y revenant dans la méme direction, aprés avoir entouré 'origine
t=o0 (sans cela l'intégrale serait égale a zéro) se réduit & un contour
arbitraire fermé autour de ce dermcr point; c’est pourquoi V'intégrale (39),

est égale a

1k (xl, X2y+ o oy X").

Faisons des intégrales (38) la somme suivante

(n) (n+41) (2n-—-1)
1 +1k +---’+‘11<

qui se réduit a une intégrale

e

X
R e b (O s e
(40) — / e

Pour k entier, le chemin curvilignc d’intégration, partant du point —bo; -

€t y revenant dans la méme direction, aprés avoir entouré I’origine ¢ — o,
se réduit a un contour arbitraire fermé autour de ce dernier point;
c’est pourquoi l'intégrale (40) est égale a

[k (Xl, X9ye o vy xn).

Par conséquent, pour k entier,

0 1 (n—1 n+1) 2n—1
O e =IO

On peut prendre alors comme nouvelle solution du systéme (8), (9),
linéairement indépendente des précédentes, l'intégrale

H (xla X2y - - ey X):

27
o

0%

I o‘o (!'— _1) ‘I" (t‘—l 2) 4 .. + -5 (t"——t ~n) —k—l
Je dt

qui, comme nous I'établirons dans la suite, s’exprime linéairement pour
k non entier par deux intégrales (39) et (40).

§ 7. Expressions des fonctions S,”, S, par S,. Passons
4 D’étude des autres solutions S,”, S,”" du systéme (8), (9). Nous allons

: 3 . I
montrer que ces solutions s’expriment par S, ).

*) [Pour n =1 comparer Sonine, Mémoire cité, p. 24].
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Soit, pour préciser les idées, R (x,) < o. Posons alors a=1 et
représentons le chemin d'intégration de la maniére suivante.

Construisons le cercle de rayon un avec le centre a l'origine des
coordonnées. Soient Aq, Ajv..., A, , (sur la figure 2n=10) les
points d’intersection de ce cercle avec les droites passant par longme

= 2% (2n— !)
et formant avec l'axe réel positif les angles o, T T P

Soit B, le point infini de la droite passant de l'origine par A, En dé-

signant par C un chemin quelconque d’intégration, posons pour abré-
wiation

O e R (e, SRR P R U N
(@ [T R e e

dt.

D’aprés ces notations on a
J‘m) (s xg0- -0y x) =S5 (B, 4,, A
I,y x) =S (0A

A

2m+1 12m+2 B?m+2)’

2n—2m—3 A2n—~2m~—2 A?n——?m—l O)'

m=—o,1, .., n—1I
B G ey 1) = 1O H I 4 =
=8 (BoAds- .. A, _,AB),
J,(fn)(xn Xooe o x") — Ilf‘rx'i_l_]r-}-n _}_ . + ‘Ifn—“:
=804, _,4,.--4, _,A4, ,0),

‘Hk (xla Xy e o oy xn) e S (0.42"_1 A()Bo).
On trouve facilement
2k 1

o Gt xaee 2) =S (Agyy A — S (A dyyye - A+
+ (1—*" ') S (AOB‘,),

2%
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]l({Zn) (x" Xoe e s x") — (I ___e—2k:i) S (OA2n 1) 48 (A2n 1 Ao) _

e NS (Ay_  Ayye - Ao,
Hk (X], X2 oy x”) =S8 (OA%_l)‘-l— S(A2n_1 Ao) + S (A()Bo)
On a d'ici
(41) £ (e, xmpe ooy x) =1, (egy xo0 00y x) =

—2kwi
= (1—e 1)11-1'1< (s X200 0y x ).

Donc H,, (x1, x3,- - ., x,) s’exprime linéairement par /, (x1,xg,- . ., x,),
(‘7n
(xl, Xove ooy X))

Prenons ensuite l’intégrale

) n—1
1(_mk (x1,—xa,. . .,(——1)' xn):

—0O%pm 1 ;
(YK =y L K=t (=117 in__y—n _
:_!;/ezﬂf )= Ty (=) 4 (1) G I
271 .
—ccy,
- C 1 e odt dty kg, —k
Si Ton pose ici t=— =3 5= . =",
. Y. I .
le chemin dintégration Bh+n+i A2m+n+l A2m+n+2 A2m+n+3 Bzm+n.+:=

se transforme en le suivant: OA4, , A, , A, , .

Clest pourquoi
17, )(xl’ X305 (= N x'l):ek:i S(04,, 3,345, 3223710}
== ¢ 1,(("+m) (x1, xz;. F. xn)
et
[, (xy—xp+ oy (— 1) - x)= & lfn) (enyxzy -« - x)-
En vertu de cette égalité la formule (41) donne

et L im0 ) — 7 (e x,)
Hk (Xl, Xg, ey xn) — e - ; :;_-—ii:“ SR

e —xae, (1) X,‘) — ek I, (x1,x9,0, X,,)

2 = -
(42) 21 sin k=

§ 8. Généralisation de la fonction de C. Neumann.
Pour la valeur arbitraire de & les fonctions [Lp), p=o0, 1,..., 2n—1,

représentent 2n solutions linéairement indépendantes du systeme (8), (9) et
sa solution générale s exprime par la combinaison linéaire de ces fonctions.
L’exception représente le cas de la valeur entiére de %, on a alors (§ 3}

Iy (e, oy (=1 ) = (=0 [ ey, 30500, %)

. (2 -
et la fonction /), " (x1, x2,..., x,) coincide avec 7, (xy, xg,. .., x )
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On peut prendre dans ce cas comme nouvelle, linéairement indépen-
dante des précédentes, solution du systeme (8), (9), la fonction
H, (xy, x3,...,x) ou la fonction plus simple suivante

(43) Y, Gy x0e o x)) =
—xge oy (—1)" k)

cos kr I (xq, xpee, ) =1 _ ) (xy,

sin k=
qui- représentent la généralisation des fonctions de Hankel *)

H, (x)= T a &) — o L)
27 sin k=

et de C. Neumann *¥)

coskr I (x)--1__, (x)

Yk(x): RSt A

sin ki

pour le cas de plusieurs variables.

§ 9. Intégrales entre les limites réelles pour la
fonction [k(x]vx21' -+ X,). Considérons avec plus de détails’ lmtegrale

(44) Ik(xlv X2y e v oy Xn) —
w7 x Xy 2 *n —_
© G FET) by (-
- L / o’ 2 2 TR g
2%,
oo a
‘dans le but de la transformer de fagon que le chemin dmtegratlon

devienne réel. Posons pour cela
4 27)i

a:ek' )‘
et construisons, comme précédemment, un cercle de rayon un avec le
-centre & l'origine des coordonnées. Désignons par 4 le point d’inter-
section de ce cercle avec une droite menée de l'origine sous I'angle ¢
a laxe réel positif et par B le point infiniment éloigné de cette droite.
‘On peut alors présenter l'intégrale (44) sous la forme suivante

2kmi B
(45) Ik(xl, X2y . e ey xn) — 2; le / + /+ /J,
Sy . .

(A A4) 4

le chemin d’intégration (A A) étant une circonférence parcourue dans
le sens posxtlf de ©o=19¢ — 27 jusqua ¢ =1¢, si 'on pose sur ce

chemin ¢==¢""

*) Niels Nielsen. Handbuch der Theorie der Cylinderfunctionen, 1904,
p. 16 et 124.
#*) Niels Nielsen. Travail cité, p. 11.
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Posons dans la premiére et dans la troisiéme intégrale de la partie:
droite de I'égalité (45) t—¢ TV, alors ces intégrales se réduisent:

a la suivante

T

HFE Vi 7 ARSI T (2 G 2040) £ — R
A ks [, »,
0

ot l'on a supposé R (xne""w) <o.

Quant a la seconde intégrale de la partie droite de (45), si 'on pose-
t—e’ et 9=¢—mn-+0c de sorte que 5= —T pour ¢ =Y — 2%
et == pour ¢ =1, elle se transforme en celle-ci

L ;b "% (eitp__ e—i’,ﬁ) +- %’_ (e Zt"T;_e—-Zi’,-” Ho b _% (e’";"?— e nitf) —kiyp .
[ e dp=
.
-2 .
— ‘l’iﬁ‘ elx,sm‘-? + ixgsin22 + ... + ix,sinn¢ — lcx.,ad,‘9 _
$—2%

ek (m—d) 7 +r

— e~ ix,sin (V+3) + ixssin2 ($43) — ... 4 (— 1) ix ,sinn (Y4-3)— kiqu,

—TT

c’est-a-dire, en réduisant les limites d’intégration aux o et T,

)y =
ek(n )i { /‘ e~ ix(sin P cos 3+-cos P sin 3) -+ ix,(sin 24 cos 29-;-cos 2 sin 23) — ... — kidds +
2%

0

+ /‘ e——ix,(sin & cos 3—cos b sin 3) + ix, (sin2Y cos 23— cos 2V sin25) = ... + kiad’J } _
e
0

k(x—d)i i .
e : - Ycos3 -+ ixysin2%cos2s — ...
- / e ix,sinYcos3 + ixysin2dc ><
0

X cos (xjcos ¥ sina — xscos 2 sin23+4. . .+ ko) do..
De cette maniére on a finalement

(46) I, (x1, x95. . . x”):

k(r—d)i L
€ ' — ix,sin cos 34 ix,sin 2% cos2s — ...
e f o — inind cos 3 i, <
0

X cos (xjcos ¥ sin @ — xacos 29 sin 23 4. . .~ k3) do —

O i s W x. L e h

P =y e (2O — 20+ y |
ke [ e : m

0
Pour n =1 cette formule a été établie par Sonine *)

#) Mémoire cité, p. 14.
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Elle est -applicable, avec le choix convenable de ¢, pour toute la
valeur de x_ différente de zéro. Si I'on pose dans cette formule v ==

ou ¥ =0, on -en tire les formules suivantes

(47,) []‘ ("'il’ XQye e 0y Xn) -

T
= = / cos (k3 —x, sind — xgsin20 —. .. — x, sin n3) ds—
.

0
o

sin k= /' e xyshf 4 x;5h28 — . 4 (— L% ,shnl — kﬁdO

T 5
T

0
e —e"
shl) = ———,
2
n
pour R [(— 1Y xn] <0 et
(47”) [k (X:l, XDye ooy Xn) —
ekm’ [ - n )
= [ cos (k3 —-x(sind— xjsin 29-f-. . .—(—1) x, sinno) ds—
F
[Se)
— sink= /' ex,shﬁ + xysh26 +... Fx,. shnl — k"d@’ X
0

pour R (x,)<Co, sur lesquelles on vérifie aisément I'égalité

(48) I (—xi, %30 —x40e .., (—I)IIxn):ekﬁ I, ey x2p0 -0y X )

n

Ces formules pour n =1 sont indiquées par S chlafli*) et pour k
entier se réduisent a l'intégrale (1) de Schlémilch-Weierstrass-

Appell Dans la formule (46) pour R (i"x,) <o on peut poser
6w = AR _ 3% .
¥ = —~ et pour R [(—i)"x,] <o on peut poser ':J——?. On obtient
ainsi des intégrales analogues aux deux précédentes sur lesquelles on
peut vérifier de nouveau l'égalité (48). Pour .k entier on en déduit
une nouvelle expression de la fonction I, (x1, xg. -, xn) sous forme
d’intégrale

T

I ' i cos5—x,cos33+. .. . .

ey / et ' ) cos (xs sin 25 — xy sin 45+4.. .+ k3) ds
0

donnée dans le cas n=1 par Hansen **)

§ 10. Systéme fondamental dintégrales des équa-
tions (5) dans le voisinage de x,=o0. Des expressions des

fonctions 1P (xy, x3..., x), p=o0, 1, 2,..., 2n—1, sous forme
*) Annali di Matematica, 2¢ série, t. 1, 1868, p. 237.—Mathematische Anna-

len, B. 3, 1871, p. 148.
*¥) Mémoire cité, p. 105.
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des intégrales définies (35°), (35'') on voit que les points singuliers
(qui sont tous d’ailleurs des points singuliers essentiels) de ces fonctions
seront

Lorsqu’une des variables X,y h=1, 2,..., n—1, fait un tour

dans son domaine complexe dans le sens direct autour du point singulier
correspondant x, = =0, cela revient au méme que si elle faisait un tour

dans le sens négatif autour du point ordinaire x, =— 0. Donc, quand ce
tour est accompli, la fonction ]k(p) (x5, x25. .. xn) reprend _ la méme

valeur *). Etudions la variation des valeurs de la fonction / k(p) (x1s X2pe0s X,),
p=0, I,..., 2n—1, quand la variable x  fait dans son domaine
complexe un tour du point x, = oo dans le sens direct ou, ce qui est la
méme chose, dans le sens negatif autour du point x —o.

Quand ce tour est accompli I’argument de x, augmente de —-27%, vu

la condition (36) l'argument de « augmente donc de 2’: .

Par suite, chacune des fonctions ]iq) ou 15:+q), g=—o0, 1I,...,n—2,

se change en la suivante 1,£q+l) ou 1(k"+q+l) et 12"_0 en e 7 120)

I(k?n—l) en e2ktx' I(n) )

k
On voit d'ici que chacune des fonctions Iim) ou / (k"+m) se déduit
d’une seule ]LO) ou 121) au moyen de circulation de la variable x,

dans son domaine complexe, effectuée successivement m fois (m=o,
I,..., n—1) dans le sens négatif autour du point singulier x = o.

En donnant aux xj, xj,..., x,_; des valeurs arbitraires, constantes

et finies, nous allons chercher, conformément a la méthode de Fuchs,
un systéme fondamental d’intégrales des équations (S) dans le voisinage
de x, =0, dont chacune aprés le tour accompli par la variable x,
du point x, = o0 prend la valeur qui ne différe de sa valeur initiale
que par un multiplicateur constant .

En désignant les valeurs que prennent les fonctions 1; ), p=—o0,
I,.... 2n—I, aprés letour du pont x —o, fait une fois par la va-

riable x,, par 1 Lp ), on a

ey (g+1) ~(n—1) __ —2zki ,(0)
I, =n k —e 1,
(49) » Il({n-l—q) — 12n+q+1)1 1;‘271—-1) — ertkz I(I:z) ,

g=o0, I,..., n— 2.

*) Des expressions (35') et (35'') il est aussi évident qu'aprés I’accroisse-

ment de I'argument d’une des variables x;, x3 .., x, _, de 27 les fonctions

il o e,
1(15 y P50, I, .., 2n—I, reprennent les valeurs initiales.
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On cherche l'intégrale du systéme (S) @7,< prenant la valeur

(50) &= 1
quand un tour du point x, = o est accompli.

Pour k non entier les fonctions Iip), p=—o0, 1,..., 2n— 1, repré-

sentent un systéme fondamental d’intégrales par lesquelles s’exprime
linéairement toute intégrale des équations (S); c’est pourquoi

o ©) 1 2n—

&G=C 10+ IP+...+c, 177V,
»(0) (1) 2n 1)

I, =C 1)+ 1Y +...+cC, .

-—lk

Des équations (49) et (50) on trouve
(€™ —Con) 1) (CoC) [0 A6, € 1
H(Cop™—C) I (C—C ) T
+(Cp_y—Cp_ i) 1(2"—1) =o.

Mais ILP) p=09, I,..., 2n—1, sont linéairement indépendentes
les unes des autres, par conséquent de |'équation précédente on conclut

—2wki
C,,_le - CO v =0, CO - Cl == 0,...y q:—Z - Cn_.1 =0,

(s1) orki o . . .
C, 1€ C,p=o,C Cll+lp*0,..., C, ,—C, v=o,

d’ou, en éliminant Cy, Cy,..., C, _,, on obtient deux équations dans
lesquelles se décompose dans le cas considéré 'équation fondamentale

de Fuchs.

De ces équations on trouve 2n valeurs distinctes pour @

v

2w (k—m) i 2z (k4-m) i

n n _
P, —e » B e , m=—o0, I,...,n—1,

auxquelles de (51) correspondent 2n systémes des valeurs pour
C,p=o0,1,...,2n—1I:

P’
(0) (0) 0)
G, ¢, -..,C7_, o, o, ceey O,
n—1) (n—1) (n—1)
C; » & L. ,C 1, o o, ., O
(n) (n) (n)
o, o, ce., 0, C., Cn+1, K o Co
' 2n—1 (2n— 1) (2r—1)
o, 0, ...,o0, c?, ¢ C

nt1 2n—1 1
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1

’

m) _ —
Cg - CO P'm
C(n+m) —C v~ !

n+4-1 nVtny+m

l—o, 1,...,n—1; m=—o, I,..

De cette maniére le systtme fondamental

ey /1.

cherché des intégrales

irréguliéres des équations (S) dans le voisinage de x,==o sera

(V] —1 (1)
_Ik + 1 I, 4.

<7 (0)
7,

.« e e .

— (n—1) ;(n—1)
A e,

g D [;n—l)’

Sl Va—1

—n—1) ;(2n—1)
* + p’n ]k ’

c7(2n—1) ___ 4/n) -1 (n+1) —(n—=1) y(2n -1t

=0 e LT e, LT

Quand la variable x fait un tour du point singulier x, =— o dans
2 (k—m)i

(m) "oetd ,(:jm) obtient

le sens négatif, &7, obtient le facteur p —e
2 (k+m)i

le facteur p " . On peut donc présenter ces intégrales

n<+m
sous la forme

= e

k—m
foq n
(5;) - X" fm (Xl, X2y - - vy xn)'
—kom
c7(ndm) __ Th T
@7,{ =x, foim (g, X2,y x)
m=—o, I,...,n—1,

ol fp (x1, x2,. . -, x), p=—o0,1,..., 2n— 1, sont des fonctions uniformes
qui se développent en série de Laurent suivant les puissances posi-
tives et négatives de x, et en série de Maclaurin suivant les
*
X, )
Remarquons que si au systtme (8), (9) satisfait la fonction
S, (x1, x,- ., x,), au méme systéme satisfait encore la fonction

_ktiS_k (x1,—x2000y, (—1)" - x_)- On peut donc obtenir l'intégrale @7,5"?'"

puissances positives de xj, xo,. .

( — k=
de @9,:"), m=o, 1,...,n— 1, en multipliant cette derniére par e et
en y remplacant & par—k et x3, x4,..., par—xz — xy,. . .

#) [Divers développements des fonctions
I,;P) (x1, Xg, <oy Xn), @7,?’) (X1, X3y .., Xn)y p=o0, I, ey 2n — I,

en séries sont indiqués par 'auteur dans sa Thése lithographiée, §§ 18 et 19..
Voir encore Comptes rendus, t. 165, 1917, p. 23 et 1100; t. 185, 1927, p- 409]..
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§ 11. Formule daddition. Remplagons maintenant dans les inté-
grales (35) xi, xz,..., x, respectivement par xi—yi,..., X2 Y.

x,—~y,, nous obtenons

Sk(xl +y1’ Xa +y2" cer X, —{—yn):

. b f2‘—(t—z‘ 1)+§ (-t H 4.+ —X; (-7
— .1 X
2:1‘,/ €
a
7 (l—t'_l)-f—% -4+ »y2"— s
X e t dt,

ou a et b ont la signification indiquée en § 6 et

(52) R [(x,+y) «1<o0, R |(x,+y,) B"] <o.

Pour chaque valeur de y on peut choisir les constantes «, 8 de telle

oy b ~ oy . .
maniére qu'en méme temps avec les conditions (52) seront satisfaites.
encore les suivantes

R (y,a") <o, R (y,8") < o.

Pour cela, en vertu des inégalités

R[yn“" <I + }:)J <o, R [ynﬁ“ <1 : L}J <o,

A
X
il suffit d’admettre que mod EIL< I.
n

Développons alors

- —2
Bt ) BT ey
e2 2 2

en série suivant la formule (14), nous obtenons la formule d’addition.
Sk (xl_l_yl’ x2+!]2)' O] xn—.Lyn):

oo b v g Un
R » I (t—-t—l)+y’ (tz—t-"z)-]—...»{— —(t"—t"") o
- : } [ (X],Xg,..., x,,)‘l'-/ez 2 2 tp k 1dt'
P 27
p=—® a
+oo .
)
:Z Ip (x1, x3,. ., x)) Sp—p Y1 ¥2- -1 y,)
p=—co

avec
(53) mod x, < mod y,.

Pour n=1 elle a été indiquée par Schlafli *).

*) Mathematische Annalen, B. 3, 1871, p. 135—137. [Cette démonstration
de la formule d’addition n’est pas rigoureuse a cause de l'intervalle infini de I'in-
tégration. La démonstration rigoureuse se trouve dans la nouvelle édition de I'ouv-
rage de l'auteur ,Sur les fonctions de Bessel a plusieurs variables et leurs:
applications en mécanique* qui va paraftre prochainement dans les Annales
de Vlnstitut des Mines a Leningrad, t. 7,, 1928].
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Pour k entier le chemin curviligne d’intégration dans ’expression
de 7, (x1, xz5.+ -, x,) sous forme d’intégrale se réduit 4 un contour

fermé autour de l'origine et la condition (53) disparait.
Comme cas particulier de 'égalité

[k (xly_i_yln x2+y21' ..y X,llﬁl"y,,):

“+oo
:Z Ip (xlr X2y e v 0y xn/) Ik—p (yh Yare o oy yn):

p=—w
si I'on y pose

PN=Yo= ... =y, =x, =0,y =x,
et si I'on se rappele (§ 3, Remarque) que

p (0000, 9)=1_,(y)

pour k — p multiple de n et
L, (0, 0,..., 0,5)=0

pour toutes les autres valeurs de k—p, on obtient la formule de

M. B. Jekhowsky #)

I, (x\, xq,..., x)_EI X1y X240 .., x!._l) Ik—p (xn)

p;——oo n

ﬂ'S‘

q_—oo

1< g xl, Xoye o vy x"_l) /q (xn),

ou k— p=—=ngq.

§ 12. Généralisation dune formule de C. Neumann.
Du développement (14) on déduit

Iz . N
Elk [x1 (s+s70), x (sFs ), 4. -] =

k==—c0

3;1 (s4s7Y) (t—t—‘)—i»if)’- (sPds— 3 (2 =)+ ...
e =

D’autre part
2t =) + 3 T E—TH
e

2 0}

P e B e e i B s
—_— e e

Xt

2 -2
—= §
2

(s~ —st—H+ ;‘ (¢ —s2 4

*) Comptes rendus, t. 162, 1916, p. 318.—Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, t. 41, 1917, p. 58.
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Par conséquent

o
Q[ =1 2 —2 k
A\/_‘.Ik[x, (s+s ), xa (s—s )...1t =
k=—20
oo -0
Q Wl f—p!
:}-J IP (x1, x9y...) 1" }.JIP' (x1, x9,...) s 7.
p——0C0 p =—00

En comparant dans les deux membres de cette derniére égalité les
coefficients des mémes puissances de #, on conclut

14

=—p+k
et

L [xi s+s71 xo (s°Fs72),.. ] =

. 4o
. [V 2 — ke
=S,IP(X1, _Xz,-..) 1—~p+l¢<x1’ Xg,...) 5}7 .
p=—00
En posant ici s=e" et en remplagant respectivement k et p
d’abord par 2k et p-}k, puis par 2k 1 et p— k-1, on arrive
aux développements suivants

L, (2x1cosa, 2xycos2%,...) = [I, (x1, x3. . D

fee]
N

+2 : 1k+p (x1, x9,...) [k—P (x1, x2,...) cosz2pa,
=1

12k+ 1 (2xl cos%, 2xycos20,. . ) —=

(6]
[ |
=2 Z ]k~"p+l (x,, Xy o+ Ik_p (x1, x2,...) cos (2p—+1) 2,
p=0

pow le cas d'une variable indiqués par Schlafli ¥).
Il vient d’ici **)

(54") : / 1, (2x) cosa, 2x,cos29,...) cos 2pzda =
0
:1k+p (x1y xz,-..) ]k_p (x1, x2,.-4),

(54" = / Ly, 1 (2x1 cosa, 2xyc0s24,. . .) cos (2p+ 1) oda=
6

:1k+p+l (xl, Xogye o ) 7 —p (xl, Xgy - - .).
#) Mathematische Annalen, B. 3, 1871, p. 142.

#%) {En indiquant dans ma These lithographiée (chapitre IV) une extension
dessériesde Lommel, CC.Neumann, Kapteyn et Schlémilch au cas
de plusieurs variables, {e profite (§ 29) des formules (54’), (54”) pour le passage
des séries ordonnées suivant les fonctions [, (x5, x5, ...). fo (kxy, kxs ...).
It (kxy, kxy. ...), k=o0, 221, = 2, .., aux séries suivant les produits de ces
fonctions. Voir Comptes rendus, t. 165, 1917, p. 23].
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‘Pour p=10 on obtient de (54') la formule intéressente
é— / 1, (2xicos%, 2x,c0s24,. . .)da:[lk (x1, x2,...)]3%
§ .

pour les fonctions de Bessel ordinaires donnée par C. Neu-
mann *).

0 ¢pyaxgaax Bessel's mmormx mepemennsix.
M. H. Axumosa.

B aTo#i crarbe, mpeacrasasowedi nepesox §§ 5—7, 10, 11,
16, 17, 21 —23 u 29 aurorpadupoBaHHOH AHCCEpPTAUMH aBTOPA
»,O ¢ynkunsax Bessel's MHOrax nepeMeHHbIX M HX MPHAOKEHUAXK
B mexanwke“ ([lerporpaa, 1922), uccaeayiorcs HekoTopbie cBOM-
crsa ¢yskguit [, (x;, xp,..., X)), onpejersieMblXx Kak KO3 pu-
UUEHTbl Pa3AOKEHHA

T N NPT B Jn ——n
ez(zz Yty (=T e (e ;o

S
k
= Z I, (xy x25..., x) 8

k=—c0

"M [PH NPOH3BOABHOM 3HAaYEHHH MNapaMeTpa k UPeACTaBASIEMbIX
KOHTYPHbIM HHTErPaAOM
©F x4 X o9 9 *nooom_ ,—n
1 / 5 (t—t J+2— (t°—1¢ St =T
- = e
27,
Qo %

¢ e,

.rie BeNleCTBEHHash 4acThb x & U X B MEHbIIe HYAA.
n n

*) Theorie der Besselschen Functionen, 1867, p. 70.



Sur la convergence des formules des quadratures
mécaniques dans un intervalle infini.

A. Jouravsky.

§ 1. La probléme des quadratures mécaniques, comme il est bien
connu, consiste en ceci:
Soit p (x) une fonction satisfaisante a la condition

3
/ p (x) dx >0, a<a<<B<Lb.
Toutes les intégrales
b
mn——_——'/ P (x) xna’x, n—o, 1, 2...

appelées des moments, existent.
On peut alors indiquer le nombres

anln <x2n <."<x"""§b

et la suite des valeurs positives Aln, Aln,. . .An" telles, que

b
[ p 0 F @ dx= 4, f () Ay f ()bt A S ().

Cette égalité est vrai pour tous les polynomes de degré non supe-
rieur a3 2n— 1.

Pour les autres fonctions cette formule est seulement approximative
et tout naturellement la question se pose, s’il est possible d’obtenir
ainsi une approximation indéfinie.

La probléme de la convergence des quadratures mécaniques était
lobjet des travaux des plusieur géométres savants.

Pour le cas des limites finis cette question était resolue par
Stieltjes *). Puis le méme probléme et le probléme plus général
était étudié par Stekloff **) et Kryloff **¥),

*) Stieltjes. Quelques recherches sur la théorie des quadratures dites
mécaniques. Annales de ’école normale. 1884. T. I. S 3.

**) Sur le calcul approché des intégrales définies au moyen des formules
des quadratures mécaniques. Bulletin de I’Academie des Sciences de P. 1916.
S. VI, Ne 3 (en russe).

**%) Sur la convergence des formules des quadratures mécaniques et quel-
ques questions qui s'y rattachent. Annales de l‘école des mines de Petrograde
1915 (en russe).
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Le cas des limites infinis presentait plus de difficulté. Stieltjes.
a étudié le probléeme de la convergence de la fraction continue
a lintégrale '
o0

plx) dx.
., x—z

0

Ce probléme est equivalent au probléme de la convergence de la

formule des quadratures mécaniques pour la fonction

f )=

Markoff *) Sonin **) et Perron **) s’occupaient du méme pro-
bléme. La question générale de la convergence des formules des qua-
dratures mécaniques dans un intervalle infini était. duscutée pour la
premiére fois par Ouspensky *). Dans son travail ,Sur la conver-
gence des formules des quadratures mécaniques entre des limites
infinies“ il a etabli le resultat important suivant.

La formule des quadratures mécaniques

+ o

(1) '/‘ p () f (x) dx=A4,, f (xln) - A f(x,) -4 R,

QO -

I
xX—z

est convergente sous la condition

. lgn 2n
lim m, |——-)=o
n

n
n---> oo
pour toute fonction intégrable f (x), qui satisfait a l'inégalité
lfFI<|xls [x|>N
ou N est un nombre assez grand.

Le but de cette note est de montrer que ces conditions penvent
étre étandus sensiblement par rapport au caractére de la croissance de
la fonction f (x) aussi bien par rapport des moments.

§ 2. Soit F (x) une fonction entiére

F=abaxfact ot

dont tous les coefficients sont des nombres positifs.

.

*) Deux démonstrations de la convergence de certaines fractions continues.
Acta Mathematica T. 19.

. d v .
#%) Sur I'intégrale /F(x) z___:_r; Mémoires de I’Academie des Sciences de

St.-Petersbourg. T. 38. S. VII, Ne 14. )
#%#) Erweiterung eines Markoffschen Satzes iiber Konvergenz gewisser

briiche: Mathematische Annalen Bd. 74, 1913.

#%%%) Bulletin de 1'’Academie des Sciences de Petrograde. 1916.
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Supposons que la série

[ee]

2
n=0
est convergente.

Alors nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 1.

La formule des quadratures mécaniques (1) est convergente pour
f ) =F (x?.
Posons pour simplifier I'écriture.
A

m, (h)= /) p (%) £dx,

n
k
m, = A x.
,n mn m
i=1

m, , () = Z 4, "fn’

| xip | <R

et

ot la sommation est etendue sur les valeurs x, appartenantes a I'inter-
valle (— A, h).
En intégrant la série
F(xY)=cyteax*+... +cnx2n+' R

qui est uniformement convergente dans lintervalle (—h, h), nous
obtenons

n

h
(2) / p () F () de= 3 emy(R)+R, (B).
=

k=0
En méme temps

n

(3) 2 Ais f (xis) = 2 Ckak, s(h)+‘Qn,s (h)’

| x5 <R k=20
La série

(4) S:CO+01 m2+...+c" m2n+...

st majorante pour la série (2) parceque
my, > my, (k)

La méme série est majorante pour la série (3) et pour la série

(5) Ss:CO+cl mQ'S—{—...—]—cn m2n,s+..

Kypu. Aeumurp. Mus.-Mar. O-Ba, 1. II, B. 1 (1928). 3
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En effet il est evident, que
m2n, s> m2n, s (h)

D’autre part I'inégalité de Grommer *) montre, que

my, > Mop,s *

Designons par R le reste de la série (4). Soit & un nombre positif
arbitraire. Prenons un nembre n, assez grand pour, que I'on a

R < —;— , n=n.
Pour ces valeurs de n on a aussi
R, ()<,
quel que soit A.

Il est aisé de voir, que

‘ S—fp (x) F (x?) dx)<ick ((my‘—m% (h))—l—% €.
“h =0

Choisissons maintenant um nombre H ainsi, qu'il soit

Ty

2 Sk <’"21< My (h)> < %

%=0
pour h > H.
Alors on a
h
\s—/p (0) F(2) dx | <o
—h
pour A > H.

Il suit de la

“+oo
fp (x) F (x®) dx=co+ermy~+...4cm, + ...
Nous avons aussi

5= 4,F (2
i=1

Considérons la différence
S—S.

*) Ganze transcendente Functionen " mit lauter reelen Nullstellen. Journal
fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 144. 1914.
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. . v oy’ e
‘On trouve aisement l'inégalité

S 2
[5—3S, 1< ch (my—myy, n)+7='

k=0

Prenons maintenant n > 2ny. Pour cette valeur de n,

Myp == Moy k< no
et par suite
No
2 & (my—my, ,)==o0.
k=0

On obtient ainsi

|S=S, 1 <&, n>an ()
11 suit dela

n +o
A, F (x> p (x) F (x*) dx
= /

‘quand n croit infiniment.

§ 3. Il est trés important pour ce qui suit d’éstimer la somme

YA, F (x))
| xip | >h

<tandue sur les valeurs | x, | > A

Supposons que l'intégrale

fp (t) dt

‘est une fonction continue de x et que les moments satisfont a la con-
dition '

{6) m, < C (2n +p)! I, p>o, 1>o.

Dans ce cas, comme 1'a démontré Polya *)

b
2141.,1——) !/.p (x) dx

aé!xinléb a

quand n croit infiniment.

*) Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheintlichkeitsrechnung
und das Momenten problem. Mathematische Zeitschrift Bd. 8. 1920.

1*
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A
On peut aisement tirer delad *) que, si la fonction f (x) est inté~
grable dans lintervalle (a, b),

,ZAJRJ%/pmuou

al | xp | Kb
En utilisant ces resultats nous démontrons le théoréme suivant.

Téoréme 2.

Si la formule des quadratures mécaniques

-+
/p ) f ) dx:Alnf(xln)“}' ot A,,,, f (x,.n)+Rn

est convergente, I'inégalité

yAin f (xin)

|"mI>H

est satisfaite, pour les valeurs assez grandes de n, si H est suffisament

grand.
On a

EAmf (x;, ‘:ﬁAm f (xin)__EAinf (x;,)
Xin | > h =1 | Xin | < B

d’ou l'on tire

i % v, -+ o |
D s S N e [p 00w |+

'|"'m]>h

+oo A |
/owwﬁ—/pwfwhﬁ-
—oo —h

-I—l/p(x)f(x) de— 3 A, f (x,)

| xin | < R

#) Stiltjes. Quelques recherches sur la théorie des quadratures dites
mécaniques.
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Prenons un nombre H assez grand pour que

4 4
Sr@rwa—[p@re d
—oo ~H

ol ¢ est un nombre positif arbitraire.
p

De ce que nous avons dit il est aisé de voir, qu’on peut choisir
un nombre N tel, que

LS .
S r @ 0 =B A, ) < a >N
\ —H Xin s,g_ H
et
| -+o0
% / P (x) f (x) dx _—Z in f (xm n > N'
i=1
‘Ces inégalités nous donnent
2 Ain f (xin) <&, n>N.

I-"i‘>H

Le théoréme est démontré.
Nous pouvons appliquer maintenant ces resultats a la fonction F (x?)
et nous obtenons

3 4, Fl)<e n>N,
lxpm | >H

§ 4. Les resultats obtenus permettent d’établir aisement le théoréme

Théoréme 3.

Si la formule des quadratures mécaniques
—)—.oo
/ p (x) F (x) dx:Aln F (xln)—{—. .+ A, F (xnn)—i—Rn
-est convergente pour une fonction F (x) qui est positive pour les
valeurs assez grandes de | x |, la formule
+oo
/ P i(x) f (x) dx == Aln f (x1n)‘+—' * '_I—Ann f (xnn) —l—rn

— 0

est convergente pour toute fonction intégrable f (x) qui satisfait
4 Dinégalité

|f ()| <F(x), |x|>L.
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L étant un nombre assez grand.
En partant de l'inégalité

—+ o
S P f dx—-z A, f (x,) | <
— o i=1
\ /P(x)f(x) dx— 3 A, £ (x,) »Jr
I x,,,| <h
+oo
+ S rwre dx—/ P W e |+
+| 2 Ay f ()
| Xip | >h
choisissons H' de telle maniére qu'il soit
+oo
f p () f () dx—/p W) () de |<%, AZH,

ou ¢ est un nombre positif donné a l'avance. Nous pouvons aussi,

conformemant 4 le théoréme 2, indiquer le nombre H>Max (H', L}
tel que l'on a

pour n > Nj.
Il suit dela, que

2 Ain f (xin)

| xip | > H

Remarquons que I'inégalité

fp(x)f<x ) de— 3 4, 1 )

< £
I xip | <H
tienne place pour n > N,.
On conclat dela, que
+oo
[r@rwa— 4, f ()| <
S i=1

pour n > N=Max (N;, N,).
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Le théoréme est demontré.
§ 5. Comme une conséquence immédiate des théorémes precedentes
on a la proposition.

Théoréme 4.

La formule des quadratures mécaniques

/p ) F () de=Ay, f (o) + A A, f () FR,

est convergente pour toute fonction intégrable f (x), qui pour les
valeurs suffisament grandes du | x | reste plus petite en valeur abso-
lue, que F (x?) ou

F(x)=cote x+...4¢c, X"+... ¢,20 (i=o, 1,...)

est une fondction entiére tranoscendente et la série

(o)
2& C; my;
i—=0

est convergente.

Signalons une forme particuliére de la fonction de comparaison F (x)

w)Fm;di+%+m+ix

A est un nombre positife arbitraire.

Si les moments croissent trop lentement pour que la série (7) rep-
résente une fonction entiére nous pouvons toujours trouver tels nom-
bres Ag, A,...A que la fonction

) o<lp<i1.

D (x) =

I
lm I\lmz + + A M, +

sera une fonction entiére et prendre cette fonction @ (x) comme une
fonction de comparaison.
Il est important pour le suivant de remarquer que

R EN P Ik
A. __Tim — / -
E T, T2 lxl* 472
i=1 wm — o
quand n croit infiniment.

En effet on a evidement

[ x]”

Terepe < x>
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ou M et N sont des nombres suffisament grands et la fonction
M
F (x)=x
satisfait aux conditions du théoréme 4.

§ 6. Ayant en vue les applications nous démontrons qu'on peut
prendre une autre fonction comme la fonction de comparaison. Consi-
dérons la fonction

2
D (x) :_&LT
x| * 2
ou
F(x)=co+ec x+.. .+cn P ST ;= (i=wo, 1, 2,...)
est une fonction entiére transcendente.
Soit
s — 2k + 20 o<=c< 1

k est un nombre entier.

Théoréme 5.

La formule des quadratures mécaniques

4o n
/ PEF@E) O A F 0™
S x|+ dx= 2& | e, +0 TR,

— o0 i=1

est convergente, si la série

(e o)

3 1 -3
Cnir Mon—2 Moy

n=1

est convergente.
Soit
F@x)=F (x) + F, (x),

ou

F; (x):co+c1x+ e -%ckxk

et
k+1 n
F, (X):Ck—Hx 4 e, x

La formule des quadratures converge pour la fonction

@) ()=

R

parceque ®; (x) reste finie pour toutes les valeurs de x.
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Pour établir la convergence des quadratures pour

)

PIESE

nous avons A peu prés la méme marche i suivre que dans la démons-

trations du théoréme 1.
En intégrant la série

"1)2 (x) =

© 2n
_1 C X
l4)) — —r
® Q=3
n= k+l
terme a terme on obtien
h 2n
p
/P (x) @y (x) dx = Ek : _[xv .'12

L’intégrale

h
p (x) £* 2n—s
/ |s+),,dx</p(x) | x| dx.

En appliquant la formule généralisée de Schwarz, nous avons

/p W [« de<

—h
. 1—s5
2n—-2k—2 n—2
(/p<x) ) (/Mx dx>
La série
n s 1—s Y s 1—3

19) Z C oM )y My (k) — }4 €tk Moy * Moy

n=k+1 k=1

est majorante pour la série (8).

En répetant les raisonements du théoréme 1 on démontre aisément
-que

™ +o

x) x"

/p(x)(Do(x)dx— E /E(—)——dx.

r . 1x]s + )2
r=k+1 —oo '
Prenons maintenant en considération la somme

n

Sae s
L= e 3 |
o, |y, A
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De Tl'inégalité
a n 1--2
S s, s (Ban, ) (Dl )
n n mn
i=1 7 \'=1
on tire au moyen de l'inégalité de Grommer la conclusion, que
n
2r—s g 1—o
EAinlxinl .S.mz(r-k—n' my—r)-
i=1
La série (9) est majorante pour la série
[=9) n 2r
DI A
i r
= R
quel que soit n.

Considérons la différence

too n
f p () @; (x)dx — 2 A D, (x,) =

(x)x nﬁ in %Xin
_2 (/(};, +w ;HXH/?)

r—=k-+1
2 (/p (x) x* . A, x?r:
+ dx — 2 aTERvA
rem+l —co |x| + N i:l‘x""‘—}_'\‘
Prenons m assez grand pour que le reste de la série
’ oo
1—o
20 m, (r—k—1) * ™2 (r—k)<
r=m+1
On a alors
(e o] o n r
p (x) x Q) Am x?n . €
Pl <5 e X <
r—m+1 —oo AP AR r=m+41 i=1 { m! +

La valeur de m étant ainsi fixée choisissons une telle valeur ny,
el e
qu’il soit, si °r>°’

oo 2 n 2r
/' p (x) x* d O Ain Xin

s )2 x = i S )2
—oo‘xl + N i.—'_ljx“",—*-‘

pour n > n,.
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On tire de la

S p 00 de— D4, 0 ()| <o n>n,
—c0 =1

La formule des quadratures est convergente pour la fonction @, (x)-
et par conséquent elle est convergente pour la fonction @ (x).

§ 7. Ayant en vue que pour les valeurs suffisament grandes de |x |
a fonction @ (x) est du méme ordre que la fonction

F (x?)
[x[®

nous pouvons énoncer la proposition fondamental.

Théoréme 6. .

La formule des quadratures mécaniques

Jp@f e dx=4, f ) +A4, f )R,

est convergente sous la condition
my, <M (2n+{-p) ! I"
pour toute fonction intégrable f (x), qui satisfait a l'inégalité

F (x
lF @ < |2‘,(,323,0 o< 1;

pour les valeurs assez grandes de | x | .

La fonction

F (x):c0+c1x+...+cnxn+... c, =0 (n=o, 1, 2,...)

est une fonction entiére transcendente et la série

(o ¢]

1—0
. (10) 2 Cotk m2n 2 Mo

n=1
est supposée convergente. Le nombre k est entier
Ce théoréme offre un grand nombre d’applications.
Si la série
bt 3 1—s3
2: Mon—2 M2n
my, 12k

n=1
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est convergente nous pouvons affirmer la convergence des quadratures
pour la fonction f (x), qui satisfait 3 la condition

£ 1< e el >

ol
F I X X" + ’
(x)_~—r;;+72+"'+m2n e
est une fonction entiére transcendente.

Si la fonction F (x) n'est pas une entiére transcendente nous
pouvons choisir une suite des nombres positifs

ho <A <Ayoow <A ...

ainsi que la fonction

DW= bt

'o my ' Ay omy

sera une fonction entiére et prendre la fonction @ (x?) au lieu de

F (x?).

On peut tirer d’autres conséquences.

Théoré¢me 7.
La formule des quadratures mécaniques
+ oo

/‘ p (x) f (x) dx=A4,, f (xln)"{—---“"‘A,mf (xnn)+Rn

—

-est convergente sous la condition

m, = M (2n—p)! a"

pour toute fonction inégrable f (x) qui satisfait a I'inégalité

| x|

a

lf | <4 pFmre s lxl>L e>o

ot L est un nombre suffisament grand.
Soit p =2/ 2k. Nombre / est un entier et 0 = < 1.
Posons alors
F (=P ch =
et choisissons
k=1 20=28+4a«a
si 2k < 1.
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Il est aisé de voir, que

g 1—0 B
gk Mop—2 M o, <*HT’

ou B est une constante convenable.

La série
[ee]

¢ g
(x) E Cntk Mon—2 Mop

n=1
est convergente, si @ > 1.

Quand 2A > 1 posons

k=141, 20=2h+fa—2.

On a alors

1—0 B’
Crtk mz,. 2 My, <:'T’

ou B' est une constante proprement choisie.

Si a>> 1, la série (11) est convergente. Il suit de la la convergence

des quadratures pour chaque fonction inégrable f (x) satisfaisante
a l'inégalité

lf|<C , A > 1

lp4—u

pour les valeurs suffisament grandes de la variable.

En remarquant maintenant que la fonction ch 72— est du méme
Tl ;
ordre de grandeur que e * pour les grandes valeurs de | x | nous
obtenons la convergence de la formule des quadratures pour la fon-
ction f (x), qui satisfait a l'inégalité

I_XJ

If(x)|<A |p+°" @>1

pour les valeurs du | x | suffisament grandes.

§ 8. Les conditions de la convergence rélatives a la croissance de la
fonction f (x) peuvent étre precisées dans les cas speciaux.
Considérons comme un exemple les quadratures

+
(2) [ e F ) dxv=A, flu) b A, f )R,

— 0



46 A. Jouravsky.

La formule des quadratures (12) est convergente pour toute fonction
intégrable f (x), qui satisfait a la condition

lf) | << A——— , a>1

2
eX
x|®

pour les valeurs suffisament grandes de | x

En effet posons
F(x)=¢"
et
k—o, 20=—a.
On a alors
n+k m;..—z ’";n < _,—:%__ )
n° T

La série (10) est convergente pour & > I. Il suit de la la conver-
gence des quadratures sous les conditions mentionnées.

§ 9. Les conditions de la convergence rélatives aux moments
peuvent étre étandues dans le cas ou seulement un des limites d’intégra-
tion devient infini.

Pour le faire aussi simple que possible signalons une corréspondance
étroite qui éxiste entre les formules des quadratures mécaniques avec
deux limites d’intégration infini et celles rélatives aux cas ou seulement
un des limites a une valeur infinie.

Soit

W) [ pWF) =4, f )+ A, f ()R,

une d’elles.
Posons
PO =|xlp&+o

et considérons la formule

+
) [ P@ F@W d=C, F)+...+C, Flu)+R,.

Les quantités x,;, x,,,...x;, sont les racines de I'équation

n

6, (x)=o,

-ott 8 (x) est un polynome bien détérminé du degré n.
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Ce polynome est caractérisé par la propriété.

(e

@s) [p®6, (7 dr=o,

c
ot f (x) est un polynome du degré non supérieur a n— 1.

En méme temps les quantités u,...u, sont les racines de
I'équation
0, @=o

du degré e. Le -polynome O, (u) est caractérisé par la rélation

+aoo
/ P (u) 8e (@) F (u) du=o

ayant place pour tout polynome F (u) du degré non supérieur 3 e — 1.

Par la transformation x =u?-¢ nous passons de la rélation (16)
a la rélation

+
/ P (6, (@tc) fw+c) du=o.

Polynome @ (u)=f (u*-+¢) est un polynome arbitraire, qui ne
contient que les puissances paires de x.
En remarquant que I'égalité

+o0
/ P (u) ﬁn @+ ¢ (@) du=o

— o0

-est evidement satisfaite pour chaque polynome impaire ¢ (z) nous en
-deduisons la rélation

—f—'oo
J PWO, (o F () du=o,

— ©O

ol
F =2 @+ @
-est un polynome arbitraire de u dont le degré et plus petit que 2n.

Il suit de la, que
8, (@W=0 (>4

et par conséquence

2 .
:(16) u; 2n:-u2n—i+l, 2 Wi 2n _,_c=xin’ (l:I’ 2""")'
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De la formule bien connue

” 6, (x)
4,= [pt

(2 —x;) B (3)

il suit, que

+ oo
b, (1240
A= / P @) (2 —u2) 0 (12 +c)

— o0

En observant, que

+
e 2
[ P@ et =

14
(1/12 — u?n) 6, (u?n +¢)

et que
@'2" (u): 2u 9;' (u2+c)

il est aisé d’y déduir, que

-+ oo
(¢)
a,=2 [ P m () du,

(ll —-u; Qn) ®;n (uin)

ouw
(17) A =12C, 5, =2C, i 10, (=1, 2,...0).
Les rélations (16), (17) établissent une corréspondance entre les

formules (13) et (14).
Le moment M, est donné par la formule

—+ oo oo
M= [ Pwa=[p ) =
et on a

M2n:mn-_( ,11) cmn—l +( ; ) Can—-Z_i_' . '+(—l)nc{l -
Si les moments
m <M (2n+p)! a"

les moments M, satisfont a 'inégalité

M, <M (2n--p)! s>,

ou

b*=a-t|c|.
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On tire de 13 en faisant usage du resultat indiqué par Polya, que

A, ——> /p(x) dx

x”.<x

quand. n croit infiniment, si les moments m satisfont a la condition

m <M (2n-+p)! a

§ 10. En répetant les mémes raisonements, que nous avons fait
dans les paragraphes précédants on démontre les propositions suivantes.

Théoréme 8.

La formule des quadratures mécaniques

8 [P f ) d=4,f &) A4, f ) FR,

est convergente sous la condition

(19) m, <M (2n 4 p)! "
pour toute fonction intégrable f (x), qui pour les valeurs assez grandes
de x satisfait a I'inégalité

[f )< Fzéizq 0<o<1; k entier,

ou
F(x)=co+c; x+...4c, x"+...c, 20 (n=0, 1,...)

est une fonction entiére transcendante et la série
o0
1—0
Cotik m2n—2 my,
n=1

est convergente.

Théoréme 9.

La formule des quadratures. mécaniques (18) est convergente sous
la condition (19) pour toute fonction f (x) qui satisfait a I'inégalité

Vx

a

[f)| <A—5——,e>0

7 (p+1)+2

pour les valeurs suffisament g-randes de x.
Kypnaa. 4
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§ 11. Les conditions du théoréme 9 peuvent étre précisées dans le cas
speciaux. Considérons par exemple les quadratures

(o)

/xke—xf (x) dx=A, f (xln)-}— ce —[-—A"nf (xnn)+Rn, A>—1.

0

Ces quadratures sont convergentes pour toute fonction intégrable
f (x) satisfaisante a la condition

1| <A, e>o0, x>L

ou L est suffisament grand.

0 cxoammocTH (opMya MexaHEmIeCKHX KBajPaTyp
B 0ECKOHETHOM HPOME:kKYTKE.

A. Kypascruii.

[peameToM macroswe# CTaTbu CAyAHT BOMNPOC O CXOZHMOCTH
(OpPMyA MeXaHHYECKHX KBaApaTyp, OTHOCAWMUXCA K GeckoHeuHOMY
npomexyTKy. ABTOp ycTaHaBAHBaeT caeayiollee obiiee NpeArO-
KeHue.

MDopmyra mexanmueckHx KBazpaTyp

oo
/ P (X) f (x) dx:Aln f (xln)+ e _*-Ann f (xnn)+Rn

CXOZHUTCA NPpH YCAOBHH, 4UTO

**) mzn:,/l’ () £ dx <M (2n-p)! o™

AAA BeAKoH mHTerpHpyeMoRi gynkuuu f (x), koTopas mpu zocra-
TOYHO 6GOABPIIHX MO a6COAIOTHOR BeAHMYHMHE 3Ha4YEHHAX X YZOBAe-
TBOpSAET HepaBeHCTBY

(+*+) [ fx)] < Fé: +)2c’ 0=x<1 (k—uncro ueroe),

rae
F=cytex+...4c x"+... c,=>0
€CTb LeAas TPAHCUEHJACHTHaf (QYHKUHA H psA

1—a
2 Cotte Mypy My,

n=1

CXOAUTCS.
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Hs atolt Teopembl cAeayeT B YaCTHOCTH, 4TO (OpMyAa Mexa-
muyeckux keazpatyp (¥) cxoaurca npu ycaosuu (**) aas Besakoft
HHTerpupyeMofi pyHkuuH [ (x), yaoBaeTBOpsiouiel HEPaBEeHCTBY

lxl

)| < A5 >0,

TIpH AOCTATOYHO GOADIIMX 3HaueHHAX | x | .

[Tocreanee ycroBme MoOxeT 6biTb yAydlIeHO B OTACABHBIX
CAyYasix.
Taxk, nanpumep, popMyra MexaHHYECKHX KBazpaTyp

“+oo

S F @) dx=a,, f (). A, f ()R,

-0

CXOZHTCS, €CAH HHTerpHpyemas ¢yHkuusa f (x) yaoBAeTBOpser
‘YCAOBHIO

)] <A—73p |1+e , €>0,

npu | x| aocrarouno Goabmiom.

Ecan ToAbKO OaMH M3 npeaeAroB HHTerpHpoOBaHUs GeckoHeuHhd,
T0 ycaosue (**) Moxer GbiTb 3aMEHEHO YCAOBHEM

(%X m <M (2n+p)! o".

Mopmyra MexaHHYECKHX KBajpaTyp

/p (X) f (x) dx:Ain‘f (xln)+ A +Annf (xnn)+Rn

<xoauTca npu ycaoBru ( 5 ¢ ) AAs Besxofh mHTerpupyemoft pyHk-
uHu f (x), yaoBAeTBOpsifoled MNPH AOCTATOYHO ~GOABIIMX SHaye-
HHAX X HepaBeHCTBY (x*:).

Cxoaumoctbd popmyAb:

[ee]

[P fe d=A, f (x)+-. A, (5,)+R,

€

nipu ycaoBu ( 5 ;) Momer 6biTb rapaHTHpOBaHa JAAA BCAKOH
wmHTerpupyemoit pyskuun f (x), yaoBreTBOpsAIOWeR HepaBeHCTBY

Vx

[f]<A e>0

—( +1)+=
x?

AIPH AOCTATO4YHO GOADIINX 3HAYEHHAX X.
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10 ycAoBHe MOMeET GbITb B OTAEAbHBIX CAy4asX SHAUHTEAbHO
YAyumIeHo. g
Hanpumep, xBaaparypnt

(o]

[ R f ) dx=Ay f )+ een+A, f ) +R, 2> —1.

0
CXOAATCA NPH YCAOBHH, UTO

ex

| f )] <A-—Q7ggey 220, x>1L,

rae L aocratouno 6oabmoe uHCAO.



Sum-formulae containing numerical functions.
By N. S. Koshliakov.

The present paper contains the investigation and applications of the
sum-formulae concerning sums of the following form

n<b

D a, s @),

n>a
‘where a, denotes a certain arithmetical function.

The formulae of this kind were considered by Voronoi, *)
Sierpinski,*)and L andau**);namely when a, denotes the number

-of divisors of n, or the number of integral solutions of the equation
x24-x2=n and the like.

Here we consider the case, when a, denotes the arithmetical func-

‘tion, subject to some sufficiently general conditions.

In the first paragraph of our paper we deal with the fundamental
-auxiliary problem of finding the function o (—z) having on the plane
-of the variable z=x-}-iy an illimited number of simple poles in
z—1, 2, 3,...; the respective residues being equal to ai, a3, a3,...
“This function o (—z) is analogous to cotgTz and to Voronofi’s function
g (—z) **¥), It can be found by the method indicated by Voron oi,
but we prefer to develop an independent method which is simpler and
at the same time more elementary ***+*),

The following . two paragraphs contain the deduction of sum -for-
mulae and their applications. In the last paragraph we investigate some
particular cases of the function @, ; the number of examples related

.

#) Vorono?i. Annales de 'Ecole Norm. (3). 21. (1904).
##) Sierpinski. Prace Matem. fizyczne. t. XVIII (1907).
#¥¥) Landau. Vorlesungen iiber Zahlentheorie. Bd. II. (1927).

#*##%¥) Voronoi. loc. cit. p. 264.

###%%) We note, that when this paper has been already written, the author
became acquainted with the lately publishid work by A. Oppenheim
{Proc. of the Lond. Math. Soc. (2) v. 26, p. 4. (1927)), who gives, by
applications of Voronis method, the expansion of ‘the function anologous
to ¢ (—z), in the region of its poles, corresponding to the particular case
‘of our theory, when a, denotes the number of integral solutions of the equation

2
x%—[—x%—i— . .+x2p.__n.

Kypu. Aennnrp, Dus.-Mar. O-sa, 7. I, B. 1. (1928).
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of the theory of elliptic functions can' be considerably increased by
using formulae of Hermite’s paper: ,Sur les théorémes de” M. Kro-
necker relatifs aux formes quadratiques“ (Oeuvres complétes t. II.

P- 242).
§ 1. The study of the function o (2).

1. Denoting by v a positive integer, let us consider thearithmetical
functlon a, suchthat | @, | =0(n "¢y where ¢ denotes an arbi-
trarily small positive number. Let further ©(s) denote a function of the-
complex variable s=7t--it, regular at the point s—o and capable
of being represented for all values of t>>v by an absolutely con-
vergent Dirichlet’s series

(1) ¢ (s)=

Together with the function ©(s) we consider the function ¢ (s) also:
regular at the origin and representable by a series

(2) ¢(9=
1

absolutely convergent on the straight line T=_08,>v.
Let us suppose that two constant numbers a and >0 can be
found, such that the transformation formula

(]

Q —nbn B
by % a, E boe 'ip>o0
holds good where it is assumed a,= ¢ (0), bp =— ¢ (0).

The class of functions thus defined has some common properties,.
the study of which ‘is the chief aim of the present paper.

2. In the following it is essential to study the properties of the
function o(z) of the complex variable z=x-}-iy, defined by the:

following expansion

v—1 oo
—5 b _
() o @=—2abz * 3 2 K,_, (26 Vnz).
1 nT
Here
pr —1-p.iﬂ: ,
(3 Ku (z):-z—l e’ H}L (iz).

and H' (z) denotes the Hankel's function of the first kind, con-

nected with the cylindrical functions 7, (z) and Y, (2) by the relation:
H (@ =1, (2) 4 Y, ()
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In (II) "/; represents that value of the radical whose real part is
positive : R (Vz ) > o.

As to the function K _, (2b ]/nz) we notice the following inte-
gral representatlon *)

oo b’nz

(@  K_, (b Ve)=— (b V,Tz)“—l’/' e &
0

<’

valid for all the complex values of z with a positive real part.

In the following we make use of this integral relation. For the function
v—1

2K K, ,(2b Vnz) the negative part of the real axis serves as a cut

9—1

i.e that z ° K _, (28 V'nz) represents two different analytic functions,

according to the sign of the lmagmary part of z. Let us find the
value of the difference

v—1
A :{(_x+i8) 2 K,_,(2b Vn (——x—':g) —
5,0
- |
. 2 T
—_— [(—x—la) K,_, (2b Vr; (—x—za)f 5> 0
_’.0

using the following integral given by Sonin
v—1

22 K,_, (2b Vnz)=

=3 1
v ° v~—7 . b nt
(5) — ! - / t 12v—1 (2 ‘/nt) dt, R (V—Z_)>O,
2

(t+2)+!
2b” n G
Let zy=—2x <0 be a point situated on the negative part of the
real axis.
%

I
The function under the sign of the integral (5) has the point
t—=—z for a pole of the Y-} 1 order. When the difference z—z;

tends to zero, this pole coincides with the point — z=—1x, situated on

*) Watson. A treatise on the theorie of Bessel functions. p. 183.
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the positive part of the real axis. Let us describe around the latter
point a circle ay;BY,% (fig- 1) of an arbitrary small radius p. It is easy to
prove by means of the formula (5) that

1

A= lim ¢ _—lev—l (26 Vi) dt = —
5 p—>0 (t+zl)v+l ‘ i ‘

y_ 2
2b’n a8 2

, L _
:_—'T‘lﬂ—' DS) [x 2L, _, (2b an)],

17“71T
but
. 1 v ov—1

DV [« 7 b,y (b Vax) |=b"n " [, (b Viux)

X

and consequently
v—1

(6) A= —Twix 2 L, (2b Vn_x)
3. We proceed now to study the properties of the function o (2).

Theorem [. The infinite series (I) defining the function 6 (z) con-
verges uniformly in any point of the region, characterized by the
inequality ‘ )

@ RYVz)=Vx,
where x, denotes any positive number. ,

It is easy to establish the theorem 'using the following formula,

known in the theory of cylindrical functions *)

_ — =2V
I<y (2 Vz)zﬁVi- L‘{;——',
2 Vz
Theorem II. For all values of z defined by the inequality (7) the
modulus of o(z) satisfies the O-condition '

| 9] < 1.

v—1
(8) e | =0(|z] *)

The proof of the theorem is almost evident.

Theorem Il For all values of z with a positive real part the
function o (z) split into series of rational fractions as follows

a(z)= cpz(O) 'f‘(—l)v—l : E‘O)(vt)zbv“ zy_1 gz

—{—clzv—l—{—c,zv—-z—{—. e

am +—ot Y = (Fm—)
1

where €y Cy--.C ~denote definite constants.

*) Watson. loc. cit. p 207.
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To establish the theorem we take the transformation for-
mula (I) written in the form

oo nb’
2 ane ab’ + ab 2 b e iy

1
and integrate both parts with respect to p v times

—ne__ 9@ v
* =texpn Pt

+(=1)" ¢ () Til('y—) lgp+A0+A19+-~+Av_1 o T

(9) / a

1 (v)
p

Here f ...dp denotes a v-multiple integral and 4,, 4;,...4
)
are the constants of integration. It is allowed here to interchange the
sum and integral signs as, in virtue of the supposed properties of the
series of Dirichlet (1) and (2), the two series

v—1"

oo nbl

E / e o<Sk<<v

1 (k)

are uniformly convergent with respect to p, satisfying the inequality
po\ p<Px ’

where py and p; are two arbitrary values of p such, that o <Tpo < py.

Let us multiply both parts of the equality (9) by e, where
R(z)> o0, and integrate with respect to p from o to—foo. We get

VN 4 1 ¢ (0)
(=9 - n' z+,n: 21 {
V- vl B
+(—1) “;53; iy B

(10) +ab f —ZP/ —nb_ d‘: )

where B, By,...B, are constants.
o0 oo
We are allowed to interchange the signs f and E here too
1

0
because of the supposed properties of the series (1) and (2).
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The integration by parts, applied v times to the last integral in (10),
leads to the equation

CoSe ey
1

n’ 2+n_ zv+l

— 5 1 ¢ , C C,
P 0 e B Gy G S
oo o nb?
ab’ [ / THTT dp
(11) -+ > 21.‘ bno e Pv_,

where Cj, Cj,...C, are constants.
But the integral in the right hand member of the formula {(11)
is reduced by means of (4) to the function K,_; (25 V nz) and, as it

is easy to see, referring to the formula (II), that the last member in
the formula (11) is equal to
O(z

(12) - .

z

From (11) and (12) we derive then the formula (III).
Corollary. For all z where | z | <1 the function o(z) may be:
expressed by the series

s (z _—:(PT@—}—(—- I)y_lk‘g(o) I‘ilz:—) zv—llgz+
“+ e Zv_l_}"cz zv-2+---'+cv+

(13) =0T e R ST
1

‘4. Let us investigate now the function o (z) supposing the real part
of z negative. Let us consider the function o(—z) supposing that
R(z) > o. Then lg (—z) == lgz 5= i, taking the sign ,—* if ®=argz
satisfies the inequality o <® <{m, and the sign ,,—|—“ if —r<<o<o.

Unter such conditions it follows from the formula (III) that

o (—2)=—O 4y () {25 7 gz T )+ R (—)+
W) +27 D = (et )
1

according to

ool or —nlw<o
and putting for brevity
R(z2) =z " + 2™’ 4.+, z4c,.

5. It is further necessary for our purposes to find an upper limit
for | 6( z) | for sufficiently large | z | . The following theorem, the
proof of which may be achieved by means of the formulae (IV), the
theorem (I) and the supposed equality | @, | = O (n i), may be
used for this purpose.
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Theorem IV. If the real part of z satisfies the inequality
a0 < {RE} <Bo, (fel==—Ix])

where @y and B, are arbitrary positive fractions, then the upper limit of
| a(—z) | is given by O-equation:

(15) lo(—2) | =0(|z}|""),

where ¢ denotes an arbitrarily small positive number.

§ 2. Construction of the sum-formulae.

1. Let f(z) denote the function of the complex variable z = x| iy
holomorphic within of a certain closed contour C intersecting the real
axis in the points @ and B, where

o<alB m—1<<a<m n<B<n+t1,
and m and n are integers.

Let us denote the upper part of the contour C by 7;, the lower
part by 2. Let us consider the function

b V- .
F@==201440) 5% " Ggztr+
v—1 a, 1 I
+R (—z)+z. Z n' 1 <z—n+T)
This function has within the contour C a finite number of simple

poles in the points z=m, m-}1,...n — 1, n, with correspondent
residues equal to a, /@ .,,...a, ;, a,. By Cauchy’s theorem

n

Nar=st [ @ F @

21
or m C
nW I
Narv=2s [fOF@da—3; [ @ F@ d.
m ay,f a1,
Let us consider the contour ay,8 as the limit of the contour a'v,f',
where &' =—a—i8, B’ = —i3 and 3 remaining positive converges to zero.

Taking into consideration the formula (IV) we find that

// (2) F (2) dz=alim / f@)o (-—z) dz.
—0
7,3 aly,Bt
Equally by means of the formula (IV) we can prove that

[ror@a=im [ 16t

ay,8 0 a’1,B”

+ 27i ¢ (o) I-,GIZ—;) / f () 2 7z,

ay,f

o' =a-t+id, B"=PB+i8, 8>o0.

where
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In ‘what follows we assume that f(z) is a holomorphic function
‘within and on the boundary of C, whence

'/' f @ 2V dz ’:—/ Pt f (x) dx
ap,B «

and so . 6

M Das®=—t© i T @ at
-—-I—hm 1 { /f(z)c(—z)dz—»ff(z)o(—z) dz}

3—0 27 fl”{,ﬁ’ afy,8"

Let us suppose now that a>>o is an integer. Let us exclude the
point z==a by means of an arbitrary small semicircle with the radius ¢.

Let on this semicircle z be —to ee¥ and suppose that the function f(z)
-takes at the point z=—a a determined and finite value, while it is not
absolutely necessary for f(z) to be holomorphice in this point. Let
further that the difference f(z) —f(a) tends to zero uniformly with

™ ki
respect to — - < ¢ = when ¢ decreases to zero. Taking then

into account the expansion of the function F(z) in the region of the
poles, we find that in the considered case an additional summand

—— @, f (a) appears in the right hand member of the formula (V)
:and the summation in the left hand member begins from the value
A=a-1. ‘

3. Let the contour Cbe a rectangle with the altitude 2A, situated

symmetrically with respect to the real axis. Then the formula (V) may
be written in the form '

n

g
Masrm=—v0 5 [ 7 F (9 det

(VD) + lim {1 @, H—1 (& B} R ),
where —id
I h=1r [ f () o(—2) dz—
x4
x—+id
‘and x—zo

R (=5
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Suppose now that the function f(z) is such, that the equalites

(16) lim R (h) =o, lim 7@, ©)=o
h—>0c0 §—>0, B—>00
hold good. Then the sum-formula (VI) takes the form
< \) — ' ab’ v—1
2 g fN=—v @ x 0 f (0) de+

@ —ico a--ico
V) + [ @D de—r [ f @ o (=) 4

where a > o.

4. Let us investigate one more transformation of the formula (V).
As the series

o0

6 (—z)=—12ab (V—2) v 2 '_%T_ K, , (2b V —nz)
1

n 2
converges uniformly in the region a'v,8' and a'7,8", we have

ffwcﬁd&=

1

= —2ab 2 / f (x—id) (—x—|—13)v_

X K,_; (26 Vn (—xFd)) dx
(x7)
/f@cﬁd&=

G”T B”

-1 (2 b Vn (—x——is)) dx.

Returning to the formula (V) we suppose that the function f(z)
is such, that it is lawful to interchange both the sign lim and that of
the infinite sum in (17). Then, recalling the formula (6), we have

ani J /f(z) 9 (—2) dz-—/f(z) 6 (—2) dz} =

lim
8—0 o’ (o B o'y, 8
0 b g y=1
=a62 " / x 2 f(&x)1,_, (25 Vnx) dx
1 2 a
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aud finally get the following sum-formula

p
Nasrn=—t @ [ ¥ F () det

m
g v—1

d bn - o
Wiy e 3 I [ x T f ) L, (b Vi) dx,
1 n =2

a

‘where o< & <B.

§ 3. Application of the sum-formulae to the study of the
functions ¢ (s) and ¢ (s).

I

z

1. Let us apply the formula (VII) to the function f(z) =

R (s) > v, supposing a==1. We have to prove that in this case the

.conditions (16) are satisfied. The first of these conditions is satisfied, as the

s (—2)
S

modulus of the function can be made arbitrary small with suf-

z .
ficiently large value of | z | . As to the second of these conditions (16)
supposing that the number B increases indefinitely in the way that
a9 < {B} < Bo, where ay and B, are two arbitrary fractions, we find
by the theorem (IV), that

dt
Vigppey—+i-<’

1@ )| <am [
0

where M is a constant.
As T>7v we can choose & so small, that T —-V—{— 1—e > 1. Then
from the inequality

113 | <

oo
2M dt
ﬁr—v—e T—v41l—e-

0 (48 2

we infer that
] lim /(8,)=o,

i. e. that the second condition (16) is satisfied with t > v.
The formula (VII) in our case gives

| o ( ab’ I
(:8) P =g e O T
_Lfooa(—x+it)'efs fg_'“1+°(—I-"‘>"'Mgt—ldf">”'
27 0 (I+t2)5/2

The integral in the right hand member of this equality is a holomor-
phic function for all finite values of s. On the ground of the principles
of the analytic continuation we can conclude, that the equality (18)
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defines a function ¢ (s) for all values of the complex variable s. From
the formula (18) we see that ¢ (s) is a one valued analytic function,
which has one singular pomt s——-V as a pole of the first order, with

the residue equal to — ¢ (o) W Let us suppose in the formula (VII)
f(2) —'——Ls and o << a < 1; we have
z

{(19) (S)——Y(O) [‘(\,) ‘s—_v !
s a—(:oo) q-{-—(ioo)
Gl—=2 I C\—2
+ 27 2° dz— 27i / 25 dz

and as above this formula holds good for all values of the variable s.

From the expansion o(—z) in the region of the poles, we see that,
in so far as R(s) <{—1, the functions under the sign of integral in (19)
assume definite values in s=o0. We are allowed therefore, in (19) to
make & to converge to o and, passing to the limit, we obtain

—ioco +ico
_ 1 o (—2) 7 o (—2)
W= [ [T
0 0
whence
'(20) (3) — sin izi / C (lf) —G ('-'l't) ‘dt cos j;_ [} (it) + [} (—lt) iif_
(P - ~ g 2i —tT - ™ & 2 I *

But the right hand member of this formula is a function holomorphic
for R(s) < o; so we only suppose in the formula (20) t < o.
Let us replace now in Heaviside’s integral

’/ovoKu(u)ux_lduZ “21“( )1‘(“*‘) RM)>u
0

the index * by v— 1 and suppose that A=2s—v 1, u=2b|/r;;
We have

oo L v+1 3
/Kv_](zb]/nx)x“'de:% LT v+ T>V—1.
0

v—1"?
ps— v+l s —

Taking into consideration the formula (11) we find that

oo
b2s—-v

(21) ‘P(S)‘z‘—m/xs—”c(x)dx,t>v.‘
0
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Replacing s by v—s we have

oo

25 —~ v '
(22) /%d}c:—ﬂab I‘(v—s)‘\b(v—s)’ <o

sin &s T (s)
0

Let us take now the function ® (z)=i:)
z
where R(s) < 0 and integrate it along the contour
ABCDA (fig. 2). It is easy to prove on the ground
of the properties of the function G (z) established
above that the integrals f ®(z) dz taken along the
arcs BC and DA converge to o when the
\ radius of the outer circle increases indefinitely
o A 3 and at the same time that of the inner circle
tends to o. Hence we conclude that,
o ins
o(it) ,,  wiab®~" T (v—s)Y(v—s) 2
——dl=— e
£ sin s T (s)

0

and consequently

°°c i a(—1i rnab®~" v—s) b (v—s
N ECEICU N N i (T
0

, T <o
t zcos%"- T'(s)

Ooci — o (—i nab® T v—s) Y (v—s
(23), /—(02—(9 de_ mabT DO—9boms) Lo
0

t 2 sin 2i T'(s)

From the formulae (20) and (23) we derive the following functi-
onal equation between the functions ¢(s) and ¢(s)

(IX) a T (—s)¥ (—s) — INOXIO)
bv —Ss bs *

This equation can also be immediately proved from the formula
of transformation (I).

As to the function ¢ (s), it has the some character as ¢(s). In particular,
the expansion of the function ¢ (s) in the region of the pole s=—7V has.
the forme :

YO=—20)zpgy o5 +o6

where ® (s) is a holomorphic function.
The formulae (IX) and (22) give the following integral form of
the function @(s):

[ee]

(24) (P(S)Z—M/‘ a_(::)_dxy T<0.

T
x
0

From this form we conclude that the function ¢(s) has an infinite:
number of roots s—=—1, —2, —3,...
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3. The function ¢(s), representable for R(s)>>v by Dirichlet’s

a
series E —, is closely connected with the function
n

1
o

(25) D(z) = 2 ae™ R(z)>o0
1
Let us develop it in power series of y
Bx-ig)= D (—D" 4, @)"
m=0

and try to find an asymptotic expression of the coefficient 4 for the
large values of m.

As

oo

B (et = Do, et

n=1
we have

(26) ’ | = ,—nL i n"e ™

and so the problem is reduced to finding approximative expression
of the sum (26) supposing m large. We know that

o0

Bl

Dae F=0(0)—v (o) &'+ ab'e’ 35,67, p>o.
1

1

Here we multiply both parts by pm_1 and differentiate with res-
pect to p m times. As

(m) 1 — 2 . .m _—m-1 — -
DP pr~le ¢ =n P e ¢,
(m) m+4v—1 —nb%p__  v—1 —nb% (v—l). 2
D,"p e =p mle L~ (nb%),

where Li:) (x) is Laguerre’s polynomial

—a

a, dm —X m a -
LY () == @), e,
dx
therefore
50: —n T (m+v) &
(27) annme P:—t])(o)a—g(—v)—‘)m_}_y _{""

1

2 nb?
L S

Kypn. Aennnrp. Mus-Mar. O:pa. T. 1], B. 1 (1928). 5
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and so
I' (m4v b
(28) Am—_- - df (0) a T (V) (I‘ ?.m—){—l) m+v —|—

ab 2 b L(v—lj <nb’) - _”%

But as it is shown by Szegd in one of his papers *), the asym-
totic expansion of Laguerre’s polynom is given by the formula

x a 1 a 1

e_xL(,:) ()=Vme 2x 2 4m?2 4 cos( Vnx — 2 + ! ) “+Rm,

where

a 3 -3 3 a 1 a 1 )
R =x" 2"30(m2 7)}x ~3 - 30(m7~4+E)

m

nl=x=n", 0<8<1, 0 <y E>-E

Substituing this expansion in (28) we find

__ T (m+4v) a v(0) b’
(29) An= ' (mtr1) 241 { ') 2“_1+ *
. K r

_I"“‘/‘__I;' 21—12 B 1°°5|:Zbl/_"—_ 2= ]‘;z—x""

m 4 n=1
|

+°(Til:)r

where 1 > o.
Hence it follows that

T (m4v o b
(30) Am: r Emix)) azL“l_ {— f‘ii); 21~l +OK 2v—1 )}
4

xm+ m 4

We notice that the transformation (27) may be established by means
of the sum formula (VIII) with B = and f (z) =z" e "*,m> 0, p > o.
4. One more application of the transformation formula () may be

obtained as follows.
Alx)= 2 a,

Let
0<nx
and

P =A0)+¥(0) iy * -

*) Mathem. Zeitschrift. 25. Bd. 1. h. 1926.
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Let us prove that for all p > o the formula

G [ Pe dt_nrab“p“Zb LY (nbp) ™"
0
holds good. In fact

m-i—l
/ 4 () dt = 2 (artart...+a ) /’ e dt =

S

:Eam/e—'dt, £>o,
m=0 m
=
“whence
/e_lA &) dt=—c0 (0)+Eam e © .
0 1
Applying to the latter sum the transformation (I) we find
oo nbi
—£Et
f P (pt) dt = ab’ f-v+1 Eb e &
0

Differentiating both parts of this equality n times with respect to £
‘we find by means of the formula *)

l —nbop l — nb%
& _ “ (nb? E
de {_e_H—[_( 2 e"+ Fr L)
the required equation (31).

Using the asymptotic expansion of Laguerre's polynomials we
-can prove that

2‘;_—1-
) Lt rP@d=0 (n ! )
(32) !of

"This formula may serve to estimate the function P(%).

§ 4. Investigation of some particular cases.

A great number of functions ¢(s) and ¢(s) satisfies the condi-
tions, mentioned in n° 3, § 1. Here are some examples of such
functions.

*) See my note ,Uber eine Zahlentheoretische Anwendung der Laguerre-
.schen Polynome* (Bull. de la Soc. Math. de Leningrad. t. I. (1927). 275).

K%
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1. Let a, =7, (n) be the number of integral solutions of the equa-
tion 2 . 2 9
x F xF..oFx,=n

The Dirichlet’s series

[o¢]

Ty ()
2
1

converges absolutely for R(s) >> k. In this case v —= k£ and

? () =1%,.09)
is a function of Lerch-Epstein. It is known from the theory of
elliptic functions that

N nme =2 N me T, p>o0

n=20 P n=0

Consequently this case is contained under our general assumptions.
if we take

V=k, a=1, b=m7, a =b =1, (n), ¢(0)=¢(0)=—
It is to be noticed that for k=1

¢(s) =4 x()C(s),
where C(s) is a function of Riemann and ¥ (s) a function of
Schlémilch.

The sum-formula (VII) for the case (k—=1) was proved by means.
of real analysis by E. Landau in the second volume of his recently
published book: ,Vorlesungen iiber Zahlentheorie“ (s. 274). But before
that it was found in a somewhat different form in the papers by
Voronoi *) and Sierpinski **).

It is easy to show that for k::z

@(s):zs( =5 > () & (s—1).
In fact by Jacobi‘s theorem

=824 (—1)7] & (),

where E, (n) denotes the sum of odd divisors of n. But there is no-
difficulty in proving that

[ee]

2 c,in) __(,_ = >Q(S)C(s—x)

oo

Z )" “‘(n):—<1

1

: )2c ()L (s—1),

whence the preceding equation follows immediately.

#) Verhandlungen des dritten Internat. Math. Kongr. in Heidelberg (1905).
#¥) loc. eit.
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Let us apply the formula (30) to the investigation of the following
question. Lef K and iK' be two periods of elliptic functions such that

K ,
T=xtiy, y>o

Let us develop the even power of the expression

n—=+oc0

6, = Z q", :g
n——00 )
into a power series of
—_— T K
g=e¢ "

It is known that this development is

egk: I +12k(1)q+rzk (2)42+-_- .

Developing the right hand member into a power series of y the pro-
blem is to find the asymptotic expression of the coefficient A in the

62 = 2 (=)™ 4, (iy)"

m=0

-development

for very large m. This expression is given by the formula (30)

_ I(m+k =k
A = Tl ﬁil 23 +O< @)}
x 4 T (k) x 4 m 4

and coincides with the expression, obtained recently in our article
»Uber eine Zahlentheoretishe Anwendung der Laguerreschen Polynome*.

We notice also that for the investigated case the formula (32)
was found by Szegd *) and served him to estimate the function P (x).
Lastly the development of the function 5 (z) in the region of poles for
the considered case was quite lately found by Oppenheim in his
article ,Some identities in the theory of numbers“ **).

2. Let P(n) be the number of representatlons n by binary quadratic
form (ay, b1, c1) of the determinant — A —b —a; ¢y <o. The Diri-

chlet’s series
(o]

9(3)———2—[,:‘%

1

*) loc. cit.
*%) loc. cit.
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converges absolutely for R (s) > 1. Also the formula of transforma-
tion (I), proved by Rosenhain

—nwTo

Epn)e -:%gl’(n)e]’—/—r—?

holds good. In thxs case

V= a=1, b=, 6,=b,=P() )= =—1

The corresponding sum-formula (VIII) was established by Voronoi. *).
3. Let a, denote the sum of odd powers of all divisors of the

number n, i. e.
_ 2: 2p—1
an—— d ’ p> I

n=d3
In this case the Dirichlet’s series
[ee]

() = nf"

1
converges absolutely for R(s) > 2p and

?(s)=C(s)C(s—2p+ 1)
There is no difficulty to establish that the following formula of trans-
formation

- —2n=®
(—14);Bp —I—Z ae PP =2 _I)p { B, +Z 4, ¢ ll"

where B denotes Bernullian number, holds good. Here we have

1=1p,a=(—1), b=17, 9o)=1(0) =(—1)" L
4. We are going now to give examples when a, is not equal
to b . First we state the theorem, the proof of which is not difficult.
This theorem is generalization of one of the theorems by Liouville,
related to the theory of Dirichlet’s series. It can be expressed as follows:

Let a(n), b (n) and c(n) denote three arithmetical functions con-
nected by the equation

(33) a(n) = yb(g) ),

n.—ds

where the summation extends over all the divisors of the number n.
Let further the Dirichlet’s series

PO R > 5, X R > s
= 1
be absolutely convergent.

>

#) loc. cit.
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If

[ee)

G) AO=Da@ ™, LO=Dbme™,
d

1
then

oo

(35) 5= X () £ (w9).

1
The proof can be derived from the well known equality

(o] (o] [ee]
6 ARTORNE TSRS EAG)
o9 DI
and for b (n) =1 it coincides with a theorem given by Liouville.
5. Let K and iK' denote two periods of elliptic function. K and K’
being real and—]1§—> o. The modulus %k as well as.its complement &'

in this case are also real. Let us consider the expansion of the functions
sn (u, k) and cn (u, k) into power series

sn (u, k)=u— A4, (kz) —{—A3 (kg)———...

1.2.3.4.5

Uy —

cn (u, k)=1— By 1.2.3.4

Here A, (k®) and B, (k*) are polynomials in k2 pf degrees 2r and

2r—2 respectively. Some properties of these polynoms were investigated
already by Hermite *). We are going to show that the polynoms
A (k?) and B, (k%) can be developed into series of the form (34),

the numerical functions a(n), b(n) corresponding to coefficients
a, b, which enter our general formulae.

6. For brevity we set

2Kv -
u——_—, q —e

and take the expansions of the functions sn (u, k) and sn (ui, k')
into series of sines

oo 1

- 2
(37) T sn (u, k) =2 2‘ ———— sin (2n—1) v,

= L
1

n—

(e}

, _y\yi—1 2n
(38) g sn (ui, k’):’_:‘fg v 2 Z(—I?:qz—nq_ sin 2n v,

*) Crelle’s Journ. t. 81. (1876).
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whence it follows
oo

- 2r qn—Vz —
69 4w =1 () X e e
- 2r 2r 2r_
(40) 4,6 =5 (%) 2= p o

— \2r had n—1 _2n
4 (—1) A _) 0T g™ (et
k K 2n ’
< 2 Z I + 9
where B is a Be rnullian number.

If we develop now the right hand member of (39) in power series
of ¢ and suppose

o 9 o
(41) Q) (2n—1)¥ 1 _ —ns
4 e(2n— 1)s —e 2n—1)s — a,e ’

n=1 n=1
then '

2r @ _nr __’
W A=t () e T
1

Now we can investigate the character of the coefficients a, using
Liouville’s generalized theorem. In our case

a(n) —=a, b (n) = sin? -nz—ﬂ, ¢ (n) = sin? 1;3 . nzr_l,
so that we have .
o o
fo (s) :?__ICT ) Z c (n) fy (n) 221 ean_(;ns::)j’(;il)s
Consequently by the 1theorem in n% werl ;ave
(43) a, ZﬁZn sin? 1’? . sin? _T;‘i LdET

The Dirichlet’s series
(o)

? (s) = 2 :

1

is absolutely convergent for R (s) > 2r and from the formula (36)
we find

s @ (s)=(r — ) (1= =) £ O € —art)
Further supposing that

s _ n—1 )2r—1 > — s
(45) 2 ( I)l+i§:s =2 be

n=1
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and applying again Liouville’s generalized theorem to the case

a(m)=b, b (n):(——l)n~1. ¢ (n) = —cos 11;7; . p¥ !

we get

{46) b, = (-——I)a'cos — d
dﬁE:n

The Dirichlet’s series

vo=3)

1

converges absolutely for R (s) > 27 and
(47) ‘HS):?;-{T (I ——SX_T> (:-— 25_2, )r () & (s—2r+1).

2

With the accepted notations the expression (40) for A (k'2) can
be written in the following form

v

ar

a8) F A () N

1

We replace here k¥’ by k, which changes K in K' conversely. Hence
from the formulae (39), (42), (48) we can conclude that the formula
of transformation

K’

(o0}

(49) Eane—%i %:22’——3(:2"—1) Br(—11§7>2r+

1
ror(§) S
~ 1

holds good.

It is obvious now that to apply our general results we have to take
2r—3 ., 2r
2 271

( .) B,

v=2rna=2" b= o()=o0,d(0)=(—1) " -
2" V r

and definite the numerical functions a, and b, by (43) and (46).
7. Let us consider the polynomial B, (k?). From the expansions

(o]
kK nh
——en(mk)=2 El—q—h:l—cos(znw-l)v

- 1tq

(o]
' . I —1 n—1 2n—1
cn(ui, k)= —secv — 2 (——)-T 5
2 - 14g""

cos(2n—1) v
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it follows

(s0) B, (k)= % (2%)2' " i a e 5K

(51) B, (k’z)"--* <f,g>2r+l + T ({k)er i be ™K,
1

where E_ denotes Eulerian number; the coefficients @, and b, being

defined by

(o]

(2n_1)2" i ( l)n I(Qn I)2}‘ Z b s
2 (Zn—l)s — (2n—1)s _Zla e 1+e(2" T _(n—1)s n €

n=1 n=1

Applying to both these sums the L10uv1lles generalized theorem
we find

(52) anIZ sm— sin?= . g%, b —‘2 (—I) sm:— r.
dd=n dé=n

The Dirichlet’s series

(oo} oo

d0=3 ", v= 3

1 o1

converge absolutely for R(s)>>2r 1 and
(53) 2()= ( r— ;—_‘T> 1 () o(s—27),

(54) .1,(5):< P )CE e an).

Further it is easy to prove, proceeding as in the preceding case, that
the following formula of transformation
nt K’

(55)2‘1 e 2 K — - \K,>2r+l_‘_( (_1_(_) ik ﬁbne_m 11::

holds good.

To apply our general results to this case we must take

r—1 -
):2r+1,a— r_:% b“—V2 s (P(O)_o, rf (0)’—(—1)__,1
and define a, and b by the formula {52).

In an analogous manner we can discuss the polynoms C. (k?) entering
the expansion

dn (u, k) = 1—c; (k?) ~——|—62 (k)')T243 40

Crimea, luly, 1927.
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Cymmaropusie ¢opmyas:, coaepicamme GHCAOBBIE
PpyHKOIHHE.
H. C. Kowaxsaxos.

ABTOp BBIBOAHT pasAHYHOrO POAAa CYyMMAaTOPHbIE POPMYADBI AAS:

CyMM BHJA
n<b

Da, ),

n>a
rae an o6o3HayaloT apmpme'rnl!ecxﬂe (pyHKl_l}[H, Nnog4YHHEHHbIEC HE-

KOTOPBIM JOCTATOYHO WIHPOKHUM YCAOBHSAM.
Lleap @QopmMya — pemntb caAeayrowuii BONPoC, OTHOCAIIMACS:
K aHAaAUTHYECKOMY IPOAOAKEHHIO (PYHKUHUH:
Mynkyus @ (s) komnrekcHOR nepeMeHOH s 3ajaHa PAAOM

Dirichlet

abCoAIOTHO cxoasmuMca npa R (s) >V, rae V-—leroe MOAOXKH-
teabHoe uncro. OguoBpemenso ¢ ¢ (s) paccmaTpHBaeTcs QyHK-
uus P (s), pasaararowascs B psg Dirichlet

oo
K
s
1 n

abcoaoTHO cxoasawuiics Ha mpsmoit R (s)=Pf>v.
Koagppuunentnt a, u b, TakoBbl, 4TO HMeeT MecTo PopMyAa

npeobpasoBaHui.

> nb

Q — nb a

Qe = ,Zbe T, >0,
n=0 e n=0

rae @ u b>0—nocTosHHBIE YHCAQ, NPH 4YEM YCAOBHO HOAOKEHO
ay=—¢(0), bo=—1y (0).
Tpe6ye'rcsx M3yuYHTb aHaAMTHUecKHil XapakTep QyHKkumiA ¢ (s)

% (s) Ha BCell mAOCKOCTH mepeMeHHOro s — T it.
Pememae dTOA 3ajayu MOAydYaeTCsi Ha OCHOBAHMH CyMMaTOpPHOM

QOopMyABI

207\ fO=—%0 5 V) / =1 f (%) dx+

m
2—i00 a--ico

L f f@)s(—2) dz,
m—1< a<m

12—



76 H. C. Komasakos.

3zech

1Y b —
s ()=—2abz 2 3 —"r K, (26 Vn2),
1 np2
a K, (2) osnauaer pynkumo Macdonald’a, ceasannyio ¢ ussecr-
uo#t pynxuuert Hankel's H' (z) coornHomennem

i

- 191 2 e
K, (z)——z— e " H' (iz).

Anarutnyeckuit xapaxrep ¢ysxuun P (s) okasbiBaeTCs CAe-
AYIOIIUM: 3Ta (PYHKUHA FOAOMOP(HA HA BCeH IAOCKOCTH, 32 HCKAIO-
YeHMEM TOYKH S =Y, IJé OHa HMeeT MoAloC 1-ro mopsaka c Bbi-

ab’
yerom, pasubiM — ¢ (0) L Kpome Toro, ara ¢yuxums umeer
6ecuUrCAEHHOE MHOXECTBO NPOCTHIX KOpHeH B TOukax
s=—1,—2,—3,..,

KaK 3TO yCMaTPHBA€TCA H3 €€ HHTErpaAbHOro npeACTaBACHHSA

o ()= — " f 28 g, (R (9 <0).
~ X
0
MOyukuus ¢ (s) UMeeT TOT-Ke AaHAAHTHYECKHHA XapakTep, 4TO
¥ ¢ (s), u cBsisaHa ¢ Heli (PYHKUMOHAABHBIM ypaBHEHHEM

I' v—s) ¢ (v—s) T (s) ¢ (s)
a bv—s - bs




K Teopum xomewmmIx rpynnm AHMHEHAHBIX OPTOTOHAABHBIX
npeodpasosanmii.

B. A. Creparncruil.

B 1913 r. Axaaemuxom ZI. A. ' paBe ars sauaTuit B cemunape
no aare6pe npu Kuesckom Yuusepcurere 6bIA mpeAAoxeH BONPOC
O HAaXOXJEHAM KOHEUHbIX TPYMNNl OPTOTOHAABHBIX AMHEHHBIX Dpe-
06pa30BaHuii MHOrOMEpPHOro NPOCTPAHCTBA. ¥ YaCTHHKAMH CEMH-
Hapa BbICKAa3bIBAAOCH NPEANIOAOKEHHE, YTO KOHEUHbIE TPYIIbI OPTO-
TOHAAbHBIX AMHERHDBIX BELIECTBEHHBbIX NpPeo6pasoBaHUil MHOroMep-
HOrO M[POCTPAHCTBA, HAauyWHasi C 5-rO HM3MEepeHHs, MOTyT ObITb
npejcTaBAEHbI PU NOMOLLX HEKOTOPDIX CIIELHAAbHBIX TPy MATPHIL,
o6osHaueHHbIx cumBoAamd Y ® Y, 3a HckAloueHHeM, pasymeeTcs,
TPHBHAABHBIX CAy4YaeB, KOrZa paccMaTpHBaeMas rpynna (pHBO-
AWTCA K CPyNNaM BELIECTBEHHbIX MpeoGpa3oBaHUi MeHee, UeM
5-r0 usMepeHHs.

B nacroswe#t sameTke s AoKasbiBaw, 4TO, BOOGIIE TOBOPS,
M JAAM NPOCTPAHCTB BBICUIMX H3MEPEHMH yKasaHHble TPyNnbl He
Bcerga npuBoAaTcA K rpynmam Y u Y’ M gaio npumep ozHOR us
TaKMX CPym. N

O6pasyem kBagpaTHyio MaTpuuy n-oit crenens *) Takum o6pa-
30M, uTo6bl B KaxAOH cTpoke ee M B KaxkAoM cToAbue OAWH H3
aAemeHTOB paBHsiAcA 1 mam—1, a ocTarbHbIE DAEMEHTBI paBHsA-
Aucb 6bl HyAlo. JTH MaTpHUubl 06Pa3ylOT OTHOCHTEABHO YMHOXe-
Hus rpynny nopsaka nl2", xoropyio o6ossauum cumsom Y.

CAH He HyA€BOHA DAEMEHT MaTpuUbl paBHAETCA 1, TO NOAyYHM
rpynny nopsizka nl, usoMoppHyro ¢ cuMMeTpudeckofi rpynmoi
NOACTAaHOBOK M3 N 3AEMEHTOB, KOTOpylo o6o3Hauum uepe3 Y.
Ouesuano, rpynna Y seasercs aeauterem rpynnot Y.

Paccmorpum, zaree, aberpaktayio ne Abel’esy rpynny & mno-
psaka p°, onpeaeAseMyl0 CHMBOAHYECKAMH PaBEHCTBaMH:

=1, =1, S'PS=P'"",

*) Ilo ycranoBuBme#icsi B PycCKOii MaTeMaTHYECKOH AMTepaType TEPMUHOAO-

ruM — crenenbio 6OyZeM Ha3blBaTh UYHCAG CTPOK HAM CTOAGIIOB KBajpaTHOM
MaTPHIbI .
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tae Pu S—aBa npoussoasmux saemenTta rpynmsi, p Awboe npo-
.cTOe HeuyeTHOe whcAo. JAsA mpeacTaBAeHHs TOH rpynnbi BO3bMEM
MOHOMHaAbHyI0 rpynny (monomiale Gruppe) Martpuy crenenn p
u, o603Havas uyepes p OZUH U3 MepBOOGPa3HBIX KOPHEH H3 eAMHHUIIbI
.CTENeHH p?, OMPEeAEeAHM MaTPHUUbl, COOTBETCTBYIOWHE MPOU3BOAS-
1AM DAEMEHTaM CPYIlbl, CAMBOAAMH: '

X, X, \
J J \
P=| , S=| (-)E-Dp
j 2
IR P i/
(=1, 2...... P; yKasaTeAu NpH X, GOAbIUHE p, 3aMEHSIOTCA HX

'HANMEHDBIIVIMH NOAOKHMTEAbBHbLIMM BBIYETAMH M0 MOAYAIO p). 3ame-
yas, YTO:

x.
1+ J
P ={ Thein
2 J
p Xin

‘W NPOH3BOAS HAaj STAMH CHMBOAAMH COOTBETCTBYIOIHE AeHCTBHs
N0 MPAaBHAAM YMHOMEHHS M BO3BbIIIEHHS B CTENeHb NOACTaHOBOK,
AerKO y6eauTbCs, YTO OHH YZAOBAETBOPSIOT PaBEHCTBaM, OUpeje-
astomum rpynny ©.

npeAeAuTeAb MaTpuub P, npeacraBasromuii co6ofi npousse-
Aenue KOpHefi ee XapaKTePHCTH4ECKOro YpaBHEHHs, PaBHAETCS:

p . 1
EIPJ: p 22D

OueBnaHO, BdTO mpou3BEAEHHE JAOAKHO ObITh KOMIAEKCHBIM
4YHCAOM, TaK KaK p—IepBoo6pa3Hblil KOPEHDb U3 €AHHUIDbI CTENEHH p2.
‘Orcloza caeayer, YTO paccMaTpuBaeMas Ipynna MaTPHI HE MOXET
6bITb DKBHBaA€HTHa rpymNe BelleCTBEHHbIX MaTpHIl, TaK KaK coO-
OTBETCTBEHHbIE MaTPHIbl JBYX SKBHBAAEHTHbIX KOHEYHBIX rpymn
AnHefiHBIX NpeoGpa3oBaHUA AOAXKHBI MMETb OAWHAKOBbIE XapaKTe-
PHCTHYECKHE YpPaBHEHHS.

[Noayuennoe Takum o6pasom npeactasrenne rpynabt @ mempu-
BOZWMO, T. €. OHO He MOXeT ObITb SKBHBAaAEHTHO C MNpejCTaBAe-
HUeM, rpynnoBas MaTpHua Kotoporo M mmeer BHA:

=5 5

rae A—wmarpuya crenenn k u B—wmartpuna crenenu p — k. Az
AOKa3aTeAbCTBA ITOTO 3AMETHM, YTO CTeNeHb HEMPHUBOAUMOrO
NPEeACTaBACHHA €CTb JAEAHTEAb MOpPsAKAa TpyNmbl, NOITOMYy O6e
matpugtl A u B gonxuer 6biTo npusogumbiMu. /JeficTBUTEARHO,
ecan matpuga A npusozuma, TO mnopsaok rpynmel & zgoaxen
AEAHTbCsi Ha K, 4TO BO3MOXKHO TOAbKO npH k =1, no Toraa p® me
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JAeautcst Ha p — 1 u, caegosaTeabHO, maTpuga A npusoauma. [1pu-
MEeHsAs dTH PAacCyXACHUA K MaTpHUue 5, npHieM K 3aKAIOUEHHIO,
uro rpynna &, B cayuae mpuBOAMMOCTH paccMaTpuBaemMoro npea-
‘CTaBAEHHsl, DKBMBAAEHTHA Ipynne MaTPHI, BCE DAEMEHTbl KOTOPBIX,
He pachnoAOXeHHble Ha TAaBHOH AMarOHaAH, PaBHAIOTCA HYAIO, HO
toraa rpynna & 6pina 61 Abel’eBoft, uTo mpoTHBOpEUHT ypaBHE-
HUAM, ONPEAEAAIOIIUM ee CTPOH.

O6pasyem Tenmepb rpymnny MaTPHI COBEPUIEHHO AHAAOTHYHDIM
cnoco6oM, HO nepBoO6Pa3HBIM KOPHEM BO3bMEM [ ', Torza xa-
KAbIA DAEMEHT MaTpHUbl NepPBOH rpynmbl, Haxoasmufics Ha nepe-
ceyeHuH r-off cTpoku u [-ro cToAbua, 6yAET COnpsiAEHHBIM C TAKUM
e 9AeMeHTOM mnozo6uofl Martpuubl- Bropoit rpynnbi. Ouesuauo,
B CHAY MpPUBeJEHHbIX Bbillle coobpaxeHuil, rpynnosas marpuna N
BTOPOTO UpeACTABAEHHS] HeNPHBOAMMA HH B Kakoit obracTu u He
MoxeT ObiTh oKBHBaAGHTHAa MaTpHle, cojepxauiefi TOAbKO Belie-
‘CTBEHHbIE DAEMEHTDI.

O6o03nauas B garbHefimem o6pasyrolue MaTpHIbl [O€PBOro
# BTOPOrO MPEACTaBAEHHs TpyMNNbl COOTBETCTBEHHO uepes P, S
u P, S, mocrpoum Tperbe mpeacrasrenue rpynnb & npu nomowu
‘COCTAaBHBIX MaTPHUL cTeNeHu 2p, o6pasyollne dIAeMEHTbl KOTOPOTo:

5y

[ tP 0] g
=lo B * “‘ 0 S
[Toabsysco ugeamu Frobenius'a u S chur’a(Sitzungsb. d. Pr.
Akad. d. Wiss. 1906. Uber die reellen Darstellungen d. endlichen
‘Gruppen). nocAeAHee npeAcTaBAEHHE MOXHO Peo6pasoBaTh B DKBH-
BaAeHTHOE €My NPH MOMOILH COCTaBHOH MaTpHubl:

—= —=e

1/ 2 l/ 2

‘/ V2 © V 2 “

rae uYepes € o0603HAYaeTCs €AWHUYHAs MaTPHUa CTENEeHH p.
Boiazeaum BemecTBeHHbie W MHHMble uyactH Mmatpug P, P, S u S

q1oAaras:
P=U-+Vi S=X-1Yi

rae marpuunt U, V, X, Y COAEPMAT TOADKO BCIIECTBEHHbIE dAe-
MeHThl. loraa:

H=

P=U—Vi S=X-—Yi
¥, CA€A0BAaTEAbHO:

o UtvYi 0 ' . X4+Yi 0 |
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3ameuvas, uTo:

u npeo6pasosbiBas Matpuusl P u S npu momowmu K, noryunm
NPOM3BOASAIHE MAaTPULbl YETBEPTOTO MpPEACTaBAEHHs rpynnbl ©:

X —Y

P=H PH= y

u-vi| .
v Ul S=H SH=

OTH MaTpULbI, OYEBHAHO, COAEPHKAT TOABKO BELIECTBEHHDBIE BAE-
MEHTbl M, KpoMe TOro, oHu optoronaipipl (Frobenius n
Schur, ibid), a. crezoaTerpno, m Bce maTpuub, o6pasyiommue
ueTBepTOoe npexacTaBaeHne rpynnm ®, Taxxe obirazaioT STHME-
cBoficTBamH.

Aerko BuaeTH, uTO mMOcAeaHee mNpeacTaBAeHue rpymnnsi & He
MOXeT G6bITb CBEJEHO K SKBHBAACHTHOMY HAH, XOTA 6bl, K H30-
MOP(PHOMY NPEACTABACHHMIO NPH NMOMOIKM MaTpHul Y CTeneHd 2p
MAM HU3WeHd, Tak Kak rpynna Bcex MaTpuy Y CTeNeHH 2p HMeeT

nopsaoK (2p)!22p, KOTOPbIf NPH p MPOCTOM HEYETHOM He Je-
AUTCS Ha p%, M, CAejOBaTEAbHO, 3Ta Tpynmna He MOKET HMeTb
cBouM jgeantereM rpynmy O.

Aokaxem Tenepn, uro 4-e npeacraBaenue rpynns & B o6racTi
BELIECTBEHHbIX YHCEA HenpusoanMo. /leficTBMTEAbHO H3 npeabi-
AyUIEro M3AOMEHHS BHAHO, YTO TPyNmoBas MaTpuua 4-ro mpeacra-
BAGHHs DKBHMBAAEHTHA MaTpHLE:

'M 0|
| O N‘,

rae M—rpyanoBas marpuya 1-ro npeacrasaenns, /N—rpynnosas
maTpuua 2-ro npejacraBAeHus (MAM Hao60pOT), mpH 4eM MaTPHIIbI
M n N uenpusozumpr Hu B Kakoit o6aactu. Ho rpynnosyio ma-
TPHIY MOKHO pABA0KHTD TOABKO EAHHCTBEHHBIM CHOCO60M Ha
HENPHUBOJUMBIE 4YacCTH, MO3TOMY BCSKOE pPa3sAOXKEeHHe rpynnoBoi
MaTpuubl 4-TO NMpPeACTaBAEHHA JOAKHO COAEPHATb ABE HENPHBO-
AuUMbIE 4YacTH, 3KBHBaneHTHble Matpuuam M u NN, a Mbl yxe BH-
aean, uto marpuubl M u /N He moryT 6biTb 9KBHBAAEHTHBI MaTpH-
11aM, COAepKall¥M TOAbKO BELleCTBEHHblE 3AEMEHTHI.

Takum o6pasoM, Mbr ZOKa3zaAM, 4TO omnpejeAuTeAn 4-ro npea-
craBrenus rpynnobi & oproroHaabHbI M COZepxaT TOABKO Belle-
CTBEHHbIE DAEMEHTBI, IpH YEM JTO NpeicTaBAEHHE He MOXeT GblTb
9KBHBAAEHTHO TpylNe MaTpHl TMna Y W He NPHUBOZUTCA K TPH-
BHaAbHOMY CAy4al0 Ipynn BelleCTBEHHbIX AWHeHHBIX mpeobpaso-
Bauuii MeHee ueM 5-T0 m3MepeHHs.
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B 3akaoueHne, npuBeseM B Buae NpuMepa NPOHSBOASLLME
areMenTsl 1-ro u 4-ro npeacraBaenus rpynnbl & npu p=3:

0 p O * 0 0]
P=[0 0 p szopsoii
0 0 0 0 1]
0 cosp 0 0 —sinp O
0 0 cos2o 0 0 —sin2¢
pr_| cos 30 0 0 —sin3¢ O 0
10 sinp O 0 cosp 0
0 0 sin2¢ 0 0 cos2o
sin3¢ O 0 cos32 0 0
cos6p 0 0O —sin6e O 0
0 cos39 0 0 —sin3e O
o 0 0 1 0 0 0
" | sinée 0 O cos6p 0 0
0 sin3¢ O 0 cos32 O
0 0O o 0 0 1

rae p=cos¢ |- i sinp—nepBoo6pasubiii KOpeHb u3 eaumuubl 9-#

Zku
CTENEHH M, CAEAOBATEABHO, P = ———, NpH YeM kK MOMXET NnpHHHU-
MaTbh ozMO M3 3Hauemmil: 1, 2, 4, 5, 7, 8.

Sur les groupes finis des substitutions réels linéaires
et orthogonales

V. Speranskzz.
On demontre qu’un groupe fini d’ordre p® et du type
=1, =1, 8 pPs=P1"

PP

des substitutions réels linéaires et orthogonales d’ordre 2p n’est jamais
isomorphe aux groupes des substitutions monomials d’ordre 2p dont les

élements essentiels sont égaux & Z= 1 (p é&tant premier > 2).

Kypnan. 6



0 pacupeaerenHEm HBAEKCOB IO COCTABHOMY MOZYAIO.
H. A. Cronun.

3ajauy o pacnpeseAeHHH MHAEKCOB BIEepBbie IIOCTaBHA M pas-
pemuar npop. Y. M. Buuorpaagos B 1926 r.1). Mm paccmo-
TPEH cAy4ya#ft IPOCTOro MOZAYAA. B macrosweit pa6ore s, ¢ Heo6-
XOAMMBIMH JONOAHEHHSIMH, NPHMEHSI0 MEeTOA, KOTOPbIM I[OAb30-
Baaca npodp. FMI. M. Buuorpapgos, x pemennio sapauu B CAy-
4ae COCTABHOTO HEYETHOrO MOZAYASL.

B8 11 2 s suBoxy @opmyrbl pacnpeseA€HHs HHAEKCOB
AASL AByX YacTHBIX CAy4aeB cocraBHOro mMoayas. B § 3 a aamwo
(QOPMyAy AAsi AIOGOrO HEYETHOro MOAyAs, KoTopyio 6es Tpyaa -
noAyuuM, sHas Bbisog Qopmya §§ 1 u 2. B §§ 4 u 5 s moayuaiwn
aCHMNTOTHYECKOE BbIPAXEHHE AAS CYMMbI ApO6GHBIX yacTefi 3Haue-

HUi Q-uuH Ax_;i"i .

Uro6m kaxamii pas He oroBapupaTtbes, s 6yay o6oanauaTb
3HakoM L cymMy, KOTOpas pacnpocTpaHeHa Ha BCE [EABIE YHCAA
B YKa3aHHHIX MpeZeAax M 3HAaKOM L+ CyMMy, PaclpOCTPaHEHHYIO
Ha YHCAA B3aMMHO-NPOCTbIE C MOJYAEM.

§ 1. Paccmorpum nepebift yacTHEIE cayuafd.

Ilycts P=:p; p,...p,==npousBefeHHIO PASAWYHBIX MPOCTHIX.

HeYeTHBIX 4YHceA; 0603HayuM uepes g, NepBoOGpasHblA  KOpeHb
p; (=1, 2,...k). Toraa T1—uncro pemennit cucTempi

x=g' (moa. p), i=1, 2,.. .k,

rje x ¥ y,, HE3aBHCHMO JPYyr OT jApyra, npoGerarT 3HAYEHHs:
x=12...Q<P—1; (x, =1 y,=1, 2,...p/ <p,, BbIpa-
maeTcs QOpMyAOi

__ PP pQ % 5
Tl._h?(.P)*——}—Ol 2% yPlgPlgp lgp....lgp,,
rae Q' = uHcAy uncea, B3aumuHo-npocTix cPu < Q u | 6, | < 1.

YU M. Bunorpagos ,O pacnpeserenun mugexcon* Joxragni. Axa-
aemusr Hayx CCCP 1926 r. )

Ruez, Mezu
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JAs aokasaTeAbCcTBa PacCMOTPHM CYyMMy

pi—2 Pk —2 P
0s=3.5 3. 33«
m =0 mp =0 g, =1 yp=1 x=1

2T

X e

(mn (indsilx—yx)+ . my (indg, x—yp) ) ‘
Pr k_l

C oano#t cTopobl,
(2) Sl—:C‘D (P) Tl.

C apyro#i cropousi,

-"2 p! A
ot oy ’
3) Si=p'...p, Q +2paj+1 : qu_J 2 E Z
d; 7 =1 Yo, =1
J
mg (m €4, x—ya‘) ' ] (md X—Y,. )
2 Z (B e )+
ya =1 x=1
=2 p—2 P/’ , Q
SIS B IS
m=1 mp=1 y,=1 y=1 x=1
o /m. (indg1 x—yl) my, (md x—yk) )
X em\\ pi—1 et pr—1 )

rAe CYMMHPOBaHHE IO d pACnOPOCTPaHEHO HA Bce AeAuteru P,
uckaroyass 1 u P, a sx-xaqex J TOKa3biBa€T YHCAO NPOCTHIX MHOXKH-

TeAefl, BXOAAIIAX B a’
O6osnauas uepes S2 NOCA€jHIOI0 CymMy B paseHctBe (3),

HMEEM

P2 p/ Pe—2 Pk
m Y W
E : 2 —2nf ———— S
Si == e pi—1 o ><
r.n,=1 =1 mp=1 y;=1
Q i N
. mp Y my indg x mk mdgk x
—2ni o 2mi\ T3  +...4+ ————
Xe il AN nt ).
x=1

Hmes B BHAY OUEHHTb .53, OLUEHHM CyMMY

Q i m, i"dg, x N . my, "’dgk x
Sy = E » € p—1 Pr—1 .

x=1

£¥
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Jrsa aToro paccmorTpum cymmy

P—1 ) .(ml indg‘ X bt mp, indgk Xy | Xy z
S(Z): E* em\' pi—1 =1 T P/,
x; =1

rae (z, P)=1. Iloaaras
' x=x,z (moa. P),

MOAYyYHUM
i :m1 indg1 z | my, mdgl< z
4 S@=e ™ e S (1),
rae
P—1 . ind
s mdg x m, e x x
S (1) — E % e?ﬂz < Pi_l + .o + Pk_l +_}" .
x=1 ’
Hmeem

IS E=S1)SH)=

P—1 P—1 . . . .
oni my (mdg.l x-—-mdgl y ) my, (mdgk x—mdgky) x=y\_
—_ * * @ Pt + ...+ i1 + B
=1

y=1

[Toaaras
x=ty (moa. P), t=1, 2,...P--1, ({, P)=1,
NOAYYUM

P—-1 ) .<m, indglt ot my, indgk!>P—l ) ‘(t—l)y
T e —_— T
| SQ) = E* e\ p1 P e P .
t=1 y=1

Ecan t—1 u P nmetor obwufi HanGoabmuil zeruterb d, To

BnMEeMm
P—1

am $2DY
E* &P =p@)e(d) ", 8,d,=P

y=1

H, CA€JZ0BATEAbDHO
P—-1 < m, irldg.l ¢ my, indgk [

[S@E= D r@)ed)e™ +ot

pi—1 Pr—1
t—=1
8]——-1 ("’al '"dgal("dk-—j"'l) my indg«j (ndk_j+l))
r

= 2 p@)od, ) D ot
]

Pa,—1 Po; —1
n=1

J

rae szpa,' Py (n,8)=1, (nd,_+1,8)=1 u cymmuposanne
no 8, pacupocrpaneHo Ha Bee geautean uncaa P. 3amenas nd, 1

#) w (x) o6osnauaer ussecrnyio ¢-uuio Mé6uyca.
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HaWMEHbWHUM MOAOKHTEAbHBIM BbI4€TOM MO MOA. p ,i=1, 2,.
1
fIOAYYHM .

my, md n. Paj'"l mai indg“.nj

5(1)12—2p(a)o(d_)2 m—— . Eeh" 1=
n~=2 i
=D r0)ed,_)r6) = 2 7 ()=
8j BJ

Orkyaa

| SQ) | =VP.
Hs (4) noayunm
._ Q [ m indg z my, indgk z \.
53 — 2* e—21u <—__p,—l +..+ 1 >=

z=1

=50 Z

Xy =

m, md L X my, ind P Q
( -t k ) 2 2
pi—1 P11 ) *e P,
1

Ha ocnosannu 3akona obpalleHns YHCAOBBIX (-uull, HMeeM

;= Q

Q [ ] xz
2 omi X

z=1

__Eu(d) 2 , d3,=P,

TAE CyMMHPOBaHHe N0 d; paclpOCTPaHEHO Ha BCE ACAUTEAH uHcAa P.
Tloabsysacp usBecTHBIM MeTOAOM *), noz\meM

‘(5) l33}:|53!<

x‘_.l d

]
5 —1

2 . —
1 5« VP Ig P.
<VF;4aj21_;‘j._<VPd21goj<2V g
J X= '

Ha ocnoBanun toabko uTo ynomauyrto#t pa6ormi mpod. K. M.
Bunorpaaosa, umeem

pj—2 p’. S
(). Z Z S | <, —1) g pyy f=1, 2. ke
m._l yj—l

*) Cu. ypmaa Dusuxo - Marematnueckoro O6mecrsa mpu [lepmcxonm
Yuusepcurere smnyek I, 1919 r. 1. M. Bunorpagos ,Sur la distribution
«es residus et des non residus des puissances®.



86 U A. Cxonun

[Toabaysice (5) u (6), noaydaem
1S:/<2“VP o (P)lg Plg pi....Ig p,
Kamzas us 2°~' cymm, Bxoasmux B cpeamny mnpasoit wacTu

parenctea (3), mo moayao menbme ouenku |S,|. [Toabaysco aTum,
noAydaem

Si=p ... p Q +6,2% )P o(P)lg Plgp...lgp,, |0/< 1

HMs nocreguero u (2) nHaligeM HMCKOMYIO (POPMYAY.
§ 2 PachOTpuM BTOpO#R wyacTHBI# cayuafd.
Tlyers P=p"; p—npocToe HedeTHoe 49HCAO; A—A1060€ LeAoe
uHcA0 > 1; g—nepBoo6pasublii KOpeHb uncaa P.
Toraa Ty—uncAo peuieHu# CpaBHEHHMS
x=g’ (voa. P),
rde x H y HEe3aBHCHMO Jpyr OT Jpyra npob6eralorT 3HauyeHHs:

x=1,2,..Q< P (x, PY=1; y=1, 2,.. Q<o (P—1,

BblpamaeTcsa popmyAroit
Ty=-¢ Q) 46, 2 VPrlg Plg¢(P), |6,] <1,

rae Q*—tmmo urceA B3aumHO-mpocThix ¢ P ot 1 g0 Q BrAlOUH-
TEABHO. )
Jrs ZokasaTeabcTBa pacCMOTPHM CyMMy

¢ (P—~1 Q Q
m ( ind, x—y)

omi——~ &
Si= * e ¢ @
m=0 y=1 x=

C oanoft croponbi,

Si=9 (P) T;.
C apyrofi cropownsi,
? (P-1 Q' Q
PPPIEEE
Si=Q Q*+ et T e (P) =
x=1
o (P)—-1 Q& Q o
i MY i m ind g x
:Q'Q*+Z 282 ¢ (P) E*ez o ® .
m=1 y=1 x=1

Ouennm MoayAb cymmbl
Q

S — 2:* omi g
5 — e e (P)

x=1

Jas aroro paccMoTpHM cymmy
P—1

(m indg x zx
S(z)= 2 (),

x =1
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rae (z, P)=1. Tloaaras
x ¢=t (moa. P),

MOAy4YHM
. P — l . .
ont m mdg z 2* omi (m mdg t +_;> -—2m‘m mdg z
(7) S(z)=e ¢ (P) " e o (P) =e ¢ @ ..S5(1)
t—=
Hneenm
P—-1 P—-1 ( 4 4 )
" m (in g t—in, g u t;u)
IS P=25; Sl E* * e’ ( ? (P) 5.
t=1 u:l'
[oaaras

t=u v (MOJI (P); v:l, 2,P—1; (U, P)’:l

HMeeM
< m ind, v & (v—1) u
|S) = 2—,; e21ti——?—(g};)———— Zl* 2P —
p—1 . m indg (n %—{—1) *)
=0 (P)—o9 ( > Zlem ¢ (P) =
=9 (A —s(4-) (=1
Orxyaa

si=Y/ o(7)

Hs (7) noryuaem

Q iy P—1 g Q
_ .m mn g-z 'm m gx .z X
5 —omi—— £ I i — L E i ZX
55:2*8 e (P) =35 * e T (P *e P
z=1 (I) x=1 z=1

Orkyaa, TouyHo Tak ®e, Kak B (5), moAyuum
Plg P

(8) |S5[={§5\<]/—?<i> <V?2 yPplgP.

Jaree
@1 Q
o MY
e 21!1————{9 ®
m=1 y=1

) <9 (P) lgo(P) ™)

*) Cmorp. Boruncaenne < S(1)| 8 § 1.
#*) Cmorp. (6).
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Hrak, nmoabsyscs (8) u (9), umeenm

S:=Q Q*+6,V2 VPp o (P)IgP lg ¢ (P)

M3 noayuenumix Bbipamenu#t aas S; nafigem 7.

§ 3. O6wuuf cquaﬁ

Mycrs P=p,"p,". pi", rie p,—MNPOCTOE HEYETHOE YHCAO H A
Ao6oe Leaoe 4HCAO > O (=1, 2,...k)nnyctp g,— nepsoo6pas-
HBd KOpeHb p?"- Toraa T;—uncao pemeduit cucreMbl

x =g/ (moa. p; My i=1, 2,.. .k,

rae x 1 y, npo6GeraloT He3aBHCHMO JpYyr OT Jpyra, 3Ha4YEHHS:
x=1,2,.. PL<P—1; (x,P)=1,y,=1,2,...Q,<o(p;) —1,

BblpazaeTcsa (opMyAOiH

Q Q...Q P/
9 (P)

LY ¥ X a
T,= ~+6sa Vl’xA +B'Pz 4 -Pi S IgPlgp:™.. . Igp, %,
rae |0;| <1, a saBucur TOABKO OT X, e,e=1mpu A, >1HeE=o0
npu A, =1.

Brickasannoe Bbitekaer w3 paccyxaenmit §§ 1 u 2.

§ 4. [lycrb P=p, p>...p, = npouspeAennio PasAHYHBIX MPO-
CTHIX HedeTHbIX uydceA, A Ueroe uucro BsammHO-npocroe ¢ P,
a,;=ind A (i=1, 2,...k), |;—o6wuit Rau6obunit zeruTeAd a;—
up,—1, lee=p,—1, E—ee,...e, Toraa T,—uncro pemennit
CpaBHEHHSA

y=A"(noa. P),
TAE Y M X, HE3aBHCHMO JPYI OT apyra, npOGeraloT 3HaYeHHs:

y=12.. P<P—1;(y P)=1, x=1, 2,... EF' <E, Bnpa-
XaeTcs (I)OpMyJ\Oﬁ

PE

¢ (P)

rae P, —uucay uncer Bsammuo-mpocthix ¢ Pu <P u |6 | <.
Jrs aokasaTeabcTBa paccMOTPUM CymMy

T,= 1-6,2% TV PigPlg E,

p—2 Pr—2 E m, ((zlx—indg1 y) mp (ak‘—indgk y)
+...+
S E E E E * e ( pi—1 Pr—1
m,=0 "‘k=0 x=1 y=1

C oanoft cropossl,

(10) Se=¢(P) T,



O pacnpejereHHn WHJAEKCOB MO COCTABHOMY MOZYAIO. 89

C apyro#i cropoHsbl,

(11) Sy =P,E+
Pa, -2 Pak—z E pr mal(aqlx—indga y) ma,(aa,x—indga.y)
- Loy J
2 DIESIDID I R

’"u =1 "‘ak—l x=1 y=1

p—2 pp—2 FE

1S5S Snesan . o)

my=1 mp=1 x=1 y=1

TAe CyMMHpPOBaHHKE IO d pPacOpoCTPAHEHO HA Bce JAeAuTeAn P

ncxnionas 1 u P. Obosrauas uepes S; nocaeanioro cymmy B (11),
HMeeM

p—2 Pr —2 E' > P’

2 m; a mk ak
i eF—
= > .. 2 ettt D %

my=1 mp=1 x=1 y=1

m, indg‘ v " mk md or Y >

—2ni [ ———— 22— ...
>< e l< pi—1 + pr—1

1 Ha ocHosaHuu (5)

p—2 pr—2 E
1S |< 2. VP lgPE Y Zx
-

my % mj %
N 2ni PO x
/< e ' ( e Tt ek > ’

d
rae o,=7~ (i=1, 2,...k). fokamem uto T5—umcao caaraembix,
BXOAAIWIMX B CyMMy NpaBofi YacCTH MOCA€JHEro HepaBEHCTBA, MpH
ZAHHOM X, YAOBAETBOPSIOILHX YCAOBHIO

o =,

npu { OAHOM H3 YMCEA pPsja: 0, ‘1....E—1 u N uerom, Bbipa-
xaerca QopMmyAro#

(13) Ty =8,

my 9

(12)

ok +1 (p1~2) (p2—2)...(p—2)
E b

rae | 65| <<1. Jas aokasaTeAbcTBa PacCMOTPHM CyMMYy

E-1 p—2 Pr—2

o m o, my, t
-3 3 D)

n=0 my=1 mp=1
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C oauoff, croponst

(14) Ss=E Ts
C apyroit croponn,
(15) Ss = (p1—2) (p2—2) ... (p,—2) +

g 2 (—1)f< Ps,52) <p$j;2)...(pﬁk_j—2).

rage BHYTPEHHAsA CyMMa pPacnpoCcTpaHEHa Ha BCE 7, KOTOPbIC ZAe-
AATCA Ha NPoM3BEeJeHHE eﬁx eﬁa e eﬁk, HO H€ HUNEIOT JACAHTEASIMH

APYTHX e W BHellHss CyMMa—Ha Bce Aeauteau P. Mz (15) noayvaem
|Ss| <2 (11—2) (02—2) - .. (,—2)

Hs nocaeanero u (14) nafiaem 7. Ha ocnosanmn (13), Bbige-
AMB Bce cAaraemble, A Koropbix (12). cobaroaeno ¢ ¢ =0,
MOAYYHM

Wﬂ<fV3@P<f“@rﬂ%ﬂwvrng+

E
pi—2 pr—2 E
myi- % M %k
E E E 21u< & .,+ p )x <
ml—-l mp=1 x=1

(' Hag Y ykasbIBalOT, YTO CyMMMpPOBAaHHE IMPOMCXOZHT IO COOT-
BETCTBYIOLIUM OCTABIUMMCS 3HAYEHHSIM)

E

gz PE—2 \
E3
PR (+—)!> )

/

< 2* l/? ig P ( 2"+1 (p1—2) (ps—2)...(p, —2) ) E'+

u Ha ocHoBanmu (13) u (12)

<2*VPlg P2 (p1—2) P2_2) (P2 [ p ‘|‘2

m=1

< 2% VP o(P) g PIgE.

*) Cmorpern pabory H. M. B MHOTpaZoBa, HA KOTOPYIO 5 yXe ccbiiaAcsy
Ha crpaHnge 85-if.
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Kamaas us 2> cymm, BXOgfmmx B cpeauny mnpasofft wacTi
paBeHCTBa (11), no moayaro < |.S7| u, caezoBaTeabHO,
S;=P/ E 46, 2% YP o (P) lgPlg E,
rae |6,] < 1. HUs nocaeauero u (10) moayunm 7.

§ 5. Hafizem acmmnroTHueckoe BbipaxeHHe CyMMBbI

( A*4n)
{AAn)

(16)

rae A, P u E' texe, utro u B § 4, n—a060e ueroe uucao << P
H CHMBOA }z| o6o3Hauaer Apo6HYyI0O YacTb 4YHCAA Z,

M3 BeiBeaenHoft B § 4 QopMyAnl BbiTeKaeT, YTO YHCAO 3Ha-
yenn#l apobu stn + SR rae (s, P)=1, 7=0, ecan s+n<P
" ’f]—— — P, €CAH s—I—n>P, s < P, Bxoasmux B cymmy (16)
ecTb P 46, R—6_, R rae [0,|<<1, |6 _,|<1l m R=
= 23"'H VPlg Plg E. [lapas s Bce 3nauenus psaa 1,2,...P—1,
Te KOTOPbIE B3aHMHO-NpOCTbIE ¢ P, Aerko moAyyum

P—1

E’ -
2 =l 2 (T )+ 0 B VP PIg
x=1 ) s=1

CymMy B npaBofi yacT# NOCA€ZHEr0 HANHUIIEM Tak:

P -1 P—1
OIERE VRS V%
s—1 P s=1 P s>P—n

Ha ocHoBanum 3akoHa o6pauieHHss YHCAOBbIX (Q-LHA HMeeM

»
i 4
E: Eu(d,)Eip*:

s—=1

Eud) (7 )=t

(3aeco cymmuposanne no d; pacmpoctpaneno Ha Bce geAnTeAn P).
JZlaree aerxo moayumm

P—1

25— 2

s=1 s>P—n

2k

<2




92 J. Skopin.

OkoHYaTeAbHO HMeeM

E/
X—'— U —
2 =L e 2 P PIg
x=1
rae | 8; | < 1.

Tem me meToaoM, KakuM MBI MOAB30OBaAMCb NPK BBHIBOAE TNO-
caepHe# QopMyAbI, MOAyuHM

EV
A*+ e Aot-eq hte
Z{ Pn} —+68a1 VT +...pk"+" Ig Plg E,
x=1
rae uncaa P, py, pa,...pp b Ay, ..k, ey, 8., .5, ONpeseAeHb

B § 3, (4, P)=1, n—awboe neroe uucro < P, E onpeaeareno
aHaarorauHo uncay £ B§ 4, £/ < E, | 03| <1 u uncro a; 3aBu-
‘CHT TOAbBKO OT k.

Ueber die Verteilung der Indices in Bezug auf einen
zusammengesetzten Modul.

J. Skopin.

In der vorliegenden Abhandlung 1ése ich das Problem der Verteilung
-der Indices fiir den Fall eines zusammengesetzten ungeraden Modul.
Zuerst betrachte ich den Fall, wenn der Modul P ein Produkt verschie-
dener ungerader Primzahlen ist, (P=pyp;. .. p,) dann —den zweiten

Fall, wenn P irgend eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist (P:pl),
und endhch den Fall, wenn P irgend eine ungerade Zahl ist

(P'—p1 p2 . pk) Im letzten Falle wird die Anzahl 7 der Aufldsungen
des Systems . ‘
ngiyl (MOd.p:.\l),' i—1, 2,...k

wenn x und y, (i=1, 2,...k) unabhingig von einander, x die zu P
‘primen Werte der Reihe 1, 2,...Q=<P—1, y, die Werte

b g =g ()
-durchlaufen und g, eine Primwurzel der Zahl p?i (i=1, 2,...k), ist,
-durh folgende Formel ausgedriickt:

P ‘P2’ +e, +s, hte A x
T——?—(—ﬁ———}—eal/}? Pkk klgPlgpl ...lgpkk,
‘wo | 8] < 1 ist, Q die Anzahl der zu P relativ primen Zahlen von
1 bis Q bedeutet, &, —=1 wenn A, =1 und e,=0 wenn AN=1

{i=1, 2,...k) ist.
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Ferner gebe ich einen asymptotischen Ausdruck fiir die Summe der:

Bruchteile der Werte der Funktion 4 —;n , wo Pirgend eine ungerade

Zahl ist. Im besonderen Falle, wenn P ein Produkt verschiedener unge--
rader Primzahlen ist (P=p,p...p,), lautet diese Formel:

B’

. A* E' 3k- —
E{ ;ﬁn}=7+e HYP g P g E,

x=1

wo (4P)=1, 0| <1, EE<E ist, die Bedeutung der Grdsse:
E aber, im § 4 meiner Arbeit erklirt wird. '



Résolution algorithmique des probldmes réguliers
de Poincaré et de Riemann.

(Mémoire premier: Le probleme de Poincaré, concernant la construction d’un
groupe de monodromie d'un systéme donné d’équations différentielles
linéaires aux intégrales réguliéres).

Par M. J. ‘A. Lappo-Danilevski (Léningrad).
1.

§ 1. Fixons m points a; (j=1, 2,...m) & distance finie sur le plan
de la variable complexe x et tragons m coupures (aj. o), joignant ces
points au point a linfini.

Désignons par:

— 1], —_— () -
U=l | et V=1 | (=1, 2...m)

deux systémes de substitutions linéaires du dégré n, dont les coefficients
ui’l) et "’1(31) (k, I=1, 2,...n) sont independants de x. Nommons
»matrice réguliére, admettant les substitutions diffé-

rentielles U] et les substitutions intégrales V, en
points singuliers respectivement a;“, toute matrice

Y ()= llg,, @1l

formée de n? fonctions analytiques y,,(x), satistaisant aux conditions
suivantes.

1°. Y (x) représente une matrice intégrale du systéme d’équations
différentielles linéaires aux singularités réguliéres:

m
YU,
(1) Z—Y: 2 —L,
X X—a.
j=1 J
2°. Les valeurs des fonctions y,, (x) sur le bord positif et négatif
de toute coupure (a; o) *) sont liges par les rélations:

- +
(2) Y ()= V,-Y (x).
*) En suivant la coupure (@; oo) du point a; a l'infini on ale bord positif
du cété gauche. ’
Mar Owsa, m I 3 1 {1228l

- )
Kypr. Negnmrp. Dus-ar. bgals
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‘Les deux problémes fondamentaux de la théorie des matrices régu-
lieres sont:

A) Le probléme de Poincaré, concernant la détermination
des matrices régulidres et des systémes correspondant des
substitutions intégrales, les substitutions différentielles, ainsi
que la configuration des points singuliers étant supposées
données.

B) Le probléme de Riemann, concernant la détermination
des matrices reguliéres et des systémes correspondant des
substitutions différentielles, les substitutions intégrales ainsi
que la configuration des points singuliers étant suposées
données.

_§ 2. Le groupe dérivé des substitutions intégrales V, étant un groupe

de monodromie du systéme d’équations (1), la résolution du probléme (A)
nous fournit évidemment la résolution du probléme sur la déter-
mination d’'un groupe de monodromie d’un systtme donné (1). Ce pro-
bléme a été traité dans toute sa généralité le premiére fois par Henri
Poincaré dans son mémoire célebre: ,Sur les groupes d’équations
linéaires“ *). )

L’éminent géométre a établi, que les coefficients 'vi] sont les fon-

.ctions entiéres des coefficients uyl), mais sans donner les expressions

explicites de ces fonctions. Ses recherches, ainsi que celles de Mittag-
Leffler *) concernent plutét la détermination des invariants des
groupes d’équations’ linéaires dont les coefficients sont des fonctions
algébriques (Poincaré), ou des fonctions analytiques uniformes, ne pos-
sédant qu'un nombre fini de points singuliers dans toutes portion finie

du plan de la variable complexe (Mittag-Leffler). Les expressions

analytiques des coefficients vi’l) , mettant en évidence le caractére

de leur dépendance des coefficients u(kjl), ainsi que de la configuration
des points singuliers a, manquaient encore. Ces expressions, ainsi que

les expressions analogues pour les matrices régulieres correspondant se
trouvent établies dans le troisitme chapitre de ce mémoire (**¥). Elles
constituent la résolution algorithmique du probléme régulier de Poin-
caré. Le deuxiéme chapitre présente un examem préliminaire des fon-
ctions analytiques des substitutions linéaires, ce qui est indispensable
pour fonder la théorie algorithmique des matrices régulieres **#¥),

*) Acta Mathematica (1884) t. 4, p. 201; (Euvres; (1916), t. II; p. 306.
#*) Acta Mathematica (1891), t. 15, p. 1.

#%%) Les résultats principaux, concernant la résolution algorithmique du
probléme régulier de Poinearé ont été énoncés dans notre Note: C. R. (1927)
t.-185; p. 439. Voir aussi notre mémoire: ,Théorie algorithmique des oorps de

iemann“; Recueil mathématique de Moscou; (1927); t. 34 fascic. 2; pp. 113—148.

*#¥¥) Cette méthode de Iinvestigation fournit, outre cela, la résolution
algorithmique du probléme de Poincaré pour systtmes d’équations différen-
tielles linéaires a coefficients rationnels arbitraires (Voir notre Note: C. R. (1928)

1. 186, 5. 2a2).



96 J.A.Lappo-Danilevski.

§ 3. Le probléme (B) se reduit évidemment au probléme bien connu
de Riemann sur la construction de matrices réguliéres et d’équations.
linéaires correspondant, admettant un groupe de monodromie donné.
Le fait d’existence des solutions du probléme de Riemann
a été etabli par M. M. Hilbert *), Plemelj **), Birkhoff ***),
Garnier ) et Schlesinger *™**), dlailleurs le cas général
n’a été truité que par M. M. Plemelj et Birkhoff. Ces deux
géométres démontrent d’abord I'existence des solutions d’un probléme
altéré, en considérant un systéme des coupures, liant consécutivement
les points singuliers par une courbe fermée et en supposant, que les
coefficients des substitutions données sont les fonctions des points.
de cette courbe, admettant les dérivées continues A 'aide d’un certain:
systtme des fonctions non analytiques ils demontrent ensuite,
que lexistence des solutions du probléme altéré entraine Iexistence
des solutions du probléme propre de Riemann. Cette méthode ne
peut donner ancun algorithme analytique pour resoudre le probléme
de Riemann, d’ailleurs elle ne nous apprend rien sur le caractére de
la dépendance des matrices cherchées des substitutions et de la confi-
guration des points singuliers données. Outre cela, la méthode indiquée
ne donne aucun renseignement sur la nature de 'indétermination d’une
matrice reguliére, ‘satisfaisant aux conditions du probléme. -

En considérant le probléme (B), comme un probléme inverse par
rapport au probléme (A), nous établirons dans le mémoire suivant les:
expressions analytiques explicites de, toutes les matrices réguliéres cher-
chées et des subtitutions différentielles correspondants, mettant complé-
tement en évidence le caractére de leur dépendance des substitutions.
intégrales et de la configuration des points singuliers. Ces expressions.

donneront ainsi la résolution algorithmique du probléme régulier de Rie~
mann FREEER)

IL.

§ 4. Les éléments donnés ainsi que les éléments cherchés des pro-
blémes de Poincaré et de Rie mann étant des substitutions linéaires.
du dégré fixe n, c’est la notion de la rélation fonctionnelle dans le do-

#)' Gott. Nachr. (1905) S. 307: ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen® (1912). S. 81.
#%) Monatshefte fiir Math. und Physik; (1908) Bd. 19; S. 211.
#%*¥) Proc. of the Amer. Academy of arts and sciences; (1913); t. 49, p. 521I.
#k#%) C, R. (1925); t. 181; p. 1046.

###%%) Crelles Journ. (1905). Bd. 129, p. 287 Bd. 130, p. 26; Math. Ann.
Bd. 63; p. 273; Acta Mathem. t. 31. ,Einfithrung in die Theorie der gewthnlichen
Differentialceichungen auf funktionentheoretischer Grundlage“ (1923). S. 3oI.
##%#%) Dans le cas, ol les substitutions intégrales se trouvent dans un certain
voisinage de la substitution identique, les expressions analytiques, donnant la
résolution algorithmique du probléme de Riemann ont été établis dans notre:
Note: C. R. (1927) t. 185, p. 528, et dans notre mémoire déjé cité.

Les résultats principaux concernant le cas général ont été enoncés dans notre:

Note. C. R. (1927), t. 185, p. 1181.
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maine des substitutions linéaires, qui fournit le fondement logique de
I'analyse des problémes considerés.
Chaque substitution linéaire

sera traitée comme un systtme de n? ,éléments { X}, (k, I=1, 2,...,n),
qui sont des nombres complexes. La substitution, dont les éléments
| { X1, | sont respectivement les modules des éléments de la substi-

tution X, sera désignée par | X |. A et B étant des substitutions aux
éléments: {4}, =a {A},=o0 (k£1); |B|,={B},=>b, nous

écrirons pour abréger: A=—a; =||b]] *). Les n® rélations:
| $ X1, ] <|{Y}, | seront considérées comme équivalentes a une

seule rélation | X | << | Y| . Les définitions usuelles des opérations
rationnelles dans le domaine des substitutions linéaires du dégré n sont
présentées par les formules: .
n

3XiY§k1:3X fklifyfu: SX Y§k1=2 {X*k,' 3 Ygsz;

s=1

(1) . Dy, (X)
- ={X = k. =
VX Ty { i = m k=1 2.0

ou, dans le dernier cas, le déterminant D (X) de la substitution X est
destinct de zéro et D, (X) est le complément algébrique de D (X).

[ee]
Les n’ séries: E { X, },=1X], étant convergentes, nous dirons

v=1 3

oo
que la série des substitutions: E X,— X est aussi convergente et a
v=1
pour somme la substitution X.
Désignons par ao, & . (ji,jase--f, =1, 2...m; V=1,2,3,.. J)
des constantes numériques, par X;, X;...X des substitutions aux élé-
q p 1 m

ments variables, par X9, X3,...X? des substitutions aux éléments fixes

,2...m)
N ) . .
et par Z des sommes de m’ termes, qu'on obtient en faisant par-
JuJa-e-dy

courir indépendamment aux indices ji, j,,...j, les valeurs 1, 2,...m.
Les n’ séries:

(3) {F (X1, Xope oo X)), =
o (1,2...m)
=+ ) D I —X) KX —H)
=1 ji, Jaeeedy
#) Pour la substitution identique nous conservons parfois la notation usuelle:
I, de sorte que § 1}, = 1; { I}, =0 (k£ )
Kypnan. 7
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sont ainsi des séries, ordonnées suivant les puissances des binomes:
§ XAy — X G=1. 2,...m; k, I=1, 2,...n). Sicesséries représen-
tent les n? fonctlons d (Xl, 2o X ), de mn® variables complexes
lei xo» holomorphes dans un voisinage:

m

D L X0, | <

=
du point { X7}, dans Pespace de mpz dimensions,. nous dirons que la
série des compositions:

@ F & X X)=

o (1,2....m)
— X0 __x0 )
ao +El 2 (Xx 1"11) (IYh X]z). (X X) Ju ],....]
v=1 jy ja.:

représente une fonction F (Xl, X,,...Xm) de m substitutions Xj, X... X,
holomorphe dans le voisinage

) Dx—x21 <llell

=1
du systéme des substitutions X?, XJ,... X°. *) Siles fonctions (3) sont
entiéres ou méromorphes par rapport aux variables {X] -, 1a fonction (4)
sera dite réspectivement entiére ou méromorphe. Donc, la notion d’une
fonction holomorphe de m substitutions variables du dégré n se réduit

a la notion d’un systtme de n’ fonctions holomorphes de mn® variables
numeriques, dont les développements en séries des puissances sont

de la forme (3) **).

§ 5. Les coefficients a. . .
Judaseeedy

¢évidemment des polynomes des coefficients C ). .. ) --
11

de la série des compositions (4) sont
e plm)
des developpements des fonctions { F (X;, X,... X )|, en séries des
puissances des {X |, —{X7}|,. En calculant ces polynomes on établit,
que les égalités: C 1)..., 1)+ (m)-+-, (m=—0 pour toutes les va-
" ¥ an ¥ ¥an

leurs des indices entrainent les égalités %g=a , . =0 pour toutes
les valeurs des indices. Il en resulte I'unicité de la représentation de la
fonction F (X; Xz...X, ), holomorphe dans un domaine (5), par le
série des compositions (4). .

*) Nous prenons le domaine de la convergence sous la forme spéciale (5),
ce qui nous suffira pour la suite.

#*) La notion d'une fonction analytique des substitutions linéaires peut étre
définie d’une fagon beaucoup plus générale. Cette généralisation est, par exemple,
indispensable, si I'on veut traiter ['opération du prolongement ana};thue lle

se réduit au changement des coefficients numériques % ar...j, PAT des substi-
Iy

tutions fixes, a la considération des substitutions iterées et a la généralisation
correspondant de I'opération de la composition.
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En désignant par | ™| le plus grand des modules % Jgei |
gy

(jy Jpj,= 1,2...m) et en remarquant, que la convergence de la
oo

série 2 n' "1 (p—e)" | a® |, ot & est un nombre positif si petit

v=1

4

.que 'on veut, entraine la convergence de la série
o (1.2...m)

—_x0 | . — X0 X0 .

DI  EA A R A AR
v=1 ji jaurfy ’

pourvu que les substitutions X X3...X soient dans le domaine (5),

o0

on arrive ‘A la conclusion suivante. Si la fonction f (E):E a(v)iv
- v=1

de la variable numérique & est holomorphe dans le cercle | & | < pn,

la fonction des substitutions (4) est holomorphe dans le domaine (5).

Dans le méme domaine on a I'évaluation

6) IF(Xp, Xy ...X) —a | <

<D U X=X+ | X=X | 4 | X, —X2 1) o],

v=1

§ 6. Les propositions sur le calcul des séries des compositions
sont analogues aux propositions correspondant sur les séries ordinaires
des puissances, sauf quelques singularités algorithmiques concernant la
détermination des coefficients. ce qui vient de l'incommutativité de
'opération de la composition. Ces propositions peuvent étree énoncées
comme il suit:

Lemme I: Si la substitution.

o (1.2...p)
s 0 3
Z—2v=23 3 0= YD (V=YD — V)

v=1 Jjijady

It Jaee-Jy

est une fonction des substitutions Y3, Y,,... Yp, holomorphe dans un
voisinage du systéme Y], Y9,...YJ, et si les substitutions
Y. — V0=
i j
oo (1, 2,...m)
— 0 —_x0 —X%) . . i—
=2 D) & XD KA KK s = 2
V=15 1aeee 0y
sont A leur tour des fonctions des substitutions Xj, X3,...X , holo-
morphe dans un voisinage du systtme X9, XJ...X?, la substitution
Z— Z0 est une fonction
oo (1, 2,...m)
Q
70— — X0 __x0 —_x0
Z—Z —2 Z (X, —X5) (X, —X3) - (X, —X5 ) Vo,
v=1 ji, jarody
7*
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des substitutions X;, Xj,...X , holomorphe dans un voisinage du
systeme X9, X),...X°, les coefficients Vi ..., Gtant definis par les
ey

formules:
p
— (k)
o i “Z %" B,
h =1
SEY S
T jan- Tueeesding ’x1+1 xy T
w=1 h h,. h 14x< <XP'__1<J
(kp)
(7) e a]x o110 Bh‘ hy..

ou la derniére somme est étendue sur toutes les valeurs entiéres posi-
tives des indices xj, %3,...% satisfaisant a l'inégalité indiquée.

p—1
En particulier, si Z=1Y, : Y, on a:
v—1
=S @
Ji Jasedy Jieedx o Ix 41y
x=1

Si Z est une fonction entiere des Yi, Y,,... Yp' et si ces derniéres
substitutions sont des fonctions entiéres des X, X,.. X, Z est
de méme entiere comme fonction des Xj, X3,...X .

Lemme II: Si les m substitutions:

a, 2.
Y ~Yi= 2 2 (X —X°) (X,—X?)..
v=1 h]z Jv
(8) (X '—XOV) h, e i J= 1 200m

sont des fonctions des substitutions Xj, X3,...X , holomorphes dans
un voisinage du systéme X9, Xg,. ..X%; et si le déterminant:

1 1 1
a®, o, a® ,

2 2
a(l), a(z),. .

est distinct de zéro, le systtme d'équations (8) admet un systéme
unique des solutions Xj, Xp,...X , se réduisant a X9, X93,...X? pour

Y, =Y} Y,=VY),...Y =1Y?, qui sont presentées par les fonctions:

o (1, 2,...m)
— Y0 — v -
X—x0= 3 D V) (¥, ~7))..
v=1j, jo-fy
—Y?° () L.
(Y )ph Ja;--~j\,’]_'11 2,...m,
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holomorphes dans un voisinage des systéme Y9, Y2....Y% les coeffi-

cients @Y) juenrj, €tant définis par les rélations de récurrence:
1 Jarsen ]y

5 A..
(7 __ i
B =2

v m

Q, 2,...m)
B(l) —_— _I__ p(hx) p(hz)
Ju Jareedy A 2 Z 2 2 jl‘"i)tl J'x‘-}—l"'sz T
=2 h=1 hy, hy,. "hp 1 _i:x1<--~<"‘p,-—-]§“

(hy) *
...B L A
ﬁhp_ﬁ_,.. dy Chy hyechy Chy

ou Ah]. est le complément algébrique de.la h-iéme ligne et de la j-éme

colonne dans le déterminant A. La démonstration de ces deux lemmes
est évidénte: on forme les séries des compositions satisfaisant formelle-
ment aux conditions et on établit la convergence en se servant des
propositions analogues de la théorie des fonctions de plusieures variables
complexes.

§ 7. Le calcul des séries des puissances d’une seule substitution X
est complétement analogue au calcul des séries des puissances d’une
variable complexe £, cas l'incommutativité de la composition ne peut
étre patente dans ce cas. *). On démontre ainsi la proposition suivante:
soit G (M, My,-..M,) une fonction entiére des variables numériques

M, M2, - -, ; si les m fonctions: ¢, (§) = 2 asi) £(=1,2..m) de la
v=0

variable £, holomorphes dans un voisinage du point £=o, ‘identifient la

relation: G (¢1 (§), 9, (), ...9,(E))=o0, les m fonctions: ¥; X)=

= Ea(v’) X' de la substitution X identifient la rélation analogue:

v=0
G(QPI (X)) D2 (A)a s e QP,,, ()‘) ) == o. **)

#) Ces séries sont au fond un cas particulier des séries des puissances
d'une quantité complexe formée avee plusieure unités linéairement indepen-
dantes, qui ont été étudiées par M. Weyr. [Bulletin des Sc. math. (1887)
2-me série, t. II; p. 205]. Les séries des puissances d’une matrice du deuxiéme

o0

1
dégré de la forme 2 i X' ont été considérées par M. Schlesinger.
v=0

(+Einfihrung in die Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen auf
functionentheoretischer Grundlage“. 1922, p. 154). Cet auteur en fait quelques
applications a I’étude d'un systéme d’équation différentielles linéaires dans un
voisinage d’un point singiilier.

**) En vertu du § 5 les fonctions ¢; (X) sont holomorphes dans un voisi-

(o]

nage de la substitution nulle. D’ailleurs, pour que la série 2 a, X" soit con-

v=0
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. - . X, X t
‘Les fonctions élémentaires: e” ; ¢, IgX, X', ou £ est un nombre,
jouent un rdle important dans la suite. Les deux premiéres fonctions
sont définies par les développements entiérs:

(10) e = 2 % X' K = M —:T(Xlgt)".
v=20

L
b

Il
<

v

Le logarithme: Y==IgX sera trait¢ comme I’ensemble de toutes les

substitutions satistaisant & I’¢quation e’ = X. 1 résulte immédiatement
de la proposition indiquée ci-dessus et du § 5, que la branche du loga-
rithme, se réduisant & zéro pour X =1, est une fonction holomorphe

° v—1
(11) gX =Y 0 gy

v=1

dans le voisinage | X—I | <C i

i
-:.—“ de la substitution identique. La fonc-

tion X' se trouve définie par la rélation: X' = ¢"**, La branche de
cette fonction, se réduisant a I pour X=—1I est une fonction holomorphe

— t(t—1) . . t—v M
x= 2T e
v=0

dans le voisinage indiqué de la substitution identique.

§ 8. Les éléments et les nombres caractéristiques de la substitution
X étant donnée, les éléments des substitutions eX, tX, lgX, X * se calcu-
lent a l'aide d’'un nombre fini d’opération rationnelles, exponentielles et
logarithmiques: Pour le faire voir, considérons une matrice réguli¢re Y; (x)
ne possedant qu'un seul point singulier a a distance finie et se
réduisant a la matrice identique pour x==b. Soit U et V la substitution
différentielle et la substitution intégrale de la matrice Y, (x). La substi-

tution U étant donnée, la matrice Y, (x) satisfait au systeme

(12) Yy _ YU
12 dx = x—a
et les développements (10) du § 7 fournissent les représentations:
U
_( x—a . __ 2nU
(13) rw=(5"%); v=="0

vergente il faut et il suffit que les nombres caractéristiques de le substitution X
(o]

soient 4 l'interieur du cercle de la convergence de la série E a,s” . Cette

v=0
proposition suit immédiatement d'un théoréme de M. Weyr. (op. cit. p. 207)
*) Dans le développement

U [ee]
x—a I vx—a
(b—a) :I-{-Evlg b-—aU

v=1
on prend les déterminations des logarithmes, se réduisant a zéro pour x == b.
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Supposons que le déterminant caractéristique de la substitution U
n'admet que les diviseurs élémentaires simples: 6 — o5, 6 — 0. ..,

...,03—0_ et désignons par [0}, 5,...0] la substitution, dont tous les
éléments sont nuls, sauf les éléments diagonaux, qui sont respectivement
51, ... 6,. En tenant compte de la représentation canonique:

U=Soy, 0, ...9]857,

et en resolvant le systtme (12) on recoit les représentations cano-
niques:

(o) =s[ () () e ()]s

2nil 21io 2nio, 2nio —1
e :S[em‘, e L., em"]S .

En procédant d’une fason analogue, on démontre, que si le déter-
minant caractéristique de la substitution U admet les diviseurs élémen-
taires:

(6—01)", (6—0o)*,..., (=)’ ps+p2+ ...+ p,=n,

. e Y . e ge 2riU
les diviseurs élémentaires de la substitution e~ = sont:

((D——e%iq‘ )p‘ . (m_eZm'a, )p, ((I)—ez"ia’ )ps
’ .

9 e c ey

On recoit ainsi les représentations analogues des substitutions

—a \V ;
( ;:__:) et &Y dans la cas général.

Inversement, si la substitution donnée V admet les diviseurs élémen-
taires:

(‘”——‘“1)91: (0—wp),. .. :(“’_“’s )P’ ; o2 + .- +Ps:"’

les diviseurs élémentaires de toutes les déterminations de la substitution

I
2718 V sont de la forme:

I P1 I P2 1 Ps
g ——lg 0;— ;s o ——lg 0o,— s |lo——1lg 0 —r~
( omi Ig o, ’1) ’ ( i lg o r,) ’ 27 Ig o,—r ]

ou par lg®;, Ig @y ...,Igw_sont désignées les valeurs principales des
logarithmes et r,, r3,...r, sont des entiers arbitraires. Si les diviseurs

élementaires de la substitution V sont simples, de sorte que:

V=T, o,...0] T,
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les représentations canoniques des substitution
1

——lgV
x—a 2
z—n; lgVet( — ) sont:

—_— I -—1
V= T[N lgo,t-r1 5 g0y t-ray. . -:;;,-lg“’nLr,.] T

1 1
g Wy 71y srlgw,+r

— —ZTiIgV _ 2‘11:—1'1 . 2rmi
) =l GE T

1
x—a 27i lgw, + 7p
) ( b—a >

Dans le cas général on recoit les représentations analogues.

Ces considérations mettent complétement en évidence le caractére
de la multiformité du logarithme d’une substitution et donnent en méme
temps la résolution des problémes réguliers de Poincaré et de
Riemann dans le cas élémentaire d’un seul point singulier & distance
finie. La résolution du probléeme de Poincaré est présentée par les
formules (13) et celle du probléme de Riemann — par les formules:

'Jrl.

1
TTh A

(14) v="1gV; Y(x)_("’“> )

2 i b—a

Les expressions (14) représentent évidemment toutes les matrices
reguliéres, admettant la substitution intégrale V' en point a et se redui-
sant 4 I pour x=2, et toutes les substitutions différentielles correspon-
dant, pourvu que l'on prenne toutes les déterminations du logarithme.

I

§ 9. En abordant la résolution algorithmique du probléme de
Poincaré, nous introduisons le systéme des fonctions:
(IS) Lb(ajla', ,a ]x)h,]g, ..]_I 2. m;v:1,2,3,...,

N

définies par les rélations de recurrence:

(16) b(a Ix)-—./): H

xa]

X

L, (ajl ey | x)
Lb(aj, - ajv_l ajv‘x) = f dx,

xX— ajv
b

ou b est un point fixe a distance finie, distinct des points a, a,,...q, -

Nous avons nommé ces fonctions ,hyperlogarithmes“ de la coufigura-
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tion aj, a,...a, *). Chaque hyperlogarithme (15) peut &tre traité comme
une fonction uniforme sur la surface universelle de la superposition:
© (ay, a,, a,,, o) aux points de la ramification a;, a,,. . ., a, co du type
logarithmique, les feuillets étant réunis le long des coupures (a,, o),
(a2c0)...(a, o) [§ 1]. En fixant le point ‘& sur I'un des feuillets

et en designant par 9 la lougueur d’un chemin (bx) sur la surface
@ (ay, a3. . .a,, ), liant les points b et x et par 8 —la distance mini-

male de ce chemin aux points aj, @,...q,, on a les évaluations
évidentes: 4

(17) | Lb(ajl a, ...ajv[x)|<—:!——<%)v .

On déduit aisément des rélations de récurrence (16), qu‘a l'inté-
rieur du cercle dont le centre est en point b et dont le rayon est le
minimum de la distance de point b aux points ajy, ay,- .., a,, I'hyperlo-

garithme (15) est développable suivant les puissances de x — b:

(18) L, (aj. a ..., a | x) =

I
= (—1)" Y (x—b) - . oy X
; m+w§+p.v _ Palertp)e Gt )

1
(aj‘ — b))t (a;, — by, .(ajv — b))%y

la derniére somme étant étendue sur toutes les valeurs entiéres posi-
tives de indices {4, Ua,..., 1, satisfaisant & I'égalité indiqué. Le prolon-
gement analytique de la série (18) se fait d’une maniére particulié-
rement simple: soit (bx) un chemin fini arbitraire sur le surface
© (ay, a,...,a,, ), ne traversant aucun des points q;, ay,. .-, @, -

On marque sur ce chemin quelques points intermédiaires c,, ¢, - . .¢, »
i |
. . g e e A ; L,a.,...A. | C
afin que toutes les valeurs: L, (a]l ) @, a; | c1); ch(a]\ 1@ o )

oL, (g, 4q;,...q | x) se calculent 4 I'aide de la série (18), et on regoit:
s 1 J2 v
(19) L, (a].l VG ea | %)=

_ E< Lla - ay el (a ooea L)

... Lcs (aix,+1 .a | x),

*) C. R. t. 185. (1927) p. 439. Les fonctions de cette forme ont été
mentionnées par Poincaré (op. cit. p. 312).
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oi lon pose, que le facteur L _ (afxﬁ-l SR | c,py) est égal
a l'unité, six. 41> %, *). Cette formule vient immédiatement des
rélations (16).

Désignons par b, le point superposé b sur la surface S (ay, ay,-

. a, , ), qu’on obtlent en suivant dans le sens positif le chemin (a ),
crmsant une seule fois la coupure (a co) et ne croisant aucune autre
coupure. Les valeurs dhyperloganthmes en points b représentées par
les intégrales:

L (a |b)’“P(’)(a )—/ d’:

(a, ) 1

(20) Ly(a; .. ‘a; 1p)— P(l)(

7t 19,19 "Jv11v)_

:/ L, (aj, «- @ | x) d
(aj ) s

seront nommées ,paramétres de la configuration ay, ay. .., a,_ “ **). Il suit

de la formule (19), que les valeurs d’hyperlogarithmes sur le bord
positif et négatif de toute coupure (a oo) sont liées par les rélations:

+
(21) L, (aj:,ajz,.. ) a; |X)—2 P’)(a, . ,a) b(]_*_1 cea. lx)

Jv
*=0
Ces rélations mettent complétement en évidence le caractére de la
ramifications de la hyperlogarithmes en points aj, a,,..., a,.

§ 10. En se servant des fonctions introduites dans le paragraphe
précédent, on démontre le théoréme fondamental sur la représentation

d’une matrice réguliére normale ***) par la série des compositions des
substitutions différentielles.

Théoréme I. La matrice réguliére normale en point
b et admettant les substitutions différentielles

Ui, U,,..., U"l en points a, ay..., @, est une fonction

entiére des substitutions différentielles, représentée
par le développement:

(22) Y, (0= <I>b<U"U2" o Un ' x ):
ay, az...,a, |
o (1,2,..m)
:I—I—E1 2 .UJ.1 sz - [ij Lb<a].1,aj2,. . .,ajv|x>,
V=1 iy, g,y

.*) Une convention analogue concerne encore quelques formules suivantes.

**) Les rélations de recurrence, définissant les paramétres dela configuration

independamment d’ hyperloganthmes, seront données dans notre mémoire suivant.

**#¥) Nous dirons, q'une matrice réguliére est normale en point b, si elle se
réduit a la matrice identique en ce point.
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dont les coefficients sont les hyperlogarithmes de
la configuration aj, @3, ...,a,. Ce développement est

uniformement convergent par rapport & x et repré-
sente la matrice regulié¢re dans chaque domaine fini
de la surface © (q, ay...,a,,), ne contenant a l'inté-

rieur et sur le contour ancun des points aj,a...,a, .

Démonstration. En vertu des évaluations (17) et des considérations
de la fin du § 5, on conclut, que la série (22) représente une fonction
entiére des substitutions Uy, Us,..., U et que la convergence est

uniforme par rapport 4 x dans chaque domaine fini de la surface
S (aj ayy. . ., a,, co), ne contenant a l'intérieur et sur le contour aucun

des points ay, a3,. . ., a . En différentiant cette série membre 4 membre,
conformémant aux rélations (16), on resoit:

dY, (x)
T dx T

— dXEE 2 U U UJ'-; U] Lb(ajl’ajz”"’ajv’aj | x)=

x—aj
R SRACHY
_2 x—a;

On voit de 13, que la série (22) représente une matrice reguliére
admettant les substitutions différentielles U;, Us, .., U _ en points

aj, ay,...a, . Cette matrice est évidemment normale en point b.

Notre théoréme I n’est au fond autre chose, que la résolution du
systéme d’equations différentielles (1) 4 'aide de la méthode des appro-
ximations successives. Grice au calcul des substitutions nous avons réussi
quand méme de mettre le résultat sous forme définitive d’une série
des compositions, cette forme étant trés instructive et trés favorable
pour les recherches ultérieures, car elle donne la représentation algo-
rithmique des fonctions en question dans tout la- domaine de leur
existence et met complétement en évidence la nature de leur dépendance
de la variable x, des substitutions différentielles Uy, Us,..., U _ etdela

configuration des points singuliers a;, a,,...,q,.
Il suit du théoréme démontré une évaluation simple d’une matrice
reguliére normale, admettant les substitutions différentielles données. En

vertu des formules (22) (17), (10) et (6) on a I'inégalité:

' Uy, Us,. ..

| 1» 2y )

i®b<a1. as,. .., >—I‘4§(|UIH—[U2H— _HU ) (0)

a—(IU1I+IUzl+--~+"’UmI)




108 J A.Lappo-Danilevski.

d’ou il vient:

U, U,...,U,
(23) @b<

Ay, Qgye -+, a.
S1

s.m.n.p

3
e — I

’

e

Ul <lell (=1, 2. ., m).

|

Une matrice réguliére arbitraire, admettant les substitutions diffé-
rentielles Uy, Uy,..., U en points ay, a,. .., a,, est évidlemment liée

avec la matrice normale considerée par la rélation:

UX:UZ)"':U IUI) UZ!"" Um
x ':C-‘I)b< x|, ou

m
aiyy, Q,...; Qa
6)
Il en résulte, que le théoréme I nous donne la représentation de
toute matrice reguliére, définie par un systéme des substitutions diffé-
rentielles et par sa valeur initiale en point arbitraire, distinct des points
singuliers.

Ce théoréme fournit, outre cela, le moyen convenable aux calculs

U10U2$" ’ U

m

R

ai, as..., a

m m

Ul, Ug,..-, U

m

c—a
Ay, A2y« oy am

x), on marque

numériques. Pour calculer la valeur (I)b(
) A1y A2y o -y am
sur le chemin (bx) les points intérmédiaires ¢y, co,. . ., ¢, afin que les

coefficients hyperlogarithmiques des développements des matrices

U, Us,.., U} Uy, Us,..., U, | U, Us...
K VYL s St e

-

U !
C m:x
it ai, az,...,U v/

m
se calculent a l'aide des séries de la forme (18), et on pose:

Ul: Ula"') U
@b( x| =

Uy, Us,...,U |
02>...¢c(‘ ’ m}x).

S\ apy Q.. A,

agy, az..., a agy, az..., a,

Qaiy Agy- -y A

U, Us,...,U Uy,Us. U,
:(bb(l 2 ml)_(bc](l e U,

I

Ay, Agy...4y Q agy azy...y a

m m

La formule (22) devient particuliérement simple si la groupe derivé
des substitutions différentielles est commutatif. Un calcul simple montre,
qu'on a alors:

U, Us,..., U m x—a; \ Ui
(25) ‘I)b< v ™ x)':— I < ]) .

ai;, az-..-, a,| i=1 b_“aj

Il s’ensuit, que dans ce cas les intégrales du systéme régulier d’équa-
tions différentielles linéaires sont représentables sous forme finie.
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§ 11. Il suit de la définition méme [§ 1; (2)], que la substitution
intégrale en point a; d’une matrice réguliére normale en point & est

présentée par la valeur de cette matrice en point superposé b. de la
surface & (ay, az,..., a,,0) |§ 9]. Donc, en posant dans le dévelop-
pement (22) x=b; et en tenant compte des rélations (20) on arrive
au théoréme suivant, sur la représentation, d’une substitution intégrale
par la série des compositions des substitutions différentielles:
Théoréme II. La substitution Iintégrale en pointa;

d'une matrice réguliére, normale en point b et admet-
tant les substitutions différentielles U, Us,..., U_ en

m
points aj, a,.... a,, est une fonction entiére des sub-

stitutions différentielles, représentée par le déve-
loppement:

AULUs, ..., U
(26) V.=9§g>( ’ M)
J Qy, d3,-.+y Am
o (1,2...,m)
— )
_I_l—E 2 ljjl, Ui!'. T (ij ng (ajl' ajﬂ’. s ajv)'
v=1 i jaseees Jy
dont les coefficients sont les paramétres de la confi-
guration ay, ay,...,a,.
En vertu de la rélation (24) la substitution intégrale en point a.

) . . . . UI’UZ"' ’Um Lpe o
d’une matrice réguliére arbitraire @ x|, définie par
ai, ag.-.y a, |
un systéme des substitutions différentielles et par sa valeur initiale en
it b D U, Us,..., U,
point 0b: b | = C, est représentable sous forme:
ay, A2+ .., a.
AU, U, .., U (UL U, ..., U B
(26a) 90’( "l=cei ’") ct.
Ay, Q2. .-, a, a, az..., a,

Il suit de la rélation (25), que si le groupe dérivé des substitu-
tions différentielles est commutatif, les substitutions intégrales sont:

: Ul) U2s ey U i
o\ rn) — iUy |
(27) b (al, as,. . ., am €

§ 12. Pour achever l'exposition de la résolution algorithmique du
probléme de Poincaré il nous reste a étudier la nature des para-

métres de la configuration Pg) (aj 1@y G ), traités comme fonctions
i 2 v

des points singuliers a;, a,,..., a, et du point de la normalisation b.
A cet effet nous démontrerons qu'il existe une fonction:

0 (Ul, Us,....U

m
a, az..., a

x) =2, (x

m
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des substitutions Uj, Us,..., U, holomorphe par rapport a U, dans

m
un voisinage de la substitution nulle et entiére par rapport a
Uy..., U_y U, ERTEREE U représentant une matrice reguliére

m’
Z, (x), qui admet les substitutions différentielles Uj, Us,..., U, en
points ai, a,,..., a, et qui est développable dans un voisinage du
point x = a, en série de la forme:

(28) Z, (0= (—a) " Z, (»),

ou
Z, =14+ D, 4 (—a,y
s=1

les matrices A;s) étant indépendantes de x. Nous nommerons la matrice
Z, (x) ,matrice réguliére métacanonique“, car, si la substitution S,
réduit la substitution différentielle U, a la forme canonique: S,U,S,
la matrice intégrale canonique du systéme (1) en point a, s’écrira évi-
demment sous forme:

S, - Z, ().

En substituant I'expression (28) dans le systéme (1), on recoit:

(x—a )Uh S S s—
—a [1 +E 47 (e— “h)]+(x"“h)0h2 54 (x—a,) =

s=1
. . (x—a))*~ 1
— (X_'ah)Uh [I+2 A;)(x—ah) ] l:x— a, —.—22 J (a “};/l)s :l
- s=1 ]_:':h =1

et les matrices A;S) se. trouvent définies par'les rélatlons de recurrence:

(20) U AY+sAY — AU, =
457D

(s—2) 0
— Ay, Ay, 1
- 2 [a,—a,, (aj—ah)2 t- + —aq,) ! —{_ S] UJ

(a; -—ah)

. ” . . S
Afin de resoudre ces équations par rapport aux matrices Ai) nous
remarquons, que l'équation de la forme:

(30) UA-+sA— AU=K

peut étre traité, comme un systéme de n? équations, linéaires par rapport
aux élements |{A],, de la matrice A4, le déterminant de ce systéme
€tant distinct de zéro, pourvu que les différences des nombres caracté-
ristiques distincts de la substitution U ne soient pas entiéres, ce qui
a toujours lieu, quand la substitution U se trouve dans un voisi-
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nage convenable de la substitution nulle. A cette derniére condition,
I'équation (30) admet la solution unique, représentable par la série:
oc

3 —1)° a-F-B)!
(1) A=Y v kvt G- L
a, =0

En effet, il est aisé de voir, que cete série identifie formellement
I'équation considerée. En supposant, d’ailleurs, que

Ul <lall< ||l TKI<Ilk,
on a:
(32) b | 7 '
. « . B _(e4d)! k_
ral< 10T K0P 0 < e |

Donc, si la substitution U se trouve dans le voisinage indiqué de la
substitution nulle, le série (31) est absolument convergente et repré-
sente la solution unique de I'équation (30).

Introduisons le systéme des fonctions:

B2 (@ @ypeeer @5 o Joe s [T B V=L 2 3
définies par les rélations:
(s) ¢ ey
A]l (ah )= {

(s) Xo Ay dgy
A (a QG G .- a, G )=

1 pour Ap=o0

o pour A >0’

T (ot Meeo, By Ay)

(ah:——ah)”‘ (ahﬂ—ah)”’. . (ahi_ah)%
Prtpet. . e =s

) ) h .
pour s> 0, et Ais) (@ a, a ...a, a’)=o0 pour s<[0, ol les

indices Ay, h2,..., h_ sont distincts de lindice A, les indices

3

A9y Ao, A —sont des nombres entiers non négatifs, la ligne:

U Qpuee ey @y @ @y Qe oo @ @

.....

Ao fois Ay fois
. ‘ W )
est remplacée, pour abréger, par le symbole: a)’q, a,' a, ... — la somme
T

est étendue sur. toutes les valeurs entiéres positives des indices
#1, Wgy. .., W, satisfaisant a l’égalité indiquée, et les constantes numé-
riques: T (Ao, 4, Af,..., W, A) sont définies par la rélations de
recurrence:

(—1)ot 10041y I
(33) T (Ro p1 M) =—';\—0,—x;§’““l“' BRI REE

Tho AL oy A)=

%o

_ 2 (=0* Tl n )t < Co—% g gpeen, Po 1l —1)
- A (ot p )t Fho T
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En se servant de la formule (31) on tire consécutivement des réla-
. . . S ,o.
tions (29) les expressions des matrices Ai) sous forme des séries des
compositions:

A§j>=2 Zw EU U, Uy ... U, Uy X
=1 gprss A g =0 hy,..- )

X \ 3
X A’(z’) (ay’ @, @ .. .a a;?),

ou la deuxiéme somme est étendue sur toutes les valeurs entiéres non
négatives des indices Ay, A1,. ., A, et la troisitme sur toutes les com-

binaisons des valears 1, ..., A— 1, A+ 1,..., m des indices
hi, hsy..., h,. En posant:

LU L <Mull < |57

DUl s | g—a,| >0

(=1,..., h—1, h+}1,..., m); -n—(—"—lii::t

I—2nu

et en tenant compte de la formule (32), on déduit les inégalités:

8

D NGO, U, g P

41"

s, Ay
X lAi)(af a; a - Ay, aha) | < @

On en conclut, que la série:

oo

2”‘%' ORI R AN A AR A

S=1 Moo hg = 0 hy,.chy == h
Ao (s) s,
XU, " - 4% (a,l a, a,l. .a, a;) |
et, par suite, les séries:

Z, (x)=

-H—E(x—a;.) 2 2 2 Uy U, Uy U, Uy X

S=1 houihg=0 hyyhy == h

) ko A A
X Ah (ah a, a - a, a

c)‘

sont convergentes, pourvu que l'on ait:

(34) ;l'x_ah!<%+t'
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Ces conditions étant supposées remplies, le changement d’ordre des
sommations est permis et on a: .

Up UQ:"'-th )
x | =

m

35) Z,(x)=6, (

ap, az. .., a,

co (1, 2,.., m)

ou
(36) 1\7}‘(an a,...a,| x) = E (x—a,) A;’) (@, a..., aiv).
=0

En différentiant les séries (36) on établit, que les fonctions

I_Vb (aj. a ..., a | x) satisfont aux relations de récurrence:
IV( I . . dx .. ~ e N J—
(37) ,,a,-__x>~jx—;—a,»szn¢ } Ny (g, [ x)=o
A
N, '(ajl ceea | x) =

N, (a., | x
___f e Gy )dx, si ji =+ h,

x-a

et

7\/ (ab~a....a. a [x):

Nh (a a;. .. a | x) . _N_h&z_ . a,-l__1 a; | x) de
x—a] x—a, ’

si j, =h. Les coefficients du développement (35) sont définis par
les relations de récurrence (37) dans tout le domaine de leur existence
sur la surface © (ay, a3,..., @, co). Démontrons maintenant, que la

matrice ?h (x) est représentable par le développement (36) aussi dans
tout le domaine de son existence par rapport & x et que la matrice

métacanonique:
x)- = (x-—ah)U" 611 ( x)

peut étre traitée comme une fonction des substitutions différentielles,
‘holomorphe par rapport 4 U, dans un voisinage de la substitution

nulle et entiére par rapport a Uy,...U, ,, U, 4+ -+ U, dans chaque
.domaine fini de la surface & (al, ay, a,, ), ne contenant a l'intérieur

Ub U27° . 'yU

m

U, Us,..., U
9;,(‘ ? m

Ay Aaye ooy a., agy azy. .., @,

Kypnaa. 8
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et sur le contour aucun des points ay, a3,. . ., a_. En effet, si les points
b et x se trouvent dans un voisinage convenable du point a,, en vertw
de la formule (24), on a les relations:

)=

—_— /Ulv UZ;'-';U

m

U, Uy, U,

ai, gy .-y a,

(x—a)’* O, (

_ U,
- b—ah) h

\ (Ul, Uy.. U
b|- @

h
\\ agy, azy-.., a, agy, az-.--., Q@

et
& ('Ul, U,..., U,

h
N\ aly az..., a

m

(372) _(b— a,,)”h _ (Ul, Ue,- -0 U,
h

u, u,...,U )
m b).(I)b(‘ mix)-~
x—ay ay, a. .., a, agy, gy -y @,
I s’ensuit, que les fonctions N, (ai T |x) sont des polynomes:
— 1 2 v
des fonctions N, (ajl, 4, or @ |b) et L, (a].‘, Gjseoor @ |x) et que la.

série (35), ou les coefficients sont définis par les formules (37) est
uniformement convergente par rapport a x dans chaque domaine fini de
la surface © (ay, ay,..., a_, co), ne contenant a l'intérieur et sur le
contour aucun des point aj, ay,.

m’
cey @

Outre cela, en vertu de la convergence uniforme de cette série dans.
un voisinage du point a,, qui entre dans la série de Taylor pour:
la matrice Z, (x), la série (35) reste évidemment uniformement conver-:
gente dans chaque domaine finie de la surface ©(ay, a3,. ., a, ©),
ne contenant a Iintérieur et sur le contour aucun des points
@, G g, Gy, eay et appartenant aux feuillets, qui ont commun
le point @,, mentionné ci-dessus.

En considérant les relations de récurrence (29), comme les systémes:

9 . e .. - L1 (s) . (s)
de n? équations, linéaires par rapport aux éléments {A4,”},, des matrices 4,
et en se servant de la formule (37a), on peut démontrer, que la matrice
métacanonique Z, A (x) existe encore, si U,, est une substitutions arbitraire,
dont toutes les différences des nombres caractéristiques distincts ne sont
pas des nombres entiers. Mais dans le cas, ou la substitution U, se
trouve hors du voisinage de la substitutions nulle, la matrice Z, (x)

n'est pas développable en série des compositions de la forme (35)-
Pour considérer cette matrice comme une fonction des substitutions
différentielles dans tout le domaine de son existence par rapport a ces
substitutions, il faut introduire la généralisation de la notion d’une fon-
ction analytique des substitutions, mentionnée dans la remarque au § 4.

On peut démontrer ainsi, que la matrice Zh (x) est une
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fonction méromorphe par rapport alasubstitution U,
les singularités de cette fonction correspondant
aux valeurs de la substitution U,, dont quelques

différences des nocmbres caractéristiques distincts
sont entiéres. Il en résulte la différence intrinséque entre les
matrices réguliéres normales et les matrices réguliéres métacanoniques,
traitées comme fonctions des substitutions différentielles: les premiéres
sont entiéres par rapport a toutes les substitutions différentielles, tandis

que les secondes ne sont que méromorphes par rapport a l'une de ces
substitutions.

§ 13. La matrice métacanonique inverse est de la forme:.

2, =2, (x—a)” %,

ou

Eh =1 -+ 2 :1 5:) (x—a,)".

s=1

Cette matrice satisfait évidemment au systéme:

dx ~ od ¥ — aj "’

*
adjoint par rapport au systtme (1), et les matrices Ais), indépendantes
de x, remplient les relations de récurrence:

UhAIES) + SAS) — AS) U,=

Agf-l) A}<15_2) A}Sl) I
= - hl]j l:aj—ah _!_ (aj_ah)2+ s "]" _ h)s—_l +

J

Introduisons le systéme des fonctions:

*
(s) Vs s .o . —
A, (al.l a ... ‘aiv), Judose e Jy=1y, 2,c0., m; V=1, 2, 3,...

définies par les relations:

0 oy 1 7o o=
h Th 0 pour Ay > 0;
. o
() 4 N Aoy
Ay (a @, @ ... @ 7)==
* .
T (o 1 M oeeey Pghy)

—a )" g, )2 g\
prtpatetpg=s (@y,—ay)™ (ap,—ap)".. (a5 —ay)"s

8‘



116 J-A Lappo-Danilevski.

* A
. . s X )N .
pour s>0, et A(h) (a @, @ ... a, ahq) =o0, pour s<g, ou les

. *
constantes numériques T (Ao, &1, Ay,. .., £ A) sont définies par les réla-
tions de récurrence:

. (=) Ot 1
(38) T (Rotr1hr) = ! )\(:! . ot H

* .
T (hopy Al ph) =

)‘c *
_ 2(—:)*0 Qo) = (apele ... ph—%)
= i s

En se servant des mémes raisonnements que dans le paragraphe pré-
cédent, on recoit le développement:

U, U,,...,U

—1
- -1 __ o m —
(39) Zp -eh(al, ... a x) -
oo (1,2,..., m) *
:I+E E I]jl Ja2 (}.-lv Nh (a11 ah a] \ X)
v=1 il-jaw-:jv
ou
* — *
(40) N ("j.."ia e )= Z (r—ay)” AY (@, @, ... @),
s=0

ce développement étant valable aux conditions (34).
*

On établit ensuite, que les fonctions Nh (aj a ...aq | x) peuvent
étre définies par les relations de récurrence:

X

(41) N, (a | 9=— [ &, zTZ (@, | =0
ap, !

* r N (@; ... a; {x)
Ny(@, o oq (9=— [ 22 g,

o x99
et
_¥
Ny (, a, %, o | =
x 4 *
. . N, (aj2 e a, | x) + N, (ajl @, oo @ | x). 0
. x—a; x—a )
ap, J1

si j,=h, et que la série (39) représente ainsi la matrice Z4 (x) dans
tout le domaine de son existence par rapport a x.
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Donc, la matrice métacanonique inverse:

~1 — (U, Usy..., U
9h(Ul,Ug,...,U x) 28;,(1 2 m

m
ai, ay..., a

-1

x) (x—ay) "

Ay, Qgye ey am m

est aussi une fonction holomorphe dans un voisinage de la substitution
nulle par rapport a U, et entiére parrapporta Uy,.. ., U, _;, Uy y,-- .U,
dans chaque domaine fini de la surface © (a, ay,.. ., a_, o), ne con-
tenant a lintérieur et sur le contour aucun des points ai, a3,...q,.
En général, la matrice métacanonique inverse considérée est une fon-
ction méromorphe par rapport a la substitution U, possédant les mé&mes

siugularités que la matrice correspondante directe.

(U Uy, U, | \7
La dependence de la matrice 6 x de la variable x
a1y, Qdgye e« am
lUl) UZ" ..y Um

est analogue a celle de la matrice [Z) (

§ 14. Supposons maintenant, que la substitution U, se trouve dans

un voisinage convenable de la substitution nulle. En vertu de la relation (24)
on a alors la représentation:
)=

Uy, Usse . U
(42) q)b( v "

Aly Agee o oy am

ai, ay-...,. a,

— (U, Usy..., U -1 /x—a, U, __ Ul,U,,...,Um\
:@h m b (b—a @h x)-
aiy, .-y Q@ . h ajgy A9y« oy am [

-,

En faisant x=25,, on en conclut, que la substitution intégrale V,

en point @, de la matrice réguliére normale (42) peut étre mise sous
forme:

, U, Uy..., U )
w (Y1 Y m) __
(43) <, (01. az..., a_ —

m

— (Ui, Usy..., U - (U, Uyp...,U
:6h<‘ ? b) eszh@h<1 ’ m

Aly A2 3+ 0y am

)

#) 11 suit de cette représentation, que les substitution V1 et e”™Ur sont
sémblables, pourvu que U, soit dans un voisinage de la substitution nulle.
En tenant compte des considérations de la fin du § 12, on conclut, que ces
substitutions restent encore semblables, si U, est une substitution arbitraire,
dont toutes les différences des nombres caractéristiques distincts ne sont pas
des nombres entiers.

A1y, A2y« oy a,
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En substituant dans cette relation les développements (39) et (35)
et en comparant le résultat au developpement (26) du théoréme II, on
recoit les représentations des paramétres de la configuration:

R O\ A L
(44) P(b (ay a, a, ... ahqah)——
g

. %
Q = i, P (2~z)
= 2 E N, (a, @ a ... a a,l | 8) =5+5— X
=0y +Byt1a =y . N
X N (ah {1,;"4’1 cer @@y | &),

la derniére somme &tant étendue sur toutes les valeurs entiéres non né-

gatives des indices a ,8 , 7¥,, satisfaisant a I'égalité indiquée. En rem-
* .

placeant dans la formule (44) les fonctions N, et N, par leurs déve-

loppements (40) et (36), on arrive d la conclusion suivante: chaque

paramétre de la configuration P;J)(aj‘ a ... a/;) est une
v

fonction holomorphe de b dans un voisinage du
point a;, représentée par le développement:

(45) ng) (ajl a ... ajv): E(b—a ) P; )(a a ..t ajv),

les coefficients p (a a ... a;) étant des fonctions

rationnelles de aj, az,...,a » définies par les relations

Y
0) , X 27i)° s Xo
pi)(ao):( ) ()(ah

A o Ph — o0 pour s >0;

(s) ;X N Moy
2 (ah° a;, a +-¢ ab")_-O, pour s <o, et

) 7 % 1, oy
(46) p)(ah ahla; ahqah)—
B (ot Moo 1y by)

3 ’
(ah,“ah)'“l (¢1h;—ah)”2 .. ’(ah¢-ah)h

prtpet . oy =s

pour s=0, ot 6 (A g A ... » 1) sont des constantes
numériques:

(47 O(ho pr Aol p )=

. ® 2mi)Be
= D low b, )T e e 1) 9
%2=0 2, B+ 7, =

* *
#) On pose: 5 (1) === (%) == 0 pour % >0 et 5 (0) =3 (0)=1.
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Le systéme des coupures (ajoo), (a200); . . - (a,,o0) étant fixé, désignons
par K, le cercle, dont le centre est en point a, et dont le rayon est
le minimum de la distance du point a, aux coupures (a;0),...,(a,_;00),
Ha, +1OO)” . «(@,0). La formule (45) nous fournit évidemment le moyen

du calcul numérique des paramétres de la configuration dans le cas, ou
le point de la normalisation b se trouve a l'intérieur du cercle Kj.Dans,

le cas contraire, le calcul se fait a I'aide d’hyperlogarithmes: on fixe
un point ¢ & lintérieurs du cercle K ; et on pose:

P(bj) (ajx... aj‘;)ZE Lb (al.l... a ) ) P(Cj) (a; TR | b),

...a. )L (a.
Jxt1 Jv) A £ 0 R
0< <Ay

ou le chemin (bc), definissant les valeurs d’hiperlogarithmes, appartient
entiérement au méme feuillet de la surface © (ay,ay,. . a, co), ol se
trouve le point b.

Les résultats, que nous venons & établir, donnent la résolution
algorithmique complete du probléme de Poincaré soit au point de
vue de la théorie des fonctions, soit au point de vue des calculs numé-
riques.

Aaropnrmuueckoe pemenne 3azad Poincaré
H Riemann’a.

{Cmamoa nepeas: 3agasa Poincaré o mocrpoemun rpynmbl MOHOAPOMHH
JAaHHOH cHCTeMBI AvHeliHBIX AuddepeHIVaABHBIX YPaBHEHAHH C PeryAfpHLIMHA
MHTErpaAamu).

H. A. Nanno-fJarnurescruii.

Ta6auny awmaruTnyeckux ¢yuxguii Y (x), -BoimoAusomyo cu-
YU.
7

X

u mpeTep-

Y <
-cTemy AuddepeHlHarbHbIX YpaBHEHHUH ar :2

=1
nesalollyio noAcTaHoBkM V) mpum o6xoae HesapucHMO# mepemeH-
HOfl TOYEK @;, aBTOP Ha3bBIBAET ,PEryAApHOH MaTpuuei, HMero-
1weit zudPepenguarbuble noscranoekrn U, n nuTerpaabHble noacra-
Hosku V “. OcHoBanue TeOpHH PEryASPHBIX MAaTPHL COCTAaBAAIOT
3azaun Poincaré nu Riemann’a: nepsas sakaiouaercs B mo-
ctpoenrr Y (x) u V. no pansbm U u a;, sropas — B moctpoe-
Huu Y (x) u U] N0 AaHHBIM VJ W a;. Aunarurmueckmil anmapar
AATOPUTMHYECKOTO pEIIeRHsl YKa3aHHbIX 3ajad AOCTAaBASETCS Teo-
pueil aHAAMTHYECKHX QYHKUHH OT AHHeilHBIX noactaHoBOK. [omoa-
#Hss OGbIYHblE OMNPeAEAeHHs PalUOHAABHDIX oNepauuii B obracTu
AMHEAHBIX IOACTaHOBOK ONpeAeAeHHEM [IPEAEABHOIO IEPEX0Aa, aBTOP
BBOJMT IOHATHE ,TOAOMOP(QHOR (PYHKUHMH OT MOACTAHOBOK®, mpea-
€TaBASEMOH pAAOM KOMmO3uMuWeH, K pacnpocTpaHseT Ha PAZAbI
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.

KOMMNO3KIHI HEKOTOpble MOAOKEHHsT OObIKHOBEHHOH TEOpPHH CTENneH~
noix pagoB. O6pawasce k pemennio 3agaun Poincarsé, asrop ao-
Ka3blBA€T, YTO PEryAspHas MaTpHUA, 3aJaHHasd HE3aBHUCAILUMH OT
AUQOEePEeHIHAADHDIX MOACTAHOBOK HAYaAbHbIMH YCAOBHSAMH, K CO-
OTBETCTBYIOIIME HHTErpaAbHble MOJACTAHOBKH SBASIOTCSA IEAbIMH
(QYHKIHAMH OT AHQ@EpeHIWaAbHbIX MOACTaHOBOK, MNPEACTaBU-
MbIMH pAJAaMH KoMmosuuuf:

co (1, 2,...,m)
Y,@=1+> > U, U,..U L, (@ a...a|%
Y=1 Ji, Jaeendy
o (1, ;,...,;)
V=Y N U Ul P 6 e,
== ]

i ooy
rae Y, () =1, L, (ajl a ...qa | x) — cyTp ,runepAOrapu@MBbL.
KOHQHIYPAUHH @y, Qg...,@, “, ONPejeAsieMble MOCAEAOBATEAbHBIMME

©) —
MHTErpHpOBanuAMH B npeaeirax ot b a0 x, u P” (a; a,.. .a].y) -

»TIapaMeTpbl KOH(QUIypauuu“, onpejeArseMble KOHTYPHbIMH HHTE-
rpaAaMH, B3SITBIMH TMO TETANM, HAUYHHAIOWMMCH M KOHYAIOLIHMCS
B TOYKE b H 3aKAIOYAOWMM BHYTPH ce6sf COOTBETCTBYIOLIHE
Toukn a,. [Jlaree, aBTOp AaeT PasAOKeHHS THUEPAOrapU(MOB H
napamMeTpOB KOH(HUIYpalWH IO CTENEHAM COOTBETCTBEHHO X —b
u b—a; u ycranaBAuBaeT NPOCTbie (OPMYAB! AAS MOCTPOEHHS
aHAAHTHYECKHX MNPOAOAKEHHHE BTHX pasnoxenuft. Takum o6pasom,
BBISICHSIETCA XapaKTep 3aBHCHMOCTH PETYASPHOH MaTPHUIbI M MHTE-
rpaAbHbIX MNOACTAHOBOK.HE TOAbKO OT TeKyulell nepeMeHHOH u
auQPepeHIIMaAbHbIX TOACTAaHOBOK, HO M OT KOHQHIypauuu Oco6bix
TOYEK M TOYKM HOPMAAH3aUWH, M NPUBEAEHHblE Bbllle (POPMYAb
AEAAIOTCA BIIOAHE MPHIOZHLIMH AAsS BbiuucAeHni. Kpome ,Hop-
MaAbHBIX®  pEryAspHbIX MaTtpuy Y, (x), aBTOp paccMaTpHBaeT
»METaKaHOHHYECKHE pEeTyAsipHbIE MaTPHLbI

Z,(x)=(x—a) " Z, (v),

rae Z; (X) roAOMOp(HA OTHOCHTEABPHO X B OKPECTHOCTH TOUKH'
x=a n Z] (@) = 1. Merakanonuueckue peryasipHbie MaTpPHUbE
Zj (x) okasbIBaIOTCA LEABIMH (PYHKUUSAMH OTHOCHTEABHO AUDPEPEH—
IHaAbHBIX ToAcTaHOBOK U],. . .,Uj_l, U] 1 U, un mepomop@-
Hoivu oTHOcuTeAbHo U



Résolution algorithmique des problémes réguliers
de Poincaré et de Riemann.
(Mémoire deuxiéme: Probléeme de Riemann, concernant la construction d‘um

systeme régulier d‘équations différentielles linéaires, admettant un groupe
de monodromie donné).

Par M. J. A. Lappo-Danilevski (Léningrad).

IV. Fonctions fondamentales des substitutions différentieiles.

§ 15 *). En vertu du théoréme I [§ 10], la résolution algorithmique
du probléme de Riemann [§ 1] se réduit a la construction des
substitutions différentielles U, d’une matrice réguliere Y (x), admettant
les substitutions intégrales données V., en points réspectivement a;
(j==1, 2,...m). Conformement au théoréme Il [§ 11] le probléeme sur
la construction des substitutions U, est équivalent au probléme de

I'inversion du systéme de m fonctions entiéres: ¢
(29) V,=I42%ilU+
c (1, 2,..m)
e (7)
| E Z Uy Uy Uy, Py (g a0 o).
V=2 1y Jareeody

Le déterminant A du lemme Il [§ 6] étant égal a (27¢)", on fait
Pinversion des fonctions (49) dans un voisinage des substitutions
Vi=Ve=...=V_ =1 Daprés le lemme indiquéon obtient immé-
diatement les développements des - substitutions U, suivant les composi-
tions des substitutions Vi—1I, Vo—1,...V_—1, les coefficients de
ces développements étant des polynomes des paramétres de la configu-
ration: Pij ) (a; ap...a;).

La methode mentionnée ci-dessus **) est caractérisée par deux restrin-
ctions essentielles:

1°. Les développements obtenus représentent le systéme des substi-
tutions différentielles d’une matrice régulitre normale, admettant les

*) Pour abrégér les citations nous continuons la numération des paragraphes
et des formules bu mémoire précédent (pp. 94—120).

##) Cette methode est éxposée en detail dans notre mémoire: ,Théorie
algorithmique des corps de Riemann“ (Récueil mathématique de Moscou,
t. 34, fascic. 2, pp. 114—148; 1927).

Kypu. Aenunrp. Mus.-Mar. O-pa. 1. I, B. 1 (1928).
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substitutions intégrales I/, en points a;, tandis qU'il existe une infinité

des matrices reguliéres normales, jouissant de la méme propriété.

o] I3 N

2°. Ces développements ne sont valables que pour les systémes des
substitutions intégrales Vj, situées dans un certain voisinage

du systéme des substitutions identiques.

La résolution algorithmique générale du probléme régulier de
Riemann exige une étude plus approfondie des relations, liant les’
matrices intégrales et les groupes de monodromie des systhémes régu-
liers d’équations différentielles linéaires aux coefficients de ces systémes.
Une telle étude sera esquissée dans les chapitres suivantes.

§ 16. Nous avons a étudier quelques fonctions des substitutions
différentielles qui jouent le réle important dans la théorie des matrices
réguli¢res. En abordant cette étude nous devons compléter la théorie
des matrices métacanoniques [§§ 12—13] par la considération d’une
matrice métacanonique en point a !infini.

A Taide des methodes parfaitement analogues a celles, dont nous
nous avons servi dans les paragraphes cités, on démontre sans peine
que si les différences des nombres caractéristiques distincts de la sub-
stitution

(50) U,=— U +U+...4+U,)
ne sont pas entiéres, il existe une matrice réguliére admettant les sub-
stitutions différentielles U;, Us,...U, en points aj, a,...a, et repré-

sentable sous forme:

em(U"“"Um

ajy.... a

o )=(3) B

. ( Us,...U, | x)

ai,...y a

x>,

reste holomorphe par rapport a x dans un voisinage du point x =co
et se réduit 4 I en ce point. Les matrices

rey . et 0y ey U e e ,U '
800 ( Ui Un x | et B . ! n | X
aj,..., a a1,...,am1
sont les fonctions méromorphes des substitutions différentielles dont les
singularités sont produites par les valeurs de la substitution U_ aux

m
ou la matrice

m |

-1

m

différences entiéres des nombres caractéristiques distincts. Les substitu-
tions différentielles étant données dans un voisinage des substitutions
nulles, les matrices considerées sont représentables sous. forme des
séries des compositions:

“@"w ( U,...,U, II X > :I+2 E U].; UJ: Uj‘, I_Voo (a,.‘ a..a; | %)

Alye. oy am

v=1 ji joer Jy
U U -1 © (1,2..m) *
' Iseeey Iy
4 m{ X = . ees . . A X
Uff( ag,..., a ) I+Z 2 L]Jx th [JJv N°°(a11 Ja a’vl )’
m Y=1 jijordy
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ol les coefficients se trouvent déterminés par les relations de récurrence:

—a. X
X ah

X — A7 -
. N ( |x) N_(a, ...a; | %)
N_(a, .. ——‘/[ Yt -z _— J dx
S X—a:.
oo

5, X

Noo(ajllx):A/S(' - —%) dx; ;}m(ai‘lx) = "< !

s

# %
% " ‘N, (aj, - ..a; ) N, (aj,.-a; | x)
]\/oo(ajl...al.v |x):/[ p — — de.
o i

x

La substitution U_ définie par la relation (50) sera nommée ,sub-

stitution différentielle en point co“ d’une matrice réguliére, admettant
les substitutions différentielles U;, ...U_  en points ay, ...q,, et la

. 8 U] e e yUm . , . . «
matrice oo x | — ,matrice métacanoniqne en point co
Aly. .oy am

aux substitutions différentielles indiquées. En se servant de la for-
mule (24) [§ 10], on recoit la représentation d’une matrice réguliére

normale.
(51) q)b( x):
_ =1 U .
—8 <Ux,...,Uml16) <_b_> ®m<U1,...,Um|x>
@ ay..., A, X Alyen .y am]

qui est complétement analogue aux représentations (42) du § 14. Sila
variable x décrit un circuit, entournant le point co et croisant les cou-
pures (a;co), ..., (a,c0) [§ 1], les points singuliers étant numerotés
dans un ordre convenable, la matrice reguliere (51) subit ,une substi-
tution intégrale en point co®:

(52) V=V, Varo oo, V)71,

Ui,...,U,

Alyeeny am

ou Vi, Va, ..., V_ sont les substitutions intégrales de cette matrice
en points aj, as, ... a,. En vertu de la relation (52), la substitution

intégrale en point co est une fonction enti¢re des substitutions différen-
tielles, qui peut étre représentée d'aprés I'égalité (51) sous forme:

')

§ 17. Soit Y (x) une matrice réguliére aux substitutions différen-
tielles Uy, Uy, ... U, U_, en points réspectivement ay, ay, ... @,, co.

1
V. = Q})OO)(UI:---:U,,,) =9 <U1,---,Um\ b\) &2 Uoo 6. (Ul,...,Um

at,..., @ ay,e.., @ Atyeers ap

m

Supposons que les différences des nombres caractéristiques distincts de
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ces substitutions ne sont par entiéres. Il existe évidemment un systéme
des substitutions C;, ... C_, C_, independant de x, telles que

Y(x)—C Yy (Ux,... U,

]\aly .y a

x),jZ‘—'I...m, 0.

m

Les substitutions intégrales de la matrice considerée en points a;
sont alors:

_ 21U —-1
Vj__Cj 7C

Il suit de la définition méme des matrices métacanoniques [§ 12],
que les déterminations particuliéres des logarithmes des substitutions
intégrales:

_ . —1
(53) W,=--lgV,=C U, C

27T

jouissent de la propriété suivante: la matrice Y (x) admet les repré-
sentations

(54) Y =(x—a)" V() j=1, 2,...m
I Woo =y
Y=(%) " Y., 0

ou les matrices

Y(x)—‘C—l(') “U’”;x\;jZI,...m, o,
)

aig . am l
ainsi que les matrices inverses restent holomorphes en voisinage du
point a@; ou resp. CO. A cause de cette propriété les substitutions W/j, seront
nommées ,substitutions exposantes“ de [a matrice Y(x) en
oints a. ou . OO.
P : resp

Les substitutions exposantes sont d’ailleurs complétement caractéri-
sées par la propriété indiquée. Supposons en effet, quoutre la substi-
tution W, il existe encore une substitution W telle que la matrice

(x_aj) Jy(x):Yj (X),

ainsi que la matrice inverse restent holomorphes dans un voisinage du
point a. Les matrices
—a) i (x—a)"T =Y, () ¥V, (7 et

(55) - N SN

c—a) Vix— a.)W’_—: Y, () Y, ()7

sont alors aussi holomorphes dans le voisinage mentionné. Supposons
pour simplifier 1‘écriture que les diviseurs élémentaires de la substitution
V, sont simples, de sorte que

V‘: T.[UJI. .. ] Tkl

L’uniformité des matrices Y (x) et YV’ ;(x) en voisinage du pomt a; exige
que l'on ait:
e2mWi — eZmW’j — V,
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Donc, on a les représentations [§ 8]:
W T. [2_ 1gw1—{—r1,...-2‘%.lgw"—|—'rn]

’ 1 ’ 1 -
WJ_:T. {;; g o, 47,. .. por Ig u)"—f—rn}

ou lgwy,...lgw sont les valeurs principales des logarithmes et r4,.

. - ', .
r,, r'i...r', sont des nombres entiers. Les relations (55) sécriront
sous forme:

[(x— aj)_r‘_*—r",. v (x— aj)_r" tr'n ] = T_I?j (x) ?j (x) i
[(x — aj)-rl‘-H‘, R a].)_rl" trn | = 7! ?’j (x) ?} (x) -1

La holomorphie des matrices du coté droit en voisinage du point a;
entraine évidemment les relations:

u— — . J— U
n=ry,r,=r; W,=Ww,.
Si quelques différences des nombres caractéristiques distincts de la

substitution différentielle UJ en point a; sont entiéres la matrice régu-

litre Y(x) n'admet pas de substitution exposante en ce point. Soit, en
effet, W une telle substitution de sorte qu’on ait la représentation (54)

En remplaceant la matrice Y (x) par son développement de Taylor
pour le voisinage du point a, en substituant l'expression (54) dans le
systeme (1) [§ 1] et en comparant les coefficients d'aprés la puissance
{x— aj)—l,, on aurait alors:

(56) W, =Y, (@) U, Y, (@)

Il en résulte, que la matrice )_/J (aj)__1 Y (x) serait une matrice méta-
canonique en point a, ce qui est impossible en vertu de la supposition
concernant les nombres caractéristiques de la substitution U; [§ 12]

Il suit de la relation (53), que les substitutions exposantes des

Uy,...,U,
).

" x) sont:
n 1
-1 U U
= ) PR
) g0
J J\ aiy..., am

Ces substitutions sont évidemment des fonctions méromorphes des
substitutions différentielles, dont les singularités sont produites par les
valeurs des substitutions U, aux différences entiéres des nombres cara-
ctéristiques distincts.

§ 18. 1l resulte des relations (43) [§ 14] et (57) que les substitu-

tions intégrales ainsi que les substitutions exposantes d’une matrice

matrices réguliéres normales @,
ayy.. ., Q,

Uy,...,U,

a;,...,a

(s W,=8, (

m
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N u,...,U,, ) .
reguliére normale @, x ) sont des fonctions analytiques du

a1,...,am

point de la normalisation 5. En écrivant ces relations sous forme

Uy,...,U -1 u,...,U
V 9 ( 1 B am{b> e2mUj 9]( 1 mlb>

ait,. aty..., a l
Us...U,| \™ Us...,

W, = @(1 aEQ U@(1 l)
ceay y

et en remarquant que les matrices métacanoniques et les matrices

inverses satisfont aux systémes:
d u,...,U | U,...,U, - U,
E@f (fax, o a, \b>:ej(a1,...,a b 26——71:

m

h=1
-1
d o) Ul,. . U Ub‘--yU,,, b
db a...,a, b——a;l f aj,...,a,
on recoit:
(s8) dV E VjUh—Uh Vj. dW _EW u—-u w i3
58) g = b—a, b—a,
h=1 h=1

(=1, 2,...,m )

Il vient en outre des relations (43) et (57)
__ 2miU; .
(59) V=" W=V,

pour b =a;. Donc,"les substitutions intégrales ainsi que
les substltut'ions exposantes, traitées comme fon-
ctions du point de la normalisation sont des matrices
intégrales du systéme d’équations différentielles li-
néaires (58), satisfaisant aux conditions initiales (59).

Les substitutions considérées sont les fonctions analytiques des
substitutions différentielles

S (U, U
oW Lees¥pY
(60) V,.—-Qb (ah‘“’am)—-l—{-

w0 (1,2,...,m)

—-}—Z 2 U U . i P(J)(a a, a“)
Y=1jyja.e
AU U,
(0] g LR _
60 W;=2 (al,...,am)—l_{_

()
+2 D Up Uy U, @ ;)
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dont les premiéres sont entiéres [§ 11] et les secondes, étant, en gé-
néral méromorphes, sont holomorphes dans un voisinage des substitu-
tions nulles [§ 17]. En substituant les séries (60) et (61) dans les
systémes (58), en comparant les coefficients d’aprés les mémes compositions
des substitutions différentielles et en tenant compte des conditions ini-
tiales (59), on arrive aux relations de récurrence: pour les paramétres

de la configuration P;j) (a5, a;,. ;) et Q(’) (@, ap,. . -a;):
‘ P m) P L
D @) =" PP (a)=o0,sij1 %
P
bj) (aj), .. .,a.): .
b o) ( SR
_ / [P Dy ) P, )] db
:zj b—aj" b—ajl
62) { si 'un au moins des indices ji, j2...,j, est distinct de j;
Pfo) (aj‘) = — 27
( —an
Poo) (a. .. .ajv) = ———l) —+
(c0) ( )
+./ [P“’( e,y . Py (ay, - 'af")]db;
b—-—ajv b—-—aj‘
R @=u ¢ @)=osijFi |
QY (a;...a)= l
J1 Al }]———I 2.2
(J) ) (
/ [ h Gt _?,b_;"’ﬁ] db |
— aj —da.
(63) J Ty - 1 I
Qb (ajl) - -
& (.. )=
Q( ) ( ‘—l) Qrbw)(aiﬂ o 'ajv)
= 5 db.
% ‘% b—gq

L’avantage des relations de récurrence obtenues est évidente: elles
déterminent consécutivement les paramétres

()
. ajv) et Q) (aj.. .aﬂ)

independamment de toutes les autres fonctions spéciales considérées.
Dans le cas, ou le groupe, produit par les substitutions différentielles,

est commutatif, on a:
.,Um) _ eZm’Uj H(,) U,..
.y am ajy - .

7 (Un--
Q;(‘

Ay e o

’ (ajl ¢

U,

)=
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La différence du caractére des substitutions intégrales et des sub-
stitutions exposantes, traitées comme fonctions des substitutions diffé-
rentielles, vient exclusivement des conditions initiales (59) et peut &tre
expliqueé par une remarque suivante.

Le substitutions V, et W] étant des fonctions holomorphes de b dans

un voisinage d'un point a; sur la surface universelle S (ay, ay, . - .,am,°°),
les systémes (58) peuvent étre identifiés par les séries de Taylor:

=Y +Z A (b——a)

r=1

(o)
O ,
W,=U,+ D) B, (b—a),
r=1
ou les matrices A, et B, sont independantes de b. En substituant ces

séries dans les systémes (58), ou regoit les relations de récurrence pour
les coefficients A, et B,, analogues aux relations de récurrence (29) du

1§ I2:
(]jAl_i—Al_A](]i:—'ez:iUiE ah—a +E . 21in

a
h= h=i=j h

UBi -+ B — B;U——Uzah +2a,, U,

—=/=7 h=/=j

Supposons pour simplifier I'écriture, que les diviseurs élémentaires
de la substitution U, sont simples, de sorte que

U=S[,...5]1S "

Les rélations de recurrence écrites ci-dessus donnent alors:

(= e2:ri:rk__ e2:ial g Uh gkl
A== 5 =

o —9 t+1 i T
“ e & s s e 2 e s s+ e . .‘ .. .—. . k,l: 1,2 n,
(B}, =— T E LU, Elel
l LM %k T + ! h=i=j ap —aJ
ot A4,=S8"A,8...Bi=8"BS,..U»=SUr S .

On voit de 13, que les matrices Ay, .. .restent toujours finies, quelque
soit la substitutions U, tandis que les matrices B;. . .deviennent infinies,

si I'une des différences des nombres caractéristiques o, — o, est égale

‘a2 un nombre entier, non nul.
»
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V. Fonctions fondamentales des substitutions exposantes dans
un voisinage de la substitution nulle.

§ 19. Les substitutions ' exposantes d’une matrice réguliére normale
-étant des logarithmes des substitutions intégrales, la résolution du probléme
de Riemann [§ 1, (B)] sera évidemment fournie par le résolution
du probléme suivant.

C) Etant donné un systéme des substitutions W, Wy...W_
et une configuration des points q, a,, o, a distance finie,
construire une matrice réguliére Y (x), admettant les substi-
‘tutions exposantes W,, W,,...W, en points singuliers respe-
ctivement a,, a,, a,, et les substitutions différentielles U,, U,,...U,
de cette matrice.

Nous abordons 1’étude de ce probléme par la considération du cas,
ou les substitutions exposantes se trouvent dans un voisinage de la
substitutions nulle. En vertu du lemme Ii [§ 6] le systéme d’équations (61):

o (1,2,...,m)

W/},: UJ+E 2 U Q(])(a a .. j\‘)

V=202 e Jy

{§ 18] admet alors un systéme des solutions, représenté’es par les fon-
ctions holomorphes des substitutions W; W,...W  dans un voisinage

des substitutions nulles:

© (1,2,..,m)
_ g W W, _2 5
(64) ljj_ Hb (al e a )— Wl Wz fv.Rb (ajlvajz'"a]‘v)’
N m V=1 gy o Jy -
-ou les coefficients- R,;] ) (ajl a... aj) sont définies par les relations de
récurrence: ‘
gy = 1. R (a,)=0o0 si ji=j
(65) Rb (a])_ I; Rb Ji -]1 j
()| —
Ry ea)=
a, m)

2, ...
: (hx) (h
hE E Ry (a].l )R ( T 41 ’aixg) :

hu 1<y <o </ <
(hy) ()
SRy _(a/.’([JL - ) Q; (ah, a, - - .ah}x).

La matrice réguliére normale:

\ /IVI, sy Wm .
60 ¥, o an| %)=
o (1,2...,m)
' _H_E 2 Uy Uy -0 Uy Ly (a0, [ %),
N v=X i, Jareees Jv+

Kypnan, 9
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dont les substitutions différentielles Uy,..., U~ sont définies par les:

séries (64) admet évidemment les substitution exposantes Wy, W, . . W
A . 2iW,  2riW, 2i W . ,
et les substitutions intégrales €~ ', e *...,e ™en points réspec--

tivement ay, a,,.. , a,. En ordonnant d’aprés le lemme I [§ 6] le déve--
loppement (66) suivant les compositions des substitutions exposantes, on

. o Wi,..., |78
conclut, que la matrice réguli¢re normale V', a o |x] est une
e @

fonction holomorphe des substitutions exposantes dans un voisinage des:.
substitutions nulles:

Wl! -',
\ —_
67) Fb( a,. .., am ) I+
oo (1,2,..m)
+> 2 W, W,...W, K,(a,a...a |,
=1 jija.

ou les coefficients K, (ajg, a,....aq | x) sont les combinaisons linéaires:
v

d’hyperlogarithmes:
(68) K, (o, | )=L, (a | x);
K, (a.,...,a. | x)=

v (1,2, ‘

_ Q! (h,) fhz)
2 2; 2 Ry (@) B, ). e

B gk 1< <1<
(hy )
..R® (ajxp.—-l-l_]" . .,ajy) L (ahl.. e | x).

Les séries (67) ont évidemment le méme caractére de la convergence-
par rapport & x, que les séries (66): elles sont uniformement conver-
gentes dans tout domaine fini de la surface & (aj, ay,...,a, ),

ne contenant a l'intérieur et sur le contour aucun des pointsay, ay,. . .a, -
Les substitutions exposantes Wj,.. .,Wm se trouvant dans un voisinage:
des substitutions nulles, les substitutions différentielles Uj,..., U, dé--
finies par les relations (64) ainsi que la substitution différentielle
U,=—(Ui+...74-U,) jouissent de la méme propriété. Par consé-
quent, conformement aux relations (57) [§ 17] la matrice réguliére-
normale (67) admet la substitution exposante en point a I'infini:

a (Un--uU, |\ g (Ube--U,|
W, =86 TCUTml ) U O Tmi b
«® w(al,...,am T al,._..,am|
qui est ainsi bien définie par Jes substitution Wy, Wa,..., W, .
Il suit, immédiatement du développement (67) que les deux matrices
réguliéres normales en point b et ¢ sont liées par la relation:

(69)11)‘ W]’o.-)Wm‘x :‘I" (Wl,'.-,Wm,x \If Wl""SWm,| C)\’
e ) |

Ire ooy @ al,...,am al,...,am
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En tenant compte de cette égalité on conclut, que les substitutions
différentielles des deux matrices considérées sont liées par les relations:

' O Wy W\ _
(o) HP (M )=

\ Ay .oy am

1 .
:wb<Wx,.3.,Wm c) H(J)<W1""’Wm> wb<Wl,...,Wm

Alye o oy am

Les matrices:

@j (Ul (b): . 'tU,,, (b) b) :§ Wi,. )Wm b)
(71) ay ... a J ajy. .., a, »
@j (U1(b)y’- -U,, (B) ) ____5. (er W, b)
a, ..., a, T\ agy. .., a,

ou
- V[ Wi.o o W
Uy @)y =H ("0 )
J ap. .., a,
sont évidemment les fonctions holomorphes des substitutions exposantes
dans un voisinage de la substitution nulle:

(72) 9. (W" ) )-1-}—

1,0.-’
0 (12

2 W, W...W, M (a,a,...aq b

Jv

Y=L Jy, Jareer Jy

Wi oW | \7!
& 1y m —
(73) %, ( Iy b) I+
oo (1,2,...,m) %
+2 2 Wi Wieo o s W, M, (a, . - . [0),
v==1 j), joserury
les coefficients étant définis par les relatlons
(74) M, (a,|6) =N, (a; | b) M(a Ib)—N (a;, | 8)
M, (a,. . oa; , I’):
v (1,2,..,m)

= 2 2 R(h‘( -a; )R(h’)( a)..

27 R
P by hyeehy, 1<%ty 1<y

(1. ) —
R (a eyt .aj.y) N; (a,, @ .. ‘@, | b)
*
M;(a;...q[b)=
v (1,2,...,m)
=\ Q

R} (a, . ..a a;) R{? (a; R
b=l by, by 1<ty 1< :
*
(hy) =
-R; ( R ajv) N, (ahl, @y, o -y, | b).

*) Les fonctions 31- se trouvent ainsi bien définies par les relations (71}
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En appliquant la relation (57) du § 17 a la matrice réguliére nor-

\
el ‘I).b<W1,. LW
b).

m x), on a:
Donc, en vertu des relations (71) les substitutions différentielles de
la matrice réguliére normale considerée peuvent étre mises sous forme

' -1
(759 U=4% (Wl' ° b) W, 8<W" - W b)

1
[2 5P ,a al...,\am!

@,y a,

| —1
W= . 8. (Ux(b), .U, (b)i b) U, (b)@j(Ul(b)v--,Um(b)

aiyy ...,am aj ..‘,am

Il vient de la formule (42) [§ 14] que
. - ' 1/ o \UIB)
(6 ¥, <W1»...,W x)ze)i(Udb),...,Um(b);b) < a]> .

" ay ... @, | b—a;
@f(Ul ®),...,U, (5 l b) ' §_<U1 (®),. . .,Um(b)l b)—1 "

aj, ceoa I\ ay, cee,a

Alye o oy am'

m

= (UL ®) - U B)| |
><8,.< ! lx)——

a, . .,a,;z !

_ Z—aj Y (W W, jb 6 (Vi) U0
—a; i\ ag..., a Na ,...a, I

ml

En substituant les expressions (76) dans la relation (69) on recoit:

—a ¥, <W1,...,Wm;b\)-l@. (U1®)..U, ) x}___

ap...r @, | ’\an ..., a,

—1_
—(c—a) 18 (Wi W, c) 8 (UI (c),,...,Um(c)!x\.
7 \ Alyen .y a J a; reaey qm | )
w; N SN
[e—a\T§ <W1" Wl g (U 00U )
\b_a i ALy« Q. m! ]‘\ a se ey @ I )

En faisant x==a, en se souvenant des relations:

() (U1 (0),,...,U, (b)l o) — /U1(b) LU (b)} \\.—1:

\al yeey A , ]/ \(11 ye.ey @ ’(1

m

I8 12] et en remplaceant ¢ par x, on trouve

/Ul(b)r . ,Um(b)ix>_0 <W1, . Ib) (x—-a N7 X

J\al oo @ ai,... ——a/

(77)

o W- p =1
><f}.<Wl""’Wm x> . (x__“z> "y, /W“' W .b)
g I\ ay..., a,| \b—vaj N Al a,




Le probléme de Riemann. 133

En substituant cette derniére expression dans la relation (76), on
arrive a la représentation d’une matrice réguliére, normale sous forme

\I)‘ ’ ’ m —
V(L)
= T,/Wl""’Wm x\) <«§_—_a >W1 9 <W1,...,Wm b>--'1
J\ ag,..., a, b—a J ay,..., a, A

D’une fagon analogue on recoit la représentation:

w (e )= (e ) ()
La matrice
R B e A B [
qui ne differe de la matrice réguliere normale W b<u:j"’,w‘f"‘ x>
3 (Wi, W, b)_”{, est

que par un facteur constant du cété droit: \
. ai,.

S oa,

évidemment de méme une matrice réguliére aux substltutions exposantes

Wi,... W _ en points aj,... a_. En écrivant la matrice réguliére con-
m m

siderée sous forme:

, | _ \
9 (Wl,...,ij x\:(x_a‘)u//] {)'<W1,...,Wml ) ’
'\ ay,. ., a,| / J I\ a..., am| /
ou
:(_’/Wl,..-,W P —-W< <W1!~'-vW W,
. m —_ m Ax—a) 7
(80) ]\ (25 PRI am x) (x a) J . A1y .oy am x) (x a])
conformément a la relation (77) on a:
= W],...,Wl \ wi,. ., W \_1
4. m — - m
J<a1,..,a l / (b a) (al,.,am b/ X
X@‘ /Ul(b), b)} Wl, "’Wm b>(b_a)W}
J a, . Aly.e0y am J

Cette derniére matrice reste évidemment holomorphe dans un voisi-
nage du point x==a; et se reduit & I en ce point. Donc, la matrice

Wi ,..,.W \
3§ ( Lreeo™m x\ , définie par la relation (79) est une matrice méta-
/
canonique par rapport au point a;, admettant les substitutions expo-
santes Wi... W _ en points a;...qa, . En effet, il suit de la formule (56)
[§ 17] que la substitution différentielle de cette matrice en point a

est precissmment W

j

Al yeeey am
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En comparant les considérations de ce paragraphe aux résultats des
paragraphes 12—14 et 17 on arrive a la conclusion suivante: les mat-
rices reguliéres considerées peuvent étre traitées, en général, soit comme
fonctions de leures substitutions différentielles, soit comme fonctions de
leures substitutions exposantes. Ces deux points de vu nous aménent
d’ailleurs aux relations analogues. Cela revient au fait, que les matrices
réguliéres normalisées en points arbitraires sont, en général, aussi bien
définies par leures substitutions différentielles que par leures substitutions
exposantes: dans le premier cas 'indétermination se réduit a un facteur
constant du c6té gauche [§ 10; (24)] et dans le deuxiétme—au méme
facteur du co6té droit [(69)].

§ 20. Pour achever I’étude des fonctions fondementales des substi-
tutions exposantes dans un voisinage de la substitution nulle, nous avons
encore a établir les relations de récurrence pour les coefficients des
développements (64) et (67) qui seront beaucoup plus simples et plus
instructives que les relations (65) et (68) et qui détermineront ces co-
efficien's independamment de toutes les autres fonctions specxales con-
siderées.

Les substitutions différentielles U, (6) d’une matrice réguliére nor-

male ¥ b( berr®m x) peuvent étre traitées, comme fonctions analy-
Aly. -y (1”l

tiques du point de la normalisation b:

@) U o="r( Vg (T

Alyeeny am

Wb veey W -1

b ) ,
Alyeesy am
ol ¢ est un pointe fixé, ce qui suit immédiatement de la relation (70)
[§ 20]. Les matrices réguliéres du c6té droit de la relation (81) satis-

font aux systémes:
d <W1,...,Wm b):‘lf <W1,...,Wm
¢ ¢ (25 PR am

db

Afyeeey (1”l

—d——IIJ' W],...,Wm )._1
db c( a1,..., am b )

Donc, en différentiant les relations (81) par rapport a b on trouve:

(82) d—b—g b—a,, j=1, 2..:m.

= U, W, W
b> —_—— A ¥ ! m
h=—1

b_ah ¢ Alyeaey a,

Outre cela, il suit des relations (75) et (80) [§ 19] que les fon-
ctions (b—aj)_Wf U; () b—aj)W’ restent holomorphes par rapport
b dans un voisinage du point a; et que

(83) [6—a)™ T U)6—a) 1], 5, = W)
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Donc, les substitutions différentielles, traitées
<omme fonctions du point de la normalisation -sont
jes matrices intégrales du systéme d’équations diffé-
rentielles (82) satisfaisant aux conditions initiales (83).
Bien que le systéme (82) est non linéaire, il admet les points singuliers

fixes: a;, ay,... a, oo. En effet, on vérifie par la différentiation, que
les matrices intégrales de ce systéme: Uj, U,... U_, se réduisant aux

matrices constantes C;, C,... Cm en point b=¢, sont les fon-
<tions entié¢res de ces derniéres matrices:

Cy....C, © Crl
"(84) Ijj:®0<a1,...,am b) CJ ¢ <a1' e a \ )

Les intégrales du systéme (82) aux conditions initiales (83) sont
6videmment fournies par les relations (57) [§ 17]. La construction des
expressions explicites des matrices intégrales Uy, Us. .. U, satisfaisant
aux conditions initiales (86), i I'aide d’un choix convenable des matrices
-constantes Ci, Cy,... C  de l'intégrale générale (84) se réduit a la
résolution d’'un systéme d’équations de la forme (57). En effet, le
point ¢ étant supposé fixé, en remarquant, qu'en vertu de la formule
{42) [§ 14], on a:

. c,...,C b—a,\~Y Ci.. C
(I)(l ’"‘b\~< ’) :9( l),
c\ay.e.na, "/ \c—a b>aq; i\ a;. aml
«on conclut, que les conditions (83) déterminent les matrices ‘constantes
«Ci... C_ par le systtme d’équations

_C..C |l N _ C..C
(—)}.(‘ ""c) c.e}.(‘ "'H:W..

01,...,am‘ J agy...,a, J

En substituant dans le systéme (82) les séries des compositions:
o (1,2
(/)
U= 2 Z‘ W, W, W, R a, q)
V=1, Jaeendy
-en comparant les coefficients d’aprés les mémes compositions des substi-

‘tutions exposantes et en tenant compte des conditions initiales (83),
on recoit les relations cherchées de récurrence pour les paramétres

,R(bj) (aj1 a... a.):
R) (@) =1 R) (@)=o, si ) #j
485) R(i) (a. a,. 9, ):

— f 2 e Z [R(h)(a a, ) R(” (aJ o ""fv)_

h=/=j
(/) ()
.._Rb (a].x. .. aj.x) R, IPLEL ajv) ]
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§ 21. En passant aux coefficients ' du développement’ (67), nous.
considérons la caractére de la ramifications des fonctions K (a/. - | xp

en points ey, as...a,. En vertu de I'égalité,

‘pb<Wl...Wm|;>_‘F6<Wl W, |

ay... a [x/-—

i /Wi .. Wm +
="M=, (., {x)
qui a lieu au bords de chaque coupure (a ) (j=1,...m), les valeurs
des fonctions K (a . .ah!x_) aux bords de la coupure (a co) sont

liées par les relatlons.

— +
(86) Kb(aj,"'aj\,lx)—Kb(aj""ajv‘x):0
K, (d a a };)—K (a)‘a a '::)=
L A A A A A
)
_ N\ @) A—x T
- T K (a}. AR x)
x=1
ou ji1 Fj
Envisageons le systtme des fonctions:
K (a'].‘. . .a'jv[x');'jl,. S =L 2o.myY=1, 2, 3,
définies par les relations de récurrence:
B
1 1 - S
K'(a j %)= E—x'
@7) ( Jn
1 UN ’ ’ No— 2: l) , rl—-Y / NN s ¢
K (aj a;...a; |x)= / a...a; 15y
’~ x=1

oi j £ j; et les intégrales sont prises suivant les bords positifs des-
coupures (a 0) dans le plans de la variable complexe x'. En vertu d'un

théoréme blen connu de Sokchotski sur les valeurs hmxtes de l'inté-
grale de Cauchy, les valeurs des fonctions K’ (ajl. --a; . | x") aux bords
positifs et négatifs de toute -coupure,‘(a]'., 0) sont liées par les relations,
completement analogues aux relations (86). En posant

(88) d=—— ¥ =—1

x = .
J a/.—-b’ x—b’

on a lidentité:

K (a;ix') =K, (a LX)
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'

En supposant que les identités .
(89) K (a;.l. . .a]'.w |x)=K, (ajl: .-q; [ x)

ont lieu pour toutes les valeurs de l'indice v <, on conclut, que les
fonctions:

Kb(aj,' . .ajy.}x)—K'(a}'.. . .a}uix)

sont ‘uniformes dans tous le plans de la variable ¢omplexe x. En remar-
quant que ces fonctions ne peuvent admettre que des singularités du
type logarithmique et qu'elles se réduisent au zéro pour x = b, on regoit
r identité,

K,(a,.. Ix)—K( .. ;’  x).

1

Donc, les identités (89) subsistent pour toutes les valéurs de
Pindice p et les coefficient du développement (67) se trouvent définis
par les relations de récurrence (87) et les transformations bilinéaires (88).

§ 22. En résumant les resultats des 8§ 19 — 21 on recoit le théoréme
suivant:

Théoréme III. On peut construire une matrice régu-
liere normale en point b, admettant les substitu-
tions exposantes Wy,..., W _en points aj,...q, et admet-
taut outre cela une substitution exposante & I'infini.
Cette matrice, ainsi que ses substitutions différen-
tielles, sont des fonctions holomorphes des substi-
tutions exposantes en voisinage des substitutions
nulles:

(W, LW 2, 2% o
‘}b( a,...5 a l >—l+2 Z L'le’ LV}Z'.."LV]'-JK (ajl...ajv!x)

v=1  jija..
1, 2,.
(W >, ¢ .
) ’ (Jj)
()= ST v W B )
v=1 ji jo-fy
9\‘1
B S
ey S L S
et les coefficients
K (aj’.l. lx) et RJ)(a a,v)

sont définis par les relations de récurrence (87) [§ 21]

et (85) [§ 20]
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-

Dans le cas particulier, ot le groupe produit par les substltutlons
exposantes et commutatif, on a:

Wi W m o[ x—a \"
m J
Wb( ap,..., a, x) I;[ (b—a )

Les formules du théoréme llI nous donnent évidemment la résolution
algorithmique du probléme, (C) [§ 19], dans le cas, ou les substitutions
exposantes se trouvent dans un voisinage de la substitutions nulle.

VI. Fonctions fondamentales des substitutions exposantes
dans tous le domaine de leure existence.

§ 23. La résolution du probléeme (C) [§ 19] dans le cas général,
independante du procédé du prolongement analytique des séries du
théoréme III, sera fournit par une methode  des approximations succe-
ssives qui nous donnera les expressions analytiques explicites des sub-
stitutions cherchées a l'aide des fonctions:

\—1

) 8o | +)

déja connues. Nous avons indiqué que ces fonctions sont des fonctions
méromorphes des substitutions Xj,...,X, dont les singularités cor-

respondent aux valeurs de la substitutions X] aux différenees entiéres

des nombres caractéristiques distincts. Pour tous les autres systémes
des substitutions Xi,...,X les fonctions (9o) comme nous I’avons vu

(90) —Qi‘(XI" . .,.Xm

aj,..., a

m

:lans le § 12 sont définies par les expressions suivantes:
°. Ie point a; étant fixé sur la surface universelle S (ay,. . -»a,, o),

pour toute les valeurs de la variable x sur &, satisfaisant aux inégalités:
(91) | x—a | <] ah——aj\ s h=1,...,j—1,j+1,...,m

par rapport au point a; indiqué ci-dessus, on a les développements
de Taylor:

(_ /X,... X . Xi,. - o X,
) - ) 1oy _
l 8"<a1,...,am ) EA/ <al;- ’ m> (x a)
(92) ! =
= (Xy. X N *,y 7 Xy, _
l ej(al,...,aml x/\ —20 J <a1’ ey @, > (x ‘1) '
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ou les coefficients sont les fonctions rationnelles des substitutions
X1, - X, *) et des points ay....a,, définies par les relations de
récurrence:

[ A0 <Xx,. ..,Xm):z@ <X1,.. .,Xm>:I

J

Ay -9, at, » @
XX Xi,....X X,....X
lX (‘r)< L y m) | (.r) 1 e (.r) 1 A —
(93)'_ IAJ' ay,...,a, TrA-’ ap,. ..y a, AJ ay...,a, Xf
r—1
-3 S ) na
ot BRI (ay—ay)™™
#0) F X1y ,Xm\ %0 (X1 o o X _ % XX -
XiAi (a,. , m)+rAf <a1,...,am) Ai (a1, ..,am) XJ—
r—-l
: (°)(X1’ o m> I
K=i=j ats- - (ah—a')

Q . . . . .
2°. Si x est un point distinct des pomnts ay,...,a, et se trouvant
hors du domaine (91), on fixe un point arbitraire ¢ a lintérieur de ce

domaine et on pose:
X .
g’ Xl,...,Xm xl= c——aj —6 Xl,...,th C) (I) Xl""'Xm x
x—'aj T\ay...,a, ¢ al,...,am
— (X1 X
@,-(

I. Ay oo ny am
m x>—l__ i)} Xla- ml X;, . ,X ' XJ
m| ! e Ajyee ’aml J Alyeee ,am| x—a :

Qpyerey @

. b . B . o
Si 'on veut continuer les calculs a l'aide des séries de Taylor
on fixe les points intermédiaires ¢y, ¢;,...,6,_;» ¢, = x sur le chemin
(a; x) sur © et ou se serve des formules:

é(Xl...X x) .

m
g\ a...a.

(94) —(Xl X x>:

Jy\a. a

1 Xi...X, 1 X, X -1 (co_aj —X;
pr @c C 6 c ’
i S—i\age.-a |7 ay...a, \x—a;

#) Nous dirons que la fonction F (Xj,...X, ) est rationnelle par rapport
aux substitutions Xj,..., X, si les éléments {F X, . .,Xm);kl sont des fon-
ctions rationnelles des ¢léments in}ﬂ.
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¢

ou
[ee]
(le ..,Xm — (c -—c ) /X],...,Xm>
c"‘l \ag,. . ’am 2_ * -1 c"‘l\ax, coa,
[eo]
XI,...,Xm . Xl""’Xm\
(I' — (C —._ct-l) \
=1\ ay ... am, o . °/—1 ap,...q, )
X OO
/co-—aj ]:ELXJ] »C0—a;
\r—a; A48 T g,
] gy J

*
et les coefficients B(cr) ) et Bi') ; sont les fonctions rationnelles des
K- R —

substitutions Xj...X et des points aj.
relations de récurrence:

X:...X
o (5 e (5T
€z—1 C/—l a...a,
B(’) < ° )
Cr—1 .
r—1 m
X... X

_—__ X @] 1 m I .

(95) - r 2 Z ch_l ( a... am> X}l (ah_cx—l)r—p

é(r) (Xl o 'Xm) — )

r—1 m /“
® X1-¢'

. m ____I._—

r Z h 07.—-1<a1"‘[m) (ah Cy 1)r -

Le théoréme fondamental, qui donne la résolution générale du
probléme (C) [§ 19] peut étre énoncé, comme il suit:

Théoréme IV. On peut construire les substitutions
différentielles Uy,...U, d’'une matrice réguliére nor-

Wi W
male Wa(

W7 5 IR a,

a, c,_, définies par les

x) qui sont des fonctions ana-

lytiques wuniformes des substitutions exposantes
W,,..., W_, dont les singularités correspondent aux

valeurs des substitutions W,..., W, aux différences

entiéres des nombres caractéristiques distincts. Pour
tous les autres systémes des substitutions expo-
santes les fonctions considerées sont représentables
par les expressions:

. Oy s+
(96) U,= lin U W+ [U U],

s> 00 =0
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ou
0
o=,
A T A
. 19 U, 1y ™
(]j_@)',(alr* ’amlb) Y ](aly ’am'b>
(o7 .

Il est presque évident, que les substitutions cherchées Uy, ... U, n’existent

pas, si quelques différences des nombres caractéristiques distincts d’une
ou de plusieures substitutions du  systétme Wi,...,W = sont entiéres.

Soit, en effet, Wi une telle substitution. Les différences des nombres
caractéristiques distincts de la substitution correspondante U, doivent
&tre non entiéres,, car dans le cas contraire la matrice réguliére normale

/Uy, UL
(I,b ag,. .., amlx)

n’admettait pas de substitution exposante en point a; [§ 17]. On peut
former alors les matrices

) (Ul,...,U

m
i

ajye e oy

-1
. b)eté%(it:”'u;lb>
™
et la substitution U]., en vertu de la relation (57) [§ 17], serait sem-
blable a la substitution W/j, ce qui se réduit & une contradiction.
Etant donné un systéme des substitutions Wi,..., W _ aux différences
non entiéres des nombres caractéristiques distincts, toutes lés substitutions:

o oa,

s
U, (s=1, 2...) sont semblables a la substitution W, et chaque

s
substitution UJ se trouve ainsi bien définie 4 l'aide des fonctions (90).
Si les limites

S
(98) lim U,
s> ™

existent, la substitution U. est de méme semblable a la substitution Wi
et la relation (97) donne les équations:

DA M

J

b)_l,

qui sont équivalentes aux équations (57) [§ 17]. Donc, la représentation
(96) sera vérifiée, si nous démontrerons I’existence des limites (98). Avant
d’aborder cette démonstration, nous examinerons le caractére des appro-

ximations successives du théoréme IV dans le cas déja connu, ou les
. .

U=20,

7 J

Afye oy am
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substitutions exposantes se trouvgnt dans un voisinage de la substitution
nulle. On a alors les développements:

s—1 s—1 oo (1,2,...m)

ey Ul'--Um s

ej( ai... am\ >—I+§J IE Iv}l I'Vj’..‘I'V/-va(ajx"'aj\, i b),
si}l sl;l -1 &y M * s

ey 1--U, %s

Y DT SRR P

o (1,2,...m)

s WV s, .
__ (j)
(99) U= 2 E W, W, ... W, R} (a; .. .ajy),

Y=1 jy,jaee Jy

ol les coefficients sont définis par les relations de récurrence:
Rl ol SR
ij) (@)=1; R?) (a;) =0 si j1 ¥,
1
ij(aj,’ --q; | b):Nj(ai' ..a | &);

1

* *
IWj(a].. -ea; | b)———N](aj. -.a; | &)

It
1
= Illj(ajl a I b) E (a )M &1, | b);
1§1<v
41
jwl'(ajl a] ‘ b) =
v (1,2,..m)
no(h) L)
= 2 Z Ry (a; ..a )R (h—f-l a]xﬂ). .
=14, hy... h}L léx, << xp_1<v
S(Ay) - .
LR (ajll,t.q-l-l. . .a].v) Nj (qh‘ Gy | &)
xs+1

(100) { M; (a;...q; | b) =

v 2, ..m)
= 2 2 2 R(h’) (a a. ) R(h’) (a 1 %, )ee

=1 h; hy... hp~ 1§x,<...<x*‘ 1<v

s *
(h .
... Ry™ (afxp._ﬁ-l. . .ajv) N, (a,ll @, .-y, | 8);
s+, S+1 *s—l—l
R(I,J)(aj‘ )-— M(a [b)E(a )M (aj_f_l.ajlgb)y

l<x<v



Le probléme de 'Riemann. 143

E; (a,.)= L E (a)=o0 si ji¥j

Il suit de ces formules, que

1 2 .
M; (a,.l | &)= M, (a].l |o)=...=M, (q;, | 5)

%1 *2 *

1'1—4].((11.1 | b):MJ (a}.‘ [ 8)== ... :I{] (ajx | 8)

=) o) )
Ry (aj. a; | ©)=R; (a’.l aja) =...= Ry (aj1 a/.z).
En supposant, que les formules:
=2 s+l _
(z01) M(a;...a ) =M (a,...q)=...= M;(q;...q)
xs ey —
]Wj(aj,' . .ajs):]l/[’.(ajl. S )IE e = ij(ai,‘ . .al.s)

et, par suite, les formules:

s s+1
R(J')( )= R(i)(
s (.. 'afs—]—l =Ry (a;...a

. fs+1): o= jo)(aj!. ..a. ),

— * .
]Wj(ajx. -.a | 3), M; (aj. .. | ) et Rg") (a;- .ajv)

sont les coefficient des développements (72), (73) et (64) [§ 19], ont
lieu pour toutes les valeurs de l'indice s< 0, et en tenant compte des
relations de récurrence (100) on voit, que ces formules subsistent encore
pour s=0-} 1. Donc, les formules (101) sont valables pour toutes les
valeurs de I'ndice s. En comparant les développement (100) et (64)
{8 19], on conclut, que les termes contenant les compositions de
1, 2,...5— 1 substitutions du développement de la s-iéme approxima-

s
tion U, suivant les substitutions exposantes, sont identiques aux termes

correspondant du développement de la substitution cherchée Uj, de sorte

ue -
4 o (1,2..m)

S () pU)

Uj—— U= E ' 2 IVJ.‘ IVJ.Q - W [Rb] (af"'ai») -—ij (ajl...ajv)].
v=s+42Jy, fa- Jy

§ 24. En passant i la démonstration de 'existence des limites (98)

[§ 23], nous supposerons d’abord, que la configuration des points sin-
guliers a;, ay, ... a, jouit de la propriété suivante: il existe un domaine

sur la surface universelle & (a;...qa,, o), dont tous les points inté-
rieurs & satisfont aux inégalités:

{102) | 6—a, I<|ah-—-ajl;j:I, 2y...m

h=1,...j—1,j+1...m
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Considérons les matrices:

0 o
T.—=1; j:W’
o o
1 — (-Ul,. ’Um
T:l: j a, ,am b])
1 5 1 ’
=T, W T
(103)

Toutes ces matrices sont des fonctions holomorphes des paramé-
tres by, bs,...b & lintérieur du domaine

(104) ]'bj——ajl<lah——aj|;htl,...j—l,jl{—x...m
j=—1,2,... m

de l'éspace complexe a4 m dimensions, pourvu que les différences des
nombres caractéristiques distincts des substitutions Wi,...W ne soient
pas entiéres. En effet, la proposition étant vraie pour s = 1, supposons
qu’elle a lieu pour s=o.

En tenant compte des formules (103) on trouve:

511 o c_l__“_ 4 '_1_5 5

P (T O W T UL

7 J J a . , (1]., . a, ]/ j
(105) 11 . ¢ 1i ¢ - li .

o -1 S __ T— U‘ T-, . ’ W' ’T'— U T —1 4 .

= N Ry j j j md; _
T] 7]@]( a . R aj' s a, ‘b]. TI *)’
Xi...X

#) En remarquant,- que la matrice gj <

™ | x | représente la matrice
a...a,

intégrale du systéme

__ m. = _
9 _ 3 9% %O
dx — x—a,  x—a,
h=1 h J
se réduisant a I pour x=a;, on a la relation

—1 —1 H A
@(X,...Xmiﬁ:/m.j(A )[(:Al...A /\;mA\x>A_l,
m- e, \ t-'; m

J\aq...a 1.

ou A est une substitution arbitraire, indépendante de x.
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X,...,.X _ [ Xy,... X —1
' m bj). 91.( e m! ) étant des

al,...,am \a,, . ml
X,

Les matrices é—l (

fonctions entiéres par rapport aux substitutions Xl,. X X
o1 o1 L o+1
[§ 12], il résulte des relations (105) que les matrices Ti’ T}._ U

sont encore holomorphes par rapport aux paramétres by,...b  a Iinté-
rieur du domaine (104).

i

Donc, 4 lintérieur du domaine indiqué on a les développements de
la forme:

'(106) E ,[rlr . rrm] ' (bl -__al)rl . 'bm_ am)rm

s — *s ’ r
(107) T = 2 D lr,....r] (by—a)"...(b,—ay"
Freee, T ;=0
(108) U, = 2 Elriy.cor,]- bi—a)". . .(b, —a, )™
ou

s

*s s
Dj[r11~~-:rm]; DI [rln--yrm]’ Ej [aly--~7rm]

sont les matrices ne dependant que des substitutions Wy,...W et des
points a;...a,.
En vertu de la condition concernant les points aj,. . .a,,, mentionnée

ci-dessus, les développements (106), (107) et (108) représentent les
matrices réspectivement

s—1 —1 s—1

s s—1
_ Ulq'-.,Um _r Uy,. ,Uml s
9j< a,...,a >’ 8(01,. ,am!b>' Uf’
si 'on pose
by=by,—.—=b —b,

pourvu que le point b soit a l'intérieur du domaine (102).
Mypuar 10
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Conformement aux formules (103) on a:

s #*s. . s
(109) D; lo,...,0]=D; [o,...,0]=1; E [o,...,0] = w,

s=o, 1, 2,..
0 .
Ej [r,c..r, ]J=osin4...4r >o.

Dans le cas général, le calcul des coefficients des séries (106)—(ro8 )
se fait 3 Paide des formules (93), [§ 23] et (103). Il suit de ces-

formules, que

+ ") U,
A b, — a)
D> ( g L0
s+l (,) U U r
-—1"_ A tre-®m) (b.—a).
. ;0 ( 23 PRI am) 4 /
. (r) <E1" . "Em> A(r) <U1' 'Em L . .
Les matrices A; a,...,a, ay .., am) sont ev1demmvent‘,l

les fonctions des paramétres b;,...,b , holomorphes a Iintérieur du:

domaine (104):

; T/l,...,ﬁm M , ,
Aﬁ) ( al,...,am>:r,u§:0 CJ [rl"“»rm] (bl —al)l’ : '(bm_am) "

*r 4U" "l_]m *s+1(’) r, . ,o
A? ( ! a ):rE C i Tro-. ,r](bl—-al)'...(bm—*am)""

et on a
Ty
= )
D]. [r1s.. S jpen el ]_2 Ci [r;,...,ri-—p,...,rm]
(110) p=0
*r LA
Df[rh---,rjv---yrm]:———z (:](P) [71,...,rj—P,...,?’m}.
P:O

En remplaceant dans les relations de récurrence (93) les substitutions:
X1, .. X par les séries (108) et en comparant les coefficients d’aprés-
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les mémes puissances des binomes b; —aj,. . b, —a_, on recoit les
relations:

s+1 o _ B
C() ..ol = C o [r1,.. .0 ]:{ Ipour nn=...=r, =o
" 0 en tous autres cas

s+ s+1 s+1
(") T T
W'I.Cj [rl,...,rm]—}—rC;) [rl,...,rm]—Cf.) [r1,..0r,] W, =

[ <_"l“'PmS’m
= = s s+1 o)
(111) = — E (El.[pl,...,pm] Ci [I'l——pl....,rm-—pm]—
Pt tpm 21

s+1(r) s
—C ["l_Pla --y’m_pm]Ej[Pp--»er])'—

"E 2 Z E SH(”) [ess. . 0,] X

h=[=j 0=0 9,=0

.
(ap —a)F’

X Eh [rl—pl,...,rm — Pm]

410 *+1,) *110) p
w.C7 [ry...r]+rC A T i B C 7 Ir..or,] W=
21 g"u-"P mé’m

, - #s+1
= — E (E] [Pl,...,Pm] (o ;r) [rl—pl,...,rm-—pm]—
Pkt >1 ' C
sles—-}—l() s ‘
[r1—op1. s, P ] E- [Pb---,P,,.])r‘{"
r—1 n,
+222 Z Ey [n—pu.r,—p,] X

—*s+1 1

(p) - .
>< [p11 '-;pm] (ah_a)r—p M

Enfin, -les formules (103) donnent:

. rn m s s
(112) E] [rl,...,rm} = E'E DJ [pl gessy pm] ‘Vl D [rl—_pl,...,rm—pm]-

=0 p, =0

Les formules (109). (110), (111) et (112) nous fournissent les
relations de récurrences qui déterminent consécutivement: tous les coef-
ficients

s *s N
Ei [r" <o ]1 ) [rly . "rm]’ D]' [rl" . "rm]’D [r"° "’fn;J"

comme fonctions ratlonnelles des substitutions Wj,...,W et des points
ay,. - -,a,, pourvu que les différences des nombres caractéristiques distincts
de ces substitutions ne soient pas entiéres.

10¥*
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Il suit des relations (111) que

1 2
C]m[o,. . .,o]:CJ(') [o,...,0]=... :C}') [o,...,0]

pC) 20 )
C [o,...,o}-——'Cj [0,...,0]:...=Cj [o,...,0].
Par suite, en vertu des formules (110) et (112),

1 2
Dj [r1. - .,rm]:Dj [r1,. - .,rm] =.. ':Dj[rl” . .,rm]

nt.. A, =1 ., =1 nt...Hr, =1

#1 *2 *
p;lru- .ol =D;[r,....r, 1=...=D;[n,..., 7]
r1+...+rm:-1 ’1+---+’m:1 r1+..L—-f—rm:I
1 ) 2 *
E, fri...r 1= E, ri.oorJ=...= E, [reseor ]

nt...4r, =1 rnt...Fr, =1 nt...4r, =1
Supposons, que les formules:
s s+1
C’(.)[rl,. cor = Cj() [r;,...,rm]:...: C;r) [ri,....r,]
nt...Ar,=s—1 nt...4r,=s—1 n+...Fr =s—1
‘*‘s(r) *s4+1 ) * )
. C] [rl,_ . ,,rm] :(:] [rl)' . .,rm] = ... :C;r [rl,...,rm]

nteor=s—1 ont oA =s—1 nt. A, =s—1

(r=o0, 1, 2...)

s s+1 s

(113) Dj Irs, .- .,rm]:Dj [r1,- - .,rm]: ce :Di [r-- .,rm]
nt...tr,=srnt...4r_=s rnt...4r, =s
*s *s1 *
D [r,-..r =D, [ry,..ir 1= ... =D, [r0... .1, ]
r1+...+rm:s r1+...-{—rm:s r1+...+rm=s
s s+1
E,. [r,,. . .,rm] :Fi[rl,. . .,rm]:. . .=E,. [ry-- .rm]

{ nt..Ar,=srnt...Fr,=s rnt+...+ra=s
ont lieu pour les valeurs de l'indice s=1, 2,...,0.

En vertu des rélations (111), (110) et (112) on conclut alors, que
ces formules subsistent encore pour s=: ¢~ 1. Donc, les formules (113)
sont valables pour toutes valeurs des indices s =1, 2, 3,... et déter-
minent ainsi les matrices

* *
D, [rieenr, ) D; [rieer, ], C’() [riseer, ], C; )[rl,...,rm], E, [riyeeer, ]
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Si Ton pose:

E; [o,...,0] =W,

0 en tous autres cas,

*©) =...=r. =
Cﬁo) [rl,. . .,rm]: CJ [’1° ..,rm].:{ I pour r, Fm—20

les matrices:
r : * r
Ej [r:-- .,rm], Cj( ) [r1,- - .,rm], Cj() [, - .,rm],
) *
D, l_rl,. . .,rm], D] [I‘l,. . .,rm]

se trouvent déterminées par les relations de récurrence:
r - (r) ) —
(114) W]Cﬁ) [ri,- - .,rm]+rC,. [ri- - .,rm]—C;' [rise.or,] W, =
9l§’1~"9m§"m
- 2 (EJ [Pl,- . "pm] C]F') [rl’—Pb v "rm—pm] -
Pl+...+Pm%1
J— q(’) [rl —P1,- - Y pm] E] [Pl,. . -,Pm]> J—

r—1

- 2222 ;7 [os,mP,) Ey [r—p1eneir,—0,] ?—Ia_)T

h=/=jp=0 p;=0 ¢ 0m =0

L 10) *(r)
WC( [rl,.. I ]+rC [r1, - ..,rm]——CI. [rl,...,rm] IVJ:

J 7

ol\r‘ om<r

*_
—_ Z KE] [Pl;--~,P,,.] C](')[rl_pb' "’rm—p,,,]—
it -~+Pm21

L)
— C~ [ri—op1,. . -,fm_P,,,] E- [Pl’- . -vP,,.]) -+

r=1 r
_ X)
BRI D A B
h=jj =0 p,—0
g
Dj[rl,...,rj,-..,rm]:z Cj(P)[rl,...,rj.—p,...,rm]
=0
- S ~ ) /
Dj [rl,...,rj,...,rm]:Z o [l’l,...r’——p,...,rm]
p=0

E’. [t‘l,. . .,rm] :E---EDJ. [Plr' . "pm] I;V/ Dj [rl——pl, rm-—pm]

0=0 pp=0
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*
Les coefficients D, [r1,...,r,] et D, [ry,...,r,] sont ainsi bien dé-
finies, comme fonctions rationnelles des substitutions W7, . . W, et des
points ay,...,a , pourvu que les différences des nombres caractéri-

stiques distincts de ces substitutions ne soient pas entiéres. En faisant
les évaluations de ces coefficients, on conclut, que les séries:

T,= 3Dl or,] (br—a))" <o (b, —a,)™

r,,...,rm:0
- < *
122_?-7. [rl,. N 4 ] (bl—al) b —a )’"

représentent les fonctions holomorphes des paramétres &, b,, b, dans
le domaine (104). Des mémes évaluations on déduit que les dlfferences

T— 7=
7 J
= > (Dlu-ord =Dl wr,]) i—a) . (b,—a,)™
ntecdr, =s41
A
J J

= 2 {BI [ryer ] — *Dsj [7 s rm]} (by—ay)"... (b, — a )™

it prm=s+1

tendent vers zéro, quand s augmente indéfiniment. Cela démontre le
théoréme IV dans le cas, ou la configuration des points singuliers satis-
fait a la condition mentionnée au commencement de ce paragraphe. Les
relations de récurrence (114) donnent évidemment, en outre, la méthode
simple du calcul numérique des substitutions cherchées.

En passant au cas général d’une configuration arbitraire des points

singuliers aj, a3, . . ., a,, nous fixons les points arbitraires b, b, ..., b ,

distincts des points a;, a,, ..., @, et nous marquons sur les chemins
A—1 X

s (e 0 .
(q; ) (j=1, 2, ..., m) les points intermédiaires ¢, ...,c; *, ¢; =b,

afin que les matrices

a /Xl, ...,Xm"bl>’ @j (Xu ""X’"’bi>

’\al,...,am a, ..., a
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se calculent a l'aide des formules (94). Comme dams le cas précédent,
on regoit les développements des matrices (103):

{(115)

(o o]
S s
0 0 8 )N
Tj: E Dj[rl,...,rm,rl,...,rm,...,rl,...,rm]X
ntetrpt+
+r$+...+r}n20
0
n €1 & r Cm ™ Am
Xlg'— Lougm —- X
g—a Cp— Gy
r r 13 A—1)7) A h—1yr
Xe;—a)1. . .(c,—a ) m. ..(c; — ¢ )1...(m— )m,
(o)
s %S
—1 A A
7: — Dj[’1:~ Y Y RPN S or ] X
n+ .t r,+
+r‘1)+...+r);"::
0 0
G —a Ch — a,
Xlgr‘v——)\ R ;‘" — X
cg—ay Cmn ™ Uy
0 0 0 90 x A—1y70 X A—1yrt
><((:1-—-a1)1...(cm—am)m...(cl——c1 )1i...(c,, —c, )m,

ou les coefficients sont déterminés comme fonctions rationnelles des

e . 0 0
substitutions Wy, .. .; W_ et des points a1... a_,¢/...c_,...,¢

pour

A—1 r—1

.eec,
toutes les valeurs de ces substitutions aux différences non entiéres

des nombres caractéristiques distincts. On obtient aisement les relations
de récurrence correspondant, en se servant des formules (93), (95) et (103).
Les développements (115) sont convergentes aux conditions:

0 . .
le, —a | <|ay,—q;|; A=1...j—1, j+1,....m

I T e e e & 4 e s s e s e

A—1

{
I
1 0 0
(116){5 cf_c'l<[°,'_a;,,; h=1, 2,...,m
!

ch‘——cl. |<|cj -—ahl; h—1, 2,...,m.

Les coefficients satisfont aux relations:

5
0 0 A A
Di [r,. - RV FPINNN S T .,rm]:

__’1*)'1 0 0o 2 Ay
=D, [rl,,..,rm, I RPN ’1"""'”.]—‘
_ _ 0 0 2 ;\

=... —Di [rl,...,rm, LOETRTN rl,...,rm]X
*S
0 0 Y
X D]. [r;,...,rm, TORNR rl,...,rm]—
_*l’)+1 0 0 ey
=D [riye ety rysee it 1o =
*
P T 0 A N
—...——D’. [ryseeor,, SRR SN AR

si

i o ot S L e B TR S ot
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En faisant les évaluations de ces coefficients on démontre la con-
vergence des séries

oo
. 0 0 X
Tj— El Dj[rl,...,rm, | RPN rl,...,rm]X
rtetr, 4+
x
+ A =0
0
cj—a
r 1 1
Xlg" —; ...
Cl"—(11

0 0 I8 1
0 1 0 r X A—1\ 7 * =1\ r
Xley—a) 1. (e,—a,) ™ ..(c;—c, ) e, —c, ) ™.
oo
* Q) * 0 0 X »
T,= Dj[rl,...,rm, OPRININN i ro,...,rm] X
rtetr,+
A
-+ r‘l)+...+rm::0
0 0
cl—a c, _—a
r 1 1 m m
Xlg‘—ﬂ~—...lg”‘ X =X
G m @

Py
»

0 0 )
0 r 0 v -1 N e
X (ey—a) ', —a,) ™. (e, —¢ ) .. e, —c. )

aux conditions (116) et on établit que les différences:
d . |
T 177,

tendent vers zéro, quand s augmente indéfiniment.

En posant by =—by,=...=b_=—b, ot b est un point arbitraire
distinct des points ay, aj,.. -»a_, on achéve la déménstration du théo-
réme IV.

§ 25. En se servant du théoréeme IV, on recoit aisement le théo-
réme V, concernant les matrices reguliéres normales et métacanoniques:

Théoréme V. On peut construire les matrices régu-
li¢res metacanoniques et normales qui sont les fon-
ctions analytiques uniformes des substitutions expo-
santes, dont les singularités correspondent aux
valeurs de ces substitutions aux différences entiéres
des nombres caractéristiques distincts. Pour tous
les autres systémes des substitutions exposantes
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wi,...,.W,, les fonctions considerées sont représen-
tables sous forme:

a (T )=t (L) e
SUR ALANADE

s § s

= o) (2w

s—>00 J alye - .,am

-1

b),
s

ou les substitutions U] sont définies parles relations

(97)-
La démonstration est immediate. En passant & la limite dans l-s
relations

s—1 s—1
s ()

on recoit:

T}:(:)] (Ul,. . 'va\ b) ‘

aj,...,a,

Les substitutions Uy,...,U

' étant, d’aprés le théoréme IV, les

substitutions différentielles d’une matrice reguliére, normale en point b

aux substitutions exposantes Wy,...,W,  en points ay,.. -,a,, on a en

vertu des relations (71) [§ 19]:

T =79 (W“'”'Wm L b).
a, /

J Ayy -y |

Donc, conformement aux relations (79) et (78) on a les represen-
tations (117) et (118).

Les séries des compositions du théoréme Il sont évidemment les
développements des fonctions des théorémes IV et V dans un voisinage
de la substitution nulle.

§ 26. Les substitutions intégrales Vi, V,,.. ,V, aux déterminants
distincts de zéro, étant données arbitrairement, en passant du probléme
classique de Riemann (B) [§ 1] au probléme (C) [§ 19], on peut tou-
jours choisir les déterminations des logarithmes

. I
Wi=51V,

d’une telle fagon, que les différences des nombres caractéristiques distincts
des substitutions exposantes W ne soient pas entiéres. Toutes ces déter-
minations des logarithmes des substitutions intégrales donneront a I'aide
de Talgorithme des théorémes IV et V les solutions du probléme clas-
sique de Riemann qui seront ainsi représentées comme fonctions analy-
tiques uniformes des logarithmes des substitutions intégrales.
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Arroparmaueckoe pemenme 3agad Poincaré
g Riemann’a.

{Cmdn_sz emopasa: 3agasa Riemann‘a o mocrpoenmm peryasipmoit cacTeMul
ARBe#iBRIX anddepernnarrAbIX ypasaenH ¢ JauHoli rpynnoii MomozpOMHEM).

H. A. Nanno-Janurescruii.

ABTOP BBOAUT IIOHATHE O TNOKa3aTEeAbHbIX NOACTaBKax

- ®... W=_2lg vV, (j=1, 2...m)

peryaspuoi marpuyst Y (x), rae V, —uHTerpaAbHble 10ACTaHOBKH.

3HaueHHs1 AOTapudMOB TNPH 33AAHHBIX AW((PEPEHLHUAADHBIX [OA-
CTaHOBKAX ONPEJEAfIOTCA CyLIeCTBOBaHHEM MpeACTaBACHMH

Y () =(x—a)"7 ¥; (x),

— — 4 ‘
rae Y, (x) mY; (x)” — marpuybl roroMop@ubie B6Ausn x = a;. Kaac-
cuyeckas sajaua Riemann’a npuBoaurcs K 3agaue O mOCTPOEHUH
peryasipHoi marpuupt Y(x) u ee auddepeHUHaAbHBIX NOACTAHOBOK
U; no 3azamHbiM nokasaTeAbHBIM noAcTaHoBkaM W,. Astop zaet

pemeHne nocaesHedl 3aJauyd B BH/Ie OZHO3HAYHBIX AHAAHMTHYECKHX
¢yukuui oT W’., €JHHCTBEHHblE OCOGEHHOCTH KOTOPBIX CyTb 3Ha-

yeHus W; ¢ UeABIMH Pa3sHOCTAMH Pa3AHYHBLIX XapaKTepPHCTHYECKHX

yucer. [locaeanee orpannueHne He BAMAET Ha OGWHOCTD PeEMICHHSA
kAaccuueckofl 3asaun Riemann’a, Taxk kak npm sagaHubIX V, Bceraa

MOXHO BbIGPATh MOAXOAAILHE 3HAYEHHS Aorapudmos B Gopmyae (¥).



Sur la théorie des polynomes orthogonaux a ume
variable complexe.

Par V. J. Smirnoff.

§ 1. Soit I' un contour simple fermé et rectifiable. Les polynomes
orthogonaux correspondant:

P, (x); (n=o, 1, 2,...)

‘sont‘définis d’'une fagon unique par les deux proprietés suivantes:
. P (x) est un polynome du dégré n, dont le coefficient de x"
est un nombre réel positif;

. Les conditions de I'orthogonalité et de la normalité sont satis-
faltes c’est-a-dire:

IL / P, (x) P (x) ds=e,  ; (¢, ,=0 pour nFm; e =1I),
r ,

ou [ est la longueur du contour I', ds—'élement de cette longueur

et par a nous désignons le nombre compléxe, conjugué au nombre a.

La théorie des polynomes ‘orthogonaux a été étudiée par M. Szego
dans son mémoire: ,Ueber orthogonale Polynome die zu einer gegebenen
Kurve derkomplexen Ebene gehéren” (Math. Zeitschr. Bd. ¢; Heft %/,
1921; p 227). Les citations suivantes de ce mémoire seront abregées- par
(Szegd, I). Dans le mémoire mentionné M. Szegd établit les pro-
prietés fondamentales des polynomes orthogonaux, les théorémes concer-
nant les développements suivant ces polynomes et leur connexion au
probléme de la représentation conforme. Le but du mémoire présent et
d'indiquer une methode nouvelle, qui fournit assez simplement les
théorémes des développements, les hypothéses concernant les fonctions
développables et le contour I, étant plus générales que celles du
mémoire de M. Szega.

§ 2. Considérons d’abord le cas, ou la courbe, donnant les polyno-
mes orthogonaux est une circonférence C, dont le centre est en point
z=—=o0 et dont le rayon est égal i l'unité. Dans ce cas les polynomes
orthogonaux sont de la forme:

2 m
I, z, 2%..,2",. ..

Kypn. Aenunrp. @us.-Mar. O-a, 1. II, B. 1 (1928).
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Si une fonction f (z), reguliere a l'intérieur de la circonférence C

admet presque partout sur C les valeurs limites f (¢ ) et s'exprime par
ces valeurs limites & I'aide de lintégrale de Cauchy:

8
f(z)::.—;% j;ff_z) dz'y (2] <<q)
i

—la série de Maclaurin:
oo

(1) fR= a5 (lz]<0

s—=0

présente en méme temps la série de Fourier; c'est-a-dire:
i\ —sib
(2) 0, =% /f( Yo db; (s=o, 1, 2,..).

. Nous dirons que la fonction f (z) appartient a la classe (), si elle est
reguliére a l'intérieur de C, si elle admet presque partout sur C, sui-

0
vant les chemins non tangents, les valeurs limites f(e") et sexprlme

par ces valeurs limites & I'aide de lintégrale de Cauchy, | f (¢ ) | 2

étant une fonction sommable. On démontre aisement le  théoréme suivant:

Théoréme I. La condition nécessaire et suffisante

pour que la fonction f(z) appartienne a la classe (H)
(o]

est présentée par la convergence de la série E, ja |2

Cette condition étant satisfaite, on a la formule
de la fermeture

2n o
) L = sl
0 s=0

Les résultats de ce théoréme sont connus, mais nous allons en
donner la démonstration pour éviter l‘encombrement de I'exposition par
des citations trop nombreuses. Démontrons d’abord, que la condition du
théoréme est necessalre En introduisant les notatlons
f(2) = u(re ", + iv (e (o< r<a); £(€ " = u(e’ )—1—w(e ), con-
sidérons les coefficients de Fourier pour les fonctions u (e ") et v (e’ ):

“+= 4=
ao:--z--f (e )dba __.—fu(e ) Cosn 6d9;

bn = ——i—f u (eis)Sin nede; cp — 2—I_-f v (eiﬂ) de,
(4) e s

+r ‘ —+7 .
c = 1f v (em) Cosn bdf; d — % f v (") Sin nfdf.

—T
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On sait, que la série

i ap+bn+entd,
2

n=1

est convergente; d'un autre c6té, en vertu des rélations (2), on a:

(5) o, =a, + ic,; an:—}[an—]—c"—]—i(dn—bn)];n: 1,2,...

d’ot suit immediatement la convergence de la série E la | 2.

s
s=0

Réciproquement, si, a condition d’existence de la rélation (1), cette
derniére série est convergente, les intégrales

2r oo
©) Gy ds = a2 (o< r <)
0 s=0

sont uniformement bornées pour toutes valeurs de r, satisfaisant a I'iné-
galité indiquée. De la suivent, comme il est bien connu, toutes les
propriétés, caracterisant la classe des fonctions (H), ainsi que la for-

mule (3). *).

Remarque 1. Il resulte, entre autres, du théoréme démontré
que si f(z), appartient a la classe (H) et ¥(z), est une fonction
bornée, reguliére a lintérieur de C, le produit f(z).) (z) appartient
de méme a la classe (F).

Remarque Il. Si les deux fonctions

fi(2) :i B Zetfo (z) = i‘h z
s=0

s=0

appartiennent a la classe (H), on démontre aisement, en considérant
la fonction f;(z)+ A2 (2), la formule généralisée de la fermeture:

o0

(7) = [ A0A@d= 8,7,

|z|=1 s—0

§ 3. Nous allons considérer dans ce paragraphe quelques propriétés
de la fonction qui fait la représentation conforme du cercle K (|z| < 1)
sur un domaine a un seul feuillet B, limité par un contour simple fermé
et rectifiable L. Ces propriétés seront essentielles pour la suite.
Soit x = (z) la fonction mentionnée et z=—17 (x) la fonction inverse;

*) V. p. ex ,Szego“:. ,Ueber die Randwerte einer analytischen Funktion;
Math. Ann. Bd. 84 Heft 3/; pp. 232—244, specialement pp. 232—233. Nous
abrégerons les citations de ce mémoire par: (Szego“, II).
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soit d’ailleurs x =a une valeur correspondant au point 'z == 0. Nous
allons indiquer quelques propriétés connues de la fonction ¢(z). *).
Cette fonction est continue jusqu'au contour C du cercle K et ses va-
leurs sur C forment une fonction absolument continue. Suivant les
chemins non tangents, la fonction ¢’ (z) admet presque partout les

valeurs limites o' (e.e) qui coincident avec les valeurs de la derivée de
la fonction absolument continue indiquée ci-dessus, cette derivée étant
prise le long de la circonférence C. La conservation des angles, carac-
terisant la représentation conforme, subsiste non seulement en points
intérieurs de B et de K, mais, de méme, presque partout en points des
contours ' et C. Outre cela, il suit immédiatement d’une formule de la
page 89 du mémoire cité de Privaloff, que la fonction z¢'(z)
s'exprime par ses valeurs limites a 'aide de l'intégrale de Poisson.
Or, w (2) étant une fonction reguliere a l'intérieur du cercle K, admet-
tant presque partout sur C, suivant les chemins non tangents, les valeurs
limites et s’exprimant par ces valeurs limites 4 I'aide de l'intégrale de
Poisson, elle s'exprime de méme a l'aide de I'intégrale de Cauchy
et réciproquement; d’ailleurs, pour qu’il soit ainsi il faut et il suffit
que les intégrales

%
(8 [ 1w ¢ a0
0
s_»oiént bornées uniformement pour | r | < 1 **). Donc les intégrales
2n
9 r [l () b,
0

représentant les longueurs des images circulaires dans le domaine B,
c’est-a-dire, les longueurs des lignes, I‘r, qui correspondent dans la repré-

sentation conforme aux circonférences | z | =r, sont de méme bornées.
Ces derniéres intégrales étant bornées, il en resulte que la fonction
Vo' (2), reguliére dans l'intérieur du cercle K, appartient i la classe (£).
Remarquons en outre que I'intégrale :
8,
ERGIEL

B

donne la longueur du segment de la courbe I, correspondant a Yarc
b, <6< 0 de la circonférence C.

#) Privaloff. ,Sur certaines propriétés métriques des fonctions analy-
tiques* Journal de d’Ecole Polytechnique, 2-me Série; Cahier 24 1924; pp. 77—112
specialement pp. 78—87. » o

##) Nous trouvons une partie de cette proposition dans le mémoire de
M. Riesz ,Ueber die randwerte einer analytischen Funktion“ Math. Ze1t§o:h1:.
Bd. 18; Heft. %; pp. 87—095, spécialement p. 94. Quand aux résultats défini-
tifs, ils nous ont été aimablement communiqués par M. G. Fichtenholz.
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Si une fonction * (x) est reguliere a lintérieur du domaine B et
admet presque partout sur 1', suivant les chemins non tangents, les va-
leurs limites = (§), la condition  nécessaire et suffisante pour que = (x)
s’exprime par © () & l'aide de l'intégrale de Cauchy est présentée
par l'existence des égalités *):

[ =@ di=0; (=0, 1, 2...).

T

Nous allons démontrer maintenant, que pour que T (x) admette
presque partout sur T' les valeurs limites et s’exprime par ces valeurs
a l'aide de lintégrale de Cauchy il faut et il suffit, que les intégrales

(10) [I= @] ds

soient uniformement bornées pour toutes les valeurs de r<1. A cet,
égard nous introduisons la fonction w (z) = [9 (2)], réguliére I'intérieur
du cercle K. Les mtegrales (10) étant uniformement bornées, les mtegrales H

f|'w(re) rex)lde

jouissent de la méme propriété et, par conséquent, le produit w (z) ¢’ (z)
admet presque partout les valeurs limites et s’exprime par ces valeurs
a l'aide de Yintégrale de Cauchy.

Il s’ensuit que:

(r1) ‘ fw (2) 2'(z z dz=o (n—=o, 1, 2,...).

|z]=1

Démontrons que les conditions:

(12) f = () " dE=o0 (n—o, 1, 2...)

T

sont remplies. En effet, £ =[v (z)]" étant une fonction holomorphe a
I'intérieur du cercle K et continue jusqu’ a la circonférence C, elle est
développable en série suivant les polynomes de :la variable z, cette série.
etant uniformement convergente sur la circonférence C **). Donc, en
remplacant dans les conditions (12) & par le développement unifor-
mement convergent indiqué et en passant de la variable £ & la variable z,
on obtient immédiatement, en vertu des rélations (11), les conditions (12).
Réciproquement, si Fon sait que les valeurs limites © (£) existent et
que les conditions (12) sont satisfaites, on en déduit aisement que les
conditions (11) sont remplies de méme. En effet, en développant la

fonction z "=y (x)] en série, suivant les polynomes de la variable x,

#) V. le mémoire cité de M. Privaloff, p. 106.
#¥) Walsh: ,Ueber die Entwickelung einer analytischen Funktion nach
Polynomen“ Math. Ann. Bd. g6; Heft 3,4; 1926; pp. 430—436, spécialement p. 430.
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uniformement convergente sur le contour I', nous démonirerons d’unc
facon analogue, que les conditions (12) entrainent les conditions (11).
Remarquons d’ailleurs, qu'en passant de la variable £ & la variable z et
inversement, nous pouvons remplacer df par ©/(z) dz sous le signe de
Iintégrale, car les valeurs limites ©' (z) coincident presque partout avec
la dérivée de la fonction absolument continue, qui fait la représentation
de la circonférence / sur le contour I'. Donc, en supposant que ™ (x)
admet les valeurs limites et qu’elle s’exprime par ces valeurs a l'aide
de l'intégrale de Cauchy, nous avons établi que la fonction w (z) @' (2)
jouit des mémes propriétés, d’otu il suit, que les intégrales:

2%
f | w (reie) o (reﬂ‘) | df
0

ol, ce qui revient au méme, les intégrales (10) sont uniformement
bornées.

Par conséquent, pour que % (x) admette les valeurs limi-
tes presque partout sur le contour I' et pour qu'elle
sexpime par ces valeurs limites a I'aide de l'intégrale
de Cauchy il faut et il suffit que les intégrales (10)
soient uniformement bornées.

§ 4. Soient P, (x) Ies polynomes orthogonaux sur la courbe T,
ainsi que

_11_ /Pn &P, € d=e, ,  (, , =0 pour ntm; &, =1)
4

ou [ est la longueur de la courbe I' et d5 désigne Iélement de arc
de cette courbe. Formons les fonctions regulieres a Iintérieur du
cercle K:

(13) R, =) P, l2 @ V&' @) (=0, 1, 2,...).

Il est aisé¢ de voir que toutes ces fonctions appartiennent a la classe

(H) et que

2=
— i
(14) — [R @R, @ d=¢, . (==e").
0
En introduisant les notations
[ee]
(15) R (2= 2 ai") z (n=o, 1, 2,...),
s=0

on obtient des rélations (14) ' les conditions de l'orthogonalité et de la
normalité pour le tableau des coefficients ai"):
[ee]
() — (m) _
(16) E a's U.S - en, m’

s—0
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Les fonctions (13) forment un systéme orthogonal et normal sur la
circonférence C. Examinons la question concernant la fermeture de ce
systéme. Si une fonction sur le plan de la variable x est continue dans
un domaine B et regulicre a lintérieur de ce domaine elle peut &tre
mise dans le domaine fermé indiqué sous forme d’un polynome au dégré
arbitraire de l'exactitude prés *). Il s’ensuit immédiatement que dans
le cas d’un systéme des polynomes P, (x) on a I'équation de la ferme-
ture pour une fonction arbitraire T (x), continue dans un domaine
fermé B et reguliere a l'intérieur de ce domaine, c’est-a-dire

dc—2|c|

s=0

cs:%fn(s) VP, () d-.
;

(17)

ou

En passant au plan de la variable z, considérons la fonction:
Vi) == [2 @) V¢ (.

Ses coefficients de Fourier par rapport au systéme de fonctions (13)
sont presentés par les formules:’

L (VO R@a=L[xkE) Frlelly @) o=

izi=1 {z}=1
. —
e Pfr() .6 Lo,
Hors cela, on a:

—Ivard=_ 1=l @12 <z>sde———f|r<¢>.=d-
|Zl— |z]=1
et I'équation (17) donne immédiatement la®formule de la fermeture:

= [IvEp o= Zlk

[z{_l

Donc dans le cas du systéme des fonctions (13) I'équation de la fer-

meture subsiste pour toutes les fonctions de la forme: p (2) Vo (2),
ol 1 (z) est continue dans le cercle fermé K et reguliére a l'intérieur
de ce cercle.

Supposons maintenant, que certaines fonctions A, ") (s=o,1,2,..)
satisfont a lequatlon de la fermeture pour le systéme (13), que les
fonctions A () et |A (e ")|* sont sommables et que

{18) lim f A ( e'g —A, (eie)i2 df =o.
S—-}OO

*) Walsh; op. cit; § 3.
Kypnaa. II



162 V. J. Smirnoff

En désignant par }xi") les coefficients de Fourier de la fonctiom:
As (eie) et par A" les mémes coefficients de la fonction )\(eia), en
vertu de l'inégalité evidente:
latBP<2 (|24

nous recevons:

2 m 2% m ™
S =2 R @[ d0<a [ 1) — D AR () a4
0 k=1 0 k=1

2m

+afu@%—kww%&

N
Cette derniére megahte, conjointement a la condition (18) et a la
supposition, que A_ (¢’ ) satisfont a lequatlon de la fermeture, montrent,

que la fonction A (€ ) doit aussi satisfaire a I’équation de la fermeture.
Démontrons maintenant qu’aux certaines conditions complementaires les:
fonctions

(19) z" (m=o, 1, 2,...)

satisfont & l'équation de la fermeture pour le systéme (13). On voit
aisément qu’il suffit de démontrer I'existence d’une telle suite des poly-
nomes: X, (z) que

(20) lim f 1—x, (2) Vo (2) |2 dd=0o0.

n-y oo 21
En effet, I’égalité (20) est équivalente a I’égalité:

im [ —"7,@ Ve @F dd=o-(m=o, 1, 2,...).
Jim Ll " @ Ve @F d=o0-(m=o, 1, 2,...)

Donc, les fonctions z™ )(n (2) V9 () (n=o0,1, 2,...) satisfaisant

a l'équation de la fermeture, la fonction z™ lui satisfait aussi.
Pour construire les polynomes y, (z), satisfaisant a la condition (20),

nous considérons les polynomes p (z) orthogonaux et normaux sur la
circonférence C par rapport & une certaine fonction non négative w (f).
Ces polynomes sont définis par la condition, que p, (z) est un polynome

du dégré n a coefficients positifs d’aprés z", et que:
2n

(21) ) w O p, € p, ") di=c,

2% o

La théorie de ces polynomes a été etudiée par M. Szegé dans.
son mémoire ,Beitrige zur theorie der Toeplitzschen Formen“ [Math.
Zeitschrift, Bd. 6; Heft 3/4 1920; p. 176 und Bd. 9; Heft 3/4 1921;
p. 175l Quelques résultats de ces derniers mémoires seront impor-
tants pour la suite et nous en abrégérons les citations par: (Szegdlll)..
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Posons:
w O)=|K @) [_.»

K(z):‘/zfl/m

La fonction K (z) appartenant a la classe (H), on a w (6)>o
presque partout et Ig w (8) est la fonction sommable (Szegé II, p. 223).
Formons les coefficients de Fourier pour la fonctlon:

7 O=m
par rapport aux polynomes p (2):
2% 2%
d="2[w® HEO pEdd="1 [K " p, (") b,
s 27 § Ps 27 s
ou
T=L K (2) p, (2) ds.
s 14 z

lzI=1

En remarquant que les fonctions K (z) p, (z) appartiennent a la classe

(H) et, en particulier, qu’elles sont représentables par ses intégrales
de Cauchy nous recevons définitivement:

(22) d. =K (o) p, (o).
En vertu du § 14 (Szegd Ill), en posant
% @= D14, p, @)

s—=0

nous auromns:

/ 2r

de_I—Zulz

Donc, la formule (20) est équivalente a I'égalité:

Eid\ =1,

s=—0

i0
0 O] g% E [

ol, en conséquence de la rélation (22), a l'égalité:

(23) z l Ps (o) |*= lK(o) I 3

s=0

¥



164 V. J.. Smirnoff.

Pour démontrer cette derniére égalité, nous allons nous servir du
théoreme XXX (Szegé IMI). I en résulte, que

(24) IACIE = ToTe

s=0
ou D (z) est la fonction de la classe (f7), définie par I'égalité:

- /lgw(‘) M—:b do.
D(z)= e
(Szegd I, p. 241). Les deux fonctions | D (z) |2 et | K(2) | ?
ont presque partout les mémes valeurs limites w (8), suivant les chemins
non tangents. Or, on sait, que la fonction D (2) est la plus grande en
module pour tous les points du cercle K parmi toutes les fonctions
de la classe (f7), dont les carrés des modules admettent presque partout
les valeurs limites w (6).

Donc, on a:
(25) IK@IZSIDEI (lz21<1);

d’ailleurs I'égalité ne peut avoir lieu, que dans le cas, ou K (z) est
égale 3 D (z) & un multiplicateur constant prés, dont le module est
'unité. L’égalité (23) sera demontrée, si nous établissons, que c’est
précisément le cas de l'égalité, qui a lieu dans la formule (25),
c’est-a-dire, que la fonction lg | K'(z) | 2 est représentable par la partie
reéle de l'intégrale:

{ lg w (u) Eizg_ _ d’J

—I.J

ou par i'intégrale de P01s son

NP J_/: Wy g 1—r? "
lg | K(re) 2 = pong 18 | K(e™) | T—2rcos(V—0)F r2 d7.
0
En se souvenant de la définition de K (z), on voit, que tout cela
se reduit a la proposition, que la fonction Ig | ¢' (2) | , harmonique a
‘intérieur du cercle K, s’exprime par ses valeurs limites & l'aide de
Jintégrale de Poisson

(26) g | o' (") | =

2%
== [gleE®| L A d (0Sr< ).
0

1—2rcos (V—8)4

Donc, le condition (26) étant remplie, les fonctions z” (m==o0, 1. 2...)
satisfont a I'équation de fermeture pour le systéme des fonctions (13).
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Or, en vertu de la formule (7), les coefficients de Fourier pour ces
fonctions, sont:

—
?II—T f szk(z)de_a(m

(2)=1
et 'équation de la fermeture sera de la forme:

E | a(:)P:I (m=o, 1, 2,...).
=0

Ces équations et les équations (16) montrent, que le tableau des
coefficients a() présente un tableau des coefficients d’une transformation
orthogonale compléte. Par conséquent la condition, que le systéme (13)
soit complet par rapport aux fonctions z" (m—o, 1, 2...) est équivalente
a le conditions que la tableau des coefficients des developpements des
fonctions R (z) (s=o, 1, 2...) en series de Maclaurin présente un
tableau d’une transformation orthogonale compléte. Cette derniére con-
dition étant remplie, il est aisé de voir, que toute fonctioin s (z),
appartenant 4 la classe (), satisfait 4 I’équation de la fermeture pour
le systéme (13).

En effet, soit

o
Q

o (z) = : * ER
s=0

La fonction ¢ (z) appartenant a la classe (H), on a

L e anSs

|zl=1 s=0
En remarquant, que les coefficients de Fourier de la fonction o(z)

sont:
[ere)

ﬁf a(z) R_k(T) dﬁ:E G a(lj) (k=o, 1, 2,...).

|z|=1 - s=0
et que le tableau a(’:) fournit la transformation orthogonale compléte,
on regoit immédiatement ’équation de la fermeture:

S X [=Xia =% [ 10

k=0 s=0 s=0 jzj=1

\Des considérations de ce paragraphe il résulte le théoréme suivant:

Théoréme II. Si la formule(26)a lieu, les coefficients
des développements des fonctions (13) en séries de
Maclaurin forme un tableau dune transformation
orthogonale compléte et toutefonction dela classe (F)
satisfait a ’équation de la fermeture pour le systéme
des fonctions (13).
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§ 5. En supposant que la condition (26) est satisfaite, nous allons
démontrer dans ce paragraphe la formule de la fermeture et le théo-
réme sur le développement dans le domaine B. Soit f (x) une fonction
reguliére a l'intérieur du domaine B et telle, que les intégrales:

(27) Jlfr@pd, <),
T

r

AN . . . K . . .
I' étant des images circulaires, restent bornées. Envisageons les fonctions:

FO=flb@l =) 2 FeVe@.

Les chemins non tangents aux points du contour I' sont presque
partout équivalents aux chemins non tangents aux points de la circon-
férence C (voir § 3) et la condition que les intégrales (26) soient
bornées est équivalente & la méme condition concernant les intégrales:

[ =@ ka; ¢<),

|z|=r

d’ou il suit, que la fonction

T (z):i 35 z

s=0

appartient 4 la classe (H). Considérons les coefficients de Fourier

W= [fOP, O a=L [ @R @H= 38,
T s—0

Js1=1

Les coefficients aﬁn) formant une transformation  orthogonale
compléte. on a la rélation:
o0 [ee]
N\ 2 82 I 2 1 2
Dlal=Xt=% [1cera="L[lrore
n=0 =0 |zl=1 r

qui présente précisement I'équation de la fermeture pour la fonction f (x)
par rapport aux polynomes P (x). Donc, on resoit le théoréme:

Théoréme IIl. Si la fonction f(x) est reguliére a
I'intérieur du domaine B, les intégrales (27) restent
bornées et la rélation (26) a lieu, la fonction f(x)
satisfait 4 1’équation de la fermeture pour les poly-
nomes P, (x).

Passons maintenant i la démonstration du théoréme sur le déve-
loppement d’une fonction f (x), satisfaisant aux conditions du théoréme III.
Formons un segment de la série de Fourier pour la fonction t(2)
par rapport au systéme des fonctions (13):

n
5,@= Y ¢,R,G)

s=0
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En remarquant, que les fonctions < (z) et R, (z) appartiennent a la
«classe (H), nous aurons:

() —.S ’ ,
() — S, ()= f_<’)7___:(z_)dz,(|z|<1)
{2/|=1

d’ou il vient conformement & 'inégalité de Schwarz:

@—S,@P<m [ 1@ —=S,E Pk [

[2|=1 [2/]:=1

db

P

La fonction 7(z) satisfaisant & I’équation de la fermeture pour le
'systéme (13), on a la rélation: .

Q=) F FOVIO=In_ 5,0,

‘d’ailleurs S (z) tend vers la limite T (z) uniformement par rapport d z
dans chaque domaine se trouvant avec son contour a lintérieur du

cercle K. En supprimant la facteur ‘/-2—; V?'_(z‘) et en revenant a la

variable ¥ on resoit la théoréme sur la développement de la fonction £ (x):

Théoréme IV. A condition de I'existence de la réla-
tion (26), une fonction f(x) satisfaisant aux conditions
du théoréme Il est développable en série de Fourier
suivant les polynomes P (x), cette série étant unifor-
mement convergente dans chaque domaine, qui se
trouve avec son contour a l'intérieur du domaine B.

Considérons maintenant une série arbitraire

o0
9) D, P,w,
n=0
ia série I
N
24r
N n=0
-étant supposée convergente. Formons la somme -

(29) DR
n=0 .

En tenant compte des propriétés du tableau des coefficients o

m ’
nous pouvons affirmer, que la série (29) représente une fonction p (z)
reguliére & lintérieur du cercle K

& Sy
130) pE)= D4R, )= D3, (<)
n=0 n=0
et qu'on a o o

Ql )
12 — A i
E dnl_é 18,1%

|
n=0 n=—0
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d’ou il suit, que p(z) appartient a la classe (H). Inversement, étant
donnée une fonction p (z) de la classe (H), les coefficients &, sont con-

[ee]

nues et 2 |8 |? est convergente. En égalant dans la formule (30) les

coefflcxents d aprés les méme puissances de z, nous recevons un systéme
infini d’équation linéaires, qui déterminent d’une fagon unique les coef-

[ee)

ficients d,, ¥ |d |* étant aussi convergente. La fonction p(z) appar-
n=0

tenant a la classe (H), la fonction

p(2)

"2,‘—1 V' (2)

(31) F(z)=

fournit sur le plan de la variable x la fonction f (x) = F[y(x)], qui
satisfait a tous les conditions du théoréme III, et réciproquement, une
telle fonction f(x) étant donnée, la formule (31) définit la fonction p (2):
de la classe (). Par suite chaque fonction f(x), qui satisfait a toutes

les conditions du théoréme III, est developpable d’une facon unique en

série de la forme (28), la somme Y, |d_ |2 étant convergente. Cette
n=0

serie unique est précisement la série de Fourier de la fonction f(x)-
Nous recevons ainsi le théoréme:

Théoréme V. Si la rélation (26) a lieu, chaque
fonction f(x) satisfaisapt a toutes les conditions du
théoréme Ill est développable d’une facon unique dans
la domaine B en série de la forme (28), la somme des
carrés des modules des coefficients étant conver-
gente. Inversement, chaque série de cette forme est
la série de Fourier pour une fonction f(x) jouissant
des propriétés indiquées.

En conclusion de ¢e paragraphe nous allons démontrer une formule
établie par M. Szegd pour le cas d’'un contour analytique. Consi-
dérons la fonction

FO=LVi@ Vv k.

Elle jouit évidemment de toutes les propriétés indiquées dans le
théoréme IIl. Le calcul élementaire montre que ses coefficients de Fourier
sont:

c, = —Il—ff(i) P ()ds=P (a).
r

En effet, en tenant compte de la rélation évidente:

T ()9 () =1
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et en remarquant qu a la valeur z=—=o correspond la valeur x —=a,
nous recevons:

e [ e =
27 /9’ (0) 2 Ve @

! P, [4(]1/ ¢ (2)

- iV o z
27i I/ ¢/(0) |2I=1

dz.

Or, le produit P, [2(z)] V9 (z) étant représentable, comme nous
I'avons vu, par son intégrale de Cauchy, il s’ensuit que
— . .
= v=—=P,[2()] V ¢'(0) =P, (a).
c ‘/ ?/(0) n l/ n~
Nous obtenons ainsi, conformement au théoréme III, le developpement
de la fonction (31) en série de Fourier:

(32) LV7@ V7O = 3@ P,
n=0

Cest précisement la formule, que nous avons a établir. Nous avons
-verifié cette derniére formule ainsi que le théoréme précédent, en suppo-
sant que le contour I' est rectifiable et que la rélation (26) est satisfaite
pour ce contour.

§ 6. Dans le cas, ou le contour I' est une courbe analytique la
fonction harmonique lg | ©'(z) | est analytique dans le cercle fermé K
est la formule (26) subsiste certainement. Nous démontrous dans ce para-
graphe le théoréme de développement pour le cas d'un contour analy-
tique aux conditions plus générales queé celles, que nous venons d’énon-
cer. Soit f(x) une fonction reguliére a I'intérieur d’un domaine B, possé-
dant presque partout sur I'les valeurs limites intégrables f(£) et s’expri-
mant par ces valeurs limites & aide de l'intégrale de Cauchy:

£
E—X

fx)= ;f?; AL [x a lintérieur du B].
r

En tenant compte du § 3 nous pouvons affirmer, que les intégrales:
S @] o' @ 1 ds <]
|z|=r
sont uniformement bornées. Hors cela, dans le cas actuel ¢’ (z) est une
fonction reguliére et différente de zéro jusqu a la circonférence C. Donc,
il existe deux nombres positif M et m, satisfaisant a la condition:
o<m< |9 <M
dans tous le cercle K. Il s’ensuit, que les intégrales:
S 1@l doet [ 1fl2@)] VG |db.
|z|=r |z|=r
sont de méme uniformement bornées et que dans le cercle X les fonctions

Fl2(2)] et f[2()]V @ (?), Sexpriment de méme par ces valeurs limites
a l'aide de l'intégrale de Cauchy.
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Considérons maintenant le segment de la série de Fourler pour
la fonction f(x):

n

S,00="N P, () o= [ /() P,B)d>,
k=0 T
ou

S,=-7[fOK, =" [fOK, Eds,
T r
et

K, (nH= 2P, )P
k=0

' 4

Or, on sait (Szegd I) que si x est fixé a lintérieur de B et ¢
représente un point variable sur I', la fonction K (x, £) tend unifor-
mement par rapport a & vers an V1) V16, z=1(y) étant la fon-

ction qui fait la representation conforme du domaine B sur le cercle K,
d’une telle facon que le point y = x correspond au point z=o0. Donc,
on a:

i S,0= [FOVT VT Od = [ flo <>1l/ o
4 |z]=1

ou, comme toujours, par y = ©(z) est désignée la fonction inverse a
z=7(y). On a évidemment ensuite:

L[ Le@lVYE

lz|=1

nlim S (x)= l/.c’(o T
et

tim S, ) =1755/12(0)] VF ) =/,

car la fonction f[%(z)] |/ ¢'(z) est représentable par son intégrale de
Cauchy.

Ainsi nous avons recu le developpement de la fonction f(x) a I'in-
térieur du domaine B en série de Fourier suivant les polynomes
orthogonaux.

On deduit sans peine des recherches de M. Szegdé que K, (x, £)

] —-
tend vers la fonction limite o= Vi (x) /% () uniformement non seu-

lement par rapport a £, mais aussi par rapport a x, si x se trouve
dans un domaine qui est situé avec son contour & Dintérieur du do-
maine B. On peut dire la mémé chose sur le développement de la
fonction f(x) en série de Fourier. Nous recevons ainsi un théoréme,
qui est entiérement analogue au théoréme concernant le developpement
en série de puissances:
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Théoréme VI. Si la fonction f(x) est reguliére a 'inté-
rieur du domaine B, si elle posséde presque partout
sur ' suivant les chemins non tangents les valeurs
limites et s’exprime par ces valeurs da 'aide de 1'inté-
grale de Cauchy et si, en outre, le contour I' est une
courbe analytique, f(x) est développable a l'intérieur
de B en série uniformement convergente de Fourier
suivant les polynomes orthogonaux correspondant
au contour I. )

Supposons maintenant qu'on sait seulement, que la fonction f(x)
est reguliere a l'intérieur de B. La fonction f[%(z)] est alors déve-
oppable en sériec de Maclaurin a lintérieur du cercle K:

(o]
fle@l= e,z
s=0
ou

lim sup f/\cslgz
Done, pour un nombre arbitraire R surpassant l'unité, on a liné-
galité:
(33) [e, | < AR

)
A etant independant de s. Pour la fonction z° on obtient le déve-
loppement évident:

L= DR (), (4 <1)
j=0
et on trouve, que
(34) fle@1= D e, D47 R ).

s=0 j=0

Utilisons maintenant les deux résultats du mémoire mentionné ci-des-
sus de M. Szegd (Szegd I). Soit x =1%(z) une fonction faisant la
représentation conforme de la partie du plan x, extérieure au contour L.
sur la partie du plan z, extérieure au cercle |z | < 1, de sorte, que
les points a linfini des deux plans correspondent I'un a l'autre. On a
le developpement:

(35) x=rtz+4 E% pour |z| > 1.
s=0

Soit d'ailleurs z=29 (x) la_fonction inverse. En chaque point x, se
trouvant hors de T, les polynomes P, (x) admettent les representations:

asymptotiques:

6 Pw=c) LT @EW 1400,
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ou € est une constante, égale en module a l'unité, et o (1) tend vers
zéro, quand n augmente indéfiniment; d’ailleurs si x appartient a un
domaine, se trouvant avec son contour a l'exterieur de I, o (1) tend
uniformement vers zéro. Si, au contraire, x se trouve a l'intérieur de I’
on a l'évaluation:

(37) | P, (x)| < Mp",

ou M et p, ne dependent pas de n et 0 <p <1. Tous ces résultats
sont établis par Szegd pour le cas d’un contour analytique I'. Dans ce
cas les fonctions (13) sont holomrophes dans le cercle au centre en

commencement et au rayon surpassant I'unité, et nous pouvons repré,
()

senter les coefficients a_° sous forme:
=L R@
s 7. ami ZS+1 ’
iz|=R,

ou Ry > 1 et Ry— 1 est si petit que I'on veut. En tenant compte des
expressions asymptotiques (36), nous recevons les évaluations pour a(s’ ):

(38) o] < R},

ou C est independant de j et de s, Rp>1 et Ro— 1 est si petit
que l'on veut. L’inégalité (37) donne I’évaluation:

(39) | R,(2) | < Dp"

pour chaque point z & l'intérieur de C. Les évaluations (33), (38) et
(39) montrent que la série double du c6té droit de 1'équation (34) est
absolument convergente. Donc, en y changeant I'ordre des sommations
on obtient les developpements suivant les fonctions R (z):

fle@1= Y D,R, ().

n=20

« En divisant la derniére équation par V @’ (z) nous recevons le déve-
loppement d’une fonction arbitraire, holomorphe a lintérieur de I, en
série suivant les polynomes P, (x), mais cette série n’est pas, en géné-

ral, la série de Fourier. On arrive donc au théoréme:

Théoréme VII. Une fonction f(x) reguliére a l'inté-
rieur du domaine B, limité par un contour analytique,
est developpable dans ce domaine en série absolu-
ment convergente suivant les polynomes P, (x).

§ 7. Les théorémes du § 5 on été établis a condition de l'existence
de la rélation (26). Rappelons nous la substance de cette condition. Si
la fonction x=®(z) fait la représentation conforme du cercle K
(jz!<<1) sur le domaine B a contour rectifiable I', I'existence de la
rélation (26) se reduit a la condition, que la fonction lg | ¢ (2)|, har-



Polynomes orthogonaux a une variable complexe. 173

monique a l'intérieur du cercle mentionné et possédant les valeurs limites
suivant les chemins non tangents presque partout sur la circonfé-
rence C de ce cercle, s'exprime par ces valeurs a l'aide de l'intégrale
de Poisson. Nous n’avons pas réussi a démontrer qu'il est ainsi dans
le cas général d’un contour rectifiable I' et nous nous bornerons 4 établir,
que la condition (26) est remplie pour certaines classes des contours I

Si les intégrales
2=
(40) S g (e b (<1)
0

restent bornées, la fonction Ig 9’ (z) reguliere a l'intérieur du cercle K,
s’exprime, comme nous venons de le dire dans le § 3, par ses valeurs
limites & l'aide de l'intégrale de Poisson, et la formule (26) a lieu.
Conformement a l'inégalité évidente: '

VEFE<atb @ 520)
les intégrales (40) restent bornées, si les intégrales:
2= 2=

(41) f}lg z;?’(reio)| ‘ db et (42): f | arg ' (rem)»l db
0 0 -

jouissent de la méme propriété. La fonction Vo (z) appartenant a la
classe (H), le fait' que les intégrales (41) sont bornées suit d’une iné-
galité, établie par M. Riesz dans son mémoire: ,Sur ler suites des
fonctions analytiques” *). 1l suffit donc pour que la formule (26) ait
lieu, que les intégrales (42) soient bornées. Si le domaine B est convexe
ou de la forme de Dl’étoile de Mittag-Leffler, on sait, que la fonc-

tion arg 9’ (rete) reste bornée dans tous le cercle K *¥), et les inté-
grales (42) sont d’autant plus borneés. Il est aisé de voir que ce fait a
lieu aussi dans le cas ou le domaine B est limité par un nombre fini
de segments de courbes analytiques qui se coupent sous les angles
différents de zéro.

Montrons maintenant que si 'on suppose que la rélation (26)
n’existe pas, les coefficients ai") des developpements des fonctions R (z)

en séries de Maclaurin ne forment pas une transformation orthogo-
nale compléte. Si la rélation (26) n'est pas juste on a le signe ,<_*“
dans la formule (25) [§ 4] et les formules (22), (23) et (24) donnent:

(42) Nlak<s,

*) Acta Universit. Francisco-Joseph, t. I, fascie 2, 1923, pp. 88—98, specia-
lement, p. 97.
#*) Bieberbach: ,Aufstellung und Beweise der Drehungssatzes fiir schli-
chte conforme Abbildung. Math. Zeitschr. Bd. 4; Heft 3/4; 1919; pp. 295—305,
specialement 302 et 304-
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ou d_sont les coefficientsde Fourier des valeurs limites de la fonction

fl(;) par rapport aux polynomes orthogonaux p (z), que nous avons

construit dans le § 4. F(z) étant une fonction reguliére dans le domaine
|z|< 1, par exemple un polynome, du théoréme XXXV du mémoire
mentionné ci-dessus (Szegd IIl) il suit, que

L [ IKOF | Fo— g iz — S a > o.

|z|=1 s=0

Donc, en tenant compte de l'expression de la fonction K(z), nous
pouvons affirmer, que pour chaque polynome F(z) on a l'inégalité:

(43) (11 —FQVIE) | dd>M>o,

z]=1
o M est un nombre positif bien défini. Il suit de 13, que les fonc-
tions, R (z) ne forment pas un systéme fermé par rapport & l'unité,

c’est-a-dire que
o0

E] agf) }2<

=0

x

En effet, si la fermeture avait lieu 'intégrale
] m 2
— NY (& e
L,={f 11— Za(,) R, ()| db
jef=1] =0 |
serait si petite, que l'on veut, pour les valeurs suffisamment grandes

de m. Or, on a:
mn

MR D=4,V 6,
k=0
ou ¢ _(z) est une fonction continue dans le cercle fermé K et reguliére

a Pintérieur de ce cercle. En se servant des résultats de M. Walsh,
mentionnés dans le § 4, nous pouvons représenter la fonction ¥ _(z)

sous forme:

b &) =0, @)+ =, (2)
ou ® (z) est polynome et max | &_(z) | est arbitrairement petit sur la
circonférence C. Donc, on a l’inégalité évidente:

) [l1—e, @V @ [ dd<ar, +
lz|=1
2 [le, @V @) 2 db

[z|=1
ou

[ e, @) VeGP GF b <max |e, @),

lz/=1
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[ étant la longueur du contour I'. Par conséquent, en contradiction
avec l'inégalité (43), les deux termes du cété droit de l'inégalité (44)
peuvent étre traités comme valeurs arbitrairement petites. Il en résulte
que notre supposition, concernant la fermeture du systéme des fonctions
R (z) par rapport a l'unité serait fausse, si la formule (26) n’avait pas
lieu. Inversement, si I'on sait, que le systéme des fonctions R_(z) est

fermé par rapport a l'unité, c’est-a-dire que

(45) e =n,
k—0

les intégrales / tendent vers zéro, quand m augmente infiniment. Donc

il résulte des considérations précédentes, qu’il existe des polynomes
® (2) satisfaisant a la rélation:

lim [ 1—o, @ Ve @] d=o.

m— 00 z]=1
Dans ce cas, comme nous l'avons vu dans le § 4, le systtme R (z)

est fermé par rapport aux fonctions 2 (j=o0, 1, 2,...), et le tableau
A . \
des coefficients a;° forme une transformation orthogonale compleéte.

Par conséquent, la condition (45) est équivalente a la formule (26).

§ 8. Considérons maintenant la représentation conforme de la partie
du plan se trouvant a l'extérieur de la courbe I' sur le domaine
iz|> I, en posant, quau point a linfini du plan z correspond le
méme point du plan x. Introduisons la fonction:

(46) x=<‘,J‘(z):Tz—[—T0—+——?—+':Z o (lz][>0)

z

faisant cette représentation conforme; d’ailleurs, sans nuire a la géné-
ralité, nous pouvons supposer que T est un nombre réel positif. Soit
z=—20 (x) la fonction inverse pour la fonction (46). Formons ensuite
les fonctions analogues aux fonctions (13):

.

27

S, @@=}/ P, BE@IVYE (=or,z2..)

Ces fonctions sont reguliéres pour | z | > 1 et admettent les rep-
résentations de la forme:

O 16(")
(47) 5, 0= X —= (lz[> .
s=0

Comme dans le § 4, pour le cas général d’un contour rectifiable
nous recevons:

.(48) ! 2 lgiﬁ) =1 (r=0, 1, 2,...);

s=0
oo

(49) D ENEY =0 (m<n).

s=0
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Désignons par 12 le minimum des intégrales de la forme:

I

A | & —I—algnnl—i— voota,_E4a, |? da
r

On sait (Szegé I), que le coefficient d’aprés x” dans le polynome

P (x) est égale a %, et par suite dans les developpements (47)

(49) B =, |/ -

Il suit de le condition (48), que | Bg')ilzg 1, cest-a-dire que

2 _ 2% _2nfl

(50) b=
Cette inégalite est démontrée par Szegé6 (Szeg o 1) pour le cas, ot
le contour I' est analytique. Dans le méme cas, comme nous ['avons
déja dit dans le § 6, Szegd a, donné l'expression asymptotique des
polynomes P, (x) pour les points, qui se trouvent hors de la courbe I':

) P=VEVTE BN (14, @

ou ¢, (x) tend uniformement vers zéro, quand n augmente infiniment,
dans chaque domaine, se trouvant avec son contour hors de la courbe T

Cette expression asymptotique est equivalente a la condition:

(52) lim Bg’): 1.
n—->oo

En effet, la rélation (52) suit immédiatement de la rélation (51).
Inversement, si I'on a la rélation (52), il résulte de la formule (48),

que le plus grand des nombres | Bi")'( (s=1, 2,...) tend vers zéro,

quand n augmente infiniment et, en vertu des développements (47),
on resoit:

. S5 0G

lim ——— = 1.

n
n—>o0o z

D’ailleurs tend uniformement vers I'unité dans chaque domaine

zn
se trouvant avec son contour a lintérieur du domaine | z | > 1, ce
qui est équivalent A la relation (51). La condition (52) et I’expression
asymptotique (51), etablies par Sze g6 dans le cas d’'un contour ana-
lytique, ne subsistent pas dans lc cas général d’un conbour rectifiable.
La condition (52) n’est pas satisfaite par exemple dans le cas, ou I’
est le segment double (— 1, |+ 1) (v. Szegd I). Mais il n’est pas du
tout difficile de donner I'évaluation de P (x) pour les points se trou-
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vant hors du contour I' dans le cas général d’'un contour rectifiable *).
D’aprés l'inégalité de Cauchy et en vertu de le rélation (48) nous

avons:
S, (@) |? 1
2 gg) |z (Jz[>2

d’oll nous recevons I'inegalité de la forme:
(53) S, @l<m|zI",

M étant un nombre positif independant de n, qu’on peut fixer pour
toutes les valeurs de z satisfaisant a l'inégalité:

(54) lz| =Ry > 1.

Soit A la courbe du plan x correspondant  la circonférence | z | =r > 1.

La fonction ¢’ (z) étant bornée dans le domaine (54), nous avons sur
la courbe A, I'évaluation:

(55) |P, &) <NR,
ou N peut &tre fixé une fois pour toutes les valeurs de R, telles que:
R zRo > I.

De cette évaluation des polynomes P (x) suit immédiatement le

théoréme sur la convergence des séries de’ Fourier pour la fonction
f (x), reguli¢re dans le domaine fermé B. Supposons, que la fonction
f (x) est regulire dans le domaine fermé, limité par une courbe AR,‘ On
sait, que dans ce cas il existe un systéme de polynomes v _(x) (n=1. 2,...)
du dégré au plus égal a n, ces polynomes satisfaisant sur la courbe I
a l'inégalité
M,
It —w < oo
1
ot la constante M, ne depend 'ni de x ni de n **). Il suit de 13 immé-
diatement, que les coefficients de Fourier ¢, de la fonction f (x) satis-
font a P'inégalité de la forme:
N,
(56) AR
1

et, qu'en vertu de l’inégalifé (5 5)lasérie de Fourier pour la fonction £ (x):

©o

(57) D e P

n=0

*) Nous supposons toujours que la condition (26) est remplie. .
#*) Walsh. ,Uberden Grad der Approximation einer analytischen Funktion“.
Sitzungsber. Bayer. Academie; 1926 H. 2; pp. 223—229. Specialement p. 223.

RBypuaa



178 V. J.. Smirnoff

est uniformement convergente dans chaque domaine Bj, qui se trouve
avec son contour & Dlintérieur du domaine A,. La somme de cette
série est égale a f(x) dans le domaine B et, par conséquent, dans
tous le domaine B;. Si AR2 est une courbe & I’intérieur de laquelle
f(x) est reguli¢re et sur laquelle elle admet quelques points singuliers,
nous pouvons prendre pour le 'domaine B; un domaine arbitraire se
trouvant avec von contour a l'intérieur de AR,'

Dans l'inégalité (56) on peut prendre R; si proche que I'on veut
a Ry ce qui donne:

lim sup 1n/| c,| < -1;—

2

u
. . . I . .

Or, si nous avions lim sup V/ le,| < X la série (57), en vertu de
(55) serait convergente uniformement a lintérieur d’un domaine, con-
tenant AR.,‘ ce qui se trouverait en contradiction avec la condition, que
f(x) admet les points singuliers sur A;. Donc, nous obtenons Iégalité

(58) lim sup f/m:’é

Si I' est une courbe analytique et a est un point a lintérieur de I's
comme nous l'avons déla mentionné en § 6, on a I'inégalité:

|P, (a)| < Mp",

ou les constantes M et 0 << p <1 ne dependent pas de n. Montrons
maintenant que I'inégalité de cette forme ne peut exister que dans le
cas, ou la courbe I' est analytique. En effet, si une telle inégalité
existait, la série

oo

M P @-P @

n =0

U 5 /T s s .
dont la somme est —— ]/'(/ (@) ]/‘r' (x) 4 Dintérieur de I, serait
uniformement et absolument convergente dans un domaine contenant

la courbe T, }/4" (x) serait une fonction analytique dans ce domaine
et la courbe I' devrait étre de méme analytique. Or, en vertu de (55),
nous avons:

P, (@] <NFK

ot R est un nombre surpassant.l’unité, la différence R— 1 étant si
petite que l'on veut. Il suit donc des considérations précédentes que
dans le cas, ou la courbe I' n’est par analytique on a:

lim sup ln/lp,.(a)l =1,

ol a est un point arbitraire 4 l'intérieur de I, .
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K reopun 0pTOroHaABHBIX IOAHHOMOB KOMIIAEKCHOTO
nepEeMEHHOro. '

B. HU. Cuuprnos.

[Tycts I' — npocras, samMkHyTas u cnpsiMAsieMast KpuBas AAuHDI [
Ha [AOCKOCTH KOMIAeKcHoro mnepemeHHoro x. Qptoronaabubie
noansombnr P, (x) (n=0, 1, 2,...) cremeun n, cooTeeTCTByOWMe

kpuso#t I', onpeaeastorcs us ycaopuit
I [
7 f P (x) P,(x) ds=e, (¢, ,=0, ecau n£tm; e  =1),
Tr

rae do—aud@pepeHuuar Ayry, U g 0603HAYAET KOMMAEKCHOE YHCAO,
.CONpsiKEHHOE € ¢. 1eopHsi TAKAX MOAMHOMOB Gbira paspa6oraua
Szegd ara torocayuas, koraa I'—anarurnueckas kpusas (Math.
Zeitschr. Bd. 9; Heft 3/,; p. 227). ABTop aaeT HOBbI MeTOA, KOTO-
pblil npUMeHsieTcss 6e3 TpyAa K KOHTypaMm, OTAMYHBIM OT aHAAHTH-
YEeCKHMX, H AaeT OblIHe TEOPeMbl Pa3AOXEHHs NO MOAHHOMam P (x).
‘OcHOBHAs MAes METOZA COCTOHMT B CAEAYIOLIEM: MyCTb X = ¢ (2)—
$yHKuuA, coBepmalowas koHGopMHOe npeobpasoBanne obractu B,
orpannyenHoft kpusoft I', ma kpyr [z | < 1. Asrop crpour

PyHKIHUH
REO=Y Z PlEY ¢6 0=0102.)

H JOKasblBaeT, YTO Tabauga KOIP(QHUIHUEHTOB pasAOKEHMH BTHX
@pynkuuit B psg Maclorin’a ectb Tabanga moAHOro OpPTOroHaADb-
HOro mnpeo6pasoBanuss. AHaAOTHYHOE MOCTPOEHHE NMPOUSBOAUTCHA H
AAsl (YHKIMHM, coBepliamolledi KOHGpOPMHOe npeobpa3oBaHHME YACTH
NAOCKOCTH, Aexamleft Bue I', na obaacte | z | > 1. D10 aaer Teo-
peMbl pasioxeHnsi BHe obractu I' yHkuwil, peryAaspubix B 3aM-
KHyTO# obaactu B P

[T IR
3ameuyeHHble ONMEeYaTKH.

Crpen.: Crpoka: Haneuarano: Caeayer unrarh:

161 12 csepxy —51—/7: (E)VPS () ds Ll /‘n G P ¢ ds
T

T
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